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На основе базы данных для параметров критических точек практически всех металлов, а также переход-
ных металлов и полупроводников получен ряд эмпирических соотношений, связывающих эти параметры
с теплотой испарения, нормальной плотностью и изотермическим модулем упругости рассмотренных
веществ в твердом состоянии при нормальных условиях. База данных получена на основе ранее предло-
женной термодинамической модели.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В последнее время [1] заметно возрос интерес к
исследованию свойств сверхкритического флюида —
СКФ (иногда говорят об околокритическом флюи-
де). Под этим термином принято понимать состоя-
ние вещества в непосредственной окрестности кри-
тической точки перехода пар–жидкость. Активно
обсуждаемыми и до конца не решенными являют-
ся вопросы о границах СКФ, уравнении состояния
и т. д. Весьма интересным представляется вопрос о
том, чем скорее является СКФ: неидеальным газом
или расширенной жидкостью или даже расширен-
ным твердым телом. От решения этого вопроса за-
висит выбор теоретических подходов для исследо-
вания термодинамики СКФ. Численное моделиро-
вание показывает, что по крайней мере со стороны
кривой плавления СКФ присущи многие свойства
конденсированного вещества, в частности сохране-
ние ближнего порядка. Обсуждаются в основном
нейтральные атомарные и молекулярные вещества.
Пары металлов практически не рассматриваются.
В серии работ авторов был рассмотрен фазовый

переход пар–жидкость (диэлектрик–металл), прохо-
дящий в парах щелочных металлов [2], атомарном
водороде [3], газе экситонов [4] и в парах металлов с
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многоэлектронной валентной оболочкой атомов [5].
В основу физической модели перехода была положе-
на гипотеза об определяющей роли в термодинами-
ке СКФ когезии — квантовой коллективной энергии
сцепления атомов паров металла в конденсирован-
ном состоянии. Свободная энергия флюида строи-
лась во многом аналогично ван-дер-ваальсовой: эф-
фект исключенного объема учитывался в прибли-
жении Карнахана –Старлинга для твердых шаров,
притяжение — в приближении среднего поля как
когезионное, коллективное притяжение атомов; при
этом, что принципиально, учитывалась достаточно
сложная зависимость когезии от плотности. В раз-
реженном газе, когда исчезает перекрытие волно-
вых функций соседних атомов, когезия исчезает, об-
ращаясь в нуль, и свободная энергия переходит в
свободную энергию газа твердых шаров.
Когезионная энергия сцепления мала в разре-

женном газе и становится заметной величиной, ко-
гда начинается перекрытие волновых функций ва-
лентных электронов. При дальнейшем увеличении
плотности когезия достигает минимума и дальше
начинает расти. Минимум когезии соответствует
нормальной плотности металла, а значение коге-
зии в минимуме равно теплоте испарения. В работе
[6] предлагается использовать когезионную энергию
в качестве свободной энергии холодного металла.
Давление металла при нормальной плотности рав-
но нулю (производная свободной энергии в миниму-
ме когезии). Использование когезии в серии наших
работ, посвященных свойствам плотных паров ме-
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таллов, позволило впервые учесть в термодинамике
давно обсуждаемый эффект зарождения зоны про-
водимости и появление электронов проводимости
при сжатии атомов. Появление последних и ведет
к коллективному притяжению атомов. Для тради-
ционной термодинамики плотных газов появление в
свободной энергии когезии — величины твердотель-
ной — первоначально вызывало критику. Однако
предложенная, пусть и на основе гипотезы, свобод-
ная энергия оказалась весьма конструктивной, по-
скольку позволила рассчитать критические точки и
бинодали практически всех металлов. Для атомов с
одним s-электроном, таких как атомарный водород,
экситоны и пары щелочных металлов, когезия рас-
считывалась аналитически [2–4]. Для большинства
других металлов таблицы Менделеева была исполь-
зована универсальная скейлинговая функция для
энергии связи UBER (universal bind energy relation)
[7]. UBER хорошо описывает данные многочислен-
ных ab initio расчетов зависимости когезии от плот-
ности и определяется тремя экспериментально из-
меряемыми при нормальных условиях параметрами
твердого состояния: энергией сублимации, нормаль-
ной плотностью и изотермическим модулем упруго-
сти. Перечисленные параметры известны для боль-
шинства металлов периодической системы и приве-
дены в работе [8]. На основе этих результатов мож-
но утверждать, что связь твердотельных характери-
стик с параметрами критической точки установлена
и СКФ приближенно можно рассматривать как рас-
ширенный металл.

К настоящему времени предложен ряд эмпири-
ческих соотношений, связывающих параметры кри-
тической точки с различными характеристиками ве-
щества в жидком и газовом состояниях. Особенно
актуальны эти соотношения для веществ, у которых
экспериментальные данные по критическим пара-
метрам отсутствуют. Отметим среди этих соотноше-
ний правило Коппа –Лэнга [9], связывающее крити-
ческую температуру с энергией испарения. В работе
[10] на основе принципа соответственных состояний
и метода прямолинейного диаметра были рассчи-
таны критические точки практически всех метал-
лов. Ликальтером установлена связь критических
параметров паров металлов с потенциалом иони-
зации атомов [11]. Существует ряд законов подо-
бия, связывающих характерные линии (например,
линию единичной сжимаемости (Zeno-line)) газов и
жидкостей с критическими параметрами (см., на-
пример, работу [12]), которые хорошо выполняются
для инертных и молекулярных газов.

В рамках предложенной модели нами были рас-
считаны критические параметры практически всех
металлов, а недавно добавились расчеты критиче-
ских параметров полупроводников и некоторых пе-
реходных металлов [13]. В результате возникла до-
статочно большая база данных для критических па-
раметров паров металлов, приведенная в табл. 1
Приложения, что делает актуальной задачу об их
анализе.
Цель настоящей работы — установить на осно-

ве выполненных расчетов аналитические связи кри-
тических параметров паров металлов с характери-
стиками металлов в твердом состоянии, такими как
теплота испарения ΔE, нормальная плотность ρ0 и
изотермический модуль упругости B. Полученные
соотношения позволят лучше понять физику СКФ,
а также могут оказаться полезными для оценок кри-
тических параметров веществ, для которых крити-
ческие параметры неизвестны.

2. ЭНЕРГИЯ СЦЕПЛЕНИЯ И ОСНОВНЫЕ
ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ СООТНОШЕНИЯ

Энергия сцепления атома с веществом являет-
ся фундаментальной характеристикой конденсиро-
ванного состояния. Простейшим примером является
энергия связи атомов в молекуле. Сюда же относит-
ся энергия связи атома с поверхностью металла —
адгезия, а также хемосорбция. Особенно важной ха-
рактеристикой является когезия — энергия сцепле-
ния атома с окружением в конденсированном состо-
янии, твердом и жидком. Она зависит от плотности
и уменьшается по мере разрежения вещества. При
нормальной плотности когезия имеет минимум, ко-
торый определяет энергию сублимации или испаре-
ния. Расчету всевозможных энергий сцепления по-
священы сотни работ. Особенно возрос этот поток
информации в связи с развитием прямых числен-
ных методов расчета, связанных с методом функци-
онала плотности. Мы воспользовались, предложен-
ным в работе [7] универсальным соотношением для
энергии связи EUBER(ΔE, a∗), которое обобщает в
аналитическом виде данные множества численных
расчетов и достаточно хорошо описывает различ-
ные виды энергии связи в металлах в зависимости от
плотности атомов na = Na/V и от ряда физических
величин, характерных только для рассматриваемо-
го вещества:

EUBER(ΔE, a∗) = ΔE · E∗(a∗), (1)

E∗(a∗) = −(1 + a∗) exp(−a∗), (2)
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a∗ = (rWZ − rWZ0)/l. (3)

В выражениях (1), (2) E∗(a∗) — универсальная
безразмерная скейлинговая функция, ΔE — энер-
гия испарения металла при нормальных услови-
ях. Безразмерный параметр разрежения a∗ выра-
жается через радиусы ячейки Вигнера – Зейтца для
нормальной rWZ0 и текущей rWZ плотностей ме-
талла; (4/3)πnar

3
WZ = 1. В выражении (3) l —

длина масштабирования, связанная с изотермиче-
ским модулем упругости B соотношением l =

=
√
ΔE/12πBrWZ0. В боровских радиусах a0 все

скейлинговые множители становятся безразмерны-
ми:

l0 =
l

a0
, y0 =

rWZ0

a0
, y =

rWZ

a0
.

В результате энергия связи зависит от текущей
плотности y и трех параметров: ΔE, y0, l0. Необхо-
димые для расчета параметрыΔE, y0, l0 для многих
металлов приведены в работе [8].
Свободная энергия Гельмгольца для Na атомов

в объеме V при температуре T , предложенная в ра-
ботах [2–5], имеет вид

F = −NakT ln

(
eV ga
Naλ3

a

)
+NakT

4η − 3η2

(1− η)2
+

+
1

2
NaEcoh(y), (4)

где λa и ga — соответственно тепловая длина вол-
ны де Бройля и статистический вес атомов, η — па-
раметр упаковки, Ecoh(y) = EUBER(ΔE, y0, l0, y) —
когезионная энергия сцепления (когезия). При a∗ =

= −1 когезия (2) обращается в нуль. Это происходит
при определенной величине радиуса rHS = rWZ0 − l

(yHS = y0−l0). Этот радиус определяет размер твер-
дой сердцевины атома и через него выражается па-
раметр упаковки η = (4/3)πnar

3
HS .

С использованием выражения (4) для свободной
энергии было получено уравнение состояния и рас-
считаны параметры критических точек для паров
щелочных металлов [2], атомарного водорода [3], эк-
ситонов [4] и практически для всех металлов перио-
дической системы [5]. Для ряда металлов построены
бинодали [5].

3. КРИТИЧЕСКИЕ ПАРАМЕТРЫ
МЕТАЛЛОВ

На основе свободной энергии (4) можно рас-
считать все термодинамические функции и най-
ти критические параметры, определив координаты
(ρcr, Tcr, Pcr) точки перегиба изотермы давления. В
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2

3

4
a
cr
*

Рис. 1. Безразмерный параметр разрежения в критической
точке для различных металлов: темные кружки — щелоч-
ные металлы; звездочки — щелочноземельные металлы;
темные квадраты — металлы группы бора; темные тре-
угольники — лантаноиды; светлые квадраты — элементы
IV группы; светлые треугольники — переходные металлы

табл. 1 в Приложении приведены результаты наших
расчетов для большинства металлов периодической
таблицы. В первых столбцах представлены исход-
ные данные для расчетов: ΔE — энергия испарения
(сублимации); y0 — радиус ячейки Вигнера – Зейт-
ца, соответствующий нормальной плотности метал-
ла в боровских радиусах; l0 — масштабный фак-
тор из выражения (3) в боровских радиусах. В по-
следующих столбцах содержатся рассчитанные на-
ми критические параметры перехода пар–жидкость
[2,5,13]. Для щелочных металлов приведены извест-
ные экспериментальные данные [14, 15] (выделены
жирным шрифтом).

3.1. Критическая плотность

В соответствии с результатами Стишова [16] кри-
тическая плотность перехода пар–жидкость в парах
металлов близка к плотности, при которой когези-
онная энергия обращается в нуль. К сожалению, у
когезии в форме UBER (1) такой характерной точки
нет в отличие от аналитического результата для па-
ров щелочных металлов [2]. Тем не менее, посколь-
ку единственным параметром, определяющим «ма-
лость» безразмерной когезии (2) является безраз-
мерный параметр разрежения a∗, можно ожидать,
что в критической точке он будет одинаков для всех
металлов.
Этот вывод подтверждается нашими расчетами,

результаты которых представлены на рис. 1. Видно,
что с достаточно хорошей точностью этот параметр
меняется в районе величины, равной трем. Исполь-
зуя этот факт и соотношение для a∗cr = (ycr− y0)/l0,
получим для безразмерного радиуса ячейки, соот-
ветствующей критической плотности ycr, соотноше-
ние, связывающее его с табличными значениями
y0, l0:
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Рис. 2. Зависимость критической температуры от энергии
испарения: темные кружки — щелочные металлы; светлые
кружки — щелочноземельные металлы; темные квадра-
ты — металлы группы бора; темные треугольники — эле-
менты IV группы; светлые квадраты — лантаноиды. Пря-

мая линия — аппроксимация по формуле (8)

ycr = y0 + 3l0. (5)

Используя (5) для критической плотности ρcr,
получим соотношение, связывающее эту плотность
с твердотельными характеристиками:

ρcr

[ г
см3

]
= 2.68

A

y3cr
= 2.68

A

(y0 + 3l0)3
, (6)

где A — атомный вес.

3.2. Критическая температура

Из литературы известно правило Коппа –Лэн-
га [9], связывающее критическую температуру Tcr

и энтальпию испарения, которая при нормальных
условиях совпадает с энергией испарения (субли-
мации) ΔE. Правило утверждает, что между ними
имеется линейная зависимость:

Tcr = ηΔE. (7)

Величина η немного различается для разных ве-
ществ. Но в целом близка к 0.15–0.25. Используя
полученный нами массив данных для паров метал-
лов, мы построили графики зависимости критичес-
кой температуры от энергии испарения ΔE, выде-
лив в отдельную группу переходные металлы.
На рис. 2 хорошо просматривается прямая про-

порциональность этих величин. Коэффициент η ≈
≈ 0.2. Это значение удивительным образом совпа-
дает с эмпирическим правилом Коппа –Лэнга, по-
лученным для нейтральных газов.
Вычислим, чему равна когезия при критической

плотности, Ecr
coh = ΔEE∗(a∗cr). Мы установили, что
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Рис. 3. Зависимость критической температуры от энергии
испарения для переходных металлов: прямая линия — ап-
проксимация имеющихся данных по критической темпера-

туре и теплоте испарения (см. табл. 1)

a∗cr ≈ 3, следовательно, E∗(a∗cr) ≈ (1+3)e−3 = 0.199,
что близко к величине η = 0.2. Результат достаточно
неожиданный. Если принять правило Коппа –Лэн-
га, то критическая температура оказывается равной
когезии (энергии сцепления) при критической плот-
ности:

Tcr = Ecr
coh. (8)

При температурах ниже критической когезия в
критической точке превосходит температуру и воз-
можен переход в жидкое состояние. При температу-
ре выше критической энергия сцепления в критиче-
ской точке мала и пар остается в газовом состоянии.
На рис. 3 представлена зависимость критической

температуры от энергии испарения для переходных
металлов. Приближенно можно говорить о прямоли-
нейной зависимости, но коэффициент η ≈ 0.14÷0.16.
Стишовым [16] на примере паров щелочных ме-

таллов было установлено, что критическая плот-
ность перехода пар–жидкость близка к плотности,
при которой когезия обращается и нуль. Используя
когезию для свободной энергии Гельмгольца паров
щелочных металлов [2], мы установили координа-
ту точки перегиба изотермы давления. Когезия при
найденной критической плотности была мала, но в
нуль не обращалась. Этот результат и подтвержда-
ется соотношением (8) для рассмотренных нами ме-
таллов.

3.3. Критическое давление

В рамках термодинамической модели (4) мы по-
лучаем несколько завышенное значение критическо-
го давления по сравнению с экспериментальными
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данными для паров щелочных металлов. Наши по-
пытки улучшить модель (4) не привели к заметному
успеху. Корректируя давление, мы меняем критиче-
ские плотность и температуру. В этой ситуации мы
предлагаем воспользоваться эмпирической форму-
лой Тиммермана [17]:

P cr
T im = P cr

0 (y0/ycr)
3 = P cr

0 (ρcr/ρ0), (9)

где P cr
0 = ncrkTcr = (82.6ρcrTcr)/A. Здесь плотность

измеряется в г/см3, температура в K, давление по-
лучается в атмосферах.
Для щелочных металлов в табл. 1 (см. Прило-

жение) приведены параметры критической точки,
рассчитанные тремя способами: по уравнению со-
стояния (4) (первая строка), во второй строке — по
формулам (6), (8), (9), в третьей строке приведены
экспериментальные данные [14] (выделены жирным
шрифтом, кроме данных для лития, где они отсут-
ствуют). Для остальных металлов в табл. 1 приве-
дены расчетные данные, полученные из уравнения
состояния (4).

4. ИНЕРТНЫЕ ГАЗЫ, РТУТЬ И УРАН

В этом разделе мы воспользуемся полученны-
ми соотношениями (6), (8), (9) и оценим критиче-
ские параметры инертных газов, у которых физи-
ческая природа сил сцепления существенно отлича-
ется от природы сил сцепления в парах металлов.
Так, в инертных газах в соответствии с теорией Лен-
нард-Джонса –Девоншира (ЛДД) [18] связь в жид-
кости и в твердом теле носит классический характер
и возникает за счет аддитивного сложения потен-
циалов взаимодействия пробного атома и атомов в
первой и в последующих координационных сферах.
На основе теории ЛДД для инертных и других газов
можно определить и рассчитать энергию испарения
ΔE, нормальную плотность n0 и модуль упругости
B, через который выражается длина масштабирова-
ния l. Тем самым, воспользовавшись соотношения-
ми (6), (8), (9), можно рассчитать все критические
параметры.
В табл. 2 в Приложении представлены данные

по необходимым константам, взятым из литературы
[19], и результаты расчета критических параметров.
В последней строке жирным шрифтом приведены
экспериментальные значения [20]. Хотелось бы от-
метить неплохое согласие с экспериментом для весь-
ма необычной расчетной схемы. Для инертных газов
характерное значение η = 0.16 (т. е. ΔE/Tcr ≈ 6, что
характерно для переходных металлов) явно следует
из экспериментальных данных. Как видно, согласие
с экспериментом для инертных газов хуже, чем для

щелочных металлов, но и схема расчета необычна
для инертных газов. Вероятно, причина такого рас-
хождения лежит в классической природе сил свя-
зи. Тем не менее связь критических параметров с
твердотельными характеристиками, хотя и не такая
явная, как для металлов, в случае инертных газов
также просматривается.
Для ртути имеется большое количество измере-

ний, в которых подробно промерены критическая
область и бинодаль [21]. Но в работе [8] отсутству-
ют данные UBER для ртути, поэтому ранее нами не
были выполнены расчеты критических параметров
с помощью уравнения состояния (4). Вместе с тем в
литературе имеется большое количество данных для
ртути в твердом состоянии: теплота испарения, нор-
мальная плотность и изотермический модуль упру-
гости [22–24]. Правда эти данные довольно разроз-
нены, особенно велик разброс данных по теплоте ис-
парения и для модуля упругости (см. табл. 2). Ис-
пользуя полученные нами соотношения (6), (8), (9),
мы выполнили расчет параметров критической точ-
ки ртути, которые приведены в табл. 2, из которой
видно, что расчеты неплохо согласуются с экспери-
ментальными данными.
В последнее время идет активная дискуссия о

критических параметрах урана. Отмечается суще-
ственное расхождение критических температур, по-
лучаемых при экстраполяции термических и ка-
лорических величин [25]. Мы рассчитали критиче-
ские параметры урана двумя способами: с исполь-
зованием уравнения состояния (4) (первая строка в
табл. 2), а также на основе предложенных формул
(6), (8), (9) (вторая строка). Наши расчеты критиче-
ских параметров попадают в область предсказаний
калорического варианта экстраполяции [25]. Экс-
траполяция термических величин приводит к кри-
тической температуре около 6000 K.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основе рассчитанной базы данных для кри-
тических параметров паров металлов установлены
аналитические связи параметров критических то-
чек паров металлов с характеристиками металлов
в твердой фазе при нормальных условиях. Полу-
ченные соотношения апробированы на инертных
газах — веществах с совершенно иной физической
природой сил сцепления, а также на парах ртути
и урана. Полученное уравнение состояния можно
рекомендовать для описания СКФ.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского научного фонда (грант №14-50-00124).
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Приложение

Таблица 1

Элемент № ΔE, K y0, a0 l0, a0 ρc, г/см3 Tc, K Pcr, атм

Щелочные металлы

Li 3 19148 3.245 1.044 0.095 4330 1900
0.072 3830 432

Na 11 13113.65 3.926 1.06 0.18 2750 900
0.172 2623 287
0.3 2485 248

K 19 10920.3 4.857 1.23 0.18 2300 450
0.168 2184 143
0.17 2178 150

Rb 37 9957 5.191 1.242 0.36 2020 350
0.32 1991 123
0.29 2017 124.5

Cs 55 9597.3 5.619 1.348 0.43 1950 250
0.395 1919 93
0.38 1924 92.5

Щелочноземельные металлы

Be 4 38645 2.36 0.59 0.38 8060 14000

Mg 12 17756 3.35 0.597 0.46 3000 3260

Ca 20 21179 4.12 0.913 0.34 4150 1700

Ba 56 21585 4.65 1.05 0.8 4290 1150

Металлы группы бора

Al 13 38761 3.02 0.634 0.60 7400 8500

In 49 30173 3.48 0.68 1.9 5420 4400

Tl 81 21701 3.59 0.62 3.2 3600 3300

Переходные металлы

Ti 22 56400.3 3.06 0.643 1.02 10690 11500

V 23 61506.5 2.817 0.586 1.4 11600 16200

Cr 24 47580.5 2.68 0.48 1.93 8040 16800

Fe 26 49785.5 2.665 0.518 1.98 8950 16500

Co 27 50945.95 2.628 0.495 2.2 8960 18200

Ni 28 51468.2 2.609 0.51 2.2 9300 18200

Cu 29 40617.5 2.665 0.514 2.3 7250 13500

Zn 30 15667 2.91 0.406 2.25 2120 5400

Y 39 50946 3.76 0.888 1 10300 4900

Zr 40 73343.6 3.346 0.747 1.4 14440 10700
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Таблица 1. Продолжение

Элемент № ΔE, K y0, a0 l0, a0 ρc, г/см3 Tc, K Pcr, атм

Nb 41 86689.35 3.08 0.635 2 16230 17600

Mo 42 79030 2.93 0.50 2.8 12870 22450

Ru 44 76825 2.8 0.463 3.5 12160 25800

Pd 46 45677.3 2.87 0.448 3.5 6860 14900

Cd 48 13461.8 3.27 0.404 3 1600 3620

Ag 47 34350.8 3.025 0.508 3 5510 9000

Hf 72 73691.7 3.29 0.705 3.03 14160 11800

Ta 73 93872.8 3.06 0.624 4.15 17400 19550

W 74 100499.3 2.95 0.518 5.2 16720 27200

Re 75 94000.5 2.873 0.467 5.92 14640 29600

Ir 77 80422.65 2.835 0.435 6.63 11890 27780

Pt 78 67912.5 2.892 0.448 6.26 10130 21900

Au 79 43867 3.0 0.446 5.9 6290 13100

Таблица 2

Элемент № ΔE, K y0, a0 l0, a0 ρc, г/см3 Tc, K Pcr, атм Ссылка

Ne 10 232.1 3.304 0.396 0.57 26 57
0.6 46.4 45 [19]
0.48 44.5 26.2 [20]

Ar 18 928.4 3.926 0.451 0.66 124 155
0.728 185.7 115 [19]
0.53 153 48.9 [20]

Kr 36 1346 4.169 0.488 1.1 150 181
1.26 269 135.6 [19]
0.91 209 55 [20]

Xe 54 1915 4.533 0.537 1.34 216 198
1.51 383 146 [19]
1.1 290 58.4 [20]

Hg 80 7775 3.347 0.387 5.87 1555 1539 [22]
8054 3.399 0.391 5.63 1611 1536 [23]
11210 3.337 0.565 4.22 2242 1139 [22]
7532 3.28 0.396 6.03 1506 1478 [22]
11628 3.326 0.564 4.26 2321 1185 [24]

5.8 1751 1650 [21]

U 92 62725 3.212 0.595 4.84 10890 12460 [26]
5.1 12545 5898 [26]
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