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Рассмотрено влияние поляризации полей на амплитуду резонансов, индуцированных отдачей, для лазер-
но охлажденных свободных атомов и для атомов, находящихся в действующей магнитооптической ло-
вушке. Для всех замкнутых дипольных переходов в рамках теории возмущения получены явные аналити-
ческие выражения для поляризационной зависимости амплитуды резонансов. Определены оптимальные
поляризационные условия наблюдения резонансов.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В последнее время холодные атомы являются
неотъемлемой составляющей огромного количества
различных приложений [1]. Наиболее часто для ла-
зерного охлаждения нейтральных атомов исполь-
зуется магнитооптическая ловушка (МОЛ) [2], ко-
торая позволяет получить облако локализованных
(0.1–1 мм) холодных атомов с температурами в диа-
пазоне 10 мкК–1 мК. При таких условиях пролет-
ное и доплеровское уширение переходов практиче-
ски отсутствует. Такие охлажденные локализован-
ные сгустки атомов являются очень перспективны-
ми в приложениях прецизионной спектроскопии, по-
этому изучение их характеристик — важная задача.
Для этих целей может служить спектроскопия проб-
ного поля в работающей МОЛ, которая является
мощным инструментом неразрушающего контроля
облака холодных атомов.
Одним из методов прецизионной спектроскопии

является метод резонансов, индуцированных отда-
чей (РИО). Впервые теоретическая модель РИО бы-
ла представлена в работах [3, 4], а о первых наблю-
дениях сообщается в работах [5, 6]. Основная суть
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феномена резонансов, индуцированных отдачей, за-
ключается в следующем. Два поля различной час-
тоты вызывают рамановские переходы между под-
уровнями основного состояния с различными зна-
чениями импульса. Если частота пробного поля от-
строена в красную область спектра от частоты по-
ля накачки, то происходит усиление пробного поля,
в противном случае — ослабление. Ненулевая ам-
плитуда вынужденного рамановского резонанса воз-
никает вследствие различных населенностей кине-
тических состояний. Сигнал в спектроскопии РИО
пропорционален разности населенностей атомных
состояний, импульсы которых различаются на им-
пульс отдачи �(k1 − k2) (k1,2 — волновые векторы
полей), поэтому общая форма резонанса представ-
ляет производную распределения по импульсам с
шириной, пропорциональной корню из температуры
облака атомов.
Важной особенностью метода РИО является его

селективность по направлению, поскольку измере-
ние скоростного распределения происходит в опре-
деленном направлении, задаваемом непосредствен-
но углом θ между направлениями распространения
пробной волны и волны накачки. Благодаря этому
РИО может использоваться для изучения анизотро-
пии распределения по скоростям неравновесных хо-
лодных атомов [7]. РИО достаточно тщательно ис-
следовались как способ неразрушающего контроля
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для измерения температуры холодных атомов [7].
Также были проведены работы по диагностике сво-
бодных и локализованных атомов с использованием
РИО [8, 9]. В работе [10] для прецизионных спект-
роскопических исследований холодных атомов ис-
пользовалась так называемая темная магнитоопти-
ческая ловушка, в которой большая часть захвачен-
ных атомов сосредоточена на сверхтонком уровне
основного состояния (85Rb Fg = 2), не взаимодей-
ствующем с оптическими полями. Методом спектро-
скопии РИО были получены распределения холод-
ных атомов по скоростям и был обнаружен избыток
быстрых атомов в темной МОЛ по сравнению с рав-
новесным максвелловским распределением и с рас-
пределением атомов в обычной МОЛ, что подлежит
дальнейшему изучению.
Значительный интерес представляют поляриза-

ционные особенности сигнала РИО, что подтвер-
ждается работами, направленными на изучение
именно этих зависимостей [4, 11, 12]. В большин-
стве работ, посвященных этой тематике, проводит-
ся упрощенный анализ поляризационных зависимо-
стей РИО. Например, в работе [4] используются
только определенные моменты основного и возбуж-
денного состояний, равные соответственно 1 и 2, к
тому же рассматриваются только простейшие поля-
ризации полей (линейные и циркулярные). В рабо-
те [12] ограничивались только линейными и цирку-
лярными поляризациями в различных конфигура-
циях для значений угловых моментов основного и
возбужденного состояний Fg = 2, Fe = 3. Теорети-
ческая работа [11] основывалась на полуклассиче-
ской трактовке углового момента атомов, позволя-
ющей описать РИО с любыми поляризациями по-
лей и для любой взаимной конфигурации их волно-
вых векторов, при этом учитывалось вырождение по
проекции углового момента. Тем не менее полуклас-
сическая трактовка применяется только для доста-
точно больших значений углового момента. Срав-
нение упрощенной теоретической модели с экспери-
ментальными данными, проведенное в работе [13],
показало наличие большой оптической анизотропии
(асимметрия в спектрах поглощения пробного по-
ля для поляризаций σ+ и σ−), связанной с РИО,
которая была предсказана ранее [14]. Это, в свою
очередь, обусловливает сильную поляризационную
зависимость резонансов отдачи.
Поскольку метод РИО предполагает неразруша-

ющий контроль, в экспериментах, как правило, ис-
пользуются слабые поля, формирующие РИО, сле-
довательно, может быть использована теория воз-
мущений. Кроме того, теория возмущений является

�
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k2

Рис. 1. Взаимное расположение волновых векторов проб-
ной волны и волны накачки. θ � 1

достаточно универсальным методом, позволяющим
получить наиболее общую картину явления. Руко-
водствуясь сказанным выше, сформулируем цель
настоящей работы. Целью настоящей работы явля-
ется получение поляризационной зависимости РИО
по теории возмущений по обоим полям (пробному
полю и полю накачки) для произвольного замкнуто-
го перехода с учетом вырождения по проекции пол-
ного углового момента атома. Как показывает прак-
тика, такой учет может оказаться существенным.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим облако холодных атомов, приготов-
ленных в МОЛ и облучаемых двумя монохромати-
ческими полями: пробным полем и полем накачки
с углом θ � 1 между волновыми векторами этих
полей (рис. 1), которые участвуют в формировании
РИО. Поляризации полей считаем произвольными
эллиптическими, определяемыми параметрами эл-
липтичности. Предполагаем, что поля взаимодей-
ствуют с закрытым дипольным переходом Fg → Fe

(Fg, Fe — полные угловые моменты основного (g)
и возбужденного (e) состояний атома). Будем поль-
зоваться формализмом матрицы плотности в виг-
неровском представлении, широко распространен-
ном в спектроскопии и теории лазерного охлажде-
ния атомов. Квантовое кинетическое уравнение для
матрицы плотности в вигнеровском представлении с
учетом эффектов отдачи записывается следующим
образом:

(
∂

∂t
+

p · ∇r

m

)
ρ̂(r,p) = −i

[
Ĥ0, ρ̂(r,p)

]
−

− i
(
V̂DE(r+ i�∇p/2 , t)ρ̂(r,p) −

− ρ̂(r,p)V̂DE(r− i�∇p/2 , t)
)
−

− γ

2
{Π̂e , ρ̂(r,p)}+βγ

3

2

〈∑
s=1,2

(
D̂ · es(k)

)†
×

× ρ̂(r,p+ �k)
(
D̂ · es(k)

)〉
Ωk

. (1)
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Здесь V̂DE(r, t) = V̂ (r, t) + V̂ †(r, t) — оператор взаи-
модействия поля с атомами в единицах частоты в
дипольном приближении, где V̂ (r, t) определяется
как суперпозиция операторов от каждого из полей:

V̂ (r, t) = V̂1exp(−i(ω1t− k1 · r))+
+ V̂2exp(−i(ω2t− k2 · r)) , (2)

где индексы «1» и «2» соответствуют пробному по-
лю и полю накачки, причем

V̂i = Ωi(D̂ · ei) . (3)

Здесь Ωi = d0Ei/� — частота Раби соответствующе-
го поля, d0 = 〈Je ‖ d ‖ Jg〉 — приведенный матрич-
ный элемент дипольного момента, ei — вектор по-
ляризации. Матричные элементы приведенного опе-
ратора дипольного момента равны коэффициентам
Клебша –Гордана [15]:

〈Fe, μe|D̂q|Fg, μg〉 = CFe,μe

Fg ,μg ;1,q
. (4)

Проекционный оператор Π̂e определяется соотноше-
нием

Π̂e =
∑
μe

|Fe, μe〉〈Fe, μe| .

Невозмущенный гамильтониан атома в единицах
частоты Ĥ0 = ωegΠ̂e. Последний член в правой
части уравнения (1) описывает спонтанную отда-
чу, где β — коэффициент ветвления перехода. По-
скольку в экспериментах используются поля, силь-
но отстроенные от резонанса δL = (ω1 + ω2)/2 −
− ωeg 	 γ, чтобы минимально возмущать ансамбль
атомов, к тому же в случае слабого насыщения
S1,2 = Ω2

1,2/(γ
2/4 + δ2L) � 1, пренебрегаем везде в

уравнении (1) членами, содержащими ρ̂ee(r,p). Для
оптических когерентностей используем приближе-
ние вращающейся волны:

ρ̂eg(r,p) = ρ̂(1)eg (r,p)exp(−i(ω1t− k1 · r)) +
+ ρ̂(2)eg (r,p)exp(−i(ω2t− k2 · r)) . (5)

Аналогичное соотношение для ρ̂ge(r,p) получает-
ся непосредственно эрмитовым сопряжением соот-
ношения (5). Используя (5), из (1) находим следую-
щую систему оптических уравнений Блоха:(γ

2
− iδL

)
ρ̂(1)eg (r,p) = −iV̂1ρ̂gg

(
r,p− �k1

2

)
, (6)

(γ
2
− iδL

)
ρ̂(2)eg (r,p) = −iV̂2ρ̂gg

(
r,p− �k2

2

)
, (7)

(
∂

∂t
+ v · ∇r

)
ρ̂gg(r,p) =

= −i

[
exp(i(Δωt−Δk · r)) ×

×
[
V̂ †
1 ρ̂

(2)
eg

(
r,p+

�k1

2

)
−ρ̂(1)†eg

(
r,p+

�k2

2

)
V̂2

]
+

+ exp(−i(Δωt−Δk · r))
[
V̂ †
2 ρ̂

(1)
eg

(
r,p+

�k2

2

)
−

− ρ̂(2)†eg

(
r,p+

�k1

2

)
V̂1

]
+V̂ †

1 ρ̂
(1)
eg

(
r,p+

�k1

2

)
+

+ V̂ †
2 ρ̂

(2)
eg

(
r,p+

�k2

2

)
− ρ̂(1)†eg

(
r,p+

�k1

2

)
V̂1 −

− ρ̂(2)†eg

(
r,p+

�k2

2

)
V̂2

]
, (8)

где v = p/m, Δω = ω1 − ω2, Δk = k1 − k2. При
выводе (6) и (7) мы выбросили член, соответству-
ющий v · ∇r в левых частях уравнений, поскольку
предполагаем, что атомы холодные, ki · v � γ.
В качестве спектроскопического сигнала рас-

смотрим зависимость поглощения пробного поля от
частоты, которая описывается выражением

A1 = −Im{Tr{V̂1ρ̂
(1)
ge (r,p)}}. (9)

Блок матрицы плотности основного состояния раз-
лагается в ряд по гармоникам разности частот:

ρ̂gg(r,p) =
∑
n

ρ̂gg(n,p) exp (−i(Δωt−Δk · r)n),

таким образом

A1 = Re

{
1

γ/2 + iδL

(
Tr{V̂1ρ̂gg(0,p)V̂

†
1 } +

+ Tr{V̂1ρ̂gg(−1,p)V̂ †
2 }
)}

. (10)

Для нахождения сигнала РИО будем использо-
вать теорию возмущений по обоим полям. Далее
рассмотрим два случая РИО: для свободных атомов
и для атомов в действующей МОЛ.

3. РЕЗОНАНСЫ, ИНДУЦИРОВАННЫЕ
ОТДАЧЕЙ, ДЛЯ СВОБОДНЫХ АТОМОВ

Для получения сигнала РИО необходимо найти
из теории возмущений ρ̂gg(−1,p). Поскольку сиг-
нал, отвечающий резонансам отдачи, описывается
вторым слагаемым в (10), имеем

A
(RIR)
1 = Re

∫
Tr

{
V̂ †
2 V̂1

γ/2 + iδL
ρ̂gg(−1,p)

}
dp . (11)
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Из оптических уравнений Блоха (6)–(8) по тео-
рии возмущений находим (−1)-гармонику матрицы
плотности основного состояния:

(Γ+iΔω−iΔk · v) ρ̂gg(−1,p) = − V̂ †
1 V̂2

γ/2− iδL
×

× ρ̂gg

(
0,p+

�Δk

2

)
− ρ̂gg

(
0,p− �Δk

2

)
×

× V̂ †
1 V̂2

γ/2 + iδL
, (12)

где Γ — пролетная константа релаксации. Невоз-
мущенная матрица плотности основного состояния
определяется выражением

ρ̂gg(0,p) =
Π̂g

2Jg + 1
f(p) , (13)

где f(p) — функция распределения атомов по им-
пульсам. Таким образом, подставляя (13) в (12), мо-
жем найти (−1)-гармонику матрицы плотности ос-
новного состояния и затем, подставляя ее в (11), по-
лучим

A
(RIR)
1 =

|Ω1|2|Ω2|2
2Jg + 1

×

× Tr{(D̂ · e2)†(D̂ · e1)(D̂ · e1)†(D̂ · e2)}×

× Re
{

1

γ/2 + iδL

iδL
(γ/2)2 + δ2L

×

×
∫

f(p+ �Δk/2)− f(p− �Δk/2)

Γ + iΔω − iΔk · v dp

}
. (14)

Подставляя матричные элементы приведенного опе-
ратора дипольного момента (4) и используя форму-
лы для свертки произведения коэффициентов Клеб-
ша – Гордана из [15], получаем

A(RIR)
1 =

1

2Jg + 1
×

× Tr
{
(D̂ · e2)†(D̂ · e1)(D̂ · e1)†(D̂ · e2)

}
=

=
(2Je + 1)2

2Jg + 1

∑
κ

{
κ 1 1

Je Jg Jg

}2

×

× ({e∗2⊗e1}κ · {e∗1⊗e2}κ) . (15)

Для произвольной эллиптической поляризации
пробного поля и поля накачки векторы поляриза-
ции в циклическом базисе в пределе θ � 1 имеют
вид (на рис. 1 z ‖ k1 )

ei =
∑

q=0,±1

eqieq ,

где

e−1
i = − sin(εi − π/4) exp(iφi),

e0i = 0,

e1i = − cos(εi − π/4) exp(−iφi) .

(16)

В (16) εi обозначает параметр эллиптичности, а φi —
угол эллипса поляризации с осью x. Скалярные про-
изведения, стоящие в правой части выражения (15),
записываются в виде

({e∗2⊗e1}0 · {e∗1⊗e2}0) = 1

3
(e∗2 · e1) (e∗1 · e2) =

=
1

6
(1 + cos(2φ) cos(2ε1) cos(2ε2) +

+ sin(2ε1) sin(2ε2)) ,

({e∗2⊗e1}1 · {e∗1⊗e2}1) =
=

1

2
(1− (e∗2 · e∗1) (e1 · e2)) =

1

4
(1− cos(2φ) ×

× cos(2ε1) cos(2ε2) + sin(2ε1) sin(2ε2)) ,

({e∗2⊗e1}2 · {e∗1⊗e2}2) =
=

1

2
(1 + (e∗2 · e∗1) (e1 · e2) −

− 2

3
(e∗2 · e1) (e∗1 · e2)

)
=

=
1

12
(7 + cos(2φ) cos(2ε1) cos(2ε2) −

− 5 sin(2ε1) sin(2ε2)) ,

(17)

где φ = φ1−φ2. Таким образом, видно, что вся поля-
ризационная зависимость определяется скалярны-
ми произведениями (17). Рассмотрим более подроб-
но поляризационную зависимость РИО сигнала для
всевозможных дипольных переходов.
Вычислим соответствующие множители в сум-

ме (15) перед скалярными произведениями тензоров
для перехода J → J + 1, зависящие от угловых мо-
ментов основного и возбужденного состояний. Эти
значения легко вычисляются и записываются в виде

(2Je + 1)2

2Jg + 1

{
0 1 1

Je Jg Jg

}2

=
1

3

(2J + 3)2

(2J + 1)2
,

(2Je + 1)2

2Jg + 1

{
1 1 1

Je Jg Jg

}2

=

=
1

6

J(2J + 3)2

(J + 1)(2J + 1)2
,

(2Je + 1)2

2Jg + 1

{
2 1 1

Je Jg Jg

}2

=

=
1

30

J(2J − 1)(2J + 3)

(J + 1)(2J + 1)2
.

(18)
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В качестве примера возьмем случай J = 3. Тогда за-
висимость от угла φ и эллиптичностей ε1 , ε2 сигнала
РИО выглядит следующим образом:

A(RIR)
1 =

3

784
(41 + 11 cos(2φ) cos(2ε1) cos(2ε2)+

+ 35 sin(2ε1) sin(2ε2)) . (19)

В случае перехода J → J − 1 коэффициенты, со-
держащие зависимость от угловых моментов основ-
ного и возбужденного состояний равны

(2Je + 1)2

2Jg + 1

{
0 1 1

Je Jg Jg

}2

=
1

3

(2J − 1)2

(2J + 1)2
,

(2Je + 1)2

2Jg + 1

{
1 1 1

Je Jg Jg

}2

=

=
1

6

(J + 1)(2J − 1)2

J(2J + 1)2
,

(2Je + 1)2

2Jg + 1

{
2 1 1

Je Jg Jg

}2

=

=
1

30

(J + 1)(2J − 1)(2J + 3)

J(2J + 1)2
.

(20)

При J = 3 поляризационная зависимость амплиту-
ды РИО от φ, ε1, ε2 записывается как

A(RIR)
1 =

1

882
(71 + 3 cos(2φ) cos(2ε1) cos(2ε2)+

+ 35 sin(2ε1) sin(2ε2)) . (21)

И, наконец, для перехода J → J соответствую-
щие множители, зависящие от угловых моментов ос-
новного и возбужденного состояний, имеют вид

(2Je + 1)2

2Jg + 1

{
0 1 1

Je Jg Jg

}2

=
1

3
,

(2Je + 1)2

2Jg + 1

{
1 1 1

Je Jg Jg

}2

=
1

6

1

J(J + 1)
,

(2Je + 1)2

2Jg + 1

{
2 1 1

Je Jg Jg

}2

=

=
1

30

(2J − 1)(2J + 3)

J(J + 1)
.

(22)

В случае J = 3 имеем

A(RIR)
1 =

1

144
(19 + 9 cos(2φ) cos(2ε1) cos(2ε2)+

+ sin(2ε1) sin(2ε2)) . (23)

4. РЕЗОНАНСЫ, ИНДУЦИРОВАННЫЕ
ОТДАЧЕЙ, ДЛЯ АТОМОВ В

ДЕЙСТВУЮЩЕЙ МОЛ

По теории возмущений из уравнения Блоха нахо-
дим (−1)-гармонику матрицы плотности основного
состояния:

(Γ+iΔω−iΔk · v) ρ̂gg(−1,p)+L{ρ̂gg(−1,p)} =

= − V̂ †
1 V̂2

γ/2− iδL
ρ̂gg

(
0,p+

�Δk

2

)
−

− ρ̂gg

(
0,p− �Δk

2

)
V̂ †
1 V̂2

γ/2 + iδL
, (24)

где оператор L{ρ̂} записывается как

L{ρ̂} =
V̂ †
0 V̂0

γ/2− iδ0
ρ̂+ ρ̂

V̂ †
0 V̂0

γ/2 + iδ0
−

− β
γ

(γ/2)2 + δ20

∑
q

D̂†
qV̂0ρ̂V̂

†
0 D̂q . (25)

Здесь δ0 = ω0−ωeg — отстройка поля МОЛ от резо-
нанса и оператор V̂0 соответствует дипольному вза-
имодействию поля ловушки с атомами в ней. Мы
полагаем, что основная часть атомов сконцентриро-
вана в центре ловушки, где магнитное поле близко к
нулю. Невозмущенная матрица плотности ρ̂gg(0,p)

определяется из уравнения

Γ

(
ρ̂gg(0,p)− Π̂g

2Jg + 1
f(p)

)
= −L{ρ̂gg(0,p)} . (26)

Как правило для атомов в МОЛ справедливо квази-
классическое приближение �k/Δp � 1, где Δp — ха-
рактерная ширина распределения f(p). В этом слу-
чае матрица ρ̂gg(0,p) факторизуется и может быть
записана в виде ρ̂gg(0,p) = σ̂(0)f(p), где распреде-
ление σ̂(0) по внутренним степеням свободы опреде-
ляется полями ловушки, причем Tr{σ̂(0)} = 1. По-
скольку в случае холодных атомов пролетная кон-
станта релаксации много меньше скорости оптиче-
ской накачки,

Γ � γ
Ω2

0

(γ/2)2 + δ20
,

мы можем пренебречь ей в уравнении (26), которое
тогда запишется в виде

L{σ̂(0)} = 0 . (27)

Аналогичные соображения применимы и к
ρ̂gg(−1,p), поэтому решение уравнения (24) бу-
дем искать в виде

ρ̂gg(−1,p) = σ̂(0)Tr{ρ̂gg(−1,p)}.
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Рис. 2. Конфигурация охлаждающих пучков в магнитной
ловушке

После подстановки ρ̂gg(−1,p) в уравнение (24) дей-
ствуем оператором следа на обе части уравнения и,
используя свойство коэффициентов Клебша –Горда-
на
∑

q D̂qD̂
†
q = Î, где Î — единичная матрица раз-

мером (2Fe + 1)× (2Fe + 1), и соотношение (27) для
σ̂(0), получаем выражение вида

(Γ + iΔω − iΔk · v)Tr{ρ̂gg(−1,p)} =

= Tr{V̂ †
1 V̂2σ̂

(0)}
(
−f (p+ �Δk/2)

γ/2− iδL
−

− f (p− �Δk/2)

γ/2 + iδL

)
. (28)

Таким образом, подставляем ρ̂gg(−1,p) в (11), вы-
ражая Tr{ρ̂gg(−1,p)} из уравнения (28), и находим,
что

A
(RIR)
1 = |Ω1|2|Ω2|2Tr{(D̂ · e2)†(D̂ · e1)σ̂(0)}×

× Tr{(D̂ · e1)†(D̂ · e2)σ̂(0)}×

× Re

{
1

γ/2 + iδL

iδL
(γ/2)2 + δ2L

×

×
∫

f(p+ �Δk/2)− f(p− �Δk/2)

Γ + iΔω − iΔk · v dp

}
. (29)

Зависимость от поляризаций полей содержится в
множителе

Tr{(D̂ · e2)†(D̂ · e1)σ̂(0)}Tr{(D̂ · e1)†(D̂ · e2)σ̂(0)},

но сюда также входит σ̂(0) , зависящее от поля ло-
вушки. Поле ловушки формируется за счет трех
пар встречных лазерных пучков с поляризациями
σ+ и σ− с различными фазами (рис. 2) и в общем
случае имеет эллиптическую поляризацию, которая

меняется в области локализации атомов и описы-
вается углами ориентации эллипса в пространстве
α, β, γ и параметром эллиптичности ε. Предполагая,
что все ориентации и параметры эллиптичности по-
ля ловушки в области локализации атомов равно-
вероятны, необходимо провести усреднение по ним.
Поскольку неприводимые тензоры σ

(0)
κ,q при пово-

роте системы координат преобразуются с помощью
D-функций Вигнера Dκ

q,q′(α, β, γ) [15], легко прове-
сти усреднение по углам ориентации эллипса поля-
ризации α, β, γ, используя соотношение ортогональ-
ности D-функций:

2π∫
0

dα

π∫
0

dβ sinβ

2π∫
0

dγ(Dθ
t,t′)

∗
(α, β, γ)×

×Dκ
q,q′(α, β, γ) =

8π2

2κ+ 1
δκθ δqtδq′t′ .

Таким образом, получаем

A(RIR)
1 =

〈
Tr{(D̂ · e2)†(D̂ · e1)σ̂(0)} ×

× Tr{(D̂ · e1)†(D̂ · e2)σ̂(0)}
〉
α,β,γ,ε

= (2Je + 1)2 ×

×
∑
κ,q

∑
κ′,q′

{
κ 1 1

Je Jg Jg

}{
κ′ 1 1

Je Jg Jg

}
×

× {e∗2⊗e1}qκ{e∗1⊗e2}κ′,q′
〈
(−1)q

′
σ(0)
κ,qσ

(0)
κ′,−q′

〉
α,β,γ,ε

=

= (2Je + 1)2
∑
κ

{
κ 1 1

Je Jg Jg

}2

×

× ({e∗2⊗e1}κ · {e∗1⊗e2}κ)

〈(
σ
(0)
κ · σ(0)

κ

)〉
ε

2κ+ 1
. (30)

Проанализируем усреднение по ε для различных
переходов. В случае J → J + 1 имеем〈(

σ
(0)
κ · σ(0)

κ

)〉
ε

2κ+ 1

∣∣∣∣∣∣
κ=0

=
1

2Jg + 1
,

〈(
σ
(0)
κ · σ(0)

κ

)〉
ε

2κ+ 1

∣∣∣∣∣∣
κ=1

<
Jg

(Jg + 1)(2Jg + 1)
,

〈(
σ
(0)
κ · σ(0)

κ

)〉
ε

2κ+ 1

∣∣∣∣∣∣
κ=2

<

<
Jg(2Jg − 1)

(Jg + 1)(2Jg + 1)(2Jg + 3)
.

(31)

Выражения, приведенные выше, получаются для
случая слабого насыщения при использовании ре-
зультатов статьи [16]. Оценки сверху достигаются
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Рис. 3. Поляризационные зависимости сигнала РИО для перехода 3 → 4 для свободных атомов (штриховые кривые),
для атомов в действующей МОЛ (сплошные кривые)

путем нахождения максимума скалярного произве-
дения мультипольных моментов. В случае перехода
J → J + 1 максимум достигается при ε = ±π/4.
В точности такие же соотношения получаются для
перехода J → J , кроме случая J = 1 для скалярно-
го произведения мультипольных моментов второго
ранга, поскольку в этом случае максимум достигает-
ся при ε = 0, а не при ε = ±π/4, как для остальных
J . В случае перехода J → J − 1 имеется два тем-
ных состояния и выражения (31) получаются в слу-
чае, когда отсутствует взаимная когерентность меж-
ду темными состояниями, причем максимум скаляр-
ных произведений достигается при ε = 0 для κ = 2

и при ε = ±π/4 для κ = 1.

Рассмотрим различные переходы в случае J = 3.
Для перехода 3 → 4 имеем в случае слабого насы-
щения S � 1 приближенные значения выражений,
усредненных по ε:

〈(
σ
(0)
κ · σ(0)

κ

)〉
ε

2κ+ 1

∣∣∣∣∣∣
κ=0

=
1

7
,

〈(
σ
(0)
κ · σ(0)

κ

)〉
ε

2κ+ 1

∣∣∣∣∣∣
κ=1

≈ 0.084,

〈(
σ
(0)
κ · σ(0)

κ

)〉
ε

2κ+ 1

∣∣∣∣∣∣
κ=2

≈ 0.044.

(32)

Подставляя (18) и (32) в (30), получаем поляриза-
ционную зависимость сигнала РИО. На рис. 3 она
приведена в сравнении с аналогичной зависимостью
для свободных атомов.

Для перехода 3 → 3 точные значения усреднен-
ных скалярных произведений равны
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Рис. 4. Поляризационные зависимости сигнала РИО для перехода 3 → 3 для свободных атомов (штриховые кривые),
для атомов в действующей MOЛ (сплошные кривые)

〈(
σ
(0)
κ · σ(0)

κ

)〉
ε

2κ+ 1

∣∣∣∣∣∣
κ=0

=
1

7
,

〈(
σ
(0)
κ · σ(0)

κ

)〉
ε

2κ+ 1

∣∣∣∣∣∣
κ=1

=
43− 2

√
10

504
,

〈(
σ
(0)
κ · σ(0)

κ

)〉
ε

2κ+ 1

∣∣∣∣∣∣
κ=2

=
845− 154

√
10

7560
.

(33)

Аналогичные зависимости для перехода 3 → 3 пред-
ставлены на рис. 4.

Для перехода 3 → 2 точные значения усреднен-
ных скалярных произведений в случае отсутствия
взаимной когерентности между темными состояни-
ями имеют вид

〈(
σ
(0)
κ · σ(0)

κ

)〉
ε

2κ+ 1

∣∣∣∣∣∣
κ=0

=
1

7
,

〈(
σ
(0)
κ · σ(0)

κ

)〉
ε

2κ+ 1

∣∣∣∣∣∣
κ=1

=
1

504
×

×
(
6
√
3+ξ

(
−36+24

√
3
)
+ξ2

(
53−30

√
3
))

,〈(
σ
(0)
κ · σ(0)

κ

)〉
ε

2κ+ 1

∣∣∣∣∣∣
κ=2

=

=
5

84

(
4− 2

√
3 + ξ2

(
2
√
3− 59

18

))
,

(34)

где ξ (0 < ξ < 1) соответствует населенности темно-
го состояния |Ψ(NC)

+ 〉 [17] и соответсутвующая ста-
ционарная матрица σ̂0 записывается как
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Рис. 5. Поляризационные зависимости сигнала РИО для перехода 3 → 2 для свободных атомов (штриховые кривые),
для атомов в действующей MOЛ: ξ = 1 (сплошные кривые), ξ = 0 (штрихпунктирные кривые)

σ̂0 = ξ|Ψ(NC)
+ 〉〈Ψ(NC)

+ |+ (1− ξ)|Ψ(NC)
− 〉〈Ψ(NC)

− | .

Максимум скалярных произведений (34) достигает-
ся при ξ = 1, т. е. когда все атомы находятся в тем-
ном состоянии |Ψ(NC)

+ 〉, минимум — в случае ξ = 0,
т. е. суперпозиция темных состояний вырождается
в темное состояние |Ψ(NC)

− 〉 . Поляризационные за-
висимости для перехода 3 → 2 для свободных ато-
мов и атомов в действующей МОЛ представлены на
рис. 5.
Из рис. 3–5 видно, что поляризационная зависи-

мость амплитуды РИО в действующей МОЛ во всех
случаях меньше таковой для свободных охлажден-
ных атомов для всех дипольных переходов. Это объ-
ясняется тем, что в действующей МОЛ вклады, свя-
занные с ориентацией и выстраиванием, подавлены
из-за усреднения по параметрам локального векто-
ра поляризации поля ловушки. В случае переходов
Fg = 3 → Fe = 4 и Fg = 3 → Fe = 2 макси-

мум достигается при одинаковых циркулярных по-
ляризациях полей (ε1 = ε2 = ±π/4), а минимум —
при противоположных циркулярных поляризациях
(ε1 = −ε2 = ±π/4). Для случая Fg = 3 → Fe = 3

максимум достигается при коллинеарных линейных
поляризациях обоих полей (ε1 = ε2 = φ = 0), а ми-
нимум — при ортогональных линейных поляризаци-
ях (ε1 = ε2 = 0 , φ = ±π/2).

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для любого замкнутого дипольного перехода
J → J ′ получены явные аналитические выражения
для поляризационной зависимости амплитуды
резонансов, индуцированных отдачей, как в слу-
чае свободных атомов, так и для атомов в МОЛ.
Оказалось, что поляризационная зависимость для
обоих случаев имеет схожий характер для всех
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дипольных переходов, но при этом амплитуда
резонансов отдачи в действующей МОЛ может
быть в несколько раз меньше, чем для свободных
атомов, в зависимости от взаимной ориентации эл-
липсов поляризации и эллиптичностей обоих полей,
участвующих в формировании резонансов. Были
проанализированы амплитуды резонансов РИО для
всевозможных поляризационных конфигураций и
найдены оптимальные параметры, когда амплитуда
достигает максимальных значений. Из поляриза-
ционных измерений можно извлечь информацию о
средней величине мультипольных моментов атома
в МОЛ.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского научного фонда (грант №16-12-00054).
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