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Волновой пакет, составленный из линейной суперпозиции связанных состояний с произвольным спектром
энергий, возвращается произвольно близко к начальному состоянию после достаточно долгого времени.
Развит метод, в котором квантовые времена возвращений рассчитываются точным образом. В частности,
точное аналитическое выражение выведено для времени возвращения в предельном случае двухуровне-
вой системы. В общем случае обратное время возвращения пропорционально распределению Гаусса,
которое зависит от двух параметров: средней величины и дисперсии вероятности возвратов. Установ-
лена зависимость времени возвращения от среднего уровня возбуждения системы. Время возвращения
будет самым длинным при максимальном уровне возбуждения.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Времена возвращений есть мера временного ин-
тервала, в течение которого система возвращается в
малую окрестность первоначального состояния, из
которого она стартовала в прошлом. Пуанкаре был
первым, кто строго доказал существование време-
ни возвращения, исходя из доказанной теоремы о
возвратах. Чандрасекар сделал критический обзор
значений этой теоремы для кинетической теории и
статистической механики [1]. Он доказал, что ма-
лые флуктуации от равновесия будут иметь малые
циклы Пуанкаре, тогда как большие флуктуации
должны приводить к очень длинным циклам Пу-
анкаре. Первый расчет среднего времени возвраще-
ния для линейной цепочки классических осцилля-
торов был осуществлен много позднее [2]. Кванто-
вый аналог теоремы Пуанкаре был сформулирован
в [3], однако фактических оценок времени возвра-
щения в этой работе сделано не было. Для кван-
товой системы эта теорема утверждает следующее:
если Ψ(x, 0) — волновая функция в начальный мо-
мент времени и ε — любое положительное число, то
найдется по крайней мере одно время t, для кото-
рого расстояние между Ψ(x, 0) и Ψ(x, t) будет мень-
ше чем ε. В результате квантовое время возвраще-

* E-mail: strekalov@kinetics.nsc.ru

ния удалось приближенно оценить через расстояние
между начальным и конечным состояниями систе-
мы [4,5]. В дальнейшем значительное внимание бы-
ло уделено теоретическому рассмотрению эффекта
возрождения волновых пакетов [6–18]. Специально
отметим, что этот эффект является не только теоре-
тической концепцией, он неоднократно наблюдался
во множестве квантовых систем, таких как колеба-
тельные уровни молекул [19], ридберговские волно-
вые пакеты в атомах [20] и молекулах [21], холодные
атомы в оптических ловушках [22], полупроводни-
ковые квантовые ямы [23], поляризационное эхо в
ЯМР [24] и др. (подробности можно найти в обзорах
[9, 11–14, 20, 22]). Явление возрождений использует-
ся как средство сжать нежелательную дисперсию
волновых пакетов при лазерном разделении изото-
пов [25].

Квантовый волновой пакет возвращается к сво-
ей первоначальной форме в определенные момен-
ты времени из-за интерференции между связанны-
ми состояниями нелинейной системы, из волновых
функций которой составлен этот пакет [6, 7, 11–18].
Возрождения волновых пакетов есть неотъемлемое
свойство квантовых систем, когда их временная эво-
люция управляется спектром собственных значений
энергии, которые аналитически зависят от кван-
товых чисел. По этой причине соответствующий
классический гамильтониан должен быть интегри-
руемым в фазовом пространстве. Для квантовых

15

http://dx.doi.org/10.7868/S0044451017010023


М. Л. Стрекалов ЖЭТФ, том 151, вып. 1, 2017

систем полное возрождение будет истинным в том
смысле, что волновой пакет при t = Trev точно ра-
вен волновому пакету, взятому при t = 0. Обозначим
через f(t) абсолютный квадрат автокорреляционной
функции, которая описывает квантовую динамику
волновых пакетов. В нашей предыдущей работе [18]
мы показали, что f(t) есть периодическая функция
с периодом, равным истинному времени возрожде-
ния. Другими словами, для конечного числа связан-
ных состояний существует время Trev, которое явля-
ется корнем уравнения f(t) = 1, причем величины
kTrev (k = 1, 2, . . .) также являются корнями этого
уравнения. Дробные возрождения появляются как
зависящие от времени масштабные копии началь-
ного волнового пакета. Времена дробных возрожде-
ний — это простые дроби времени возрождения [6,7].

Тем не менее, истинное время возрождения мо-
жет оказаться настолько чрезвычайно большим, что
никогда не сможет быть достигнуто в эксперимен-
тах. Вместо этого времени можно попытаться найти
среднее время между ансамблем одинаковых повто-
ряющихся событий. Рассмотрим более сложный слу-
чай. Пусть f(t) равна ε в некоторый момент време-
ни t0. Если эта функция принимает значение ε один
раз, то она будет принимать это значение бесконеч-
ное число раз. Наша задача состоит в том, чтобы
вычислить среднее время возвращения, когда f(t)

возвращается к прежней величине, равной ε = f(t0),
где 0 ≤ ε < 1. Ясно, что времена возвращений за-
висят от начальных условий, тогда как времена воз-
рождений не зависят от начальных условий и опре-
деляются только дискретным спектром собственных
значений [11–18]. В первом случае можно выбрать
начальные условия таким образом, чтобы эти време-
на были доступны для измерений. Во втором случае
выбор такой возможности отсутствует, и время, по-
лученное из уравнения f(Trev) = 1, может оказаться
очень большим.

В разд. 2 дается постановка задачи и приводится
ее решение. Необходимые численные оценки даются
в разд. 3, где используются уровни энергии осцилля-
тора Морзе и биномиальное распределение для ве-
совых коэффициентов. Это распределение позволит
нам исследовать зависимость времени возвращения
от квантового состояния, в котором находится воз-
бужденная система.

2. ВЫЧИСЛЕНИЕ КВАНТОВОГО ВРЕМЕНИ
ВОЗВРАЩЕНИЯ

Чтобы вычислить квантовое время возвраще-
ния, рассмотрим зависящую от времени волновую

функцию в виде локализованного волнового пакета
как линейную суперпозицию собственных функций
нелинейного осциллятора:

Ψ(x, t) =

N∑
n=0

cnφn(x) exp

(
−i

Ent

�

)
. (1)

Здесь En — собственные значения и φn(x) — соб-
ственные функции для частицы, удерживаемой в
одномерном потенциале V (x). В этом уравнении
|cn|2 = pn — весовые коэффициенты, зависимость
которых от квантового числа n определяет локали-
зацию волнового пакета в энергетическом простран-
стве. Далее, будем рассматривать динамику волно-
вого пакета, используя пространственно усреднен-
ную автокорреляционную функцию, которая зада-
ется как проекция движущегося волнового пакета
на его начальное состояние [15–17]:

A(t) =

N∑
n=0

pn exp(−iωnt), (2)

где ωn = En/�. Зависящий от времени эксперимен-
тальный сигнал, возникающий от большого числа
одновременно возбужденных квантовых состояний,
будет пропорционален абсолютному квадрату авто-
корреляционной функции [17]. Вероятность повтор-
ного появления или просто вероятность возвратов
определяется как f(t) = |A(t)|2. Эта функция пред-
ставляет собой упрощенную форму квантовой до-
стоверности (fidelity) или эха Лошмидта [8, 9]. Она
также известна как вероятность выживания [16].

В квантовой теории расстояние между двумя со-
стояниями Ψ(x, 0) и Ψ(x, t) дается действительной
частью автокорреляционной функции [3]

D(t) = 2

[
1−

N∑
n=0

pn cos(ωnt)

]
. (3)

Пусть NT (q) — число нулей Re[A(t)]− q на интерва-
ле [0, T ]. Средняя частота достижения q функцией
Re[A(t)] дается уравнением [26]

L(q) = lim
T→∞

NT (q)

T
. (4)

Следовательно, можно записать обратное время
возвращений в следующем виде:

1

Tr
= L

(
1− ε

2

)
, (5)

где Tr — среднее время, при котором выполняется
соотношениеD(t) = ε. С помощью этого подхода бы-
ли сделаны приближенные оценки времени возвра-
щения для конкретных начальных состояний [4, 5].
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Две проблемы возникают при практическом
применении этой оценки времени возвращения.
Во-первых, действительная часть автокорреляци-
онной функции не измеряется в экспериментах.
Во-вторых, согласно квантовой теореме о возвра-
тах, ε может быть любым положительным числом.
Можно показать, что более подходящей величиной
будет вероятность возвратов. В таком случае ε —
это начальная величина вероятности возвратов.
Далее, будем использовать функцию f(t), что-
бы рассчитать время возвращения из уравнения
f(t) = ε. Это конструктивное определение с экспе-
риментально измеряемой функцией открывает путь
к экспериментальному определению этих времен.

Для дальнейшего продвижения нам понадобятся
средняя величина и дисперсия функции f(t), рас-
считанные усреднением по времени за очень боль-
шой промежуток времени. Простые выкладки при-
водят к результату

〈f〉 =
N∑

n=0

p2n (6)

и

〈Δf2〉 = 2

N−1∑
n=0

N∑
n′>n

p2np
2
n′ = 〈f〉2 −

N∑
n=0

p4n. (7)

На временах, больших, чем классический период,
функция f(t) осциллирует около постоянной вели-
чины и ведет себя как

f(t) = 〈f〉+ 2

N−1∑
n=0

N∑
n′>n

pnpn′ cos ((ωn − ωn′)t) . (8)

На временных масштабах порядка классического
периода поведение зависящих от времени членов
суммы остается коррелированным и эта функция
приближенно показывает классическую периодич-
ность. Такое поведение особенно характерно для
низких уровней возбуждения (разности частот мак-
симальны при малых n). Поскольку разности час-
тот сгущаются к пределу диссоциации, зависимость
от времени становится слабо выраженной именно
в этом случае. На более длинных временах осцил-
лирующие компоненты испытывают расфазировку,
что ведет к большим выбросам относительно сред-
ней величины. При средних уровнях возбуждения
существенный вклад в сумму (8) дают многие ком-
поненты. Из-за этого возникает область почти хао-
тичного поведения f(t), ограниченная сверху и сни-
зу (область флуктуаций). Резкие пики возникают
благодаря дробным возрождениям.

Пусть tm — m-й корень уравнения f(t) = ε. Чис-
ленное нахождение этих корней является гораздо
более сложной задачей в случае, когда ε �= 1. Она
нелегко поддается численному решению, а с физи-
ческой точки зрения интерес представляет только
минимальный корень. Вместо этого мы вычислим
число корней NT (ε) приведенного выше уравнения
на большом интервале [0, T ]. Как и в уравнении (4),
средняя частота достижения ε функцией f(t) равна

1

Trec(ε)
= lim

T→∞
NT (ε)

T
. (9)

Будем использовать оба термина: средняя частота
и обратное время возвращения или, проще говоря,
время возвращения.

Легко убедиться в том, что число корней на ин-
тервале [0, T ] дается уравнением

NT (ε) =

T∫
0

∑
m

δ(t− tm) dt. (10)

Далее, используя хорошо известные свойства
дельта-функции, это уравнение можно записать в
виде

NT (ε) =

T∫
0

|f ′(t)|dt
∞∫

−∞
exp {i[f(t)− ε]x} dx

2π
. (11)

Теперь представим производную |f ′(t)| в интеграль-
ном виде:

|f ′(t)| = 1

π

∞∫
−∞

1− cos[f ′(t)y]
y2

dy. (12)

Ясно, что уравнения (11) и (12) совместно с (9) эк-
вивалентны следующему:

1

Trec(ε)
=

1

2π2

∞∫
−∞

dy

y2

∞∫
−∞

exp {i(〈f〉 − ε)x} ×

×
[
R(x, 0)− 1

2
R(x, y)− 1

2
R(x,−y)

]
dx, (13)

где

R(x, y) = lim
T→∞

T∫
0

exp{iΦ(x, y, t)}dt
T
. (14)

С помощью уравнения (8) фазу Φ(x, y, t) можно лег-
ко рассчитать:

Φ(x, y, t) = 2
N−1∑
n=0

N∑
n′>n

pnpn′ [x cos ((ωn − ωn′)t) −

− (ωn − ωn′)y sin[(ωn − ωn′)t] . (15)

2 ЖЭТФ, вып. 1
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Для удобства мы выделили из этого выражения по-
стоянную величину 〈f〉 и включили ее в уравне-
ние (13).

При вычислении предела, указанного в уравне-
нии (14), будем использовать прием, который поз-
воляет заменить средние по времени средними по
фазовому пространству большого многомерного то-
ра [27]. Если частоты ωn линейно независимы, то
функцию R(x, y), записанную в виде произведения
экспонент,

R(x, y) =

= lim
T→∞

T∫
0

N−1∏
n=0

N∏
n′>0

exp {i2pnpn′ [x cos ((ωn−ωn′)t) −

− (ωn − ωn′)y sin ((ωn − ωn′)t)]} dt

T
, (16)

можно заменить эквивалентным выражением:

R(x, y) =

N−1∏
n=0

N∏
n′>0

2π∫
0

exp {i2pnpn′ [x cos θ −

− (ωn−ωn′)y sin θ]} dθ

2π
. (17)

Интегрирование по θ приводит к результату

R(x, y) =

=

N−1∏
n=0

N∏
n′>0

J0

(
2pnpn′

√
x2 + (ωn − ωn′)2y2

)
. (18)

Итак, уравнения (13) и (18) дают принципиаль-
ную возможность рассчитать время возвращения
без всяких приближений. Если число связанных со-
стояний не слишком велико, то необходимую функ-
цию R(x, y) можно численно рассчитать точно как
из уравнений (14) и (16), так и из (18). Совпаде-
ние результатов является тестом в наших численных
расчетах времени возвращения.

Развитый метод позволяет получить точное ана-
литическое выражение для времени возвращения в
случае квантовой системы, состоящей из двух состо-
яний 0 и 1. Вычисления тривиальны и в результате
получаем

Trec(ε) =
π�

|E0 − E1| , (1− 2p0)
2 < ε < 1. (19)

Специально подчеркнем, что время возвращения
существует только в случае, когда начальное со-
стояние является смешанным состоянием. При
(1 − 2p0)

2 > ε время возвращения становится

бесконечно большим. Этот факт нетрудно понять,
поскольку функция f(t) − ε нигде не обращается
в нуль, если имеет место это неравенство. Итак,
двухуровневая система — самый простой пример
быстрых возвращений.

Численная оценка времени возвращения с по-
мощью уравнений (13) и (18) дает точную величи-
ну. Однако эта численная задача становится весьма
сложной, когда число связанных состояний очень
велико. Для решения этой задачи мы используем
прием, который при больших N дает удовлетвори-
тельные результаты. Более того, на этом пути уда-
ется вывести аналитическое выражение для Trec(ε).
Рассмотрим выражение [28]

J0

(
2
√
t
)
= e−t

∞∑
k=0

tk

k!

k∑
m=0

(−1)m

(
k

m

)
1

m!
. (20)

Это выражение позволяет нам переписать уравне-
ние (18) в виде

R(x, y) =

(
1− 1

4

N−1∑
n=0

N∑
n′>n

t2nn′ + . . .

)
×

× exp

(
−

N−1∑
n=0

N∑
n′>n

tnn′

)
, (21)

где

tnn′ = p2np
2
n′
[
x2 + (ωn − ωn′)2y2

]
. (22)

В разложении перед экспонентой встречаются сла-
гаемые, которые пропорциональны (p2np

2
n′)k, k =

= 2, 3, . . . Следовательно, уравнение (18) мы пе-
реписали в виде разложения по малому парамет-
ру. Функция R(x, y) имеет острый пик вблизи ну-
ля (x = 0 и y = 0) и быстро убывает, если x и y

сколько-нибудь заметно отличаются от нуля, особен-
но в пределе больших N . По этой причине мы оста-
вили в уравнении (21) только первую неисчезающую
поправку, чтобы контролировать точность вычис-
лений. Необходимые расчеты приведены в разд. 3.
Здесь мы дадим наш главный результат:

1

Trec(ε)
≈
√〈Δω2〉

π
exp

[
− (ε− 〈f〉)2

2〈Δf2〉
]
, (23)

где

〈Δω2〉 = 2

〈Δf2〉
N−1∑
n=0

N∑
n′>n

p2np
2
n′(ωn − ωn′)2. (24)

Итак, средняя частота достижения ε = f(t0) по-
средством f(t) дается распределением Гаусса, па-
раметрами которого являются средняя величина и
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Рис. 1. Вероятность возвратов как функция времени. Па-
раметры: N = 20, u = 1, v = 3 и xeωe = 1. Система
возбуждается в состояние с 〈n〉 = 5 и 〈Δn2〉 = 3.75

дисперсия этой функции. Если число связанных со-
стояний очень велико, то период циклов Пуанкаре
становится очень большим для величин f(t) за пре-
делами области флуктуаций (κ−, κ+), но он будет
порядка π/

√〈Δω2〉 для величин f(t) внутри облас-
ти флуктуаций. Для распределения Гаусса верхняя
и нижняя границы области флуктуаций даются вы-
ражением

κ± = 〈f〉 ±
√
2〈Δf2〉. (25)

На рис. 1 представлена зависимость f(t) (в едини-
цах, при которых xeωe = 1). Для наглядности по-
казан лишь небольшой интервал времени. Вне ин-
тервала картина получается качественно такая же.
Мы видим, что вероятность возвратов осциллирует
(более или менее быстро) внутри области флукту-
аций, иногда показывая резкие выбросы, которые
называются дробные возрождения [11, 12]. При вы-
бранных параметрах истинное время возрождения
получается равным 56.55 (см. уравнение (21) в [18]).
Мы видим на рисунке, что f(Trev) = 1 для этого
времени.

3. ДАЛЬНЕЙШЕЕ РАЗВИТИЕ МЕТОДА

Обрисовав в общих чертах наш главный резуль-
тат, теперь обратимся к деталям вычислений. Рас-
смотрим общий случай, когда число связанных со-
стояний может быть произвольным, включая двух-
уровневую систему. Тогда удобно моделировать ве-
совые коэффициенты биномиальным распределени-
ем

pn =

(
N

n

)(
n

N

)n(
1− n

N

)N−n

, (26)

где n/N — параметр распределения с областью
определения 0 ≤ n/N ≤ 1. Биномиальное распреде-
ление характеризуется средней величиной 〈n〉 = n

и дисперсией 〈Δn2〉 = n(1 − n/N). Во многих экс-
периментальных реализациях локализованный вол-
новой пакет создается с распределением по кван-
товым числам, которое центрируется около средне-
го квантового числа n. Обычно это распределение
Гаусса [11–17]. Заметим, что этот случай содержится
в биномиальном распределении, которое имеет дело
с конечным числом связанных состояний. Когда N

велико и дисперсия 〈Δn2〉 тоже велика, биномиаль-
ное распределение стремится к распределению Гаус-
са. С другой стороны, именно эти условия выполня-
ются для волновых пакетов, которые формируются
из ридберговских состояний [11, 12], что послужило
причиной широкого применения гауссова распреде-
ления в дальнейшем. Однако для многих экспери-
ментальных реализаций квантовое число n не слиш-
ком велико и применение биномиального распреде-
ления более оправдано для таких систем.

В рамках биномиального распределения сред-
нюю величину функции f(t) можно рассчитать в
аналитическом виде:

〈f〉 =
(
1−2

n

N

)N

PN

(
1−2n/N+2(n/N)2

1− 2n/N

)
, (27)

где PN (x) — полином Лежандра. Этот результат по-
лучается непосредственно из определения полино-
мов Якоби [29]. При n/N → 0 или n/N → 1 сред-
няя величина стремится к единице, поскольку ан-
самбль молекул находится либо в основном состо-
янии, либо в максимально возбужденном состоянии
(рис. 2). Средняя величина достигает минимума при
n = N/2 и равна

〈f〉min =
(2N)!

22N (N !)2
. (28)

Как видно на рис. 2, дисперсия вероятности воз-
вратов обращается в нуль в этих предельных случа-
ях. Вероятность найти систему в состоянии n стре-
мится к единице при n = 0 или n = N , поэтому
〈Δf2〉 = 0. Локальный минимум расположен при
n = N/2 и его величина равна

〈Δf2〉min =

[
(2N)!

22N (N !)2

]2
− 1

24N

N∑
n=0

(
N

n

)4

. (29)
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Рис. 2. Средняя величина и дисперсия вероятности воз-
вратов в зависимости от параметра распределения n/N

для различных величин N

Наличие двух локальных максимумов — свойство,
присущее биномиальному распределению. Фактиче-
ски мы имеем дело с низковозбужденной системой
при n/N < 0.5 и высоковозбужденной системой при
n/N > 0.5.

Для систем, связанных с тепловым резервуаром,
распределение (26) несправедливо. В этом случае pn
есть тепловое распределение при температуре T . В
таких задачах циклы возвратов определяют переход
от регулярной динамики к стохастической. Как из-
вестно, циклы Пуанкаре очень велики при обычных
температурах [1], поэтому мы только кратко рас-
смотрим случай теплового распределения.

Средняя величина и дисперсия функции возвра-
тов выражаются теперь через статистическую сум-
му системы Q(β), где β = 1/kBT , а именно:

〈f〉 = Q(2β)

Q(β)2
, (30)

〈Δf2〉 = Q(2β)2 −Q(4β)

Q(β)4
. (31)

Пусть мы имеем дело с колебаниями нелинейного
осциллятора. При комнатной температуре система
находится преимущественно в основном состоянии.
Тогда средняя величина близка к единице, а диспер-
сия стремится к нулю. Из уравнения (23) видно, что
времена возвращений будут аномально большими.
Напротив, в пределе высоких температур средняя
величина равна 1/(N+1) и дисперсия — N/(N+1)3.
Из уравнения (23) сразу находим Trec(ε) в высоко-
температурном приближении:

1

Trec(ε)
≈ 1

π

[
2

N(N+1)

N−1∑
n=0

N∑
n′>n

(ωn−ωn′)2

]1/2
×

× exp

{
−N + 1

2N
[(N + 1)ε− 1]2

}
. (32)

Итак, времена возвращений доступны для измере-
ний при высоких температурах и небольшом чис-
ле связанных состояний, из которых формируется
волновой пакет. Последний вывод был сделан ранее
[4], исходя из других соображений. Если начальная
вероятность возвратов близка к нулю, то это будет
случай быстрых возвращений при любом N . Заме-
тим, что времена возвращений в двух предельных
случаях с ε = 1 и ε = 0 различаются очень силь-
но. Их отношение возрастает с увеличением числа
состояний как exp(N2/2).

Чтобы придать определенную завершенность на-
шему методу и получить численные оценки, рас-
смотрим дискретные уровни энергии, которые воз-
никают в потенциале Морзе:

ωn = −xeωe

(
N +

u

v
− n

)2
, (33)

где ωn = 0 при n > N . Здесь ωe — гармоническая
частота, xe — константа ангармоничности, u/v =

= Nm −N — простая дробь,

Nm +
1

2
=

(
2mDL2

�2

)1/2

. (34)

Частица массы m удерживается в потенциале Мор-
зе, где D — энергия диссоциации и L — характерная
длина потенциала (см. подробности в работе [18]).

Поучительно найти первую поправку к уравне-
нию (23), чтобы сделать определенные выводы от-
носительно области применимости метода. Исполь-
зуя приближение (21), можно переписать R(x, y) в
виде

R(x, y) =

(
1−Ω(0)x4+2Ω(2)x2y2+Ω(4)y4

4
+ . . .

)
×

× exp(−ax2 − by2). (35)

Чтобы не писать громоздких формул, мы ввели обо-
значения

a =
1

2
〈Δf2〉, b =

1

2
〈Δf2〉〈Δω2〉, c = 〈f〉 − ε (36)

и

Ω(k) =

N−1∑
n=0

N∑
n′>n

p4np
4
n′(ωn − ωn′)k. (37)

20



ЖЭТФ, том 151, вып. 1, 2017 Время возвращений в квантовой динамике. . .

Вычисление времени возвращения сводится к рас-
чету повторного интеграла:

1

Trec(ε)
=

2

π2

∞∫
0

[I(0)− I(y)]
dy

y2
, (38)

где

I(y) =

∞∫
0

cos(cx)R(x, y) dx. (39)

Подставляя уравнение (35) в (39), находим

I(y) =
1

2

√
π

a
exp

(
−by2 − c2

4a

)
×

×
[
1− 3Ω(0)

16a2

(
1− c2

a
+

c4

12a2

)
−

− Ω(2)y2

4a

(
1− c2

2a

)
− Ω(4)y4

4

]
. (40)

Затем мы получаем

1

Trec(ε)
=

1

π

√
b

a
[1 + C(ε)] exp

(
− c2

4a

)
, (41)

где поправка дается выражением

C(ε) = −3Ω(0)

16a2

(
1− c2

a
+

c4

12a2

)
+

+
Ω(2)

8ab

(
1− c2

2a

)
+

Ω(4)

16b2
. (42)

Далее будем называть расчет Trec(ε) согласно
уравнениям (13) и (18) численно точным. Прибли-
жение 1 дается уравнением (41), приближение 2 со-
ответствует уравнению (23). На рис. 3 показана за-
висимость времени возвращения от начальной веро-
ятности возвратов ε = f(t0). Параметры N = 8, u =

= 3, v = 4, xeωe = 75 см−1 примерно соответствуют
молекуле HgH [30]. Для таких гидридов число ко-
лебательных уровней не слишком велико. В таком
случае точный расчет Trec(ε) будет тестом для ана-
литических приближений. Теперь обратим внима-
ние на уравнение (13), в котором y — размерная пе-
ременная. Обратное время возвращения можно вы-
числить при xeωe = 1, но результат нужно разде-
лить на конкретную величину xeωe. Если эта час-
тота дается в см−1, то время возвращения измеря-
ется в фемтосекундах. Величина π/

√〈Δω2〉 равна
11 фс при 〈n〉 = 1 и 49 фс при 〈n〉 = 7. Поправка
из уравнения (42) является функцией переменных
n и ε, но не зависит от конкретной величины xeωe.
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Рис. 3. Время возвращения как функция ε для различных
величин среднего уровня возбуждения. Параметры:N = 8,

u = 3, v = 4 и xeωe = 75 см−1

Как видно на рис. 3, время возвращения растет с
увеличением среднего уровня возбуждения систе-
мы. Эффект определяется поведением средней вели-
чины и дисперсии вероятности возвратов в зависи-
мости от параметра распределения (рис. 2). Время
Trec(ε) будет минимальным при ε = 〈f〉. Три метода
оценки Trec(ε) хорошо согласуются, когда начальная
величина f(t0) находится внутри области флуктуа-
ций f(t), ограниченной сверху величиной κ+, равной
0.659 для рассмотренных случаев. Поправка расши-
ряет область применимости приближения 1 для ве-
личин f(t0) за пределами области флуктуаций. Тем
не менее, при ε → 1 период циклов Пуанкаре стано-
вится очень большим и требуются точные расчеты
времени возвращения. Для случая 〈n〉 = 7 время
возвращения увеличивается от 50 фс до 70 пс, т. е.
возрастает в 1400 раз.

Теперь кратко обсудим задачу подсчета мак-
симального числа различимых состояний, которые
изолированная физическая система может прой-
ти за единицу времени. Следовательно, речь идет
о максимальной скорости динамической эволюции
[31]. В квантовой механике различимые состояния
хорошо определены: два состояния различимы, если
они ортогональны. Для волновых пакетов эта ско-
рость равна NT (0)/T , т. е. средней частоте возвра-
щений с ε = 0. Для анализа обратимся к уравнению
(23). Из определения величины 〈Δω2〉 видно, что она
остается конечной как при n = 0, так при n = N ,
хотя показывает немонотонное поведение с ростом
среднего уровня возбуждения. Таким образом, вре-
мя возвращения Trec(0) экспоненциально зависит от
отношения 〈f〉2/2〈Δf2〉. Конечно, эта экспоненци-
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альная зависимость оказывает существенное влия-
ние на величины времени возвращения (рис. 3). Од-
нако ситуация в корне меняется, когда квантовая
система возбуждается близко к порогу диссоциации
(n → N). Теперь время возвращения становится ис-
ключительно большим или даже расходится в пре-
деле n = N . Тем не менее, имеется возможность
радикально уменьшить такие астрономические вре-
мена возвращений, если выбрать исходную вероят-
ность возвратов примерно равной ее среднему зна-
чению. Время возвращения уменьшается от величин
порядка 1039 фс при n = 7.946 и ε = 0 до величины
100 фс при n = 7.946 и ε = 0.9.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Чтобы подвести итог, кратко суммируем резуль-
таты, полученные в этой статье. Мы исследовали
эффект возрождения волновых пакетов, которые
формируются из произвольного числа связанных
состояний. Получено точное выражение для време-
ни возвращения в квантовой динамике волновых па-
кетов. Это среднее время, которое требуется веро-
ятности возвратов, чтобы вернуться к первоначаль-
ной величине. Оно выражается через повторный ин-
теграл от произведения функций Бесселя нулевого
порядка. Если число связанных состояний не слиш-
ком велико, то уравнения (13) и (18) позволяют чис-
ленно рассчитать времена возвращений точно без
всяких приближений. С другой стороны, развитый
метод дает возможность найти точное аналитиче-
ское выражение для времени возвращения, которое
для двухуровневой системы имеет особенно простой
вид. В пределе больших N также удалось выве-
сти аналитическое выражение для средней часто-
ты возвращений, которая пропорциональна распре-
делению Гаусса и зависит от средней величины и
дисперсии вероятности возвратов. Масштабный ко-
эффициент π/

√〈Δω2〉 необходим, чтобы правиль-
но воспроизвести времена возвращений для величин
вероятности возвратов внутри области флуктуаций.
Первая неисчезающая поправка к уравнению (23)
улучшает оценку времени возвращения для величин
вероятности возвратов за пределами области флук-
туаций. Тем не менее, если в начальный момент вре-
мени вероятность возвратов близка к единице, то пе-
риод циклов Пуанкаре становится очень большим.
Рассчитав среднюю частоту возвращений 1/Trec(0),
мы вычислили максимальную скорость динамиче-
ской эволюции. Это полезная величина в квантовых
вычислениях, где роль меры расстояния между со-

стояниями играет функция f(t) [32]. В случае ε = 0

времена возвращений весьма чувствительны к сред-
нему уровню возбуждения системы, различаясь на
многие порядки величины, когда система возбужда-
ется близко к пределу диссоциации. Развитый метод
использует биномиальное распределение для весо-
вых коэффициентов. Это хорошая идея, которая да-
ет возможность выразить все величины, от которых
зависит время возвращения, в виде функциональ-
ной зависимости от среднего уровня возбуждения
системы. В случае теплового распределения време-
на возвращений могут быть темой обсуждения толь-
ко в пределе высоких температур и при не слишком
большом числе связанных состояний.

Времена возвращений имеют иерархическую
структуру в зависимости от начальных условий и
среднего уровня возбуждения системы. Мы пока-
зали, что масштабы иерархии, изменяющиеся от
фемтосекунд до астрономических времен, можно
успешно рассмотреть в рамках одной теории. В
развитой теории времена возвращений зависят от
начальных условий, тогда как времена возрождений
[11–18] не зависят от начальных условий и опреде-
ляются только дискретным спектром собственных
значений. Например, в первом случае можно вы-
брать начальную вероятность возвратов, равную ее
средней величине, с той целью, чтобы эти времена
стали доступны для измерений. Во втором случае
выбор такой возможности отсутствует, и время
возрождения может оказаться как маленьким,
так и очень большим. Подводя итог, специаль-
но подчеркнем, что благодаря общности нашего
подхода, этим методом можно оценивать времена
возвращений в квантовой динамике волновых па-
кетов, локализованных в одномерном потенциале.
С другой стороны, времена возвращений могут
стать хорошим средством исследования временной
эволюции волновых пакетов, сформированных из
колебательных состояний многоатомных молекул в
условиях слабой межмодовой связи.
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