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Разработана теория поверхностных волн в магнитоактивной плазме с плавными границами. Для линей-
ного закона изменения плотности на границе плазмы полученo дисперсионное уравнение поверхностных
волн. Определены частоты поверхностных волн и декременты их бесстолкновительного затухания. Дано
обобщение на случай произвольного профиля плотности на границе плазмы. Учтены столкновения и
уточнено применение правила Ландау в теории затухания поверхностных волн пространственно-неодно-
родной магнитоактивной столкновительной плазмы.
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Проблемы физики поверхностных волн периоди-
чески обсуждаются в научной литературе чуть ли не
с момента теоретического предсказания таких волн
А. Зоммерфельдом в 1896 г. [1]. Это обусловлено
многообразием типов поверхностных волн и боль-
шим значением поверхностных волн для различных
приложений. В частности, поверхностные плазмен-
ные волны используются в черенковских СВЧ-излу-
чателях на электронных пучках [2–4]. Сильная про-
странственная неоднородность поверхностных волн
и их локализация вблизи границы раздела находят
свое применение в развивающейся в настоящее вре-
мя области нанофизики — наноплазмонике [5, 6].
Несмотря на значительный период, прошедший с
момента открытия поверхностных волн, и их интен-
сивное исследование, нерешенные вопросы физики
поверхностных волн остаются и до настоящего мо-
мента. Одному из таких вопросов, а именно влия-
нию структуры границы раздела сред на свойства
поверхностных волн, посвящена настоящая работа.

Проблема заключается в следующем. Элект-
родинамические поверхностные волны связаны с
границами раздела материальных сред, на кото-
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рых скачком изменяется диэлектрическая проница-
емость. Поскольку поляризация сред по разные сто-
роны границы раздела разная, на границе формиру-
ется поверхностный заряд в виде простого слоя. При
определенных условиях этот простой слой и фор-
мирует поверхностную волну. Поле простого слоя
убывает в обе стороны от слоя, поэтому и поле по-
верхностной волны также убывает при удалении от
границы раздела сред (обычно экспоненциально).
Предположим, что параметры сред изменяются не
скачком, а непрерывно, т. е. вместо резкой границы
раздела имеется протяженная переходная область
от одной среды к другой. Наличие переходной об-
ласти, безусловно, сказывается на свойствах поверх-
ностных волн — законе дисперсии, структуре поля
и т. д. В случае достаточно протяженной переход-
ной области поверхностная волна вообще должна
отсутствовать. Переходная область — плавная гра-
ница — характерна для газовой плазмы. Она неиз-
бежна в электродинамических системах плазмен-
ной СВЧ-электроники, в различных газоразрядных
устройствах и многих других. Одно из первых ис-
следований по теории волн, распространяющихся в
плазме перпендикулярно к направлению ее плавной
неоднородности, имеется в монографии [7].

В случае изотропной плазмы с плавными грани-
цами для разных геометрий теория поверхностных
волн развивалась в работах [8–11]. Основными целя-
ми этих работ было выяснение того, к каким точкам
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плавной границы плазмы «привязана» поверхност-
ная волна и может ли она вообще существовать, а
также исследование поля поверхностных волн в точ-
ке плазменного резонанса. Рассмотрение основыва-
лось главным образом на том, что при специальном
выборе зависимости плотности плазмы от коорди-
нат дифференциальные уравнения теории поверх-
ностных волн допускают аналитические решения.
Настоящая работа посвящена поверхностным вол-
нам в анизотропной плазме с плавными границами.
Анизотропия плазмы обусловлена наличием внеш-
него магнитного поля. Кроме того, учтены столкно-
вения в плазме.

Рассмотрим потенциальные возмущения в холод-
ной электронной плазме, неоднородной вдоль коор-
динатной оси x и помещенной в однородное внешнее
магнитное поле, направленное по оси z. Столкнове-
ния пока не учитываем. Ограничиваясь линейным
приближением, потенциал электрического поля воз-
мущений в плазме представим в виде

ψ(t, r) = ϕ(x) exp(−iωt+ ikzz). (1)

Функция (1) описывает волну, распространяющую-
ся вдоль внешнего магнитного поля и «привязан-
ную» к области пространственной неоднородности
плазмы. Если область пространственной неоднород-
ности плазмы ограничена, то она моделирует плав-
ную границу плазмы, а вне плавной границы плаз-
му считаем однородной. Если амплитуда ϕ(x) в (1)
убывает (экспоненциально) при удалении от грани-
цы плазмы, то функция (1) описывает поверхност-
ную волну.

Из уравнения Пуассона и линеаризованных
уравнений холодной гидродинамики для элект-
ронной компоненты плазмы легко показать, что
амплитуда ϕ(x) удовлетворяет следующему уравне-
нию:

d

dx
ε⊥(ω, x)

dϕ

dx
− k2zε‖(ω, x)ϕ = 0, (2)

где

ε⊥(ω, x) = 1− ω2
p(x)

ω2 − Ω2
e

, ε‖(ω, x) = 1−ω
2
p(x)

ω2
(3)

— поперечная и продольная диэлектрические прони-
цаемости холодной электронной неоднородной маг-
нитоактивной плазмы [12], Ωe — электронная цик-
лотронная частота, а ωp(x) — ленгмюровская часто-
та электронов плазмы (плотность электронов плаз-
мы порядка ω2

p(x)).
Пусть в области неоднородности плазмы (в об-

ласти плазменной границы) ленгмюровская частота

электронов монотонно изменяется от нуля до неко-
торого максимального значения, т. е. 0 ≤ ωp(x) ≤
≤ ωp0, где ωp0 — постоянная. Тогда для частот из
диапазона, задаваемого неравенством

Ω2
e < ω2 < Ω2

e + ω2
p0 ≡ Ω2

g0 (4)

(Ωg0 — верхняя гибридная частота в области одно-
родности плазмы), уравнение (2) имеет особую точ-
ку x = x0(ω), определяемую из уравнения

ε⊥(ω, x) = 0. (5)

Легко видеть, что особая точка попадает в область
плавной границы плазмы. Если в окрестности осо-
бой точки ε⊥ ∼ x − x0, то, как известно из теории
дифференциальных уравнений [13], одно из линейно
независимых решений уравнения (2) имеет при x→
→ x0 логарифмическую особенность. Правильный
учет особой точки x = x0(ω) является важным мо-
ментом теории поверхностных волн плазмы с плав-
ными границами [7–11]. В области значений x, где
диэлектрическая проницаемость ε⊥(ω, x) непрерыв-
на и не обращается в нуль, функция ϕ(x) непрерыв-
на вместе со своей первой производной.

2. ПОВЕРХНОСТНЫЕ ВОЛНЫ
ПЛАЗМЕННОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА С
ЛИНЕЙНЫМ ПРОФИЛЕМ ПЛОТНОСТИ В

ОБЛАСТИ ГРАНИЦЫ ПЛАЗМЫ В
ДЛИННОВОЛНОВОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

Рассмотрим поверхностные волны на границе
плазменного полупространства. Квадрат ленгмю-
ровской частоты электронов плазмы определим
формулой

ω2
p(x) = ω2

p0

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, x < 0,

x/Δ, 0 < x < Δ,

1, x > Δ.

(6)

Согласно формуле (6) плавная граница плазмы рас-
положена в области x ∈ (0,Δ). В дальнейшем плаз-
му, плотность электронов которой распределена по
закону (6), будем называть плазмой с линейной гра-
ницей. С учетом (6) и (3) преобразуем уравнение (2)
к виду

d

dx
(x− x0)

dϕ

dx
− χ2(x− x̃0)ϕ = 0, (7)

где

x0 = x0(ω) = Δ
ω2−Ω2

e

ω2
p0

, x̃0 = x̃0(ω) = Δ
ω2

ω2
p0

,

χ2 = k2z
ω2 − Ω2

e

ω2
.

(8)
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При изменении частоты ω в диапазоне (4) особая
точка x0 перемещается на оси x в пределах плазмен-
ной границы 0 < x < Δ. Общее решение уравнения
(7) выражается, как известно, через вырожденную
гипергеометрическую функцию и функцию Лагерра
(см. ниже). При x = x̃0, что имеет место при Ωe = 0,
общее решение есть линейная комбинация функций
Инфельда и Макдональда. Возможностью построе-
ния аналитических решений и определяется задание
профиля плотности плазмы в виде (6). Кроме то-
го, линейный профиль является важнейшим из всех
возможных, поскольку любую функцию в окрестно-
сти любой фиксированной точки (кроме точки экс-
тремума) можно аппроксимировать линейной зави-
симостью.

В областях однородности плазмы уравнение (2)
записывается следующим образом:

d2ϕ

dx2
− k2zϕ = 0, x < 0, (9)

d2ϕ

dx2
− κ2ϕ = 0, x > Δ, (10)

где

κ2 = k2z
ε0‖
ε0⊥

= k2z
(ω2 − ω2

p0)(ω
2 − Ω2

e)

ω2(ω2 − Ω2
g0)

, (11)

а ε0‖ = ε‖(ω,Δ), ε0⊥ = ε⊥(ω,Δ) — диэлектрические
проницаемости (3) в области пространственной од-
нородности плазмы (при x ≥ Δ).

В длинноволновом приближении, когда выпол-
нено неравенство

kzΔ 	 1, (12)

вторым слагаемым в левой части уравнения (7)
можно пренебречь, что позволяет проинтегрировать
это уравнение один раз. В результате имеем

dϕ

dx
=

C

x− x0(ω)
. (13)

Из (13) следует выражение для разности потенциа-
лов на границах области неоднородности плазмы:

ϕ(Δ)−ϕ(0) = CJ(ω), J(ω) =

Δ∫
0

dx

x− x0(ω)
. (14)

К вычислению интеграла в (14) мы обратимся поз-
же, а пока получим дисперсионное уравнение для
спектров частот поверхностных волн. Используя
ограниченные на бесконечности решения уравнений
(9), (10)

ϕ(x) =

{
A exp(kzx), x < 0,

B exp(−κx), x > Δ,
(15)

и непрерывность потенциала и его производной при
x = 0,Δ, имеем соотношения

ϕ(0) = A, ϕ(Δ) = B exp(−κΔ),

ϕ′(0) = kzA, ϕ′(Δ) = −κB exp(−κΔ).
(16)

Учитывая далее формулы (13) и (14) и исключая из
соотношений (16) постоянные A, B и C, после прос-
тых вычислений получаем искомое дисперсионное
уравнение:

ε0⊥

√
ε0‖
ε0⊥

+ 1 = kzΔ
ε0⊥

1− ε0⊥

√
ε0‖
ε0⊥

J(ω). (17)

В случае плазмы с резкой границей (kzΔ = 0)
уравнение (17) переходит в известное дисперсион-
ное уравнение поверхностных волн магнитоактив-
ной плазмы [14]. Для того чтобы это уравнение име-
ло вещественные относительно ω решения, необхо-
димо выполнение неравенств ε0⊥ < 0 и ε0‖ < 0. Отсю-
да имеем соотношение

Ω2
e < ω2 < ω2

p0, (18)

определяющее диапазон частот, в котором возмож-
ны поверхностные волны. Из (18) следует важное
ограничение для величины внешнего магнитного по-
ля

Ω2
e < ω2

p0, (19)

означающее, что в сильном внешнем магнитном по-
ле (Ω2

e > ω2
p0) поверхностные волны в плазме невоз-

можны. В настоящей работе неравенство (19) счита-
ется выполненным. Спектр поверхностной волны в
магнитоактивной плазме с резкой границей оказы-
вается следующим [14]:

ω2 = Ω2
g0/2 → ω = ±Ωg0/

√
2 . (20)

Перейдем теперь к вычислению интеграла J(ω).
При действительной частоте ω из диапазона (14)
точка x = x0(ω) принадлежит интервалу (0,Δ).
Поэтому при вычислении интеграла J(ω) возника-
ет особенность, обусловленная плазменным резонан-
сом, ω = Ωg(x), где Ωg(x) =

√
ω2
p(x) + Ω2

e — верхняя
гибридная частота в области неоднородности плаз-
мы. При плазменном резонансе происходит транс-
формация поверхностной плазменной волны (16) в
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локальную объемную ленгмюровскую волну непре-
рывного спектра [15]. Потенциал этой волны (или
псевдоволны [16]) определяется формулой

ψ(t, x) ∼ δ[x− x0(ω)] exp[−iΩg(x)t]. (21)

Аналогичное явление известно и в теории ленгмю-
ровских волн однородной горячей плазмы, когда
при черенковском резонансе волна–частица возни-
кают возмущения функции распределения электро-
нов плазмы по скоростям вида

f(t, v) ∼ δ[v − v0(ω)] exp[−iΩ(v)t], (22)

где v — скорость электрона, Ω(v) = kv, k — волновое
число, а v0(ω) — фазовая скорость волны. В горячей
плазме на возмущениях (22) происходит бесстолк-
новительная диссипация ленгмюровских волн (за-
тухание Ландау [12,17]), что приводит к появлению
у частоты ω отрицательной мнимой части — декре-
мента затухания волн. Очевидно, что и поверхност-
ные волны в неоднородной плазме должны диссипи-
ровать на возмущениях (22), а поэтому при вычисле-
нии интеграла J(ω) частоту ω следует считать ком-
плексной (ω = ω′ + iω′′), а особую точку при инте-
грировании следует обходить также, как и в теории
затухания Ландау ленгмюровских волн [18]. Тогда
после применения известного правила Ландау име-
ем

J(ω) = ln
Δ− x0
x0

+ iπ sign(ω′) =

= ln(−ε⊥0) + iπ sign(ω′), (23)

где было использовано выражение (8) для x0.
Подставляя (23) в дисперсионное уравнение (17)

и решая его с учетом неравенства (12), находим
следующие спектры поверхностных волн магнито-
активной плазмы с линейной границей в длинновол-
новом приближении:

ω′ = ±Ωg0√
2

⎛
⎝1− 1

8
kzΔ

(
ω2
p0 − Ω2

e

ω2
p0

)2

×

× ln
ω2
p0 +Ω2

e

ω2
p0 − Ω2

e

⎞
⎠ ,

ω′′ = −iπ
8

Ωg0√
2
kzΔ

(
ω2
p0 − Ω2

e

ω2
p0

)2

.

(24)

В отличие от простейших спектров (20), частоты
(24) являются комплексными и зависят от волнового
числа kz. Это основные эффекты, к которым приво-
дит размытость границы плазмы в длинноволновом

пределе. Мнимая часть частот (24) есть декремент
затухания поверхностных волн. Затухание обуслов-
лено «раскачкой» псевдоволн (21) в условиях плаз-
менного резонанса ω = Ωg(x).

Из общего дисперсионного уравнения (17) с ин-
тегралом (23) можно показать, что помимо частот-
ного спектра (24), оно определяет еще и следующий
спектр:

ω = ωp0
1− i

2
√
πkzΔ

. (25)

Формула (25) описывает сильнозатухающее поверх-
ностное возмущение, которое именно из-за его силь-
ного затухания можно было бы вообще не упоми-
нать. Однако в коротковолновой области (kzΔ > 1)
возмущение (25), как будет показано ниже, оказыва-
ется слабозатухающим. В коротковолновой области
формула (25) нуждается в уточнении, поскольку са-
мо дисперсионное уравнение (17) применимо только
в пределе (12).

3. ПОВЕРХНОСТНЫЕ ВОЛНЫ
ПЛАЗМЕННОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА С
ЛИНЕЙНОЙ ГРАНИЦЕЙ В МАГНИТНОМ

ПОЛЕ В ОБЩЕМ СЛУЧАЕ

Если неравенство (12) не выполнено, то для по-
лучения дисперсионного уравнения поверхностных
волн необходимо использовать точное дифференци-
альное уравнение (7). Обозначим линейно независи-
мые решения этого уравнения через W1,2(x). Заме-
тим, что одно из этих решений, для определеннос-
ти W1, имеет при x → x0 логарифмическую осо-
бенность. Тогда другое решение W2 особенностей не
имеет. Общее решение уравнения (7) запишем в виде

ϕ(x) = C1W1(x) + C2W2(x). (26)

Подставляя это решение в выражения (16) и исклю-
чая постоянные A, B, C1,2, получим следующее дис-
персионное уравнение:

W ′
1(Δ) + κW1(Δ)

W ′
2(Δ) + κW2(Δ)

− W ′
1(0)− kzW1(0)

W ′
2(0)− kzW2(0)

= 0. (27)

Здесь W ′
1,2(x) = dW1,2(x)/dx. Таким образом, оста-

ется только найти явный вид линейно независимых
решений W1,2(x). При этом необходимо учитывать
наличие особой точки x0(ω) и необходимость ее об-
хода в соответствии с правилом Ландау.
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В качестве линейно независимых решений диф-
ференциального уравнения (7) можно, например,
взять следующие функции [19–21]:

Ũ(x) = −√
π exp[−χ(x0 − x)]×

× U

[
1

2
[1− χ(x0 − x̃0)], 1, 2χ(x0 − x)

]
,

L̃(x) = exp[−χ(x0 − x)]×

× L

[
−1

2
[1− χ(x0 − x̃0)], 2χ(x0 − x)

]
,

(28)

где U(a, b, z) — вырожденная гипергеометрическая
функция, L(−a, z) — функция Лагерра. В частном
случае x0 = x̃0, имеющем место при Ωe = 0, спра-
ведливы формулы

√
π exp(−z)U(1/2, 1, 2z) = K0(z),

exp(−z)L(−1/2, 2z) = I0(z).
(29)

ЗдесьK0(z)—функцияМакдональда, I0(z)—функ-
ция Инфельда, а z = kz(x0 − x).

Поскольку функция L̃(x) не имеет особенностей,
можно положить

W2(x) = L̃(x). (30)

Функция Ũ(x) имеет логарифмическую особенность
при x → x0, но просто взять ее в качестве решения
W1(x) нельзя, поскольку при этом не будет учтено
правило обхода особой точки. Для выхода из поло-
жения вернемся к длинноволновому пределу и вы-
числим в этом пределе потенциал ϕ(x). Согласно
(13) имеем

ϕ(x) = C1

x∫
0

dξ

ξ − x0(ω)
+ C2, (31)

где ω = ω′ + iω′′ — комплексная частота. Как пре-
образование Лапласа потенциала, функция (31) яв-
ляется аналитической функцией при ω′′ > 0. Про-
должим ее аналитически на нижнюю полуплоскость
комплексной плоскости ω. Учтем, что при измене-
нии мнимой части частоты ω′′ от положительных
значений к отрицательным точка x0(ω) перемеща-
ется на комплексной плоскости ξ (вниз при ω′ > 0,
вверх при ω′ < 0), пересекая при ω′′ = 0 веществен-
ную ось. Путь интегрирования в (31) не должен
пересекать линию, по которой перемещается точка
x0(ω). Поэтому, если в (31) x > x′0, то при интегри-
ровании следует обойти полюс ξ = x0, а при x < x′0

обход полюса не требуется. В результате для потен-
циала имеем следующее выражение:

ϕ(x) = C1

[
ln
x0(ω)− x

x0(ω)
+

+

{
0, x < Rex0(ω),

F, x > Rex0(ω)

]
+ C2,

F =

{
0, Imx0 > 0,

2πi sign(ω′), Imx0 < 0.

(32)

Легко видеть, что выражение в квадратных скобках
в (32) при x = Δ совпадает с (23).

Сопоставляя решение длинноволнового прибли-
жения (32) с общим решением (26), замечаем, что
необходимо построить функции W1,2(x) таким об-
разом, чтобы при kz(x0 − x) → 0 и kz(x0 − x̃0) → 0

имели место предельные соотношения

W1(x) → ln
x0(ω)− x

x0(ω)
+

+

{
0, x < Rex0(ω),

F, x > Rex0(ω),
W2(x) → 1. (33)

Используя формулу (30) и вторую формулу (29),
убеждаемся в выполнении второго соотношения
(33). Первое соотношение (33) также может быть
выполнено, если функциюW1(x) представить в виде
следующей линейной комбинации функций (28):

W1(x) = Ũ(x) +

{
0, x < Rex0(ω),

F, x > Rex0(ω),

F =

{
0, Imx0 > 0,

2πi sign(ω′)QL̃(x), Imx0 < 0,

(34)

где

Q = exp

{
iχx′′0 −

− i arg

(
L

[
−1

2
[1− χ (x0 − x̃0)] ,−2iχx′′0

])}
. (35)

С помощью формул (29) не сложно доказать, что
функция (34) действительно удовлетворяет первому
предельному соотношению (33) (для доказательства
следует учесть, что при z → 0 I0(z) → 1 и K0(z) →
→ − ln z). При Ωe = 0, когда x̃0 = x0 и χ = kz ,
формулы (30) и (34) существенно упрощаются:

W1(x) = −K0[kz(x0 − x)] +

+

{
0, x < Rex0(ω),

F, x > Rex0(ω),
W2(x) = I0[kz(x0−x)],

F =

{
0, Imx0 > 0,

2πi sign(ω′)I0[kz(x0 − x)], Imx0 < 0.

(36)
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Рис. 1. Комплексные дисперсионные кривые поверхност-
ных волн плазменного полупространства с линейной гра-

ницей

Последние формулы вместе с (26) дают общее вы-
ражение для потенциала поля в линейно неоднород-
ной плазме в отсутствие внешнего магнитного по-
ля [9, 10].

Подставляя функции (30) и (34) в дисперсион-
ное уравнение (27), преобразуем его к следующему
виду:

Ũ ′(Δ) + κŨ(Δ)

L̃′(Δ) + κL̃(Δ)
− Ũ ′(0)− kzŨ(0)

L̃′(0)− kzL̃(0)
+

+ 2πi sign(ω′)Q = 0. (37)

Записывая уравнение (37), мы учли, что решаться
оно будет только в области ω′′ < 0. В длинновол-
новом пределе, когда выполнено неравенство (12),
уравнение (37) переходит в уравнение (17) с инте-
гралом (23). В случае плазмы без магнитного по-
ля, полагая Ωe = 0 и используя формулы K0(−z) =
= K0(z) + iπI(z) sign(z′′), I0(−z) = I0(z) и (29), пре-
образуем уравнение (37) к виду

K1[kz(Δ− x0)]−K0[kz(Δ− x0)]

I1[kz(Δ− x0)] + I0[kz(Δ− x0)]
−

− K1(kzx0)−K0(kzx0)

I1(kzx0) + I0(kzx0)
+ iπ sign(ω′) = 0. (38)

Уравнение (38) подробно исследовано в работах
[9, 10].

Подробное исследование уравнения (37) пред-
ставляет собой сложную задачу, выходящую за рам-

ки данной работы. Для примера приведем толь-
ко одно характерное численное решение, получен-
ное при Ωe/ωp0 = 0.5 (рис. 1). Вещественные части
частот изображены жирными линиями, мнимые ча-
сти — более тонкими кривыми. Видим наличие двух
поверхностных волн. Частота низкочастотной вол-
ны (1 — вещественная часть, 1 ′ — мнимая часть) в
длинноволновой области дается формулой (24), а в
области очень коротких длин волн (kzΔ � 1) она,
по-видимому, принимает значение Ωe. Частота вы-
сокочастотной волны (2 — вещественная часть, 2 ′ —
мнимая часть) в длинноволновой области определя-
ется формулой (25). При kzΔ 	 1 высокочастотная
волна сильно затухает. Но в области более корот-
ких длин волн (kzΔ ∼ 1) высокочастотная волна
затухает слабо, а ее частота, по-видимому, принима-
ет значение ωp0. Напомним, что в плазме с резкой
границей нет поверхностных волн с частотами по-
рядка Ωe или ωp0. Расчеты показывают, что декре-
мент затухания низкочастотной поверхностной вол-
ны при увеличении магнитного поля уменьшается,
что следует и из аналитической формулы (24). За-
метим еще, что хотя уравнение (17) с интегралом
(29) справедливо только в длинноволновом пределе
(12), его решения качественно хорошо согласуются с
решениями точного дисперсионного уравнения (37)
даже тогда, когда выполнено неравенство, противо-
положное (12).

4. ВОЛНЫ ПЛАЗМЕННОГО
ПОЛУПРОСТРАНСТВА С

ПРОИЗВОЛЬНЫМ ПРОФИЛЕМ ГРАНИЦЫ
В ДЛИННОВОЛНОВОМ ПРЕДЕЛЕ

При выполнении неравенства (12) уравнение (2)
может быть решено при произвольной функции
ε⊥(ω, x). Пусть ω2

p(x) монотонно изменяется от ну-
ля до ω2

p0 при изменении x от нуля до Δ. Тогда из
уравнения (2) в длинноволновом пределе имеем

dϕ

dx
=

C1

ε⊥(ω, x)
, ϕ(Δ) − ϕ(0) =

= C1

∫
C(0,Δ)

dξ

ε⊥(ω, ξ)
. (39)

Здесь C1 — постоянная, ξ = ξ′+ iξ′′, ξ′ = x, а контур
интегрирования C(0,Δ) начинается на веществен-
ной оси в точке x = 0, заканчивается на веществен-
ной оси при x = Δ и обходит особую точку в со-
ответствии с правилом Ландау (снизу при ω′ > 0 и
сверху при ω′ < 0). Из выражений (39) и (16) следу-
ет дисперсионное уравнение
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ε0⊥

√
ε0‖
ε0⊥

+ 1 = −kzε0⊥
√
ε0‖
ε0⊥

∫
C(0,Δ)

dξ

ε⊥(ω, ξ)
. (40)

Для определения точки x0(ω) = x′0(ω) + ix′′0(ω),
в которой поперечная диэлектрическая проницае-
мость обращается в нуль, имеем уравнение

ω2 − Ω2
e = ω2

p(x0), (41)

где ω = ω′+ iω′′. Считаем, что ω′′ < 0. Если мнимая
часть частоты мала, то из (41) следует соотношение

x′′0
dω2

p(x
′
0)

dx
= 2ω′ω′′. (42)

Поскольку плотность плазмы в области границы
возрастает, особая точка x0 находится в нижней по-
луплоскости комплексной плоскости ξ при ω′ > 0 и в
верхней полуплоскости при ω′ < 0. Обходя с учетом
этого особую точку по правилу Ландау, преобразуем
уравнение (40) к виду

ε0⊥

√
ε0‖
ε0⊥

+ 1 = −kzε0⊥
√
ε0‖
ε0⊥

×

×
⎧⎨
⎩

Δ∫
0

dx

ε⊥(ω, x)
+ 2πi sign(ω′)

(
dε⊥
dξ

)−1

0

⎫⎬
⎭ . (43)

Здесь интегрирование осуществляется вдоль веще-
ственной оси, а производная берется в точке ξ = x0.
Уравнение (43) является точным, поскольку при его
получении никаких упрощающих предположений,
кроме (12), использовано не было. Несложно пока-
зать, что для случая плазмы с линейной границей
дисперсионное уравнение (43) сводится к уравнению
(17) с интегралом (29).

Предположим теперь, что мнимая часть часто-
ты очень мала. Тогда, используя обобщение формул
Сохоцкого [22]

b∫
a

dx

f(x± i0)
= V.p.

b∫
a

dx

f(x)
∓ iπ

(
df

dx

)−1

0

(44)

(x0 ∈ (a, b) — простой корень уравнения f(x) = 0),
запишем уравнение (43) следующим образом:

ε0⊥

√
ε0‖
ε0⊥

+1 = −kzε0⊥
√
ε0‖
ε0⊥

⎧⎨
⎩V.p.

Δ∫
0

dx

ε⊥(ω′, x)
+

+ πi sign(ω′)
(
dε⊥(ω′, x)

dx

)−1
}
. (45)

В случае плазмы с линейной границей из уравне-
ния (45) несложно получить решение (24). Необхо-
димо особо отметить, что уравнение (45), в отличие
от уравнения (43), непригодно для нахождения час-
тот поверхностных волн с достаточно сильным за-
туханием (например, частоты (25)). Действительно,
уравнение (45) фактически получено в результате
предельного перехода ω′′/ω′ → 0.

Приведем еще один пример плазмы, для которой
уравнение (43) удается до конца записать аналити-
чески в явном виде1). Заменим в формуле (6) ли-
нейную функцию x/Δ функцией sin2(πx/2Δ). Гра-
ница плазмы с таким профилем плотности оказыва-
ется более гладкой, чем в случае плазмы с линейной
границей. Действительно, в точках x = 0 и x = Δ

непрерывен не только профиль плотности плазмы,
но и его производная. Несложное преобразование
общего дисперсионного уравнения (43) приводит к
следующему дисперсионному уравнению для спек-
тров поверхностных волн в плазме с «квадратично
синусоидальной» границей:

ε0⊥

√
ε0‖
ε0⊥

⎧⎨
⎩1 + kzΔ

⎡
⎣ 1√

ε0⊥
− i

4

1− ε0⊥
×

×
(
sin

(
2 arcsin

1√
1− ε0⊥

))−1
⎤
⎦
⎫⎬
⎭+ 1 = 0. (46)

Результаты численного решения уравнения (46) для
Ωe/ωp0 = 0.5 представлены на рис. 2. Видим, что
присутствует решение типа (24), определяющее в
длинноволновой области слабозатухающую поверх-
ностную волну, а вот решения, соответствующего
сильнозатухающей волне (типа (25)) у уравнения
(46) нет, что, вероятно, связано с большей гладко-
стью плазменной границы2). С этим же, вероятно,
связан и следующий важный результат: при kzΔ ≈ 2

резко возрастают (возможно до бесконечности) час-
тота и декремент затухания поверхностной волны,
а при kzΔ > 2 каких-либо решений уравнения (46)
обнаружить вообще не удается, что свидетельствует
об отсутствии волн. По-видимому, гладкость грани-
цы плазмы является существенным фактором, вли-
яющим на саму возможность существования поверх-
ностных волн с длинами порядка и меньше толщи-
ны границы плазмы. Конечно, такой вывод являет-
ся лишь предположением, поскольку он получен из

1) Первый пример — это плазма с линейной границей (6),
для которой дисперсионное уравнение (43) сводится к урав-
нениям (17), (23).

2) При численных расчетах авторам таких решений найти
не удалось.
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Рис. 2. Комплексная дисперсионная кривая поверхностной
волны плазменного полупространства с нелинейной грани-

цей

уравнения (46), справедливого только в длинновол-
новой области. Точное дисперсионное уравнение для
плазмы с «квадратично синусоидальной» границей
нам не известно. Но по аналогии с уравнениями (17)
и (37) (см. замечание в конце разд. 3) можно наде-
яться, что решения уравнения (46) похожи на реше-
ния точного дисперсионного уравнения.

5. УЧЕТ СТОЛКНОВЕНИЙ В ПЛАЗМЕ

Учет столкновений в плазме важен как с прак-
тической точки зрения, так и в связи с проблемой
обхода резонансной точки, принципиально значи-
мой для всей теории резонансных явлений в плазме.
Диэлектрические проницаемости столкновительной
плазмы возьмем в виде [23]

ε⊥(ω, x) = 1− ω2
p(x)(ω + iν)

ω[(ω + iν)2 − Ω2
e]
,

ε‖(ω, x) = 1− ω2
p(x)

ω(ω + iν)
,

(47)

где ν — эффективная частота столкновений элек-
тронов. В слабоионизованной плазме, рассмотрени-
ем которой мы здесь и ограничимся, частоту столк-
новений можно считать независящей от координаты
x. Для плазменного полупространства с линейной
границей (6) уравнение (2) с диэлектрическими про-
ницаемостями (47) сводится к виду (7), в котором

x0(ω) = Δ
ω[(ω + iν)2 − Ω2

e]

ω2
p0(ω + iν)

,

x̃0(ω) = Δ
ω(ω + iν)

ω2
p0

, χ2 = k2z
(ω+iν)2−Ω2

e

(ω+iν)2
.

(48)

Поскольку и при наличии столкновений основное
уравнение (7) сохранило свой вид, оказываются
справедливыми и многие последующие результаты.
В частности, сохраняется и общее дисперсионное
уравнение (37). Однако открытым остается вопрос
о правиле учета особой точки плазменного резонан-
са. Обсудим этот вопрос, ограничиваясь при этом
длинноволновым приближением (12).

Как следует из предыдущего рассмотрения, при
вычислении интеграла

J(ω) =

∫
C(0,Δ)

dξ

ξ − x0(ω)
(49)

важно положение особой точки x0
3). Пусть для

определенности ω′ > 0. Тогда при изменении мни-
мой части частоты ω′′ от положительных значений
к отрицательным точка x0 перемещается из верхней
полуплоскости комплексной плоскости ξ в нижнюю
полуплоскость. Определим, при каком значении ω′′

точка x0 оказывается на вещественной оси ξ′ = x.
Полагая, что x′′0 = Imx0 = 0, из первого выражения
(48) имеем неявное выражение для мнимой части
частоты ω′′ = −σ(ν), где

σ(ν) =
ν

2

(
1 +

Ω2
e

|ω|2 + ν2

)
. (50)

Пусть теперь ω = ω′ + iω′′ есть частота поверх-
ностной волны, т. е. ω удовлетворяет дисперсионно-
му уравнению (17). Выясним, как должен в этом
уравнении вычисляться интеграл (49). Если ω′′ >
> −σ(ν), то особая точка расположена над веще-
ственной осью ξ′ = x и интегрирование в (49) можно
осуществлять вдоль вещественной оси. Если ω′′ =

= −σ(ν), то особая точка лежит на вещественной
оси и при интегрировании ее следует обойти снизу.
При этом к интегралу вдоль вещественной оси до-
бавится вклад от полувычета. Наконец, если ω′′ <
< −σ(ν), то особая точка находится в нижней по-
луплоскости комплексной плоскости ξ. Поэтому к
интегралу вдоль вещественной оси добавится вклад
от полного вычета. Таким образом, имеем

3) Контур интегрирования C(0,Δ) был описан выше при
обсуждении формул (39).
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Рис. 3. Комплексный спектр низкочастотной поверхност-
ной волны плазменного полупространства с линейной гра-

ницей при наличии столкновений

J(ω) = ln ε⊥0 +

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, ω′′ > −σ(ν),
iπ sign(ω′), ω′′ = −σ(ν),
i2π sign(ω′), ω′′ < −σ(ν).

(51)

Функция (51) непрерывна по переменной ω′′ (при
записи (51) мы отказались от упрощающего пред-
положения ω′ > 0).

При Ωe = 0 полюс при вычислении интеграла
(49) обходится всегда (за исключением, быть может,
случая kzΔ = 0). Действительно, в отсутствие маг-
нитного поля декремент затухания поверхностной
волны плазмы с резкой границей есть ω′′ = −ν/2.
Из-за размытости границы к этой величине добав-
ляется поправка, пропорциональная −kzΔωp0 (см.
(24)). Поэтому неравенство ω′′ < −σ(ν) выполнено
при любых ν и kzΔ. При Ωe �= 0 ситуация усложня-
ется. В диапазоне волновых чисел

kzΔ < νΩe/ωp0 (52)

выполнено неравенство ω′′ > −σ(ν) и затухание
поверхностной волны обусловлено исключительно
столкновениями. Если выполнено неравенство, про-
тивоположное (52), то к затуханию, обусловленному
столкновениями, добавляется и бесстолкновитель-
ное затухание. Заметим, что неравенство (52) полу-
чено по результатам анализа численных расчетов.

На рис. 3 представлена комплексная дисперси-
онная кривая низкочастотной поверхностной волны
плазменного полупространства с линейной грани-
цей для случая ν/ωp0 = 0.2 и Ωe/ωp0 = 0.5. Линия

1 — вещественная часть частоты, 1 ′ — мнимая часть
частоты, линия 2 — величина (50). Пересечение ли-
ний 1 ′ и 2 означает, что применимы все три части
формулы (51).

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Сформулируем основные результаты работы.
1. В работе в потенциальном приближении рас-

смотрены поверхностные волны холодной электрон-
ной магнитоактивной плазмы с плавными грани-
цами. Для плазмы с линейным законом измене-
ния плотности на границе (плазма с линейной гра-
ницей) в аналитическом виде получены дисперси-
онные уравнения для спектров частот поверхност-
ных волн. В длинноволновом приближении вычис-
лены комплексные частотные спектры. Выяснено,
что бесстолкновительное затухание поверхностных
волн обусловлено их резонансным поглощением ло-
кальными ленгмюровскими волнами непрерывного
спектра4). Показано, что, кроме обычной слабоза-
тухающей поверхностной волны, в плазме имеют-
ся волны с высокой частотой и большим декремен-
том затухания. При увеличении внешнего магнит-
ного поля декременты бесстолкновительного зату-
хания поверхностных волн уменьшаются. В корот-
коволновой области появляются новые типы слабо-
затухающих поверхностных волн с частотами, близ-
кими к электронной циклотронной и электронной
ленгмюровской частотам.

2. В длинноволновом приближении получено
дисперсионное уравнение для спектров поверхност-
ных волн в плазменном полупространстве с произ-
вольным профилем плотности на границе плазмы.
Рассмотрен конкретный случай плазмы с нелиней-
ным законом изменения плотности на границе. По-
казано, что обычная слабозатухающая поверхност-
ная волна в длинноволновой области существует
при любом профиле плотности плазмы на границе,
чего нельзя утверждать о сильнозатухающей волне
в высокочастотной области. В коротковолновой об-
ласти поверхностные волны в плазме с «квадратич-
но синусоидальной границей», по-видимому, отсут-
ствуют.

4) В простейшем случае плазменного полупространства
имеет место взаимодействие поверхностной волны с часто-
той ω1 = Ωg0/

√
2 и объемной волны непрерывного спектра

с частотой ω2 = Ωg(x). При резонансе, ω1 ≈ ω2, поверхност-
ная волна раскачивает колебания узкого слоя электронов в
окрестности точки плазменного резонанса, передавая элек-
тронам свою энергию. В этом и состоит механизм исследо-
ванного бесстолкновительного затухания.
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3. Учтены столкновения в теории поверхност-
ных волн магнитоактивной плазмы с линейной гра-
ницей. Показано, что при соответствующей кор-
ректировке, в том числе и по применению прави-
ла Ландау, дисперсионные уравнения бесстолкно-
вительного приближения применимы и при нали-
чии столкновений. Численно определен характер-
ный комплексный спектр поверхностной волны маг-
нитоактивной столкновительной плазмы с линейной
границей. В длинноволновой области диссипация
обусловлена только столкновениями, в области бо-
лее коротких длин волн важны оба механизма дис-
сипации — столкновительный и бесстолкновитель-
ный.
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