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ПРОЦЕСС ФОРМИРОВАНИЯ ОТРИЦАТЕЛЬНЫМ МЮОНОМ
ИОНИЗОВАННОГО АКЦЕПТОРНОГО ЦЕНТРА (µA)−

В КРИСТАЛЛАХ СО СТРУКТУРОЙ АЛМАЗА
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Рассмотрен процесс формирования ионизованного акцепторного центра, образованного отрицательным
мюоном в кристаллах со структурой алмаза. Отрицательный мюон, попадая в мишень, захватывается
ядром, образуя мюонный атом µA, связанный с решеткой. Возникший радиационный дефект обладает
значительным электрическим дипольным моментом в силу нарушения локальной симметрии решетки и
изменяет фононный спектр кристалла. Ионизованный акцепторный центр образуется в результате захва-
та электрона, взаимодействующего с электрическим дипольным моментом дефекта, и излучения фонона
локальной моды, возникшей в результате деформации. Получены оценки верхней и нижней границы ско-
рости образования ионизованного акцепторного центра в кристаллах алмаза, кремния и германия. По-
казано, что кинетика процесса формирования акцепторного центра должна учитываться при обработке
данных µSR-экспериментов.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время положительные и отрица-
тельные мюоны (μ+ и μ−) широко применяются для
различных исследований конденсированных сред,
поведения водородоподобных легких примесей и мо-
делирования химических процессов с участием ато-
марного водорода (см., например, работу [1]). По-
ведение μ+ и μ− в среде существенно различает-
ся: положительно заряженный мюон представляет
собой легкую примесь, моделирующую с химичес-
кой точки зрения «легкий изотоп» водорода. От-
рицательно заряженный мюон быстро захватывает-
ся ядром в 1s-состояние, образуя μ-атом. Посколь-
ку масса мюона в 207 раз больше массы электро-
на, отрицательный мюон экранирует заряд ядра Z,
который эффективно становится на единицу мень-
ше исходного, и, таким образом, моделирует оди-
ночный изотоп атома с зарядом Z − 1. Этот факт
хорошо известен с начальной стадии мюонных ис-
следований (см., например, работу [2]) и послужил
началом создания мюонного (μSR) метода исследо-
ваний вещества. Систематическое изучение форми-
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рования примесей с зарядом ядра Z − 1 в конден-
сированных средах проводилось на ранних стади-
ях μSR-исследований [3–5]. В работе [6] было пред-
ложено изучать с помощью μ− свойства акцептор-
ных центров в полупроводниках. Например, в крем-
нии (Z = 14) отрицательный мюон захватывается
ядром, образуя «изотоп» алюминия μAl с зарядом
ядра Z = 13, который представляет интерес как
один из основных примесных акцепторных центров
в кремниевых полупроводниках. В работах [7–9] бы-
ло показано, что с помощью отрицательных мюонов
можно получить ценную информацию о сверхтон-
кой структуре и взаимодействиях с решеткой акцеп-
торных центров в различных полупроводниках.

При интерпретации экспериментальных данных
как правило предполагается, что мюоны, попадая
в конденсированную среду, быстро термализуются
за время меньшее времени разрешения эксперимен-
тальной аппаратуры. Согласно этим представлени-
ям, обычно при описании поведения поляризации
спина мюона в какой-либо модели начальный мо-
мент времени принимается равным моменту попада-
ния мюона в мишень. Однако развитие техники экс-
перимента и расширение класса исследуемых объ-
ектов показало, что это не всегда верно. В частнос-
ти, эксперименты по изучению деполяризации спи-
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на положительных мюонов в твердом водороде и ге-
лии (наиболее характерные результаты представле-
ны соответственно в работах [10, 11] и [12]) удалось
теоретически объяснить, учитывая процессы терма-
лизации [13, 14]. Недавно проведенные эксперимен-
ты с отрицательными мюонами в алмазе [15–18] так-
же показывают, что интерпретацию результатов не
удается убедительно провести, исходя из предполо-
жения о быстрой (менее 10−10 c) термализации об-
разующегося мюонного акцепторного центра μB. Та-
ким образом, представляется актуальным рассмот-
реть процесс термализации мюонного акцепторного
центра в кристаллах, возникающего как радиацион-
ный дефект.

В работах [19–22] были рассмотрены процессы
нейтрализации радиационных дефектов, образован-
ных отрицательным мюоном в кристаллах со струк-
турой алмаза: в алмазе, кремнии и германии. В
работе [20] получены оценки времени образования
нейтрального химически связанного дефекта, обу-
словленного радиационным переходом. В работе [19]
рассмотрена кинетика нейтрализации положитель-
но заряженного дефекта, обусловленного захватом
отрицательного мюона на ядро решетки, в резуль-
тате захвата электронов радиационного трека. Бы-
ло показано, что процесс захвата электронов трека
в алмазе сильно отличается от аналогичного про-
цесса в кристаллах кремния и германия. А именно:
в алмазе за время жизни мюона τμ ≈ 2.6 · 10−6 c
радиационный дефект не успевает нейтрализовать-
ся. Поэтому процессы установления химически свя-
занного дефекта также в рассматриваемых кристал-
лах отличаются: в кремнии и германии химические
связи восстанавливаются для нейтральной приме-
си μA-мюонного атома, тогда как в алмазе сначала
восстанавливаются химические связи положитель-
но заряженного иона (μB)+, после чего происхо-
дит процесс его нейтрализации [22]. В соответствии
с этим оказалось, что скорость образования хими-
чески связанного нейтрального радиационного де-
фекта μA в алмазе почти на два порядка выше.
В дальнейшем нейтральный химически связанный
радиационный дефект образует акцепторный центр
в решетке. В данной работе рассматривается про-
цесс захвата электрона нейтральным радиационным
дефектом μA и образование ионизованного акцеп-
торного центра (μA)−. Дальнейший процесс захвата
дырки валентной зоны ионизованным акцепторным
центром обусловлен кулоновским взаимодействием.
Предварительные результаты оценки скорости об-
разования ионизованного акцепторного центра μB−

в алмазе опубликованы в работе [21].

2. ИЗМЕНЕНИЕ ФОНОННОГО СПЕКТРА
ПРИ НАЛИЧИИ НЕЙТРАЛЬНОГО ЦЕНТРА

µA В РЕШЕТКЕ

В работе [21] было показано, что нейтральный
центр μA, образовавшийся в решетке и вступив-
ший в химическую связь с ближайшими атомами,
создает кластер (первую координационную сферу),
который обладает весьма значительным электриче-
ским дипольным моментом. Взаимодействие элек-
тронов решетки с электрическим дипольным момен-
том кластера обеспечивает необходимый механизм
захвата электрона и образования ионизованного ак-
цепторного центра. Поскольку нейтральный дефект
имеет ненасыщенные химические связи, кристалли-
ческая решетка оказывается деформированной, что
неизбежно приводит к изменению фононного спек-
тра (появлению локальной моды). После захвата
недостающего для насыщения химических связей
электрона образуется кластер, обладающий локаль-
ной симметрией решетки и представляющий собой
ионизованный акцепторный центр. Ионизованный
акцепторный центр образуется с испускания фонона
соответствующей локальной моды фононного спек-
тра в результате чего снимаются деформации. За-
дача оказывается в некотором смысле похожей на
задачу о термализации молекулярных ионов, обра-
зованных положительным мюоном в молекулярных
кристаллах и криокристаллах атомов благородных
газов (см. [13, 14]). Точное решение задачи с уче-
том симметрии кристалла не представляется воз-
можным, да и вряд ли целесообразно, поскольку для
получения оценки скорости образования ионизован-
ного акцепторного центра (μA)− достаточно полу-
чить качественные результаты. Поэтому мы снача-
ла построим эффективный гамильтониан, описыва-
ющий колебания решетки с учетом локальной де-
формации, и получим оператор взаимодействия де-
фекта μA с электронами кристалла.

Для решения задачи получим колебательный
спектр кристалла при наличии нейтрального цент-
ра, находящегося в начале координат и обладающе-
го электрическим дипольным моментом, в прибли-
жении изотропной упругой сплошной среды. При
наличии электрического поля вектор смещения u
в упругой среде удовлетворяет волновому уравне-
нию [23]

ρüi =
∂σik

∂xk
, (1)

где ρ — плотность среды, а тензор напряжений пред-
ставляется в виде суммы

σik = σel
ik + σE

ik. (2)
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Здесь, как обычно, σel
ik определяется константами

упругой среды, а второе слагаемое в выражении (2)
есть тензор напряжений электромагнитного поля в
среде [24]:

σE
ik =

1

8π
(EiDk + EkDi) , (3)

где E и D — соответственно среднее (макроскопиче-
ское) электрическое поле и индукция.

В данной постановке задачи электрическое поле
создается сторонними зарядами, обусловливающи-
ми электрический дипольный момент центра, т. е.
из уравнения Максвелла

divD = 4πρext

получаем обычное выражение поля диполя:

D(r) =
3(d · n)n− d

r3
. (4)

В изотропной среде εik = ε(r)δik, поэтому для элек-
трического поля E имеем простую скалярную связь
с индукцией D:

E =
1

ε
D. (5)

Учтем, что в деформированной среде диэлектриче-
ская проницаемость зависит от координат, и для си-
лы, действующей на среду со стороны электрическо-
го поля, создаваемого дипольным моментом, полу-
чаем выражение

Fi =
∂σE

ik

∂xk
= − 1

4πε2
∂ε

∂xk
DiDk +

1

4πε
Dk

∂Di

∂xk
. (6)

Мы здесь учли, что в области решетки за пределами
первой координационной сферы divD = 0.

Поскольку начало координат помещено в центре
ядра μA, а мы находимся в рамках приближения
изотропной среды, можно считать, что диэлектриче-
ская проницаемость обладает сферической симмет-
рией, т. е. ε(r) = 1 + 4πκ(r), где κ(r) — диэлектри-
ческая восприимчивость, связанная с деформацией
решетки. Таким образом, будем считать, что зави-
симость диэлектрической восприимчивости от коор-
динат обусловлена в основном изменением удельно-
го объема v в результате деформации, а поскольку
восприимчивость пропорциональна плотности сре-
ды, имеем κ ∝ v−1. Изменение удельного объема в
результате деформации определяется следом тензо-
ра деформации [23]:

δv = vull = v divu. (7)

Таким образом, градиент диэлектрической проница-
емости можно представить в виде

∂ε

∂xk
= 4π

∂κ

∂xk
∝ ∂

∂xk

1

v
= −1

v

∂ull

∂xk
≡

≡ −1

v

∂2ul

∂xk∂xl
= −1

v

∂

∂xl

∂ul

∂xk
. (8)

Иными словами:

∇ε = −4πκ∇(∇u). (9)

Учтем, что в нашем случае rotu = 0, поэтому соот-
ношение (9) принимает вид

∇ε = 4πκΔu. (10)

Итак, уравнение (1) можно переписать следую-
щим образом:

üi − c2‖Δui − κ

ε2ρ
DiDkΔuk =

1

4πε
Dk

∂Di

∂xk
, (11)

где c‖ — продольная скорость звука. Уравнение (11)
неоднородное, но для определения спектра колеба-
ний нам необходимо рассмотреть решение однород-
ного уравнения

üi − c2‖Δui − κ

ε2ρ
DiDkΔuk = 0. (12)

Уравнение (12), в котором вектор индукции опре-
деляется выражением (4), по-прежнему еще очень
сложное, поэтому сделаем ряд серьезных упроще-
ний. Поскольку деформация кристалла вызвана в
основном его сжатием, будем рассматривать только
радиальную компоненту вектора смещения u, пре-
небрегая его угловой зависимостью, т. е.

u(r) → ur(r),

поэтому в уравнении (12) следует оставить толь-
ко радиальную часть лапласиана. Совершенно ана-
логично поступим и с вектором индукции, оставив
только зависимость от модуля радиуса-вектора, т. е.

Dr =
2(d · n)

r3
→ 2d

r3
.

Решение для радиальных смещений удобно ис-
кать в виде

ur(r, t) =
χ(r, t)

r
, (13)

тогда радиальная функции χ удовлетворяет более
простому уравнению:

χ̈−
(
c2‖ +

4κd2

ε2ρ

1

r6

)
χ′′ = 0, (14)
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Таблица 1. Физические параметры кристаллов C, Si и Ge и оценка частоты Ω

Кристалл
Плотность
ρ, г·см−3

Постоянная
решетки,

R1, 10−8 см

Диэлектрическая
проницаемость

Ω,
109 c−1

Энергия
ионизации

акцептора, эВ

Алмаз 3.51 3.57 5.75 8.1 · d μB, 0.37

Кремний 2.33 5.43 11.97 1.4 · d μAl, 0.069

Германий 5.323 5.66 16.0 0.66 · d μGa, 0.011

где χ′′ — вторая производная по радиальной пере-
менной r.

Для функции χ(r, t) выполняется «одномерное»
преобразование Фурье:

χ(r, t) = 2

∞∫∫
−∞

dωdk

(2π)2
χω,ke

−iωt sin(kr), (15)

χω,k =2

∞∫
−∞

dt eiωt

∞∫
0

dr sin(kr)χ(r, t). (16)

Для фурье-амплитуд (16) можно получить инте-
гральное уравнение, в котором следует учесть, что
выражение для силы в уравнении (11) справедли-
во для r > R1 — радиуса первой координационной
сферы, т. е.

(ω2 − k2c2‖)χk =
4κd2

ε2ρ

∞∫
R1

dr eikr
1

r6
χ′′(r, t). (17)

Переходя в правой части уравнения (17) к фурье-
амплитуде, получаем

(ω2 − k2c2‖)χk =
4κd2

πε2ρ

∞∫
0

dk′k′2χk′ ×

×
∞∫

R1

dr

r6
(cos(k − k′)r − cos(k + k′)r) . (18)

Сделаем в уравнении (18) еще одно серьезное
упрощение. Наибольший вклад во втором интеграле
дают значения волнового вектора k′ ≈ k, что поз-
воляет пренебречь вкладом cos(k + k′)r и вынести
фурье-амплитуду χk′ из-под знака интеграла в точ-
ке k. Это, в частности, означает, что основной вклад
в интеграл вносят значения k′ � r−1, поэтому в рам-
ках принятого приближения интеграл в правой час-
ти можно преобразовать:

∞∫
0

dk′k′2χk′

∞∫
R1

dr

r6
cos(k − k′)r ≈

≈ χk

∞∫
R1

dr

r6

r−1∫
0

k′2dk′ =
χk

24R8
1

.

Окончательно можно записать простое дисперсион-
ное соотношение:

(ω2 − k2c2‖ − Ω2)χk = 0, (19)

где

Ω =
d

εR4
1

√
κ

6πρ
. (20)

Численные оценки частотыΩ для кристаллов ал-
маза, кремния и германия приведены в табл. 11). По-
скольку величина дипольного момента d рассматри-
вается как неизвестный параметр, при проведении
численной оценки использовалось его выражение в
единицах СГСЕ (Дебаях, D = 10−18 СГСЕ).

3. ЭФФЕКТИВНЫЙ ГАМИЛЬТОНИАН И
ОПЕРАТОР ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

Построим эффективный гамильтониан, описыва-
ющий радиальные колебания решетки относительно
дипольного момента, находящегося в узле, помещен-
ном в начало координат. Перейдем от непрерывно-
го спектра, полученного в приближении сплошной
среды, к дискретному спектру колебаний решетки.
Для этого рассмотрим радиальные колебания в сфе-
ре радиуса RD с граничными условиями u(RD) = 0,
считая, что на границе сферы никаких деформа-
ций нет. Тогда преобразование радиальных функ-
ций (15) и (16) для пространственных переменных
следует переписать как

1) Параметры кристаллов взяты из работ [25, 26].
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χ(r, t) =2
∑
n

χn sin(knr),

χn =2

RD∫
0

dr sin(knr)χ(r, t),

(21)

где kn = πn/RD.
Обобщенные координаты системы равны ради-

альным компонентам χn, обобщенный импульс ра-
вен, соответственно, ρχ̇n. Эффективный гамильто-
ниан будет определяться системой независимых ос-
цилляторов, и его можно записать в виде

Ĥph =
∑
n

1

2
�ωn

(
P̂2
n + Q̂2

n

)
. (22)

Здесь
ωn =

√
c2‖k

2
n +Ω2, (23)

а безразмерные обобщенные импульс и координата
определены как обычно:

P̂n = ρ̂̇χn/p0n, Q̂n = χ̂n/q0n, (24)

где единицы обобщенного импульса и координаты
соответственно равны

p0n =
√
�ωnρRD, q0n =

√
�

ωnρRD
.

Операторы P̂n и Q̂n удовлетворяют стандартным
коммутационным соотношениям в соответствии с
гамильтонианом (22): [Q̂n, P̂n′ ] = iδnn′ .

Введем, как обычно, операторы

b̂n =
1√
2

(
Q̂n + iP̂n

)
,

b̂†n =
1√
2

(
Q̂n − iP̂n

)
, [b̂n, b̂

†
n′ ] = δnn′ ,

(25)

которые в нашем случае имеют смысл операторов
уничтожения и рождения радиальных фононов, и
получим выражение оператора радиальных смеще-
ний решетки:

û =
χ̂

r
=

1

r

∑
n

√
2�

ρω(kn)RD
sin(knr)

(
b†n + bn

)
. (26)

Определим теперь оператор взаимодействия
кластера с электронами среды (валентной зоны),
обеспечивающий захват электрона с испусканием
радиальных фононов. Энергия взаимодействия
электронов с дипольным моментом определяется
выражением

U = eϕ =
e(d · r)
εr3

, (27)

из которого легко выделяется оператор электрон-
фононного взаимодействия в виде

V̂e−ph ≈ e(d · û)
εr3

=
ed

εr3
cos θû. (28)

Как видим, оператор взаимодействия (28) имеет
большую сингулярность при r → 0, которая неиз-
бежно приведет к расходимости матричных элемен-
тов. Однако, поскольку оператор (27) получен в ре-
зультате разложения поля по мультипольным мо-
ментам, его выражение справедливо для достаточно
больших значений радиуса-вектора и не применимо
при r → 0. Поэтому, как это обычно делается (см.,
например, работу [27]), при значении r < R0 — неко-
торого характерного размера, потенциал заменяется
константой, тогда

V̂e−ph ≈

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ed

εr3
cos θû при r > R0,

edr

εR4
0

cos θû при r < R0.

(29)

В нашем случае можно принять R0 � r0, где r0 —
длина химической связи в решетке.

4. СКОРОСТЬ ЗАХВАТА ЭЛЕКТРОНА

Вероятность перехода в единицу времени опре-
деляется известной формулой «золотого правила»
Ферми:

dwif ≡ dwcapt =

=
2π

�

∣∣∣〈f |V̂e−ph|i〉
∣∣∣2 δ(Ef − Ei)dνf

dk

(2π)3
, (30)

где начальное состояние

|i〉 = |k〉|0ph〉

соответствует свободному (в валентной зоне) элек-
трону с волновым вектором k и отсутствию возбуж-
денных радиальных фононов, а конечное состояние
будет определяться состоянием электрона, захва-
ченного в гибридизованное |ns〉- или |np〉-состояние
кластера, и возбуждением радиального фонона с
волновым вектором kph:

|f〉 =
(

|ns〉
|np〉

)
|kph〉.

Здесь n = 2, 3 и 4 соответственно для C, Si и Ge. В
формуле (30) учтено, что в процессе захвата могут
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участвовать все электроны, обладающие волновым
вектором в интервале от k до k+ dk.

Элемент объема конечных состояний определя-
ется состояниями радиальных фононов и для слу-
чая одномерного движения равен

dνf = RD
dkph
2π

do.

Здесь do — элемент телесного угла, в который ис-
пускается фонон. Энергии начального и конечного
состояний равны

Ei = E0+
�
2k2

2m∗ , Ef = E−+�ω(kph), E0−E− = �Δ.

Для получения численных результатов будем пола-
гать величину �Δ равной энергии ионизации клас-
тера (акцептора).

Подставляя в формулу (30) выражение для опе-
ратора взаимодействия, в котором оставим только
расходящуюся волну, и выполняя частичное инте-
грирование по углам для радиальных фононов, по-
лучаем

dwcapt =
(ed)2

6π2ε2ρω(kph)

∣∣
e〈f
∣∣F (r)eikphr

∣∣k〉∣∣2 ×

× δ

(
εac − �ω(kph)− �

2k2

2m∗

)
dkphdk, (31)

где, как следует из формулы (29),

F (r) =

{
r−4 при r > R0,

R−4
0 при r < R0.

(32)

Здесь |f〉e — конечные состояния электрона |ns〉
или |np〉.

Прежде чем вычислять матричный элемент, про-
ведем интегрирование по волновым векторам элек-
тронов в начальном состоянии. Легко видеть, что
интегрирование по модулю k может быть проведено
в общем случае, поскольку результат определяется
нулем аргумента δ-функции. Обозначим k = kn, где
n — единичный вектор, направленный вдоль волно-
вого вектора электрона,

k20 =
2m∗

�
(Δ− ωph). (33)

Интегрирование по k приводит к выражению

dwcapt =
m∗

(2π�)2
2

3ρ

(
ed

ε

)2

×

× ∣∣e〈f ∣∣F (r)eikphr
∣∣ k0n〉∣∣2 k0

ω(kph)
dkphdΩ. (34)

Для дальнейшего анализа удобно ввести безраз-
мерные параметры и переменные

x =
Z̃

na0
r, k̃ph =

na0

Z̃
kph, k̃0 =

na0

Z̃
k0, (35)

где n = 2, 3 и 4 соответственно для C, Si и Ge. Это
позволяет выделить характерный масштаб сечения
захвата электрона кластером и выразить его через
безразмерный матричный элемент

dwcapt =
m∗

6ρ(π�)2

(
ed

ε

)2
(

Z̃

na0

)5

×

×
∣∣∣A(k̃ph, k̃0)

∣∣∣2 k0
ω(kph)

dkphdΩ, (36)

где введено обозначение

A(k̃ph, k̃0) =e 〈f
∣∣∣F (x)ei

˜kphx
∣∣∣ k̃0n〉. (37)

Учтем теперь закон дисперсии радиальных фо-
нонов (23) и связь волнового вектора k0 с частотой
испущенного фонона, чтобы в конечном итоге пе-
рейти к интегрированию по частотам. Имеем

dwcapt =
2

3π2ρ�〈c‖〉
(
m∗

2�

)3/2(
ed

ε

)2
(

Z̃

na0

)5

×

×
∣∣∣A(k̃ph, k̃0)

∣∣∣2 √Δ− ωph√
ω2
ph − Ω2

dωphdΩ. (38)

Мы здесь для упрощения записи оставили зависи-
мость матричного элемента от волновых векторов,
не переходя к переменной интегрирования ωph. Рас-
сматриваемые кристаллы анизотропны и скорость
звука зависит от направления распространения фо-
нона в решетке. Учет анизотропии сильно услож-
нил бы дальнейшие выкладки, а с учетом сделанных
выше приближений был бы превышением точности.
Поэтому в дальнейшем мы будем использовать сред-
нее значение продольной скорости звука 〈c‖〉, как
это обычно делается, если эффекты анизотропии не
учитываются.

Обозначим

ω0 = 〈c‖〉 Z̃

na0
(39)

и перейдем к безразмерным частотам ω̃ = ωph/ω0,
Δ̃ = Δ/ω0 и Ω̃ = Ω/ω0. Ниже будет показано, что
матричные элементы A(k̃ph, k̃0) ∝ k̃−1

0 , поэтому вы-
ражение для скорости захвата электрона удобно за-
писать в виде

wcapt = Gn

∫
dΩ

4π

˜Δ∫
˜Ω

∣∣∣k̃0A(k̃ph, k̃0)
∣∣∣2√

(Δ̃− ω̃)(ω̃2 − Ω̃2)
dω̃, (40)
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где

Gn =
1

6πρm∗

(
2m∗

�〈c‖〉
)3/2(

ed

ε

)2
(

Z̃

na0

)13/2

. (41)

Здесь n = 2, 3, 4 соответствуют значениям парамет-
ров для C, Si и Ge.

Матричный элемент (37) можно преобразовать к
виду, удобному для дальнейшего анализа, выполнив
интегрирование по углам. При этом выражения для
s- и p-состояний различаются, однако их формаль-
но можно представить в одинаковой общей форме
для различных n. Действительно, подставляя вы-
ражение для волновой функции водородоподобного
атома и свободного электрона, имеем

Al
n(k̃ph, k̃0) =

1

(2π)3/2

∞∫
0

dxx2F (x)Rnl(x)e
i˜kphx ×

×
∫
o

e−i˜k0x cosϑYlm(ϑ, φ) do, (42)

где Rnl(x) — радиальная часть волновой функции,
do = sinϑ dϑ dφ.

Для s-состояний волновая функция не зависит
от углов, поэтому простое интегрирование по углам
приводит к выражению

As
n(k̃ph, k̃0) =

1√
2πk̃0

∞∫
0

F (x)Rn0(x) e
i˜kphx×

× sin(k̃0x)x dx = k̃−1
0 (I

(n)
1 (ω̃)− iI

(n)
2 (ω̃)), (43)

где I1,2(ω̃) — соответственно действительная и мни-
мая части матричного элемента.

Рассмотрим теперь матричный элемент, опре-
деляющий захват электрона в p-состояние класте-
ра, которое представим в виде равновероятной су-
перпозиции 2p-состояний, соответствующих четы-
рем возможным направлениям связи гибридизован-
ного состояния [20]. Для каждого 2p-состояния на-
правление оси квантования совпадает с направле-
нием одной из четырех связей с ближайшими со-
седями. Поэтому в формуле (42) следует опреде-
лить вид угловой части Y1m, поскольку интегри-
рование выполняется в системе координат с осью
z‖k0. Выразить угловую функцию Y1m, определя-
ющую состояние с определенной проекцией момен-
та на направление связи, через угловые функции,
описывающие состояния с определенной проекцией
на направление волнового вектора электрона, мож-
но с помощью матрицы конечных вращений: Y1m =

=
∑

Rm,m′(θ, ϕ)Y1m′ (ϑ, φ). Углы θ и ϕ определяют

направление соответствующей связи в решетке. По-
скольку показатель экспоненты в подынтегральном
выражении в формуле (42) не зависит от угла φ,
останется только состояние с проекцией m′ = 0.
Подставляя явный вид функции Y10(ϑ) и выполняя
интегрирование по углам, получаем

Ap,m
n (k̃ph, k̃0) = − i

√
3√

2πk̃0
Rm0(θ, ϕ)

∞∫
0

Rn,1(x)×

×
(
cos k̃0x− sin k̃0x

k̃0x

)
ei

˜kphxF (x)x dx. (44)

Так же как и в случае s-состояний, матричный эле-
мент удобно представить в виде, явно выделив дей-
ствительную и мнимую части:

Ap,m
n (k̃ph, k̃0) = k̃−1

0 (J
(n)
1 (ω̃)− iJ

(n)
2 (ω̃)). (45)

Таким образом, скорость захвата электрона (40)
определяется суммой скоростей захвата в s- и p-сос-
тояния:

wcapt = ws + wp. (46)

Поскольку матричный элемент (43) не зависит от
углов, скорость захвата в s-состояние равна

ws = Gn

˜Δ∫
˜Ω

(I
(n)
1 (ω̃))2 + (I

(n)
2 (ω̃))2√

(Δ̃− ω̃)(ω̃2 − Ω̃2)
dω̃, (47)

а для определения wp следует провести в формуле
(40) интегрирование по dΩ, которое сводится факти-
чески к усреднению подынтегрального выражения
по всем равновероятным направлениям. При этом
мы учтем, что интегрирование по всем углам эк-
вивалентно суммированию по равновероятным на-
правлениям химических связей в кубической решет-
ке. Поскольку вся зависимость от углов содержится
в матричных элементах матрицы конечных враще-
ний Rm0(θ, ϕ), имеем

+1∑
m=−1

1

4π

∫
|Rm0(θ, ϕ)|2dΩ = 1.

Считая состояния с различными проекциями момен-
та m′ равновероятными, получаем

wp =
1

3
Gn

˜Δ∫
˜Ω

(J
(n)
1 (ω̃))2 + (J

(n)
2 (ω̃))2√

(Δ̃− ω̃)(ω̃2 − Ω̃2)
dω̃. (48)
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Таблица 2. Оценка характерных параметров для кристаллов C, Si и Ge

Кристалл
r0,

10−8 см
Z̃ r̃0

ω0,
1014 c−1

k0,max,
107 см−1

k̃0,maxr̃0
kph,max,
108 см−1

k̃ph,maxr̃0

C 1.54 2.6 3.78 3.32 3.1 0.48 4.2 15.9

Si 2.34 3.5 5.15 1.05 1.34 0.31 1.18 2.78

Ge 2.44 5.0 5.75 1.24 0.54 0.13 0.32 0.77

5. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Формулы (43), (45) и (47), (48) полностью опре-
деляют скорость образования ионизованного состо-
яния акцептора (μA)− в результате захвата элект-
рона среды нейтральным радиационным дефектом,
образованный отрицательным мюоном в решетке
кристалла. Аналитические выражения определяют-
ся зависимостью от характерных параметров сре-
ды, которые хорошо известны, за исключением
двух параметров: электрического дипольного мо-
мента кластера d и параметра R0, определяюще-
го электрон-фононное взаимодействие (29). Зависи-
мость скорости образования wcapt от дипольного мо-
мента d присутствует как в явном виде в констан-
те Gn (41), так и в неявном виде в частоте Ω (20),
входящей в интегралы (43) и (45). Зависимость ин-
тегралов от величины дипольного момента оказыва-
ется слабой, поэтому можно считать, что скорость
wcapt ∝ d2.

Зависимость результатов от параметра R0 ока-
зывается более критичной. Действительно, интегра-
лы (43) и (45) представляются в виде суммы двух
интегралов, причем интегралы для r > R0 экспонен-
циально зависят от значения нижнего предела инте-
грирования. К сожалению аналитического выраже-
ния, позволяющего более точно получить качествен-
ную зависимость результатов от данного парамет-
ра, в рассматриваемых кристаллах нет, поскольку
не существует соответствующего малого параметра.
Рассмотрим наиболее «неудобный» для оценок слу-
чай алмаза.

Как отмечалось выше, параметр R0 не может
быть меньше длины химической связи в решет-
ке, но и не больше радиуса первой координацион-
ной сферы кластера, т. е. периода решетки. Дли-
на химической связи в решетке алмаза равна r0 ≈
≈ 1.54 · 10−8 см, или во введенных безразмерных
единицах (35) r̃0 = Z̃r0/2a0 ≈ 3.78, поскольку для

бора Z̃ = 2.62). Соответствующий безразмерный па-
раметр для постоянной решетки в алмазе будет ра-
вен R̃1 = 8, 76. Таким образом в дальнейших оцен-
ках следует полагать r̃0 < R̃0 < R̃1.

Проведем теперь оценки максимально возмож-
ных значений, которые могут принимать входящие
в матричный элемент (37) параметры. Максималь-
ное значение параметра k0 определяется энергией
ионизации акцептора εac = 0.37 эВ, поэтому име-
ем k0,max ≈ 3.1 · 107 см−1 и соответственно на ниж-
нем пределе интегрирования k̃0x0 ≥ 0.48. Таким
образом, входящий в подынтегральное выражение
sin(k̃0x) вносит заметный вклад. Заметим, что вза-
имодействие (29) справедливо для случая медлен-
ных электронов, т. е. kR0 
 1, поэтому получен-
ная оценка показывает, что результаты качествен-
но правильно описывают рассматриваемый процесс.
Максимально возможное значение волнового векто-
ра фонона также определяется энергией ионизации
акцептора, а поскольку Δ � Ω, получаем kph,max ∼
∼ Δ/〈c‖〉 ≈ 4.2·108 см−1. Таким образом, в подынте-
гральном выражении матричного элемента (37) нет
малых параметров, поэтому аналитического выра-
жения с хорошим приближением получить не уда-
ется, и дальнейшие вычисления следует проводить
в численном виде.

Оценка характерных параметров для рассматри-
ваемых кристаллов приведена в виде табл. 2. Вид-
но, что длинноволновое приближение для описания
электрон-фононного взаимодействия не позволяет
дать хорошие количественные оценки, однако дает
качественно правильное описание, которое соответ-
ствует сделанным выше приближениям.

Численные расчеты были проведены для
нескольких различных значений неопределенных
параметров задачи d и x0 = R̃0 и представлены
в виде табл. 3. При выборе различных значений

2) Численные значения эффективного заряда ядра ˜Z для
различных элементов определены в классической работе
Дж. Слэйтера [28].
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Таблица 3. Оценка скорости образования ионизованных акцепторных центров (µA)− в кристаллах алмаза, кремния
и германия

d
C Si Ge

x0 wcapt, 108 c−1 x0 wcapt, 108 c−1 x0 wcapt, 108 c−1

1.0 3.78 22.0 5.12 0.71 5.76 14.3

0.5 3.78 5.9 5.12 0.19 5.76 3.8

0.2 3.78 0.98 5.12 0.034 5.76 0.65

1.0 5.5 2.2 7.5 0.095 7.5 2.4

0.5 5.5 0.58 7.5 0.024 7.5 0.64

0.2 5.5 0.09 7.5 2.6 · 10−3 7.5 0.11

параметров предполагалось, что d � 1D, где
D = 1 СГСЕ, поэтому в табл. 3 приведены ре-
зультаты расчета при трех возможных значениях
d. Минимальное выбранное значение d = 0.2D

представляется ниже величины, имеющей место в
реальном кристалле. Для параметра x0 выбраны
два различных значения: x0 = r̃0 и x0 ≈ √

2r̃0,
что позволяет достаточно полно представить за-
висимость результатов от данного параметра.
Матричные элементы вычислялись для соответ-
ствующих волновых функций водородоподобного
атома с эффективным зарядом ядра Z̃. Как показа-
ли численные расчеты, проведенные для кластера
(μBC4)

+ в работе [22], такое приближение хорошо
описывает рассматриваемые дефекты.

Отметим также, что скорость захвата в p-состоя-
ния примерно на два порядка меньше скорости за-
хвата в s-состояния во всех кристаллах: wp 
 ws,
поэтому вкладом (48) в полную скорость захвата
(46) всегда можно пренебречь.

Из данных, приведенных в табл. 3, следует, что
в рассматриваемом диапазоне варьирования неопре-
деленных параметров d и R0 разброс величины в
оценке скорости захвата составляет примерно два
порядка, что, на первый взгляд, представляется со-
вершенно неудовлетворительным. Это, естественно,
связано и с грубостью дипольного приближения для
r ∼ R1 и закона дисперсии радиальных фононов
(23), а также самого электрон-фононного взаимо-
действия в области r < R1. Однако рассмотрен-
ный механизм взаимодействия вполне обоснован и
описывает процесс захвата электрона нейтральным
дефектом решетки с образованием ионизованного
состояния акцепторного центра. При этом оценка
верхней границы скорости захвата вполне соответ-

ствует энергии взаимодействия (27) и может пре-
тендовать на качественно правильную оценку. Зна-
чение величины дипольного момента d ≈ 0.2D пред-
ставляется сильно заниженным и приведено для
полноты картины зависимости результатов от пара-
метров.

Численные результаты позволяют оценить гра-
ницы ожидаемой скорости образования ионизован-
ного акцепторного центра. Для алмаза 0.5·108 c−1 �
� wcapt � 2 · 109 c−1, для кремния 0.5 · 107 c−1 �
� wcapt � 0.7 · 108 c−1 и для германия 0.6 · 108 c−1 �
� wcapt � 2 · 109 c−1. Данные оценки показывают,
что процесс формирования термализованного состо-
яния мюонного атома в кристаллах следует учи-
тывать при обработке экспериментальных резуль-
татов. Следует обратить внимание также на особое
положение кремния, в котором скорость формиро-
вания акцепторного центра на порядок меньше со-
ответствующих скоростей в алмазе и германии.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Отрицательно заряженный радиационный де-
фект (μA)−, представляющий собой ионизованное
состояние акцепторного центра, нейтрализуется со-
гласно механизму кулоновского захвата дырки ва-
лентной зоны. Таким образом, время термализа-
ции радиационного дефекта определяется суммар-
ным временем всей цепочки процесса, которая на
начальных этапах захвата электронов трека и обра-
зования химически связанного нейтрального центра
различна в алмазе и других кристаллах со структу-
рой алмаза. Полная скорость термализации опреде-

1168



ЖЭТФ, том 150, вып. 6 (12), 2016 Процесс формирования отрицательным мюоном. . .

ляется наиболее медленным процессом, описанным
в настоящей работе.

Заметим, что состояния нейтрального кластера
и акцептора парамагнитны и характеризуются
различными параметрами сверхтонкого взаимо-
действия. Состояние ионизованного акцептора
диамагнитно, поэтому сверхтонкое взаимодействие
в нем отсутствует. Таким образом, при обработке
экспериментальных данных μSR-исследований
следует учитывать полную кинетику процесса
термализации отрицательного мюона в кристаллах.
Учет результатов данной работы позволит получить
оценки параметров взаимодействий, определяющих
формирование акцепторных центров в кристаллах.

Автор выражает благодарность Р. О. Зайцеву и
В. П. Крайнову за полезные дискуссии и Л. А. Мак-
симову за интерес к работе.
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