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ЭФФЕКТИВНЫЙ ГАМИЛЬТОНИАН СИЛИЦЕНА В
ПРИСУТСТВИИ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО И МАГНИТНОГО ПОЛЕЙ
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На основе симметрийного анализа построен эффективный гамильтониан силицена в окрестности дира-
ковских точек в присутствии электрического и магнитного полей, перпендикулярных плоскости пленки.
Численные коэффициенты при различных слагаемых в гамильтониане найдены с помощью метода силь-
ной связи в базисе sp3d5s∗ с учетом взаимодействия с одним ближайшим соседом. Этот метод развит в
предыдущей работе [1] для случая смещения подрешеток 0.44 Å, что соответствует теоретическому зна-
чению смещения, полученному из первых принципов для свободной пленки силицена. Проанализировано
влияние смещения подрешеток на эффекты ориентации спина и псевдоспина в силицене. Полученный га-
мильтониан дает возможность рассмотрения спинового и электронного транспорта для носителей заряда
с энергией меньше 0.5 эВ. Подробно изучено орбитальное движение электронов во внешнем магнитном
поле, перпендикулярном пленке.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Силицен — квазидвумерный материал из атомов
кремния с гексагональной кристаллической решет-
кой, состоящей из двух плоских подрешеток, пер-
пендикулярно смещенных друг относительно дру-
га. В отличие от графена, в силицене sp2-гибри-
дизация является нестабильной [2], что приводит
к вытеснению части атомов кремния из плоскости.
При этом гибридизация атомных орбиталей стано-
вится смешанной: sp2–sp3. Также важным отличием
от графена является наличие существенного спин-
орбитального взаимодействия.
В настоящее время силицен, кремниевый аналог

графена, привлекает все большее внимание в связи
с совершенствованием технологии его получения и
перспективами практического применения в крем-
ниевой электронике и спинтронике [3–5]. Недавно
была опубликована работа группы исследователей
из Италии и США, которые изготовили на базе си-
лицена полевой транзистор, работающий при ком-
натной температуре [6]. Прибор был создан на осно-
ве оригинальной технологии: силицен выращивал-
ся на тонком слое серебра, нанесенного на изолиру-
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ющую подложку из слюды, и покрывался пленкой
оксида алюминия. Полученная таким образом трех-
слойная структура была снята со слюды и помещена
на подложку из сильнолегированного p+-кремния,
покрытого тонким слоем SiO2. После химического
травления центральной части верхнего серебряного
слоя были сформированы два контакта, служащие
в качестве стока и истока транзистора, а управля-
ющее напряжение прикладывалось к сильнолегиро-
ванному слою p-Si. Вольт-амперная характеристи-
ка этого транзистора, измеренная при комнатной
температуре, соответствовала теоретической моде-
ли амбиполярного дираковского транспорта с по-
движностью 100 см2/В·с. Недавно силицен также
был выращен на ZrB2 [7].
В данной работе в разд. 2 с помощью симмет-

рийного анализа построен эффективный гамильто-
ниан силицена. На основе развитого в работе [1] ме-
тода сильной связи в базисе sp3d5s∗ определены чис-
ленные коэффициенты слагаемых полученного га-
мильтониана. Обнаружено, что ряд слагаемых вно-
сит пренебрежимо малый вклад. В разд. 3 детально
рассмотрено влияние величины смещения подреше-
ток на ориентации спина и псевдоспина во внешних
электрических и магнитных полях, направленных
перпендикулярно пленке. Полученный гамильтони-
ан дает возможность изучения транспортных явле-
ний при энергиях менее 0.5 эВ. В разд. 4 проведено
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рассмотрение особенности орбитального движения в
силицене в магнитном поле, перпендикулярном по-
верхности. Детали теоретического анализа приведе-
ны в Приложениях к статье.

2. ЭФФЕКТИВНЫЙ ГАМИЛЬТОНИАН

Кристаллическую структуру силицена можно
получить из двумерного кристалла графена с то-
чечной симметрией D6h. Для этого необходимо сме-
стить относительно друг друга две подрешетки, что
приводит к понижению симметрии до C3v.
Зона Бриллюэна силицена — шестиугольник.

Аналогично графену, состояния вблизи уровня Фер-
ми находятся в двух долинах, в окрестностях точек
K и K ′ (рис. 1). В окрестности каждой из долин
электронные состояния симметричны относительно
группы C3 (здесь и далее используются обозначения
из [8]).
Считая смещение подрешеток в силицене воз-

мущением идеальной двумерной гексагональной
структуры из атомов кремния с точечной симметри-
ей D3h в одной долине, будем искать гамильтониан,
инвариантный относительно этой группы. Можно
показать, что симметрийный анализ с использо-
ванием реальной симметрии решетки силицена,
соответствующей точечной группе C3v (C3 в одной
долине), приводит к тому же результату, но не поз-
воляет отличить слагаемые, линейные по смещению
подрешеток, от слагаемых, которые разрешены в
идеальной плоской графеноподобной решетке. При
этом, в отличие от графена, важную роль играет
величина смещения ΔZ подрешеток в направлении,
перпендикулярном плоскости подрешеток сили-

y

x

a1 b1

b2

a2
r2

r3

r1

ky

kz

kx

KK �

�

а б

Рис. 1. Схемы атомной структуры (а) и зоны Бриллю-
эна (б ) силицена: r1, r2, r3 — векторы ближайших соседей,
a1 и a2 — векторы элементарной ячейки в реальном про-
странстве, a∗

1 и a∗
2 — векторы, обратные к b1 и b2. Ось z

направлена перпендикулярно плоскости структуры

цена. В результате симметрийного анализа был
получен эффективный гамильтониан в линейном по
волновому вектору k приближении в окрестностях
этих точек:

H(k) = �v(σ̂xkxτz + σ̂yky1τ )+

+ �vΔ
ΔZ

ΔSi
Z

σ̂z(kxŝy − ky ŝx)1τ +Δsoŝz σ̂zτz , (1)

где ŝ и σ̂ — операторы спина и псевдоспина, соот-
ветственно, Δso — энергия спин-орбитального рас-
щепления, равная половине энергетической щели в
дираковской точке, ΔSi

Z = a/2
√
6 ≈ 0.78 — расстоя-

ние между атомными плоскостями (111) в объемном
кремнии, v и vΔ — скорость Ферми и поправка к ней,
обусловленная смещением подрешеток и спин-орби-
тальным взаимодействием, матрицы 1τ и τx,y,z —
единичная матрица и матрицы Паули, действующие
в пространстве долин.
При нулевом смещении подрешеток эффектив-

ный гамильтониан в окрестности точки K совпада-
ет с аналогичным гамильтонианам для графена [9].
В противном случае возникает второе слагаемое в
гамильтониане (1), линейно зависящее от величины
смещения подрешеток. Это слагаемое быстро стано-
вится малым при отклонении от дираковской точ-
ки вследствие поляризации псевдоспина в плоскости
xy, определяемой первым членом выражения (1).
Коэффициенты при остальных слагаемых зависят
от четных степеней ΔZ и также существенно меня-
ются при смещении подрешеток [1].
В окрестностях дираковской точки без учета

спин-орбитального взаимодействия две дисперсион-
ные кривые (±) сходятся в дираковских точках (точ-
ках K иK ′ зоны Бриллюэна, см. рис. 1). Вследствие
спин-орбитального взаимодействия в этих точках
образуется энергетическая щель (см. рис. 2), раз-
деляющая два двукратно вырожденных состояния,
для описания которых вводится оператор псевдо-
спина. Эти состояния преобразуются по неприводи-
мому представлению Γ5 группы D3h как

|ρ∓〉 = ± 1√
2
|x̃∓ iỹ〉,

где |x̃〉 и |ỹ〉 преобразуются так же, как коорди-
натные функции, но не меняют знака при инвер-
сии координат. Блоховские функции соответствуют
состояниям в подрешетках A, B для долины K и
подрешеткам B, A в долине K ′ [9]. Выражение (1)
предполагает выбор базисных функций псевдоспи-
на AK,BK в долине K и AK ′, BK ′ в долине K ′. Га-
мильтониан (1) описывает электронные состояния в
линейной области до энергии 0.5 эВ.
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Рис. 2. Схемы энергетической дисперсии силицена в
окрестностях дираковских точек. Прямые соответствуют
электронным состояниям без учета спин-орбитального
взаимодействия при нулевом сдвиге подрешеток; кривые
линии демонстрируют дисперсию в долинах K и K′ при
учете спина и относительном смещении ΔZ/Δ

Si
Z = 0.51.

Направления спина (↓↑) и псевдоспина (⇑⇓) показаны для
дважды вырожденных состояний, которые расщепляются
в присутствии внешнего электрического поля, направлен-

ного по оси z

Таблица 1. Численные коэффициенты слагаемых
гамильтониана (1). Относительное смещение под-

решеток при этом ΔZ/Δ
Si
Z = 0.51

Коэффициент v, 105 м/с vΔ, 105 м/с Δso, мэВ
Сильная связь,

sp3d5s∗
5.75 0.14 0.73

Выражение (1) было получено методом инвари-
антов с учетом того, что в выбранном базисе вели-
чины σx, σy преобразуются как x, y (по представле-
нию Γ6 так же, как kx, ky), а σz — по представлению
Γ2. Матрицы Паули в спиновом базисе (↑, ↓) преоб-
разуются следующим образом: sz по представлению
Γ2, а sx, sy по представлению Γ5 подобно |x̃〉, |ỹ〉.
Смещение подрешеток характеризуется параметром
ΔZ , который определяет сдвиг подрешеток A и B
и меняется только при пространственной инверсии,
что соответствует представлению Γ3 группы D3h.
Подробности симметрийного анализа представлены
в Приложении A.
С помощью развитого в работе [1] метода силь-

ной связи в базисе sp3d5s∗ с учетом одного бли-
жайшего соседа были определены коэффициенты
эффективного гамильтониана для случая смеще-
ния подрешеток ΔZ =0.44 Å (ΔZ/Δ

Si
Z = 0.51), что

соответствует теоретическому значению смещения,

полученному из первых принципов для свободной
пленки силицена (табл. 1). Для этого было проведе-
но сравнение энергетической дисперсии, получаемой
из этого гамильтониана, и методом сильной связи
исследованы средние проекции спина и псевдоспи-
на на оси координат в зависимости от угла между
компонентами волнового вектора k и от модуля k
[1]. Найденные значения качественно согласуются с
величинами коэффициентов эффективного гамиль-
тониана двуслойного графена из работы [10]. Таким
же образом были найдены значения коэффициентов
рассмотренных в следующих двух разделах слага-
емых эффективного гамильтониана, возникающих
при приложении электрического и магнитного по-
лей (см. табл. 1). Подложка существенно влияет на
смещение подрешеток в силицене. При увеличении
смещения подрешеток фермиевская скорость v и ве-
личина запрещенной зоны в дираковской точке воз-
растают.
Отметим, что в работе [11] в эффективном га-

мильтониане приведено слагаемое (третье в выра-
жении (1) цитируемой работы), не являющееся ин-
вариантным по отношению к преобразованиям сим-
метрии силицена и возникающее только при прило-
жении электрического поля или при учете взаимо-
действия с подложкой. Эффективный гамильтони-
ан, приведенный в работе [1] (где рассматривалась
только одна долина в k-пространстве), кроме слага-
емых из (1) содержал слагаемые, несимметричные
относительно инверсии времени.

3. ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ,
НАПРАВЛЕННОЕ ПЕРПЕНДИКУЛЯРНО

ПЛОСКОСТИ СИЛИЦЕНА

Если силицен поместить во внешнее электриче-
ское поле, направленное перпендикулярно плоско-
сти силицена, то эффективный гамильтониан при-
обретает дополнительные слагаемые:

HE = eλEEzΔZszτz + eλ′EEzΔZσz1τ +

+ eλREz(kxsy − kysx)1τ +

+ eλ′REz(σxsyτz − σysx1τ ) , (2)

где e — заряд электрона. В гамильтаниане введе-
ны численные коэффициенты (λE , λ′E , λR, λ

′
R), зна-

чения которых приведены в табл. 2 для случая
ΔZ/Δ

Si
Z = 0.51.

Воздействие электрического поля определяется в
основном вторым и четвертым слагаемыми в выра-
жении (2) и заключается в поляризации псевдоспи-
на по оси z; при этом спин «ложится» в плоскость
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Таблица 2. Численные коэффициенты слагаемых гамильтониана, зависящих от электрического и магнитного по-
лей. Относительное смещение подрешеток при этом ΔZ/Δ

Si
Z = 0.51

Коэффициент λE λ′E λR, Å2 λ′R, Å
2 gσ gs

Сильная связь, sp3d5s∗ < 10−5 0.4 < 10−4 4.5 · 10−4 10−4 1

xy. Изменение направления спина происходит через
взаимодействие с компонентами псевдоспина (чет-
вертое слагаемое в (2)), электрическое поле при этом
одновременно поляризует псевдоспин по оси z (вто-
рое слагаемое в (2)), уменьшая величину его компо-
нент в плоскости xy и тем самым замедляя поворот
спина при отдалении от точки K. В итоге при от-
клонении от дираковской точки, где спин определя-
ется спин-орбитальным расщеплением и направлен
строго по оси z, поляризация спина незначительно
уменьшается и составляет около 99%, что соответ-
ствует расчетам из первых принципов [5].

4. МАГНИТНОЕ ПОЛЕ, НАПРАВЛЕННОЕ
ПЕРПЕНДИКУЛЯРНО ПЛОСКОСТИ

СИЛИЦЕНА

Если силицен поместить во внешнее магнитное
поле Bz , перпендикулярное поверхности пленки, то
в дополнение к чисто орбитальному действию маг-
нитного поля, которое рассмотрено ниже, эффек-
тивный гамильтониан приобретает дополнительные
слагаемые:

HB = gσμBBzσzτz + gsμBBzsz1τ , (3)

где μB — магнетон Бора, а коэффициенты гамиль-
таниана gσ и gs приведены в табл. 2 для случая
ΔZ/Δ

Si
Z = 0.51. В выражении (3) в дираковской

точке основную роль играет слагаемое, пропорцио-
нальное σz — компоненте псевдоспина вдоль оси z.
Однако влияние на спектр состояний этого слагае-
мого быстро становится малым при отклонении от
дираковской точки из-за поляризации псевдоспина
в плоскости xy, так же как второго слагаемого в (1).
При рассмотрении орбитального движения в

магнитном поле, перпендикулярном поверхности,
будем использовать гамильтониан (1), в котором
волновые векторы kx и ky заменены на дифферен-
циальные операторы, действующие в плоскости xy.
Зеемановскими слагаемыми (3) в меру малости маг-
нетона Бора (μB 	 5.788·10−5 эВ/Тл) в этом разделе
пренебрегаем.

Для учета магнитного поля надо сделать замену
волнового вектора с учетом векторного потенциала
A (заряд электрона e определяем как положитель-
ное число),

k → k+
e

�c
A . (4)

Решение без поправки vΔ к скорости Ферми можно
получить в явном виде в базисе волновых функций
частицы с зарядом e в постоянном магнитном по-
ле (см. Приложение B). Нетрудно показать, что для
спина вверх(вниз) будет одно решение с энергией
−Δso (+Δso). Остальные решения будут двукратно
вырождены по спину с энергией (здесь номер уров-
ня N > 0)

E = ±
√
�2ω2

cN +Δ2
so, (5)

где �ωc — характерная энергия1),

�ωc =
�v

√
2

�B
= v

√
2�e

c
B, (6)

где �B — магнитная длина.
Поправки к гамильтониану, пропорциональные

vΔ, малы. Подробности анализа приведены в При-
ложении B.
Решения для второй долины, K ′, аналогичны ре-

шениям для долины K. Схема уровней в квантую-
щем магнитном поле и вид волновых функций при-
ведены на рис. 3.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе на основе симметрийного ана-
лиза получен эффективный гамильтониан в присут-
ствии внешних электрического и магнитного полей,
направленных перпендикулярно плоскости силице-
на. На основе метода сильной связи с учетом одного
ближайшего соседа и орбиталей sp3d5s∗, развитого в
работе [1], определены константы в выражении для
эффективного гамильтониана. Рассмотрены вопро-
сы поляризации спина и псевдоспина под действи-
ем внешних электрического и магнитных полей. По-
лученный из соображений симметрии гамильтониан

1) Если поле измеряется в теслах и скорость v � 5.23 ×
× 107 см/с, то �ωc � 19 мэВ·√B[Tл].
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Рис. 3. Схема уровней в сильном магнитном поле с уче-
том квантования Ландау. Базисные функции определены
в Приложении B. Волновые функции написаны без учета
спин-орбитального расщепления Δso; при учете Δso вид
волновых функций более сложный, см. Приложение B

позволил проанализировать влияние смещения под-
решеток на ориентации спина и псевдоспина в сили-
цене.

Полученные результаты качественно согла-
суются с результатами работы [12], в которой
эффективный гамильтониан в присутствии элект-
рического и магнитного полей был получен на
основе метода сильной связи c учетом только π-ор-
биталей и взаимодействия с двумя ближайшими
соседями. Известно, что такой подход недостато-
чен для нахождения энергетической структуры
объемного кремния, с другой стороны, он плохо
согласуется с результатами расчетов из первых
принципов для силицена [13]. Отметим, что роль
смещения в работе [4] не была детально рассмот-
рена. В частности, величина λR2 в формуле (1)
цитируемой работы должна зависеть от смещения
подрешеток силицена.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РФФИ (гранты №№16-02-00337, 15-02-09034).

ПРИЛОЖЕНИЕ A

Симметрийный анализ

Смещением подрешеток ΔZ будем называть век-
тор, направленный от одной подрешетки к другой
перпендикулярно плоскости структуры и равный по
модулю смещению подрешеток. Величина ΔZ меня-
ет знак при отражениях σv (относительно плоско-
сти xz) и σh (относительно плоскости xy) и неизме-
нен при поворотах C3, что соответствует представ-
лению Γ3. Величину ΔZ удобно рассматривать как
дополнительный оператор, описывающий возмуще-
ние идеальной двумерной гексагональной структу-
ры из атомов кремния с симметрией D3h и преобра-
зующийся по представлению Γ3 группы D3h (в ста-
тье используются обозначения из работы [8]).
Циклическому базису

|±〉 =
(
−x+ iy√

2
,
x− iy√

2

)
(x, y — декартовы координаты) соответствует пред-
ставление Γ6 группы D3h:

DΓ6(C3) =

(
e−2πi/3 0

0 e2πi/3

)
,

DΓ6(σv) =

(
0 −1

−1 0

)
,

DΓ6(σh) =

(
1 0

0 1

)
,

(7)

где C3 — поворот против часовой стрелки относи-
тельно оси z.
Для описания двукратно вырожденных блохов-

ских функций в точке Дирака K зоны Бриллюэна
силицена необходимо дополнительно ввести опера-
торы псевдоспина. В случае отсутствия смещения
подрешеток эти состояния преобразуются по непри-
водимому представлению Γ5 группы D3h. Блохов-
ские функции

|∓̃〉 = ± 1√
2
|x̃∓ iỹ〉

(функции |x̃〉 и |ỹ〉 преобразуются аналогично коор-
динатным функциям |x〉 и |y〉, но не меняют знака
при инверсии координат) соответствуют состояниям
в подрешетках A, B для долины K и в подрешетках
B, A в долине K ′ [9] и преобразуются по представ-
лению Γ5. Вслед за [9] мы выбираем базисные функ-
ции во второй долине так, чтобы матрица оператора
отражения относительно плоскости yz, переводяще-
го долину K в K ′, была единичной матрицей. Это
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соответствует последовательности базисных функ-
ций AK,BK,AK ′, BK ′ или ρ−K, ρ+K, ρ+K ′, ρ−K ′.
Комбинации матриц Паули

σ+ = −σx + iσy
2

, σ− =
σx − iσy

2

в пространстве псевдоспина с базисом |∓̃〉 преобра-
зуются так же, как с базисом |±〉.
Циклические комбинации матриц Паули в про-

странстве спина {↑↓}

s+ = −(sx + isy), s− = sx − isy

преобразуются как |±̃〉:

DΓ5(C3) = DΓ6(C3),

DΓ5(σv) = −DΓ6(σv),

DΓ5(σh) = −DΓ6(σh).

(8)

A.1. Инварианты

Для вывода выражений нам удобнее использо-
вать циклический базис, однако для итоговых выра-
жений предпочтительнее декартов базис. Легко по-
казать, что AxBx+AyBy преобразуется по представ-
лению Γ1 (является инвариантом), а AxB̃x+AyB̃y —
по представлению Γ3. Здесь Ax, Ay , Bx, By — ком-
поненты операторов в декартовом базисе |x〉, |y〉,
B̃x, B̃y — компоненты оператора, преобразующиеся
как |x̃〉, |ỹ〉. Аналогично, можно достаточно триви-
ально показать, что AxBy −AyBx преобразуется по
представлению Γ2, а AxB̃y − AyB̃x — по Γ4. Пара
{−AxBx + AyBy, AxBy + AyBx} преобразуется по
представлению Γ6, так же как {x, y}.
Используя правила умножения неприводимых

представлений для группы D3h, можно показать,
что инвариантными относительно точечной симмет-
рии являются следующие комбинации, линейные по
σ, k, s:

σxkx + σyky,

sz(σxky − σykx),

σx(k
2
x − k2y)− 2kxkyσy ,

szσz ,

ΔZ(σxsx + σysy),

ΔZ(kxsx + kysy),

ΔZσz(kxsy − kysx).

(9)

A.2. Симметрия относительно обращения
времени

Пусть преобразование g — преобразование сим-
метрии силицена из группы D3h, переводящее вол-
новую функцию в точке K в точку K ′. Тогда

ψK′(r) = D(g)ψK(R−1r), (10)

где D(g) — матричное представление g, R — отра-
жение относительно плоскости yz.
Волновая функция и сопряженная ей функция

линейно зависимы,

ψ∗
K = TψK′ , (11)

где T — оператор, переводящий волновые функции
из одной долины в другую. Из выражений (10) и
(11) получаем

ψ∗
K = TD(g)ψK . (12)

Из инвариантности гамильтониана относительно
инверсии времени (H∗(κ) = Ht(κ)) и (9) следует,
что

T−1H(R−1κ)T = Ht(−κ), (13)

где κ = (sx, sy, sz, kx, ky). Если выбрать в качестве
преобразования отражение R относительно плоско-
сти yz, переводящее долины силицена друг в друга,
то D(R) = 1σ, следовательно T = 1σ, и

R−1k = R−1(kx, ky) = (−kx, ky),
R−1ŝ = R−1(sx, sy, sz) = (sx,−sy,−sz).

(14)

При инверсии времени имеем κ → −κ и ΔZ →
→ ΔZ . При транспонировании оператора псевдо-
спина получаем (σx, σy, σz) → (σx,−σy, σz). При
отражении R относительно плоскости yz вектор
смещения подрешеток также остается неизменным,
ΔZ → ΔZ . Таким образом, по правилу (10) мож-
но отобрать инварианты, симметричные (отмечены
знаком «+») и несимметричные (со знаком «−») по
отношению к инверсии времени:

+ : σxkx + σyky,

− : sz(σxky − σykx),

+ : σx(k
2
x − k2y)− 2kxkyσy,

+ : szσz,

− : ΔZ(σxsx + σysy),

− : ΔZ(kxsx + kysy),

+ : ΔZσz(kxsy − kysx).

(15)
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A.3. Магнитное и электрическое поля

Магнитное Bz и электрическое Ez поля, на-
правленные по оси z, преобразуются соответственно
по представлениям Γ2 и Γ4. Ниже приведены ин-
варианты, включающие в себя Bz и Ez (знаками
«+»/«−» помечены элементы, симметричные/не-
симметричные относительно инверсии времени):

+ : σzEzΔZ(Γ2 ⊗ Γ3 ⊗ Γ4),

+ : szEzΔZ(Γ2 ⊗ Γ3 ⊗ Γ4),

− : σzEz(kxsx + kysy)(Γ2 ⊗ Γ4 ⊗ Γ3),

+ : Ez(kxsy − kysx)(Γ2 ⊗ Γ6 ⊗ Γ5),

+ : Ez(σxsy − σysx)(Γ2 ⊗ Γ6 ⊗ Γ5),

+ : Bzσz(Γ2 ⊗ Γ2),

+ : Bzsz(Γ2 ⊗ Γ2),

− : Bz(σxky − σykx)(Γ2 ⊗ Γ6 ⊗ Γ6).

(16)

ПРИЛОЖЕНИЕ B

Движение в магнитом поле, направленном
перпендикулярно плоскости силицена

Полученный результат аналогичен приведенно-
му в работе [10] для графена.
Ниже будем пользоваться магнитной длиной2)

�B =

√
�c

eB

и характерной энергией3)

�ωc =
�v

√
2

�B
.

Проведем замену волнового вектора (4) и выбе-
рем векторный потенциал A в калибровке Ландау:

A = B (−y, 0) .

В этой калибровке удобно выбрать базисные функ-
ции в виде

ψN,k =
1√

�B
√
2NN !

√
π
exp

[
ikx−

(
�2Bk − y

)2
2�2B

]
×

×HN

(
�2Bk − y

�B

)
, (17)

2) Если магнитное поле измеряется в теслах, то магнитная
длина �B � 26 нм/

√
B[Tл].

3) См. сноску 1.

где HN — функции Эрмита. Тогда несложно про-
верить, что операторы рождения и уничтожения,
определенные соответственно как

a− =
�B√
2
(kx−iky) = �B√

2

(
−i ∂
∂x

− 1

�2B
y− ∂

∂y

)
,

a+ =
�B√
2
(kx+iky) =

�B√
2

(
−i ∂
∂x

− 1

�2B
y+

∂

∂y

)
,

(18)

действуют на функции (17), меняя на единицу но-
мер функции:

a−ψN,k =
√
NψN−1,k,

a+ψN−1,k =
√
NψN,k.

(19)

Для вывода соотношений (18), (19) необходимо ис-
пользовать определение эрмитовых функций и их
свойства:

HN (ξ) = (−1)Neξ
2 dN

dξN
e−ξ2 ,

H ′
N (ξ) = 2NHN−1(ξ),

HN+1(ξ) = 2ξHN (ξ)− 2NHN−1(ξ).

B.1. Одна долина в магнитном поле

Сначала решим задачу для спектра силицена в
магнитном поле в одной долине. В долинеK гамиль-
тониан (1) выглядит как

H = �vσ · k+Δsoσzsz + μBszB+

+ �vΔ
Δz

ΔSi
z

σz (kxsy − kysx) . (20)

Зеемановскими поправками пренебрегаем, так как
μB 	 5.788 · 10−5 эВ/Тл.
Решение без поправки vΔ к скорости Ферми мож-

но получить в явном виде. Перепишем гамильтони-
ан (20), выкинув слагаемые, пропорциональные vΔ
и μ, используя ранее определенные операторы рож-
дения и уничтожения (18) в базисе {⇑↑,⇓↑,⇑↓,⇓↓},
где мы для краткости обозначили ρ− как ⇑, ρ+ как
⇓, а ↑, ↓ — базисные спиноры.
В таком базисе гамильтониан (20) принимает вид

Hv,Δso = �ωc

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 a− 0 0

a+ 0 0 0

0 0 0 a−
0 0 a+ 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ +

+Δso

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (21)
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Таблица 3

0 ⇑↑ 0 ⇓↑ 0 ⇑↓ 0 ⇓↓ 1 ⇑↑ 1 ⇓↑ 1 ⇑↓ 1 ⇓↓ 2 ⇑↑ 2 ⇓↑ 2 ⇑↓ 2 ⇓↓ · · ·
0 ⇑↑ Δso 0 0 0 0 �ωc −i�ωΔ 0 0 0 0 0 · · ·
0 ⇓↑ 0 −Δso 0 0 0 0 0 i�ωΔ 0 0 0 0 · · ·
0 ⇑↓ 0 0 −Δso 0 0 0 0 �ωc 0 0 0 0 · · ·
0 ⇓↓ 0 0 0 Δso 0 0 0 0 0 0 0 0 · · ·
1 ⇑↑ 0 0 0 0 Δso 0 0 0 0 �ωc

√
2 −i�ωΔ

√
2 0 · · ·

1 ⇓↑ �ωc 0 0 0 0 −Δso 0 0 0 0 0 i�ωΔ

√
2 · · ·

1 ⇑↓ i�ωΔ 0 0 0 0 0 −Δso 0 0 0 0 �ωc

√
2 · · ·

1 ⇓↓ 0 −i�ωΔ �ωc 0 0 0 0 Δso 0 0 0 0 · · ·
2 ⇑↑ 0 0 0 0 0 0 0 0 Δso 0 0 0 · · ·
2 ⇓↑ 0 0 0 0 �ωc

√
2 0 0 0 0 −Δso 0 0 · · ·

2 ⇑↓ 0 0 0 0 i�ωΔ

√
2 0 0 0 0 0 −Δso 0 · · ·

2 ⇓↓ 0 0 0 0 0 −i�ωΔ

√
2 �ωc

√
2 0 0 0 0 Δso · · ·

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
. . .

Очевидно, что блоки со спином вверх и ω спи-
ном вниз в гамильтониане не зацепляются. Решение
можно искать в виде(

αψN−1,k

βψN,k

)
. (22)

Отдельно надо добавить решение, соответствующее
N = 0: (

0

ψ0,k

)
. (23)

Нетрудно показать, что для спина вверх выра-
жение (23) является решением с энергией −Δso. Ре-
шения с N > 0 обладают энергией

E = ±
√
�2ω2

cN +Δ2
so. (24)

Для положительной энергии собственные векторы
имеют вид (опускаем нормировочный множитель)⎛⎜⎝

(√
1 +

Δ2
so

�2ω2
cN

− Δso

�ωc

√
N

)
ψN−1,k

ψN,k

⎞⎟⎠ . (25)

Для отрицательной энергии (приближенное выра-
жение получено в предположении Δso � �ωc) име-
ем ⎛⎜⎜⎝

ψN−1,k

−
(√

1 +
Δ2

so

�2ω2
cN

− Δso

�ωc

√
N

)
ψN,k

⎞⎟⎟⎠ . (26)

Решения для состояний со спином вниз (↓) анало-
гичны, только энергия нулевого уровня равна +Δso

и в выражениях (25), (26) для собственных векторов
нужно поменять знак перед Δso.
Если добавить слагаемое, пропорциональное vΔ,

решение усложняется. Остановимся на выписыва-
нии бесконечной матрицы, собственные векторы ко-
торой дают решение задачи об уровнях в магнитном
поле. Выражение

�vΔσz (kxsy − kysx)

надо переписать через операторы рождения и уни-
чтожения:

HvΔ = �ωΔ

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 −ia− 0

0 0 0 ia−
ia+ 0 0 0

0 −ia+ 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (27)

где мы обозначили �ωΔ = �vΔ
√
2/�B.

Поскольку слагаемое (27) смешивает между со-
бой как разные спины, так и состояния, которые
без него обладают положительной и отрицательной
энергией, переписывать его в базисе решения га-
мильтониана (21) бессмысленно. Выпишем его в ба-
зисе {ψN} ⊗ {⇑↑,⇓↑,⇑↓,⇓↓}. Для краткости обозна-
чим ψN,k ⇑↑≡ N ⇑↑ и т. п. В таком базисе матри-
ца гамильтониана приведена в табл. 3. Нетрудно за-
метить, что энергия нулевых уровней не меняется,
но к спину вверх (вниз) примешивается спин вниз
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(вверх), а уровни, начиная с первого, немного сдви-
гаются без расщепления.

B.2. Долина K′

Гамильтониан во второй долине

HK′
v,Δso

(k) = �v(−σxkx + σyky)−Δsoσzsz

перепишем через операторы рождения и уничтоже-
ния (18):

HK′
v,Δso

= �ωc

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 −a+ 0 0

−a− 0 0 0

0 0 0 −a+
0 0 −a− 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ +

+Δso

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Схема решения такая же, как для долины K, но
1) из-за выбора базиса в пространстве псевдоспина
надо поменять первую и вторую компоненту в реше-
нии и 2) из-за общего знака надо поменять местами
решения из валентной зоны с решениями из зоны
проводимости.
Поправка от слагаемого, пропорционального vΔ,

не изменится.
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