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Получено приближенное выражение для евклидовой функции Грина безмассового скалярного поля в
пространстве-времени многомерного глобального монополя. Методом размерной регуляризации получе-
ны выражения для вакуумных средних 〈φ2〉ren и 〈T00〉ren. Проводится сравнение с результатами, полу-
ченными с использованием альтернативных методов регуляризации.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В последние годы многомерные обобщения из-
вестных решений эйнштейновской теории грави-
тации стали объектом интенсивного исследования
в связи с активно разрабатываемыми теориями в
пространстве-времени с размерностью больше четы-
рех. И хотя факт существования дополнительных
измерений к настоящему моменту эксперименталь-
но не подтвержден (о результатах последних экспе-
риментов см. [1]), современные теории стимулиро-
вали исследование общей теории относительности в
пространстве-времени с размерностью d > 4. Одной
из целей такого исследования является выяснение,
какие из предсказаний теории характерны только
для четырехмерного случая, а какие являются уни-
версальными и распространяются на высшие изме-
рения.

Предлагаемая работа посвящена рассмотрению
эффекта поляризации вакуума в пространстве-вре-
мени, которое является многомерным обобщени-
ем решения четырехмерной теории, известного как
пространство-время точечного глобального монопо-
ля.

Глобальный монополь — это один из типов топо-
логических дефектов, который, образовавшись при
фазовых переходах в ранней вселенной, мог «до-
жить» до настоящего времени [2, 3].

* E-mail: grats@phys.msu.ru

Пространство-время точечного монополя пред-
ставляет собой ультрастатическое пространство,
метрика которого, как правило, записывается в
виде

ds2 = −dt2 + d�2 + β2�2(dθ2 + sin2θ dϕ2) , (1)

где 0 < β < 1. Эта метрика соответствует сфе-
рически-симметричному пространству с дефицитом
телесного угла, равным δΩ = 4π(1 − β2). Любая
поверхность, проходящая через начало координат и
делящая пространство-время (1) на две симметрич-
ные части, представляет собой конус с угловым де-
фицитом Δ = 2π(1− β). Это делает метрику моно-
поля похожей на метрику калибровочной космиче-
ской струны. Существенным отличием является то,
что пространство (1) не является локально плоским,
в отличие от пространства-времени струны.

Простейшей моделью, которая предсказывает
существование глобальных монополей, является
триплет скалярных полей с лагранжианом

L =
1

2
(∂μφ

a)(∂ μφa)− λ

4

(
φaφa − η2

)2
, a = 1, 3,

чья глобальная симметрия O(3) спонтанно наруша-
ется до U(1).

Строго говоря, метрика самосогласованного сфе-
рически-симметричного решения уравнений Эйн-
штейна и уравнений движения скалярного трипле-
та содержит массовый член [4,5]. Однако, как было
показано, массовый член слишком мал, чтобы иг-
рать заметную роль в явлениях астрофизических
масштабов, и им пренебрегают, записывая метрику
в форме (1). При этом гравитационное поле монопо-
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ля целиком определяется дефицитом телесного уг-
ла, а параметр β оказывается связанным с энерге-
тическим масштабом фазового перехода η соотно-
шением

η2 =
1− β2

8πG
, (2)

и он предполагается крайне малым (при η = ηGUT ∼
∼ 1016 ГэВ величина δΩ ∼ 10−5).

Для дальнейшего нам будет удобно представить
метрику (1) в несколько ином виде.

Заметим, что замена радиальной координаты
� → r согласно

β� = r0(r/r0)
β ,

где r0 — произвольный масштаб с размерностью
длины, позволяет привести метрику на сечении t =

= const рассматриваемого пространства-времени к
явно конформно евклидову виду:

ds2 = −dt2 + e−2(1−β) ln(r/r0)δikdx
idxk,

r2 = δikx
ixk, i, k = 1, 3,

(3)

с обычной связью между декартовыми координата-
ми xi и сферическими координатами r, θ, ϕ.

Идея использовать конформно евклидовы коор-
динаты на пространствах с коническими особенно-
стями была предложена в рамках (2+1)-мерной тео-
рии гравитации достаточно давно [6]. Это позволи-
ло получить самосогласованное решение для метри-
ки трехмерного пространства-времени N точечных
масс. Позже это решение было обобщено на случай
четырехмерного пространстваN параллельных кос-
мических струн [7]. Та же идея позволила получить
точное выражение для собственной энергии и силы
самодействия точечного электрического мультипо-
ля в (2 + 1)-теории [8], а также исследовать эффек-
ты классического самодействия [9] и поляризации
вакуума [10] в системе параллельных космических
струн.

Ниже мы рассмотрим многомерное обобщение
пространства (3), метрика которого имеет вид

ds2 = −dt2+

d−1∑
N=n+1

dx2
N+e−2(1−β) ln rδikdx

idxk,

r2 = δikx
ixk, i, k = 1, n.

(4)

Это пространство представляет собой прямое
произведение (d− n)-мерного пространства Мин-
ковского и n-мерного сферически-симметричного
пространства с дефицитом телесного угла

δΩ = 2πn/2(1− β2)/Γ (n/2) .

Ненулевые компоненты тензора Риччи и скалярная
кривизна этого пространства в выбранных коорди-
натах имеют вид

Rik = (1− β2)(n− 2)
r2 δik − xi xk

r4
,

R = (1− β2)
(n− 1)(n− 2)

r2β
.

(5)

Будем называть пространство (4) пространством
типа (d, n). В этих обозначениях пространство-вре-
мя четырехмерного глобального монополя — это
пространство типа (4, 3). Многомерным обобще-
нием пространства точечного монополя являет-
ся пространство (d, d− 1) при d > 4. При этом
пространства типа (d, 3) при d > 4 было предло-
жено рассматривать в качестве простой модели
пространства-времени четырехмерного глобального
монополя с d− 4 дополнительными плоскими изме-
рениями [11,12].

Отметим, что случай пространства (4) — это
один из немногих случаев, когда локальная геомет-
рия и геометрия в целом достаточно просты. При
этом, метрика не содержит каких-либо размерных
параметров, что облегчает получение качественных
оценок. Тем не менее, получить точное и достаточ-
но простое выражение для функции Грина не уда-
ется даже в случае безмассового скалярного поля.
Поэтому исследовать эффекты поляризации вакуу-
ма в поле многомерного монополя удалось только в
небольшом числе частных случаев.

В работе получено приближенное выражение
для евклидовой функции Грина безмассового ска-
лярного поля, а также для вакуумных средних
〈φ2(x)〉ren и 〈T00(x)〉ren, которые справедливы при
произвольных значениях d, n и произвольном зна-
чении константы связи ξ скалярного поля с грави-
тационным.

Всюду ниже используется система единиц G =

= � = c = 1 и метрика пространства-времени с
сигнатурой (− + + . . .+). Тензоры Римана и Рич-
чи определены как RM

NLP= ∂ LΓ
M
NP − . . ., RMN =

= RL
MLN .

2. ЕВКЛИДОВА ФУНКЦИЯ ГРИНА:
ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ

Рассмотрим евклидов вариант метрики (4):

ds2E = gMNdxMdxN = dx2
d + . . .+ dx2

n+1 +

+ e−2(1−β) ln rδikdx
idxk , xd = it . (6)

Здесь и далее прописные латинские индексы M ,
N, . . . = 1, d,
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Как уже было сказано, в случае простран-
ства-времени (6) точный вид функции Грина, ко-
торый позволял бы работать с ней дальше, в об-
щем случае не известен. Частные результаты, по-
лученные в случае пространств типа (4, 3), (5, 4),
(6, 5) и (6, 3) [11–13], крайне громоздки, что заста-
вило авторов ограничиться низшим приближением
по η2 ∼ 1− β.

Мы также будем предполагать этот параметр ма-
лым, что позволяет при нахождении функции Грина
воспользоваться методами теории возмущений.

Евклидова функция Грина безмассового скаляр-
ного поля с неминимальной связью является реше-
нием уравнения

L(x, ∂)GE(x, x′|d, n) = −δd(x− x′) ,

L(x, ∂) = √
g
(
gMN∇M∇N − ξR

)
.

(7)

Уравнение (7), следуя Швингеру [14], записывают в
виде операторного соотношения:

LG = −1 , G = −L−1 . (8)

Если оператор L можно представить как L =

= L0 + δL, рассматривая δL в качестве малого воз-
мущения, то, записывая решение уравнения (8) в ви-
де G = G0 + δG, где G0 = −L0

−1 — невозмущенная
функция Грина, мы получаем

G = [−L0 (1− G0δL)]
−1

=

= G0 + G0δLG0 + G0δLG0δLG0 + . . . (9)

В рассматриваемом случае L0 определяется ну-
левым порядком по 1− β:

L0(x, ∂) = ∂2, ∂2 = δMN∂M∂N .

При этом оператор возмущения,
δL(x, ∂) = ∂M

(√
g gMN∂N

)−√
g ξR− ∂2,

в первом порядке по 1− β можно записать как

δL(x, ∂) = −nα(r)
d∑

N=n+1

∂2
N − ξγ(r)−

− (n− 2)

n∑
i=1

[
α(r) ∂2

i +
(
∂iα(r)

)
∂i

]
, (10)

где

α(r) = (1−β) ln r, γ(r) = 2(1−β)
(n−1)(n−2)

r2
.

Далее, в базисе Фурье функция 〈x|G0|x′〉 ≡
≡ 〈x|∂−2|x′〉 имеет вид1)

GE
0 (x− x′|d, n) = 〈x|∂−2|x′〉 =

∫
ddp

(2π)d
eip (x−x′)

p2
.

1) Здесь и ниже преобразование Фурье определено соотно-
шением

F [ϕ(x)](q) =

∫
ddxϕ(x) e−iqx.

При этом для первой поправки к функции Грина
(второго члена в правой части (9)) получаем выра-
жение

GE
1 (x, x

′|d, n) = 〈x|G0 δLG0|x′〉 =

=

∫
ddq

(2π)d
eiqx

∫
ddp

(2π)d
eip(x−x′) δL(q, ip)

p2 (p+ q)2
, (11)

где функция δL(1)(q, ip) определена следующим об-
разом:

δL(q, ip) =
∫

ddx e−iqx
[
δL(x, ∂)|∂→ ip

]
.

В нашем случае оператор возмущения имеет вид
(10) и, следовательно,

δL(q, ip) =
[
np2−2p2+(n−2)(q · p)

]
F [α](q)−

− ξF [γ](q), (12)

где p = (p1, . . . , pn) и q = (q1, . . . , qn) — n-мерные
векторы с евклидовым правилом скалярного умно-
жения.

Подстановка (12) в (11) дает

GE(x, x′|d, n) =
∫

ddq

(2π)d
eiqx

∫
ddp

(2π)d
eip(x−x′)

p2(p+ q)2
×

×
{[

np2 − 2p2 + (n− 2)(q · p)]F [α](q)−ξF [γ](q)
}
.

Отсюда, воспользовавшись хорошо определенными
в смысле обобщенных функций интегралами [15]

F [ln r](q) = − (2π)d

2πn/2

Γ[n/2]

(q2)n/2

d∏
N=n+1

δ(qN ) ,

F[
r−λ

]
(q) =

(2π)d

2λ πn/2

Γ [(n− λ)/2]

Γ [λ/2]
×

× 1

|q|n−λ

d∏
N=n+1

δ(qN ),

(13)

получаем, что в первом порядке теории возмущений

GE(x− x′|d, n) = GE
0 (x− x′|d, n)+

+ (1−β)
Γ[n/2]

2πn/2

∫
dnq

e−iq·x

(q2)n/2

∫
ddp

(2π)d
e−ip(x−x′)

p2(p+ q)2
×

×
[
2p2 − (n− 2)(q · p)− 2 ξ(n− 1)q2 − np2

]
, (14)

где теперь q = (q, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
d−n

).
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Все интересующие нас величины выражаются
через взятые в пределе совпадающих точек функ-
цию GE(x, x′|d, n) и ее производные.

Соответствующие выражения расходятся, и для
их регуляризации мы воспользуемся методом раз-
мерной регуляризации.

3. ВЫЧИСЛЕНИЕ ВАКУУМНЫХ СРЕДНИХ
〈ϕ2〉ren И 〈T00〉ren

Начнем с вычисления вакуумного среднего
〈ϕ2(x)〉.

Формально 〈ϕ2(x)〉 определяется взятой в пре-
деле совпадающих точек функцией Грина (фейнма-
новской или евклидовой):

〈ϕ2(x)〉 = −i GF (x, x|d, n) = GE(x, x|d, n).

Прежде всего отметим, что вклады от GE
0 и ее

производных в пределе совпадающих точек пред-
ставляются интегралами вида∫

ddp
pi1 . . . pik

p2
. (15)

В рамках метода размерной регуляризации такие
интегралы полагаются равными нулю (см., напри-
мер, [16]).

Следовательно, для первого ненулевого вклада
во взятую в пределе совпадающих точек функцию
Грина из (14) имеем

GE(x, x|d, n) = (1− β)
Γ[n/2]

2 πn/2

∫
dnq

eiq·x

(q2)n/2
×

×
∫

ddp

(2π)d
2p2−(n−2)(q · p)−2ξ(n−1)q2

p2(p+q)2
. (16)

Стоящий в (16) интеграл по ddp расходится. В
рамках метода размерной регуляризации его сле-
дует заменить на выражение, которое формально
соответствует интегрированию по D-мерному им-
пульсному пространству (D = d − 2ε). Последую-
щая перенормировка включает разделение GE

reg на
две части, одна из которых (GE

div) расходится при
ε → 0, а другая (GE

fin) конечна, и завершается от-
брасыванием расходящейся части GE

div с последу-
ющим переходом к пределу ε → 0. Однако, как
было отмечено Хокингом [17], в случае искривлен-
ного пространства-времени этой процедуре прису-
ща определенная неоднозначность, поскольку в об-
щем случае искривленного пространства возможны
различные варианты аналитического продолжения

по размерности. Предложенный в работе [17] спо-
соб, который согласуется с результатом, получен-
ным методом обобщенной ζ-функции, заключается в
построении прямого произведения рассматриваемо-
го d-мерного пространства-времени и плоского про-
странства с D−d измерениями с последующим про-
должением по дополнительным плоским измерени-
ям.

Пространство (4) изначально имеет такую струк-
туру. Поэтому, в соответствии с данным в [17]
предписанием, перенормированное значение функ-
ции Грина в пределе совпадающих точек будет опре-
деляться как предел

GE
ren(x, x|d, n) = lim

ε→0

[
GE

reg(x, x|D,n) −
− GE

div(x, x|D,n)
]
, D = d− 2ε,

при фиксированном n.
Полученный в результате замены∫

ddp

(2π)d
. . . → μ2ε

∫
dDp

(2π)D
. . . (17)

в выражении (16) интеграл имеет стандартный
вид2). Техника вычисления таких интегралов хоро-
шо известна, и многие из них можно найти в имею-
щейся литературе (см., например, [18]).

Имеем∫
dDp

(2π)D
2p2 − (n− 2)(q · p)− 2ξ(n− 1)q2

p2(p+ q)2
=

=

(
1− ξ

ξD

)
2(n− 1)

(4π)D/2

Γ2[D/2]

Γ[D]

Γ[2−D/2]

(q2)1−D/2
, (18)

где введено обозначение

ξD =
D − 2

4(D − 1)
.

Заметим, что при ε = 0 (D = d) величина ξD совпа-
дает со значением константы связи ξ, при котором
уравнение скалярного поля конформно инвариант-
но.

При четном d выражение (18) имеет простой по-
люс в точке ε = 0, и при снятии регуляризации рас-
ходимость в GE

reg(x, x|D,n) может возникнуть из-за
этого полюса, из-за интеграла по dnq или по той и
другой причине одновременно.

Рассмотрим этот вопрос подробнее.
Подставляя (18) в (16) и воспользовавшись инте-

гралом

2) Имеющий размерность массы параметр μ вводится для
сохранения общей размерности регуляризуемого выражения.

932



ЖЭТФ, том 150, вып. 5 (11), 2016 Поляризация вакуума в поле. . .

∫
dnq

(2π)n
ei(q·r)

|q|λ =
Γ[(n− λ)/2]

2λ πn/2Γ [λ/2]

1

rn−λ
,

получаем, что при всех 3 � n � d − 1 для регуля-
ризованного значения вакуумного среднего 〈φ2(x)〉
имеет место равенство

〈φ2(x)〉reg = GE
reg(x, x|D,n) =

= −μ2ε 1− β

2πD/2

n− 1

D − n

Γ[n/2] Γ3[D/2]

Γ[D]
×

×
(

ξ

ξD
− 1

)
Γ[1−D/2]

Γ
[−(D − n)/2

] 1

rD−2
. (19)

Перейдем к получению регуляризованного выра-
жения для тензора энергии-импульса.

Регуляризованное вакуумное среднее значение
оператора тензора энергии-импульса находится по
формуле

〈TN
M (x)〉reg = −i lim

x′→x
DN ′

M (x|x′)GF
reg(x, x

′),

где DN ′
M (x|x′) — дифференциальный оператор, вид

которого определяется видом тензора энергии-им-
пульса (см., например, [19]). Для безмассового ска-
лярного поля с произвольной связью

DN ′
M (x|x′) = (1−2ξ)∇M∇N ′

+
1

2
(4ξ−1)∇L∇L′

δNM +

+ ξ

[
RN

M − 1

2
RδNM + 2∇L∇L δNM − 2∇M∇N

]
.

Дальнейшие вычисления повторяют проведен-
ные выше. Ограничимся вычислением вакуумной
плотности энергии.

Используя явный вид оператораDN ′
M , выражение

(14) и известную связь между фейнмановским про-
пагатором и евклидовой функцией Грина, получаем

〈T00(x)〉reg = −μ2ε(1−β)
(n−1) Γ[n/2]Γ3[D/2]

4πD/2 Γ[D]
×

× 1

rD
Γ [1−D/2]

Γ [−(D − n)/2]
×

×
[

1

D2 − 1
− 8(D − 1)(ξ − ξD)2

]
. (20)

Сравнение регуляризованных значений вакуум-
ных средних 〈φ2(x)〉reg (19) и 〈T00(x)〉reg (20) пока-
зывает, что при снятии регуляризации (ε → 0) пове-
дение и той, и другой величины целиком определя-
ется множителем

Γ[1−D/2]

Γ[−(D − n)/2]
(21)

и, следовательно, существенно зависит от четнос-
ти числа измерений всего d-мерного пространства-
времени и его n-мерного подпространства.

Рассмотрим возможные варианты.
• d четно, n нечетно. В этом случае (d− n)/2

является полуцелым числом, и гамма-функция
Γ [−(d− n)/2] принимает конечное и неравное нулю
значение. При этом стоящая в числителе (21)
функция Γ [1−D/2] имеет простой полюс в точке
ε = 0, и при снятии регуляризации выделение рас-
ходящейся части может быть выполнено с помощью
лорановского разложения

Γ[−m+ 2ε] =
(−1)m

m!

(
1

2ε
− γ +Hm +O(ε)

)
,

где γ — постоянная Эйлера, а Hm =
∑m

k=1 k
−1 —

m-е гармоническое число.
Мы получаем, что

〈φ2(x)〉div = GE
div(x, x|d, n) =

(−1)d/2

ε

1− β

2πd/2
×

× n− 1

d− n

Γ[n/2] Γ2[d/2]

Γ[d] Γ
[−(d− n)/2

] ( ξ

ξd
− 1

)
1

rd−2
.

Обращает на себя внимание тот факт, что в случае
конформной связи 〈φ2(x)〉div обращается в нуль.

Выделение конечной части регуляризованного
выражения (19) осуществляется с помощью разло-
жения

f(D)μ2ε

rD−2
=

f(d)

rd−2

[
1+2ε

(
lnμr−f ′(d)

f(d)

)
+O(ε)2

]
,

где

f(z) =
Γ3[z/2]

πz/2Γ[z] Γ
[
1− (z − n)/2

] ,
что приводит к окончательному ответу:

〈φ2(x)〉ren = (−1)(n−1)/2(1 − β)×

× Γ[n/2] Γ
[
(d− n)/2

]
2(n− 1)−1πd/2+1

Γ2[d/2]

Γ[d]
×

×
[(

ξ

ξd
− 1

)
lnμ′r +

1

(d− 1)(d− 2)

]
1

rd−2
. (22)

Здесь константа μ′ является перенормированным
значением введенной в процессе регуляризации кон-
станты μ:

μ′ = μ exp

(
−f ′(d)

f(d)
+
Hd/2−1−γ

2
+

1

(d−1)(d−2)

)
.

Отметим, что при конформной связи логариф-
мический член и связанная с наличием в нем произ-
вольной константы μ′ неопределенность в 〈φ2(x)〉ren
пропадают.
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Отдельно рассмотрим случай многомерного мо-
нополя, когда n = d− 1. При этом из (22) имеем

〈φ2(x)〉ren = (−1)d/2−1 (1− β) (d− 2) Γ[d/2]

2d−1πd/2(d− 1)
×

×
[(

ξ

ξd
− 1

)
lnμ′r +

1

(d− 1)(d− 2)

]
1

rd−2
. (23)

В частности, для пространств типа (4, 3) и (6, 5)

〈φ2(x)〉ren = − 1−β

12π2r2

[(
6ξ−1

)
lnμ′r+

1

6

]
, d = 4;

〈φ2(x)〉ren =
1−β

20π3r4

[(
5ξ−1

)
lnμ′r+

1

20

]
, d = 6,

что с принятой точностью совпадает с результатами
работ соответственно [13] и [11].

Снятие регуляризации в выражении (20) осу-
ществляется в полной аналогии с предыдущим из-
ложением. Мы получаем, что расходящаяся часть
вакуумного среднего 〈T00(x)〉reg имеет вид

〈T00(x)〉div = (−1)d/2
1− β

ε

(n− 1)Γ2[d/2]

πd/2Γ [−(d− n)/2]
×

× Γ[n/2]

Γ[d]

(
1

4(d2 − 1)
− 2(d− 1)(ξ − ξd)

2

)
1

rd
.

При этом для перенормированной вакуумной плот-
ности энергии получаем выражение

〈T00(x)〉ren = (1− β)
(n− 1) Γ[n/2] Γ2[d/2]

2(−π)d/2 Γ[d] Γ [−(d− n)/2]
×

× 1

rd

[(
−8(d−1)(ξ−ξd)

2+
1

d2−1

)
lnμ′r+A

]
, (24)

где A = −4(ξ − ξd)/(d− 1) + (3d+ 1)/(d2 − 1)2.
Мы видим, что при

ξ = ξd ± 1

d− 1

√
1

8(d+ 1)

〈T00(x)〉ren не содержит логарифмического члена и
не зависит от произвольной постоянной μ′, а расхо-
дящаяся часть 〈T00(x)〉div = 0 .

В случае пространства типа (d, d − 1) формула
(24) приводится к виду

〈T00(x)〉ren = (−1)d/2+1(1− β)
(d− 2) Γ[d/2]

2dπd/2 (d− 1)

1

rd
×

×
[(

1

d2 − 1
− 8(d− 1)(ξ − ξd)

2

)
lnμ′r +A

]
,

и в наиболее важном частном случае пространства
типа (4, 3) имеем

〈T00(x)〉ren =
1− β

4π2

[(
4
(
ξ − 1

6

)2

− 1

90

)
lnμ′r +

+
2

9

(
ξ − 21

100

)] 1

r4
, d = 4. (25)

Выражение (25) дает результат, в два раза пре-
восходящий результат работы [13]. Такое различие
при условии совпадения соответствующих выраже-
ний для 〈φ2(x)〉ren заставило нас провести вычисле-
ние 〈T00(x)〉ren, следуя предложенному в [13] мето-
ду. Нам удалось обнаружить допущенную авторами
этой работы неточность, устранение которой приве-
ло к совпадению результатов.

• d и n нечетны. В этом случае при ε → 0 стоя-
щая в числителе Γ [1−D/2] конечна, а гамма-функ-
ция Γ [−(D − n)/2] в знаменателе (19) и (20) имеет
простой полюс. Поэтому в низшем по 1− β порядке
вакуумные средние 〈φ2(x)〉ren и 〈T00(x)〉ren равны
нулю.

• d нечетно, n четно. В этом случае
обе гамма-функции — Γ [1−D/2] в числителе и
Γ [−(D − n)/2] — конечны, 〈φ2(x)〉div = 0, и после
преобразований получаем

〈φ2(x)〉ren = (−1)n/2
1− β

4πd/2

(n− 1)Γ[n/2] Γ2[d/2]

Γ[d]
×

× Γ

[
d− n

2

](
ξ

ξd
− 1

)
1

rd−2
. (26)

Отсюда для пространства типа (d, d− 1) имеем

〈φ2(x)〉ren = (−1)n/2
(1− β)(d − 2)Γ[d/2]

2dπd/2−1(d− 1) rd−2
×

×
(

ξ

ξd
− 1

)
. (27)

В частности, для пятимерного монополя (d = 5, n =

= 4) 〈φ2(x)〉ren приобретает вид

〈φ2(x)〉ren = (1 − β)
3(16 ξ − 3)

29πr3
, (28)

что совпадает с результатом работ [11, 12].
Соответствующее рассматриваемому случаю вы-

ражение для плотности энергии имеет вид

〈T00(x)〉ren = (−1)n/2(1−β)
(n−1)Γ[n/2]Γ2[d/2]

4πd/2 Γ[d]
×

× Γ

[
d−n+2

2

](
−8(d−1)(ξ−ξd)

2+
1

d2 − 1

)
1

rd
. (29)

• d и n четны. В этом случае простой по-
люс стоящей в числителе (21) гамма-функции
Γ [1−D/2] компенсируется простым полюсом
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Γ [−(D − n)/2] в знаменателе. Выражение (21) при
ε = 0 равно отношению соответствующих вычетов.
При этом, как и в предыдущем случае, 〈φ2(x)〉div =

= 0, а перенормированное вакуумное среднее равно

〈φ2(x)〉ren = (−1)n/2(1 − β)
(n− 1)Γ[(d− n)/2]

4πd/2
×

× Γ2[d/2] Γ[n/2]

Γ[d]

(
ξ

ξd
− 1

)
1

rd−2
, (30)

и при конформной связи в низшем по 1− β прибли-
жении 〈φ2(x)〉ren обращается в нуль.

С той же точностью вакуумное среднее плотно-
сти энергии приводится к виду

〈T00(x)〉ren = (−1)n/2(1−β)
(n−1)Γ[n/2]Γ2[d/2]

4πd/2 Γ(d)
×

× Γ

[
d−n+2

2

](
−8(d−1)(ξ−ξd)

2+
1

d2−1

)
1

rd
. (31)

Сравнение формулы (26) с (30) и (29) с (31) соот-
ветственно показывает, что в рассматриваемом при-
ближении случаи с четным числом измерений кони-
ческого n-мерного подпространства объединяются в
один; в то время как при нечетном n ответ суще-
ственно зависит от четности числа измерений всего
d-мерного пространства.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрены эффекты поляризации ва-
куума безмассового скалярного поля в многомерном
пространстве-времени, которое является обобщени-
ем четырехмерного пространства-времени точечно-
го глобального монополя.

Основным результатом работы является то, что
нам удалось получить универсальные и достаточно
компактные выражения для функции Грина и ва-
куумных средних 〈φ2(x)〉ren и 〈T00(x)〉ren, которые
справедливы для произвольной размерности всего
d-мерного пространства-времени и его n-мерного ко-
нического подпространства, а также произвольно-
го значения константы связи скалярного и грави-
тационного полей. Это было достигнуто совмест-
ным использованием методов теории возмущений
и размерной регуляризации. Показано, что поведе-
ние 〈φ2(x)〉reg и 〈T00(x)〉reg существенно зависит от
четности d и n. В частности, расходящиеся части
у вакуумных средних появляются только в случае
нечетного n при четном числе измерений всего про-
странства d. При этом, если d — нечетное число, то
с принятой точностью перенормированные значения
вакуумных средних равны нулю.

В то же время, если размерность конического
подпространства четна, то случаи четного и нечет-
ного d объединяются в один.

Использование теории возмущений ограничива-
ет область применимости полученных результатов
требованием малости характеризующего простран-
ство дефицита телесного угла. Однако предложен-
ный подход относительно прост, позволяет восполь-
зоваться хорошо разработанными в квантовой тео-
рии поля аналитическими методами и получить
результат, который справедлив при произвольных
3 � n � d− 1 и d � 4.

В заключение отметим, что пространства, мет-
рика которых в выбранных нами координатах име-
ет вид (3) при n = 2, в работах [20] было пред-
ложено рассматривать как многомерное обобще-
ние пространства-времени прямолинейной косми-
ческой струны. Были исследованы эффекты по-
ляризации вакуума и классического самодействия
для некоторых отдельных значений размерности
пространства-времени d. Предложенный нами ме-
тод применим и для этого случая. Для безмассового
скалярного поля с конформной связью при про-
извольном значении d � 3 это было проделано в
работе [10].
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ву за обсуждение и высказанные замечания. Работа
П. А. Спирина проведена в рамках гранта РФФИ
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