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Изучено взаимодействие двух заряженных точечных макрочастиц, расположенных в ячейках Вигне-
ра –Зейтца простой кубической (ПК), объемноцентрированной кубической (ОЦК) или гранецентриро-
ванной кубической (ГЦК) решеток в равновесной плазме в рамках дебаевского приближения, а именно,
на основе линеаризованной модели Пуассона –Больцмана. Показано, что форма внешней границы ока-
зывает сильное влияние на характер электростатического взаимодействия двух макрочастиц, которое
переходит от отталкивания на малых межчастичных расстояниях к притяжению по мере приближения
межчастичного расстояния к половине длины расчетной ячейки. Показано, что парный потенциал взаи-
модействия макрочастиц в равновесной плазме тем не менее является дебаевским и чисто отталкива-
тельным для одноименно заряженных макрочастиц.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В работе [1] взаимодействие двух макрочастиц,
помещенных в ячейку конечных размеров в фор-
ме овала Кассини, было рассмотрено с использова-
нием максвеллова тензора натяжений в рамках мо-
дели Пуассона –Больцмана. Было обнаружено, что
при некоторых условиях наблюдается эффект при-
тяжения между одноименно заряженными макроча-
стицами при расстояниях между ними порядка де-
баевского радиуса. После этой работы остался во-
прос, является ли обнаруженный эффект физиче-
ским или он является следствием использованных
в работе [1] модели и методов решения, поскольку
в работах [2–7] было показано, что в рамках моде-
ли Пуассона –Больцмана в бесконечной плазме при-
тяжение между одноименно заряженными точечны-
ми макрочастицами отсутствует (см. также работы
[8–10]). В работе [7] взаимодействие двух макрочас-
тиц было рассмотрено в ячейке сферической фор-
мы и было показано, что притяжение между одно-
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именно заряженными частицами действительно мо-
жет наблюдаться.
Сферическая форма границы является слишком

грубой для аксиально-симметричной задачи — бо-
лее подходящей формой внешней границы являет-
ся, например, цилиндр. Поэтому в настоящей работе
проводится исследование влияния формы внешней
границы на взаимодействие двух заряженных то-
чечных макрочастиц в равновесной плазме в рамках
приближения Дебая –Хюккеля [11], а именно, на ос-
нове линеаризованной модели Пуассона –Больцма-
на. Изучены формы ячеек в виде прямого цилиндра
и в виде поверхностей вращения, соответствующих
двум прилегающим друг к другу ячейкам Вигнера –
Зейтца простой кубической (ПК), объемноцентриро-
ванной кубической (ОЦК) и гранецентрированной
кубической (ГЦК) решеток.

2. ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ
ГЕЛЬМГОЛЬЦА В

АКСИАЛЬНО-СИММЕТРИЧНОЙ ЯЧЕЙКЕ

На рис. 1 показано определение аналога ячейки
Вигнера – Зейтца (ВЗ) для задачи о взаимодействии
двух макрочастиц в кристалле с простой кубичес-
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Рис. 1. Определение формы внешней границы расчетной ячейки в задаче об электростатическом взаимодействии двух
макрочастиц в кристалле с простой кубической решеткой (Rc = L/

√
π). Пунктирными линиями указаны плоскости сим-

метрии, относительно которых все физические величины, в том числе и потенциал электрического поля, симметричны

кой решеткой (определение ячейки ВЗ см., напри-
мер, в [12]). Пунктирными линиями указаны плоско-
сти симметрии, относительно которых все физиче-
ские величины, в том числе и потенциал электриче-
ского поля, должны быть симметричными, следова-
тельно, их нормальные производные на этих плоско-
стях должны быть равными нулю. В случае макро-
частиц, расположенных в узлах ПК-решетки, ячей-
ка ВЗ имеет форму куба с длиной ребра a, равной
наименьшему расстоянию между соседними части-
цами: L = a, объем ячейки Vscc = L3. Для ГЦК-ре-
шетки ячейкой ВЗ является ромбический додека-
эдр, имеющий 12 граней в форме одинаковых ром-
бов с отношением диагоналей 1 :

√
2 и со сторона-

ми, равными b =
√
3a/4. Здесь и далее a — дли-

на ребра ПК-, ГЦК- или ОЦК-решетки. В случае
ГЦК-решетки наименьшее расстояние между сосед-
ними частицами равно L = a/

√
2, а объем ячейки ВЗ

Vfcc = L3/
√
2. Для ОЦК-решетки ячейка ВЗ имеет

форму усеченного октаэдра, образованного шестью
квадратными гранями и восемью гранями в форме
правильных шестиугольников. Стороны квадратов
и шестиугольников совпадают и равны b = a/

√
8,

наименьшее расстояние между соседними частица-
ми L = a

√
3/2, объем ячейки Vbcc = 4L3/33/2.

В физике твердого тела широко используется ме-
тод Вигнера – Зейтца [12], в котором ячейка ВЗ за-
меняется сферой того же объема. Для рассматрива-
емой в настоящей работе задачи нужно рассмотреть
две примыкающие друг к другу ячейки ВЗ двух
близлежащих макрочастиц. Поэтому для упроще-
ния задачи по аналогии с методом Вигнера – Зейт-
ца выберем аксиально-симметричную форму рас-
четной ячейки исходя из условия, что в любом сече-

нии ячеек ВЗ двух ближайших соседей плоскостью,
перпендикулярной оси z, площади сечений расчет-
ной ячейки и ячеек ВЗ совпадали. Из этого условия
имеем

Rz (z) =
√
S (z)/π,

где Rz — радиальная координата внешней границы
в цилиндрической системе координат, S (z) — пло-
щадь сечения ячейки ВЗ плоскостью, параллельной
плоскости xy и проходящей через точку оси z с ко-
ординатой z. Длина радиус-вектора в сферической
системе координат с полюсом в центре линии, соеди-
няющей центры макрочастиц (см. рис. 2), к точке
поверхности расчетной ячейки определяется выра-
жением

Rb =
√
R2

z + z2.

Именно это неявное уравнение определяет зависи-
мость Rb(θ) (θ = arctg(z/Rz), см. рис. 2), задающую
форму внешней границы расчетной ячейки. В слу-
чае ПК-решетки расчетная ячейка будет иметь фор-
му прямого цилиндра радиусом Rc = L/

√
π, а для

ОЦК- и ГЦК-решеток является поверхностью вра-
щения более сложной формы (см. рис. 2). На рис. 2
показана геометрия взаимодействия двух макроча-
стиц в пылевой плазме и зависимости радиуса по-
верхности расчетной ячейки от z для ПК-, ОЦК-,
ГЦК-решеток и для эллипсоида вращения или сфе-
роида с объемом, равным 2L3.
В настоящей работе будем интересоваться влия-

нием формы внешней границы на силу взаимодей-
ствия двух заряженных макрочастиц в равновесной
плазме, поэтому будем рассматривать макрочасти-
цы малого радиуса: kDa1 � 1, kDa2 � 1, где a1,
a2 — радиусы макрочастиц. Распределение потенци-
ала макрочастиц и плазмы в расчетной ячейке бу-
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Рис. 2. Геометрия взаимодействия двух частиц в ячей-
ке в форме цилиндра постоянного радиуса Rc для ПК-
решетки (1 ), поверхности вращения переменного радиуса
для ОЦК- (2 ) и ГЦК- (3 ) решеток и эллипсоида враще-
ния или сфероида (4 ). Здесь rz =

√
x2 + y2, Rc = L/

√
π,

Rell = L/
√
α, α = 2π/3, p1+p2 = R, R — расстояние меж-

ду центрами макрочастиц, q1 и q2 — заряды макрочастиц
в элементарных зарядах, P — точка наблюдения

дем искать на основе линеаризованного уравнения
Пуассона –Больцмана [11] (уравнения Гельмгольца)

Δφ+ k2Dφ = 0, (1)

где kD — постоянная экранирования, которая в слу-
чае однозарядных ионов определяется выражением

k2D = 4πe2
(
ni0

Ti
+

ne0

Te

)
,

ne0, ni0 — концентрации электронов и ионов в невоз-
мущенной плазме, Te, Ti — их температуры в энер-
гетических единицах.
На потенциал наложим следующие граничные

условия (i = 1, 2):

∂φi (ri, θi)

∂ri

∣∣∣∣
ri=ai

= −eqi
a2i

, (2)

и на внешней границе — условие, которое следует из
симметрии задачи:

En (r, θ)|r=Rb(θ)
= 0, (3)

где En — нормальная составляющая электрическо-
го поля на внешней границе, заданной уравнением
r = Rb (θ). Условие (3) обеспечивает квазинейтраль-
ность рассматриваемой ячейки. Из условий (2), (3)
видно, что потенциал электрического поля опреде-
лен с точностью до не имеющей физического смыс-
ла постоянной составляющей (более подробно см. в
работе [7]).

Ввиду линейности рассматриваемой задачи ре-
шение уравнения (1) будем искать в виде суперпо-
зиции трех членов:

φ (r, θ) = φ1 (r1) + φ2 (r2) + φ3 (r, θ) , (4)

где φ1 — экранированный потенциал первой части-
цы в бесконечной плазме, который обеспечит вы-
полнение граничного условия (2) для i = 1, φ2 —
экранированный потенциал второй частицы, кото-
рый обеспечит выполнение граничного условия (2)
для i = 2, φ3 — потенциал объемных зарядов, ко-
торый (совместно с φ1 и φ2) обеспечит выполнение
внешнего граничного условия (3). С учетом цилин-
дрической симметрии задачи (1) и граничных усло-
вий (2), (3) решения для составляющих потенциала
(4) можно записать в виде [7, 13]

φi (ri) = Ai

K1/2 (kDri)√
kDri

, i = 1, 2;

φ3 (r, μ) =

∞∑
n=0

Cn

In+1/2 (kDr)√
kDr

Pn (μ) ,

(5)

где In+1/2, K1/2 – модифицированные функции Бес-
селя первого и третьего рода [14], Pn — полиномы
Лежандра. Коэффициенты A1 и A2 согласно гра-
ничным условиям (2) определены соотношениями

A1 =
√

2
π eq1kD, A2 =

√
2
π eq2kD. (6)

Граничное условие (3) можно переписать в виде

(n · ∇φ)|r=Rb
= 0, (7)

где n — вектор нормали к внешней границе. Для
аксиально-симметричной формы внешней границы
(только такие и рассматриваются в настоящей ра-
боте) вектор нормали определяется выражением

n = nrer + nθ sin θ eθ, (8)

где er, eθ — орты сферической системы координат
и

nr =
Rb√

R2
b + (∂Rb/∂θ)

2
, nθ =

∂Rb/∂μ√
R2

b + (∂Rb/∂θ)
2
,

μ = cos θ. Разложим граничное условие (7) по поли-
номам Лежандра:

∞∑
k=0

DkPk (μ) = 0, (9)

где (k = 0, 1, 2, . . .)

Dk =
2k + 1

2

1∫
−1

(n · ∇φ)|r=Rb
Pk (μ) dμ. (10)
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Из равенства (9) ввиду линейной независимости по-
линомов Лежандра следует, что должно выполнять-
ся равенство Dk = 0 для всех k = 0, 1, . . . Следова-
тельно, из выражений (8) и (10) находим

Dk =
2k+1

2

1∫
−1

(
nr

∂φ

∂r

∣∣∣∣
r=Rb

−nθ
1−μ2

Rb

∂φ

∂μ

∣∣∣∣
r=Rb

)
×

× Pk (μ) dμ ≡ 0, k = 0, 1, 2, . . . (11)

Введем обозначения (i = 1, 2)

Ei,r = −∂φi

∂r
= ek2Dqi

(1+r̃i)

r̃3i
exp(−r̃i)

[
r̃−(−1)ip̃iμ

]
,

Ei,θ = −1

r

∂φi

∂θ
= (−1)iek2Dqi

(1+r̃i)

r̃3i
exp(−r̃i)p̃i sin θ.

Здесь q1, q2 — заряды макрочастиц в элементарных
зарядах, r̃ = kDr, r̃1 = kDr1, p̃1 = kDp1, r̃2 = kDr2,
p̃2 = kDp2. Теперь для составляющих напряженно-
сти поля на внешней границе имеем

Er|r=Rb
= E1,r|r=Rb

+ E2,r|r=Rb
−

− ek2D

∞∑
n=0

CnPn (μ)
∂

∂R̃b

⎡
⎣In+1/2

(
R̃b

)
R̃

1/2
b

⎤
⎦ , (12)

Eθ|r=Rb
= E1,θ|r=Rb

+ E2,θ|r=Rb
+

+ ek2D

∞∑
n=0

Cn

In+1/2

(
R̃b

)
R̃

3/2
b

(
1− μ2

)1/2 ∂Pn (μ)

∂μ
. (13)

Введем следующие обозначения:

Irkn =
2k+1

2

1∫
−1

nrPkPn
∂

∂R̃b

⎡
⎣In+1/2

(
R̃b

)
R̃

1/2
b

⎤
⎦ dμ, (14)

Iμkn = −2k + 1

2

1∫
−1

n (Pn−1 − μPn)Pk ×

× nθ

R̃b

In+1/2

(
R̃
)

R̃
1/2
b

dμ, (15)

Iirk =
2k + 1

2

1∫
−1

(1 + r̃i)

r̃3i
exp(−r̃i)

∣∣∣∣
r=Rb

×

× nr

[
R̃b − (−1)ip̃iμ

]
Pkdμ, (16)

Iiμk = (−1)i
2k + 1

2

1∫
−1

(1 + r̃i)

r̃3i
exp(−r̃i)

∣∣∣∣
r=Rb

×

× p̃inθ

(
1− μ2

)
Pkdμ. (17)

В этих обозначениях из выражения (11) получим си-
стему уравнений для определения коэффициентов
разложения Cn:

∞∑
n=0

aknCn = bk, k = 0, 1, 2, . . . , (18)

где

akn = Irkn+Iμkn, bk = q1

(
I1rk +I1μk

)
+q2

(
I2rk +I2μk

)
.

В случае, когда размерами частиц можно пре-
небречь, силы, действующие на первую и на вто-
рую макрочастицы, определяются напряженностью
электрического поля (с вычетом кулоновского поля
самой макрочастицы) в точке нахождения этих мак-
рочастиц (i = 1, 2; j = 3− i):

Fij = −eqi

⎡
⎣ ∂φj

∂rj

∣∣∣∣
rj=R

+
∂φ3 (r, μ)

∂r

∣∣∣∣r=pi

μ=(−1)i

⎤
⎦ . (19)

Здесь принято во внимание, что согласно гранич-
ным условиям (2) электрическое поле от потенциа-
ла φi (i = 1, 2) после вычитания кулоновского поля
i-й макрочастицы в точке нахождения этой макро-
частицы обратится в нуль.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО
МОДЕЛИРОВАНИЯ И ОБСУЖДЕНИЕ

Расчеты в настоящей работе проведены для рав-
ных зарядов q1 = q2 и p1 = p2 = R/2, гдеR—межча-
стичное расстояние. На рис. 3 показаны зависимости
силы взаимодействия двух точечных макрочастиц
от межчастичного расстояния в ячейке цилиндриче-
ской формы при разных ее полувысотах L. Видно,
что при малых kDR сила взаимодействия совпадает
с дебаевской:

FD =
e2q1q2
R2

(1 + kDR) exp (−kDR) . (20)

Обратим внимание на то, что сила отталкивания на
средних расстояниях R ≈ L/2 превышает дебаев-
скую силу и проходит через максимум, причем вы-
сота максимума уменьшается с ростом высоты ячей-
ки ВЗ. Расчеты показывают (см. рис. 4), что в слу-
чае ячейки в форме эллипсоида вращения объемом,
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Рис. 3. Полная сила как функция межчастичного рассто-
яния R в расчетной ячейке для ПК-решетки при Rc =

= L/
√
π, nmax = 50 при различных длинах решетки:

kDL = 1 (1 ), 2 (2 ), 3 (3 ), 4 (4 ), 5 (5 ); 6 — дебаевская
зависимость

1
2

3

4

5

6

0

0

–0.5

0.5

1.0

–1.0
1 2 3 4 5 6

k RD

FR e q q
2/ 1

2
2

Рис. 4. Полная сила как функция межчастичного рассто-
яния R в расчетной ячейке в форме сфероида, nmax = 50

при различных длинах решетки: kDL = 1 (1 ), 2 (2 ), 3 (3 ),
4 (4 ), 5 (5 ); 6 – дебаевская зависимость

равным объему двух ячеек ВЗ простой кубической
решетки L3, сила оказывается меньше дебаевской на
всех расстояниях, а отталкивание между макрочас-
тицами меняется на притяжение уже на расстояни-
ях R ≈ 4L/5, так что при R = L макрочастицы уже
испытывают сильное притяжение.
На рис. 3 видно, что сила взаимодействия при на-

хождении макрочастиц в узлах простой кубической
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Рис. 5. Полная сила как функция R при различных ра-
диусах цилиндрической ячейки Rc для kDL = 1 (кри-
вые 1 ), 2 (кривые 2 ) при nmax = 50. Сплошные кривые —
Rc = L/

√
π, штриховые кривые — Rc = L/2 и штрихпунк-

тирные кривые — Rc = L, 3 – дебаевская зависимость

решетки, т. е. при R = L, равна нулю. В этой точке
сила взаимодействия меняет знак, причем по мере
увеличения межчастичного расстояния отталкива-
ние переходит в притяжение. Это говорит о том, что
система макрочастиц, расположенных в узлах про-
стой кубической решетки в равновесной плазме бу-
дет механически устойчивой, т. е. термодинамически
устойчивой при достаточно низких температурах.
На рис. 5 представлены зависимости силы взаи-

модействия при разных радиусах цилиндрической
ячейки (при этом, конечно, объем ячейки при не
равном L/

√
π радиусе будет отличаться от объема

двух элементарных ячеек). Видно, что как увеличе-
ние Rc, так и его уменьшение не меняют положения
точки равновесия макрочастиц. Учет конечного раз-
мера макрочастиц при выполнении условий a1 � L

и a2 � L практически не изменит силу взаимодей-
ствия на расстояниях R ∼ L, так как размеры мак-
рочастиц оказывают влияние только на расстояни-
ях порядка min (a1, a2) (более подробно см. работы
[15–18] и цитированную в них литературу).
На рис. 6 приведены зависимости полной силы от

межчастичного расстояния в ячейках ПК-, ОЦК- и
ГЦК-решеток при kDL = 2 и kDL = 4. На вкладках
на этих рисунках в увеличенном масштабе показа-
на область перехода от отталкивания к притяжению
вблизи точки R = L.
Отметим, что обращение в нуль силы взаимо-

действия в случае нахождения макрочастиц в узлах
ПК-, ГЦК- и ОЦК-решеток становится очевидным
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Рис. 6. Полная сила как функция R в ячейках ПК-, ОЦК-
и ГЦК-решеток при kDL = 2 (a), 4 (б ). На вкладках бо-
лее подробно показана область перехода от отталкивания

к притяжению при R = L
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Рис. 7. Размещение макрочастиц в ПК-решетке, которое
оставляет неизменными ячейки Вигнера –Зейтца при из-

менении расстояния между двумя соседними
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Рис. 8. Зависимости относительного отклонения силы,
действующей на макрочастицу в ячейке ПК-решетки, опре-
деленной на основе численного решения системы (18), от

силы, вычисленной из (21)

при учете симметрии задачи. В рассматриваемом в
настоящей работе аналоге метода ВЗ для решения
задачи о взаимодействии макрочастиц форма ячей-
ки ВЗ при изменении межчастичного расстояния не
меняется. В общем случае невозможно найти такое
расположение макрочастиц в решетке, которое со-
храняло бы форму внешней границы ячеек ВЗ неиз-
менной при изменении R. Это можно сделать толь-
ко для ПК-решетки и это достигается размещени-
ем макрочастиц в точках с координатами xi = ia,
yj = ja, zk = ka, если k = 2�, и zk = (k − 1) a + R,
если k = 2� + 1 (см. рис. 7), где i, j, k и � – целые
числа (0,±1,±2, . . .). Теперь для определения силы,
действующей на любую выбранную макрочастицу,
имеем выражение

FΣ = −e2q2
∂

∂R
×

×
⎛
⎝∑

i

∑
j

∑
k

1

rijk
exp(−kDrijk)

⎞
⎠ , (21)

где

rijk =
√
x2
i + y2j + z2k.

На рис. 8 проводится сравнение силы, вычисленной
из (21), с данными, полученными на основе чис-
ленного решения системы (18). Видно, что отличие
составляет не более 3% при kDL = 1 и заметно
убывает при увеличении размера расчетной ячей-
ки. При этом отличие связано с тем, что в системе
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(18) трехмерное расположение макрочастиц замене-
но аксиально-симметричным. Такое хорошее согла-
сие говорит о том, что взаимодействие любой пары
макрочастиц описывается дебаевским потенциалом,
а суммарная сила, действующая на любую выбран-
ную макрочастицу, определяется пространственным
распределением других макрочастиц.
Хорошее соответствие силы, полученной путем

численного решения системы (18), и силы, вычис-
ленной из (21), позволяет также сделать вывод о
том, что предложенный в настоящей работе метод
решения краевых задач является достаточно точ-
ным и может использоваться для решения анало-
гичных задач со сложной формой внешней границы.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе исследовано взаимодействие
заряженных точечных макрочастиц в равновесной
плазме в ячейке конечного объема. Показано, что
форма внешней границы оказывает сильное вли-
яние на характер электростатического взаимодей-
ствия двух макрочастиц, которое переходит от от-
талкивания на малых межчастичных расстояниях
к притяжению по мере приближения межчастично-
го расстояния к половине длины расчетной ячейки.
Установлено, что в случае расчетной ячейки, соот-
ветствующей двум примыкающим ячейкам Вигне-
ра – Зейтца простой кубической решетки, сила, дей-
ствующая на выбранную макрочастицу, определя-
ется дебаевским взаимодействием этой частицы с
остальными. Это позволяет сделать вывод, что пар-
ный потенциал взаимодействия макрочастиц в рав-
новесной плазме является дебаевским. Следователь-
но, в рамках линеаризованной теории Дебая –Хюк-
келя для определения постоянной экранирования
в потенциале взаимодействия макрочастиц в пыле-
вой плазме нужно использовать решение для уеди-
ненной макрочастицы, т. е. использовать параметры
невозмущенной плазмы.
В настоящей работе полагалось, что заряды

макрочастиц и радиус экранирования являются по-
стоянными величинами, но в реальных условиях в
пылевой плазме они могут оказаться переменными,
зависящими от состояния плазмы. В этом случае
результаты настоящей работы применимы при
выполнении условия, что плазма остается однород-
ной и изотропной, т. е. постоянная экранирования
зависит только от времени (если постоянная экра-
нирования зависит от пространственных координат,
то дебаевский потенциал уже не будет решением
линеаризованного уравнения Пуассона –Больцма-
на). При этом заряды макрочастиц могут быть

функциями как пространственных координат, так и
времени, а для описания взаимодействия макрочас-
тиц надо использовать силу взаимодействия, т. е. в
выражении (21) суммарную силу находить путем
прямого суммирования дебаевских сил взаимодей-
ствия выбранной макрочастицы со всеми другими
макрочастицами.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (про-
ект №15-02-06873) и Российского научного фонда
(проект №16-12-10424).
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