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TQ-БИФУРКАЦИИ В ДИСКРЕТНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ
СИСТЕМАХ: ИССЛЕДОВАНИЕ КАЧЕСТВЕННЫХ

ПЕРЕСТРОЕНИЙ ФОРМЫ КОЛЕБАНИЙ

А. В. Макаренко*

Научно-исследовательская группа «Конструктивная кибернетика»
101000, Москва, Россия

Институт проблем управления Российской академии наук
117997, Москва, Россия

Поступила в редакцию 11 февраля 2016 г.

В дискретных динамических системах определен новый класс бифуркаций и изложены методы их диагно-
стики и анализа свойств. Исследуемые TQ-бифуркации реализуются в дискретных отображениях и связа-
ны с качественным перестроением формы траекторий в расширенном пространстве состояний. В рамках
демонстрации основных возможностей инструментария проведен анализ логистического отображения в
области расположенной справа от предельной точки удвоений периода. Найдены пять критических значе-
ний параметра, при которых происходит качественная перестройка геометрической структуры траекторий
отображения. Дополнительно проведено исследование так называемого «отображения следа», возника-
ющего в задачах квантовомеханического описания различных свойств дискретных кристаллических и
квазикристаллических решеток.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Многие детерминированные динамические сис-
темы [1,2], в том числе и с конкретным физическим
содержанием [3], имеют «квазислучайное» поведе-
ние [4, 5] и представляют собой широкий класс ха-
отических систем, в которых, в свою очередь, весь-
ма существенно проявляется фундаментальный фе-
номен — бифуркационные перестроения структуры
аттрактора.

Концепция бифуркаций в динамических систе-
мах впервые была выдвинута Пуанкаре для опи-
сания «расщепления» равновесных решений в се-
мействе обыкновенных дифференциальных уравне-
ний [1]. Затем, в связи с широким распространени-
ем прикладных задач для теории динамических си-
стем и нелинейных колебаний, бифуркации в основ-
ном исследовали изменения качественной структу-
ры орбит в результате малых возмущений системы
[2]. Это объясняется тем, что динамические систе-
мы, возникающие в приложениях, как правило, со-
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держат параметры (обычно варьируемые), и поэто-
му очень важно понимать, как качественный фазо-
вый портрет изменяется при варьировании (возму-
щении) параметров. В итоге трудами многих иссле-
дователей была сформирована современная теория
бифуркаций [6]. В современной трактовке рассмат-
риваются не только бифуркации положений равно-
весия и предельных циклов, но и перестройки систе-
мы в целом и, прежде всего, ее инвариантных мно-
жеств, аттракторов [7]. Следует заметить, что по-
добная постановка «программы исследований» вос-
ходит к работам Андронова.

Чем же важен феномен бифуркаций для иссле-
дования хаотических систем? Образование и разру-
шение структур, смена режимов синхронизации, по-
давление хаоса через управление, разрушение хао-
са и переход к хаосу сопровождаются изменением
симметрии и параметров порядка (согласно поло-
жениям современной статистической физики) тра-
екторий динамических систем. В основе этого, в
свою очередь, лежат те или иные бифуркационные
механизмы, реализующиеся в динамических систе-
мах [6, 8].

В связи с изложенным выше становится ясно, по-
чему в настоящее время фокус множества исследо-
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ваний сместился в область совместного рассмотре-
ния явлений бифуркаций в динамических системах
и феноменов, ими порождаемых (или их сопровож-
дающих): синхронизации, самоорганизации, управ-
ления хаосом. В данном контексте отметим некото-
рые современные работы, в которых изучаются би-
фуркации в системе глобально синхронизирующих-
ся осцилляторов при изменении фазового сдвига в
связях между ними [9]; вопросы самоорганизации
(возникновения фазосинхронных кластеров) в си-
стеме слабосвязанных осцилляторов, динамика ко-
торых располагается на границе бифуркации Хопфа
[10]. В работе [11] на основе модели клеточного авто-
мата типа Изинга исследуются бифуркации и хаоти-
ческие режимы в обществе по параметру «мнение»,
а управляющим параметром выступает образование
связей между элементами сети. Авторы работы [12]
на примере системы связанных осцилляторов Ван
дер Поля исследуют бифуркационные механизмы
формирования мультистабильности в динамике си-
стемы; эти механизмы позволяют описать эффекты
синхронизации в достаточно широком классе взаи-
модействующих систем. В работе [13] изучаются то-
пологические и динамические свойства нейронной
сети в зависимости от изменения двух параметров
(синаптической задержки и соотношения между по-
тенцированием и депрессией) показано формирова-
ние бистабильности в системе, переход между ветвя-
ми которой происходит через бифуркацию Хопфа,
что оказывает прямое влияние на процессы обуче-
ния сети, ее топологическое строение и когнитивные
свойства.

Таким образом, анализ бифуркаций, протекаю-
щих в динамических системах, является одним из
центральных вопросов нелинейной динамики и ма-
тематического моделирования. На текущий момент
теория бифуркаций хорошо развита [6]. Однако это
настолько обширная и сложная тема, что она не мо-
жет считаться методологически завершенной, она
постоянно развивается, причем в двух направлени-
ях. С одной стороны, для объяснения различных
явлений, демонстрируемых физическими, техниче-
скими, биофизическими и социальными системами,
необходима адаптация известных бифуркационных
механизмов, таких как бифуркации Хопфа, бифур-
кации удвоения периода, бифуркации вилки и т. п. С
другой стороны, происходит поиск новых видов би-
фуркационных перестроений аттракторов, не укла-
дывающихся в означенные.

Одной из форм математического описания ди-
намических систем являются дискретные отображе-
ния

sk+1 = f (sk,p) , (1)

где s — переменная состояния динамической систе-
мы, p — вектор параметров отображения, k — дис-
кретное время. Пусть N — размерность простран-
ства состояний отображения, L — размерность про-
странства параметров отображения.

Заметим, что дискретные динамические системы
в форме (1) являются таким классом объектов, изу-
чение свойств которых важно как с фундаменталь-
ной точки зрения, так и с прикладных позиций. При
этом отображения (или, иначе, рекуррентные соот-
ношения) применяются как для моделирования соб-
ственно динамики систем [3, 4, 14], так и в смежных
вопросах, например, при исследовании характери-
стик магнитных решеток [15,16], анализе различных
свойств квазикристаллов [17, 18], изучении хаотиза-
ции параметров лучевых траекторий в неоднород-
ных подводных звуковых каналах [19], исследова-
нии динамики заряженных частиц высоких энергий
в прямых и изогнутых кристаллах [20].

Хорошо известно, что весьма мощным инстру-
ментом исследования рекуррентных соотношений,
заданных в виде (1), являются методы символиче-
ской динамики [1,2,21]. При этом возможности сим-
волического анализа полностью раскрываются на
детерминированных системах вида (1), траектории
которых демонстрируют аналогию со случайными
процессами [8, 22, 23].

В настоящей статье для дискретных динами-
ческих систем определен новый класс бифурка-
ций и изложены методы их диагностики и анали-
за свойств. Введенные TQ-бифуркации реализуют-
ся в рекуррентных соотношениях и проявляются в
виде качественного перестроения формы траекто-
рий в расширенном пространстве состояний [24,25].
В основе метода лежит формализм символическо-
го CTQ-анализа, предложенного автором в рабо-
тах [26,27] (аббревиатура CTQ обозначает три алфа-
вита, которыми оперирует метод: C, T и Q). Необ-
ходимо отметить, что символическая динамика, при
всей своей кажущейся внешней простоте, является
весьма строго обоснованным инструментом анали-
за нелинейных динамических систем [21] и позво-
ляет исследовать такие сложные явления в систе-
мах, как хаос, странные аттракторы, гиперболич-
ность, структурная устойчивость, управляемость и
т. п. (см., например, работы [21–23] и приведенные
там ссылки).

В качестве одного из изучаемых примеров, из
методических соображений, выбрано логистическое
отображение, являющееся эталонным объектом
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Рис. 1. (В цвете онлайн) Графические диаграммы, иллюстрирующие геометрию символов Tαϕ
k |n для k-го отсчета и n-й

фазовой переменной (а), а также допустимые переходы между символами (б )

нелинейной динамики. С учетом универсальности
Фейгенбаума многие результаты анализа этой
системы распространяются на широкий класс как
модельных, так и реальных объектов. Второй
пример посвящен исследованию так называемого
«отображения следа», возникающего в задачах
квантово-механического описания различных
свойств дискретных кристаллических и квазикрис-
таллических решеток.

2. СИМВОЛЬНОЕ ОПИСАНИЕ
ДИСКРЕТНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ

2.1. Определение T-алфавита

Свяжем с дискретной динамической системой 1
траекторию ее эволюции, заданную в виде дискрет-
ной последовательности (временного ряда) {sk}Kk=1,
где фазовая переменная s системы имеет размер-
ность N , а траектория состоит из K временных от-
счетов. При этом каждому k-му отсчету может быть
сопоставлен момент времени tk.

Определим исходное отображение, кодирующее,
в терминах конечного T-алфавита [26, 27], форму
n-й компоненты последовательности {sk}Kk=1:

{
s
(n)
k−1, s

(n)
k , s

(n)
k+1

}
⇒ Tαϕ

k |n,
Tαϕ
k = [Tαϕ

k |1, . . . , Tαϕ
k |N ] .

(2)

Графические диаграммы, иллюстрирующие геомет-
рию символов Tαϕ

k |n для k-го отсчета и n-й фазовой
переменной, приведены на рис. 1a. Строго, отобра-
жение (2) задается через соотношения

T0 Δs− = Δs+ = 0,

T1 Δs− = Δs+ < 0,

T2 Δs− = Δs+ > 0,

T3N Δs− < 0, Δs+ < Δs−,

T3P Δs− < 0, Δs+ < 0, Δs+ > Δs−,

T4N Δs− > 0, Δs+ = 0,

T4P Δs− < 0, Δs+ = 0,

T5N Δs− > 0, Δs+ > 0, Δs+ < Δs−,

T5P Δs− > 0, Δs+ > Δs−,

T6S Δs− > 0, Δs+ < 0, Δs+ > −Δs−,

T6 Δs− = −Δs+ > 0,

T6L Δs− > 0, Δs+ < 0, Δs+ < −Δs−,

T7S Δs− < 0, Δs+ > 0, Δs+ < −Δs−,

T7 Δs− = −Δs+ < 0,

T7L Δs− < 0, Δs+ > 0, Δs+ > −Δs−,

T8N Δs− = 0, Δs+ < 0,

T8P Δs− = 0, Δs+ > 0,

(3)

где Δs− = s
(n)
k − s

(n)
k−1 и Δs+ = s

(n)
k+1 − s

(n)
k .
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Таким образом, T-алфавит включает в себя мно-
жество символов

Tαϕ
o = {T0, T1, T2, T3N, T3P, T4N, T4P, T5N, T5P,

T6S, T6, T6L, T7S, T7, T7L, T8N, T8P}. (4)

Как видно из (4), символ Tαϕ
k |n кодируется в виде

T i, где i — правая часть кодов символов алфавита
Tαϕ

o . В свою очередь, символ Tαϕ
k кодируется через

T i1 · · · iN , см. (2). Полный алфавит Tαϕ
o |N , коди-

рующий форму траектории многомерной последо-
вательности {sk}Kk=1 в целом, состоит из 17

N симво-
лов.

2.2. Определение Q-алфавита

Дополнительно к символам Tαϕ
k |n вводятся так-

же символы Qαϕ
k |n:
Qαϕ

k |n ≡ Tαϕ
k |n → Tαϕ

k+1|n,
Qαϕ

k = [Qαϕ
k |1, . . . , Qαϕ

k |n, . . . , Qαϕ
k |N ] .

(5)

Все допустимые переходы составляют множество
символов алфавита Qαϕ

o � Qαϕ
k |n. Подмножества

символов алфавита Qαϕ
o , отвечающие алфавитам

Tαϕ
c , Tαϕ

s и Tαϕ
0 (см. ниже разбиение (12)), обозна-

чим через Qαϕ
c , Qαϕ

s и Qαϕ
0 . Допустимые переходы

обозначены на рис. 1б.
Символ Qαϕ

k |n кодируется через Q i j, где i

и j — правые части кодов символов алфавита
Tαϕ

o соответственно для k- и (k + 1)-состояний.
В свою очередь, символ Qαϕ

k кодируется через
Q i1 · · · in · · · iN j1 · · · jn · · · jN . Для полного ал-
фавита Qαϕ

o |N , кодирующего форму траектории
последовательности {sk}∞k=−∞ в целом, справедливо
условие |Qαϕ

o |N | = 107N .

3. TQ-БИФУРКАЦИИ ДИНАМИЧЕСКОЙ
СИСТЕМЫ

3.1. Общие положения

Сгруппируем последовательные итерации отоб-
ражения:{

s, f(s,p), f2(s,p)
}
→

→
{
f(s,p), f2(s,p), f3(s,p)

}
, (6)

где fw(s,p) — композиция функций,

fw(s, p) = f(f(. . . f(s,p),p),p), f0(s,p) = s.

Исходя из выражений (5) и (2), компоновка (6)
однозначно определяет Q-символ, соответствующий

состоянию s динамической системы (1). Зафикси-
ровав вектор параметров p и варьируя перемен-
ную состояния s отображения в пределах SOp —
некоего множества состояний, возможно определить〈
Tαϕ, Qαϕ

〉O
p
— набор T- и Q-символов, входящих в

состав траекторий в данной области состояний ди-
намической системы SOp , при данном векторе пара-
метров p. Тогда TQ-бифуркацию в системе (1) опре-
делим как изменение набора T- и Q-символов в об-
ласти варьирования переменной состояния s, отве-
чающее условию

〈
Tαϕ, Qαϕ

〉O
a

TQ-bif−−−−−→
p=pb

〈
Tαϕ, Qαϕ

〉O
b
,

〈
Tαϕ, Qαϕ

〉O
a
�= 〈

Tαϕ, Qαϕ
〉O
b
, pa �= pb,

(7)

где
〈
Tαϕ, Qαϕ

〉O
a

и
〈
Tαϕ, Qαϕ

〉O
b

— наборы T- и
Q-символов, входящие в состав траекторий соответ-
ственно до и после TQ-бифуркации, pb — бифурка-
ционное значение вектора параметров. TQ-бифур-
кации подразделяются на три рода (для иллюстра-
ции см. рис. 2a):

I — изменяется набор символов Tαϕ, а набор сим-
волов Qαϕ — переходов между неизменными симво-
лами Tαϕ — остается неизменным;

II — набор символов Tαϕ остается постоянным,
но изменяется набор символов Qαϕ;

III — изменяется как набор символов Tαϕ, так и
набор символов Qαϕ.

Как следует из изложенного выше, TQ-бифур-
кации определяют области гомогенной динамики
дискретной системы (1) в смысле символического
CTQ-анализа, т. е. на уровне формы траектории ди-
намической системы в расширенном пространстве
состояний. Смысл этого высказывания иллюстриру-
ет рис. 2б, где, в частности, показан один из сцена-
риев перехода между циклами периодов 3 (ΓTQ

C ) и 5
(ΓTQ

B ) через TQ-бифуркацию II рода.
Потенциально конструктивное применение раз-

работанного подхода к анализу дискретных динами-
ческих систем возможно в контексте решения сле-
дующих проблем. Во-первых, это задача передачи и
кодирования информации в хаотических системах,
так как сложность траектории (аттрактора) — их
близость к шумовым процессам — является прин-
ципиальным моментом для криптографических сис-
тем подобного рода. А сложность траектории на-
прямую связана с ее формой [28], см. также ниже
разд. 4.1. Во-вторых, это управление хаотической
динамикой и подавление хаотических колебаний при
помощи малых внешних воздействий, ибо эффек-
тивность управления напрямую зависит от соотно-
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Рис. 2. Иллюстрация сути трех родов TQ-бифуркаций (а) и варианты траекторий, соответствующих трем наборам T-
и Q-символов (б )

шения структуры аттрактора и управляющего воз-
действия [5,14]. Вопросы, связанные с TQ-бифурка-
циями и управлением/подавлением хаоса, являются
предметом наших настоящих исследований.

Предложенный метод применим не только к сис-
темам, эволюционирующим во времени. Изучение
TQ-бифуркаций, к примеру в контексте исследова-
ния различных решеточных моделей, задаваемых
дискретными отображениями, позволяет получить
ответы на ряд вопросов. Для случая магнитных
решеток (когда фазовые переменные имеют смысл
намагниченности на узел [15]) появляется возмож-
ность восстановления качественных свойств про-
странственного профиля намагниченности кристал-
ла и анализа их изменений при варьировании пара-
метров системы (подобную трактовку могут иметь
траектории, изображенные на рис. 2б, если k при-
нять за пространственный шаг решетки). При ис-
следовании динамики заряженных частиц высоких
энергий в изогнутых кристаллах [20] появляется
возможность строгого анализа приращений угловых
координат частиц при переходе от одной цепочки
(решетки) атомов к другой в зависимости от направ-
ления кристаллографических осей, радиуса кривиз-
ны изгиба кристалла и иных параметров.

3.2. Анализ отображений

Рассмотрим вопросы вычисления бифуркацион-
ного значения параметра pb и анализа свойств отоб-
ражений, связанных с TQ-бифуркациями.

Введем обозначения

sx = s− f(s, p), sy = f2(s, p)− f(s, p),

sz = f3(s, p)− f2(s, p).

(8)

Из (8) выделим для анализа n-ю фазовую перемен-
ную и полученные величины представим как декар-
товы координаты точки в трехмерном пространстве:

sx = s(n)x , sy = s(n)y , sz = s(n)z ,

P
(n)
Q s =

(
sx, sy, sz

)
.

(9)

С учетом (6) несложно видеть, что точка P
(n)
Q s опре-

деляет символ Qαϕ|n, соответствующий состоянию
s. Введем в рассмотрение плоскость F

′(n)
T , на кото-

рой определим правую декартову систему коорди-
нат и взаимно однозначно связанную с ней поляр-
ную:

F
′(n)
T ⊂ R

2 :
(
sx, sy

) ⇔ (
φs′ , rs′

)
, (10)

где φs′ — полярный угол, а rs′ — радиус-вектор.
Плоскость F

′(n)
T возможно разметить таким обра-

зом, что каждая ее точка будет однозначно отве-
чать единственному символу из алфавита Tαϕ

o . На
рис. 3a приведена область определения T-символов
на плоскости F

′(n)
T .

С учетом (10) отображение (2) перепишется в ви-
де
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T0 rs′ = 0,

T1 rs′ > 0, φs′ = 7φ′,

T2 rs′ > 0, φs′ = 3φ′,

T3N rs′ > 0, φs′ ∈ (6, 7)φ′,

T3P rs′ > 0, φs′ ∈ (7, 8)φ′,

T4N rs′ > 0, φs′ = 4φ′,

T4P rs′ > 0, φs′ = 0φ′,

T5N rs′ > 0, φs′ ∈ (3, 4)φ′,

T5P rs′ > 0, φs′ ∈ (2, 3)φ′,

T6S rs′ > 0, φs′ ∈ (4, 5)φ′,

T6 rs′ > 0, φs′ = 5φ′,

T6L rs′ > 0, φs′ ∈ (5, 6)φ′,

T7S rs′ > 0, φs′ ∈ (0, 1)φ′,

T7 rs′ > 0, φs′ = 1φ′,

T7L rs′ > 0, φs′ ∈ (1, 2)φ′,

T8N rs′ > 0, φs′ = 6φ′,

T8P rs′ > 0, φs′ = 2φ′,

(11)

где φ′ = π/4. Идея отображения символов T-алфа-
вита на плоскость F′(n)

T первоначально была предло-
жена автором в докладе на конференции [29]. Как
видно из (11) и рис. 3a, все символы T-алфавита,
Tαϕ

o , однозначно разделяются на три непересекаю-
щихся класса:

Tαϕ
0 = {T0},

Tαϕ
s = {T1, T2, T4N, T4P, T6, T7, T8N, T8P},

Tαϕ
c = {T3N, T3P, T5N, T5P, T6S, T6L, T7S, T7L}.

(12)

Отметим, что разбиение (12) имеет строгое обосно-
вание через размерность Хаусдорфа [30] областей на
плоскости F

′(n)
T , занимаемых этими символами.

Дополнительно к плоскости F
′(n)
T введем плос-

кость F
′′(n)
T , отвечающую символу Tαϕ

k+1|n, на кото-
рой также определим правую декартову систему ко-
ординат и взаимно однозначно связанную с ней по-
лярную:

F
′′(n)
T ⊂ R

2 :
(
sy, sz

) ⇔ (
φs′′ , rs′′

)
. (13)

Правила разметки этой плоскости аналогичны тако-
вым для плоскости F

′(n)
T , но зеркально отраженной

по оси sy, см. рис. 3б.
Анализ дискретного отображения вида (1) через

представление в координатах изображающей точки
P

(n)
Q s позволяет однозначно и во взаимосвязи иден-

тифицировать различные его свойства, в том числе
неподвижные точки отображения

sx = sy = sz = 0,

циклы периода два
sx = sy = −sz �= 0,

циклы периода три
− sx + sy + sz = 0, sx �= 0, sy �= 0, sz �= 0.

(14)

Отметим, что соотношения (14) задают соответ-
ственно следующие уравнения: точки; прямой с вы-
колотой точкой; плоскости с выколотой точкой и
разрезанной тремя плоскостями. Для понимания су-
ти соотношений (14) заметим, что координаты sx,
sy и sz с точностью до знака представляют собой
приращения n-й фазовой переменной отображения
f(s, p) при последовательных его итерациях.

Элементарно также обнаруживаются T- и
Q-символы. Например, условия для символов T5P

и Q5P6L записываются следующим образом (см.
рис. 3):

sx < 0, sy > 0, −sx < sy,

sx < 0, sy > 0, sz < 0, −sx < sy, −sz < sy.
(15)
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В (14) и (15), задавая S∗ — область определения фа-
зовой переменной s, — можно как управлять получа-
емыми решениями, так и определять область изме-
нения вектора параметров p, в которых эти решения
существуют. Таким образом, систематический ана-
лиз отображения по составу T- и Q-символов позво-
ляет обнаружить и классифицировать TQ-бифурка-
ции, реализующиеся в нем.

Следует отметить два ключевых момента дан-
ного анализа. Во-первых, взаимосвязанная иденти-
фикация неподвижных точек отображения, циклов
периода два, циклов периода три и TQ-бифуркаций
с учетом положений теоремы Шарковского [2] поз-
воляет проводить комплексный анализ системы на
предмет свойств хаоса. Во-вторых, подобный ана-
лиз, в силу формы базовых выражений, удобно про-
водить в современных системах компьютерной ал-
гебры (которые де-факто стали стандартным ин-
струментом для большинства физиков, как теоре-
тиков, так и экспериментаторов). Это позволяет су-
щественно экономить время и избегать многих ру-
тинных ошибок.

4. ПРИМЕРЫ

Чтобы сделать восприятие изложенной выше ме-
тодики обнаружения TQ-бифуркаций в дискрет-
ных отображениях более доступным, при постро-
ении примеров использовались два непринципи-
альных упрощения: 1) TQ-бифуркации анализиро-
вались только для подмножества символов Tαϕ

c ,
см. (12); 2) при анализе TQ-бифуркации строились
по внешней оболочке аттрактора (притягивающе-
го множества) [1, 5]; внутренняя структура самого
аттрактора и внешние по отношению к нему обла-
сти не рассматривались. Первое ограничение никак
не влияет на анализ основных (наиболее вероят-
ных) траекторий, располагающихся в зоне аттрак-
тора, а затрагивает только сепаратрисы (точки рав-
новесия). Оно является чисто техническим и лег-
ко снимается посредством расширения анализа на
весь T-алфавит, см. (4). Второе ограничение сводит-
ся к тому, что анализируются вкупе как траектории
собственно аттрактора, так и переходные траекто-
рии, располагающиеся непосредственно внутри его
внешних границ. Тем не менее оно никак не влияет
на полученные результаты: при том или ином зна-
чении вектора управляющих параметров аттрактор
принципиально не может содержать те или иные T-
и/или Q-символы. Естественно, что и второе упро-

щение возможно снять, но для этого потребуется ин-
формация о детальной структуре аттрактора.

4.1. Логистическое отображение

Для демонстрации сути TQ-бифуркаций рас-
смотрим логистическое отображение, которое явля-
ется эталонной моделью нелинейной динамики:

sk+1 = f(sk, λ) = 4λ sk (1− sk), (16)

где λ ∈ (0, 1] — управляющий параметр, s ∈ (0, 1) —
фазовая переменная системы. Методическое значе-
ние этого осциллятора обусловлено тем, что при
относительной простоте логистическое отображение
порождает широкий спектр сложных, в том числе и
хаотических, колебательных режимов [27, 31], пере-
ход к которым осуществляется через классический
сценарий удвоения периода. С учетом универсаль-
ности Фейгенбаума многие результаты распростра-
няются на широкий класс как модельных, так и ре-
альных физических, биофизических, химических и
других систем, что обусловливает прикладной инте-
рес к логистическому отображению [31,32].

Известно, что за предельной точкой удвоений
периода λ∞ = 0.892486418 . . . структура динамики
(16) необычайно богата (рис. 4a): хаотические режи-
мы сменяются циклами различных периодов, кото-
рые, в свою очередь, вновь превращаются в хаос; вы-
деляется также значение λ3c = 1/4 + 1/

√
2, которое

соответствует точке касательной бифуркации (пере-
ход к хаосу через перемежаемость). Относительно
хаотических режимов, как правило, делается один
вывод: с увеличением λ степень хаотичности растет,
достигая максимальной величины при λ = 1. Дан-
ный вывод делается на основе анализа показателя
Ляпунова (см. рис. 4б ).

Анализ отображения (16) на основе описанной
в статье техники позволяет расширить наши пред-
ставления о качественном характере колебаний за
предельной точкой λ∞ удвоений периода. Оказы-
вается, что логистический осциллятор в пределах
внешней оболочки аттрактора,

f(λ, λ) � sk � λ, (17)

испытывает целый каскад TQ-бифуркаций I и II ро-
дов (в контексте подмножества символов Tαϕ

c ), ко-
торые существенно расширяют допустимые формы
траекторий с увеличением параметра λ (рис. 5).
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На интервале

λ∞ � λ � λT5N,

λT5N = 0.9196433776070805 . . . ,

λT5N =
1

6

[
1+d1+d2

]
, d1 =

(
19−3

√
33

)1/3

,

d2 =
(
19 + 3

√
33

)1/3

(18)

траектории относятся к типу A. На интервале

λT5N < λ � λT5P,

λT5P = 0.9505328097413777 . . . ,

λT5P =
1

4
+

1

4
×

×
[
1 +

2√
3

(√
3 + c+

√
6
√
3 c−1−c2−3

)]1/2
,

a =

(
2

11 + 3
√
69

)1/3

,

b = 22/3
(
11 + 3

√
69
)1/3

, c =
√
b− 10 a− 1

(19)
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траектории относятся к типу B. На интервале

λT5P < λ � λQ5P6S,

λQ5P6S = 0.9727182637816345 . . . ,

λQ5P6S =
1

4
+

1

4

[
1 +

4

3

(
1 + 4 d−1

1 + d1
)]1/2 (20)

траектории относятся к типу C. В пределах этого
интервала при λ = λ3c впервые возникают траекто-
рии, имеющие минимальный цикл периода 3, кото-
рые существуют вплоть до λ = 1 (см. интервал C3
на рис. 5). На интервале

λQ5P6S < λ � λQ5P5N,

λQ5P5N = 0.9819342504466879 . . .
(21)

траектории относятся к типу D. Точка λQ5P6S — один
из корней полиномиального уравнения

128λ7 − 192λ6 + 32λ5 + 48λ4 − 8λ3 −
− 4λ2 − 2λ− 1 = 0. (22)

На интервале

λQ5P5N < λ � λQ5P5P,

λQ5P5P = 0.9880824702836961 . . . ,

λQ5P5P =
1

4

(
1 +

√
1 + 8R1

) (23)

траектории относятся к типу E. Точка R1 — один из
корней полиномиального уравнения

256λ8 − 512λ7 + 384λ6 − 192λ5 + 96λ4−
− 32λ3 + 8λ2 − 4λ− 1 = 0. (24)

Окончательное усложнение траекторий внутри ат-
трактора происходит на интервале λQ5P5P < λ � 1,
на котором траектории относятся к типу F .

Из представленных результатов следует, что с
увеличением λ усложняется структура аттрактора и
растет качественная сложность формы траекторий
колебаний, в том числе и в хаотических режимах.
Примечательно, что хаотические режимы впервые
возникают при λ = λ∞, но вплоть до λ = λT5N тра-
ектории имеют весьма вырожденную форму в виде
набора простых треугольных импульсов различной
амплитуды, и только при λ > λQ5P5P форма коле-
баний становится достаточно «запутанной». Тем не
менее колебания логистического осциллятора даже
в режиме развитого хаоса являются вырожденными
относительно истинно стохастического процесса [5]:
сравните структуру траекторий типа F (см. рис. 5)
и потенциально допустимый набор T-символов и пе-
реходов между ними (см. рис. 1б ).

4.2. Отображение следа

При теоретическом исследовании различных ре-
шеточных моделей в статистической физике за-
частую возникают дискретные отображения вида
(1) [33]. Так, приближение Бете –Пайерлса и ме-
тод рекуррентных соотношений [15, 16] позволяют
свести изучение свойств фазовых переходов и кри-
тических явлений в системах к изучению поведе-
ния отображений вида (1). В свою очередь, кван-
товомеханическое приближение при изучении раз-
личных свойств дискретных кристаллических и ква-
зикристаллических решеток порождает потребность
в анализе свойств и решении дискретных аналогов
уравнения Шредингера. Популярный подход к этой
задаче предполагает порождение так называемых
отображений следа (trace map) [17, 18]. Некоторые
из них топологически сопряжены с однопараметри-
ческим отображением на плоскости Fμ:

xk+1 = xk yk, yk+1 = (xk − μ)2, (25)

где μ ∈ [0, 2] — управляющий параметр, x, y ∈
∈ [0, 4] — фазовые переменные системы. Исследова-
ние характеристик отображений следа важно тем,
что последовательность величин xk, yk определяет
в итоге свойства исследуемого кристалла: является
ли он проводником или изолятором, отражает или
поглощает излучение и т. п. Помимо этого исследо-
вание отображения (25) представляет интерес и с
позиций нелинейной динамики и теории хаоса [34].

Анализ системы (25) на основе предложенной в
работе техники позволяет дополнить уже известные
результаты по изучению этой системы (см., напри-
мер, работу [35] и приведенные там ссылки). Как
показал анализ отображения (25), его траектории в
пределах внешней оболочки аттрактора,

x � 0, y � 0, x+ y � 4, (26)

по обеим фазовым переменным при всех значениях
μ могут содержать полный набор T-символов. Тем
не менее при изменении значений управляющего па-
раметра в системе происходят совместные по обеим
фазовым переменным TQ-бифуркации I рода. На
рис. 6a приведена матрица интервалов параметра
μ для существования тех или иных пар символов.
Численные значения интервалов следующие:

A : 0 � μ � 2, T : 0 � μ < 2,

Z : 0 < μ � 2, H : 1/2 < μ � 2,

R : μR < μ � 2, E : 1 < μ � 2,

S :
√
2 < μ � 2, B : 3/2 < μ � 2.

(27)
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Рис. 6. Отображение (25): a — интервалы существования символов; б — диаграмма TQ-бифуркаций

Здесь точка μR = 0.9344372418274018 . . . — один из
корней полиномиального уравнения

2μ5 − 16μ4 + 42μ3 − 31μ2 − 24μ+ 26 = 0. (28)

Отметим, что анализ отображения (25) на предмет
наличия TQ-бифуркаций II и III родов требует до-
полнительных исследований.

Дополнительный анализ также показал, что од-
номоментное по переменным x и y существование
циклов периода 2 в системе невозможно. Но одно-
моментные циклы периода 3 (CP33) существуют в
системе в диапазоне значений управляющего пара-
метра

μ33 � μ � 2, μ33 = 1.8231182874599805 . . . (29)

Точка μ33 — один из корней полиномиального урав-
нения

μ11 − μ10 − 12μ9 + μ8 + 39μ7 + 51μ6 − 62μ5−
− 160μ4 + 120μ3 + 160μ2 − 512 = 0. (30)

В диапазонах значений параметра μ

μ1
32 � μ <

1

2
,

μ1
32 = 0.3533904552829103 . . . ,

μ2
32 � μ � 2,

μ2
32 = 1.398425762651376 . . .

(31)

существует также несимметричная одномоментная
комбинация циклов (CP32): цикл периода 3 по пе-

ременной x и цикл периода 2 по y. Точки μ1
32 и μ2

32 —
корни полиномиальных уравнений

μ5 − 4μ4 + 5μ3 + 2μ2 − 4μ+ 1 = 0,

μ5 − 2μ4 − 3μ3 + 2μ2 + 4μ+ 1 = 0.
(32)

Из полученных результатов следует, что траек-
тории невозмущенного отображения (μ = 0) в пре-
делах аттрактора могут содержать только парные
T-символы, входящие в интервалы A и T . В то же
время траектории классического отображения следа
(μ = 2) более сложно устроены: они не могут содер-
жать парные T-символы, входящие в интервал T , но
могут иметь множество других комбинаций парных
T-символов, а также иметь циклы C32 и C33.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Итак, в настоящей работе введен новый класс
бифуркаций в дискретных динамических системах.
Так называемые TQ-бифуркации, которые реализу-
ются в дискретных отображениях, связаны с каче-
ственным перестроением формы траекторий в рас-
ширенном пространстве состояний. Изложены так-
же методы диагностики TQ-бифуркаций и анализа
их свойств. В основе подхода лежит формализм сим-
волического CTQ-анализа, предложенного автором
в работах [26, 27].

Потенциально конструктивное применение раз-
работанного подхода к анализу дискретных дина-
мических систем возможно для решения различных
физических проблем, например, передачи и кодиро-
вания информации в хаотических системах, управ-
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ления хаотической динамикой и подавления хаоти-
ческих колебаний при помощи малых внешних воз-
действий, анализа физических свойств дискретных
решеток, например магнитных, изучения динамики
заряженных частиц высоких энергий в изогнутых
кристаллах. Естественно, что область применения
TQ-бифуркаций в дискретных динамических систе-
мах не ограничивается только физикой и может
быть расширена на любые научно-технические за-
дачи, оперирующие дискретными отображениями.

В рамках демонстрации основных возможно-
стей инструментария проведен анализ логистиче-
ского отображения в области, расположенной спра-
ва от предельной точки удвоений периода. Эта сис-
тема является эталонной моделью нелинейной дина-
мики. Кроме того, с учетом универсальности Фей-
генбаума, многие результаты анализа этой модели
распространяются на широкий класс как теоретиче-
ских, так и реальных объектов [31,32]. Проведенный
анализ показал, что с увеличением λ усложняется
структура аттрактора и растет качественная слож-
ность формы траекторий колебаний, в том числе и
в хаотических режимах. Найдены пять критических
значений параметра λ, при которых происходит ка-
чественная перестройка геометрической структуры
траекторий логистического отображения.

Дополнительно также проведено исследование
так называемого отображения следа, возникающе-
го в задачах квантовомеханического описания раз-
личных свойств дискретных кристаллических и ква-
зикристаллических решеток [17,18]. Полученные ре-
зультаты позволили расширить уже известные пред-
ставления об этой системе [35].

В заключение следует отметить, что предложен-
ные сценарии перестройки геометрической структу-
ры траекторий дискретных отображений ни в ко-
ем случае не являются заменой типовых сценариев
разрушения хаоса и перехода к хаосу и классиче-
ских бифуркационных механизмов в динамических
системах [1,6–8]. Напротив, анализ TQ-бифуркаций
органично интегрируется с ними, позволяя посмот-
реть на анализируемую систему с несколько иной
точки зрения — с точки зрения геометрии ее траек-
тории в расширенном пространстве состояний.
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