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На основе репличного алгоритма с помощью метода Монте-Карло выполнены исследования фазовых
переходов и критических свойств антиферромагнитной модели Изинга на слоистой треугольной решетке
с учетом внутрислойных взаимодействий вторых ближайших соседей. На основе гистограммного метода
и метода кумулянтов Биндера проведен анализ характера фазовых переходов. Установлено, что в иссле-
дуемой модели переход из неупорядоченной фазы в парамагнитную реализуется как фазовый переход
второго рода. С использованием теории конечноразмерного скейлинга рассчитаны статические критиче-
ские индексы теплоемкости α, восприимчивости γ, параметра порядка β, радиуса корреляции ν, а также
индекс Фишера η. Показано, что антиферромагнитная модель Изинга на слоистой треугольной решетке
относится к XY -классу универсальности критического поведения. Учет внутрислойных взаимодействий
вторых ближайших соседей в этой модели приводит к смене класса универсальности критического пове-
дения.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Исследование фазовых переходов (ФП) и кри-
тических свойств соединений, имеющих треуголь-
ную решетку, является актуальной задачей в физи-
ке конденсированного состояния. Такие соединения
привлекают большое внимание исследователей из-за
интересных для науки свойств [1–7]. Спиновые сис-
темы, имеющие треугольную решетку, вследствие
особой геометрии сильно фрустрированы. С пони-
жением температуры процесс упорядочения в таких
системах происходит гораздо медленнее по сравне-
нию даже с обычными фрустрированными система-
ми. Данное обстоятельство обусловлено тем, что в
системах с меньшим координационным числом воз-
можны не только состояния с нетривиальным гло-
бальным вырождением, но и локально вырожден-
ные состояния [8, 9].

* E-mail: m_zagir@mail.ru

Двумерная антиферромагнитная модель Изин-
га на треугольной решетке является относительно
простой геометрически фрустрированной моделью,
которая интенсивно исследуется несколько десятков
лет [10–14]. В этой модели, где взаимодействие огра-
ничено ближайшими соседями, спиновое упорядо-
чение сильно подавлено из-за эффектов фрустра-
ций. В результате в данной системе ФП отсутству-
ет при любой конечной температуре [10–14]. Одна-
ко учет взаимодействий следующих ближайших со-
седей стабилизирует спиновое состояние, и система
проявляет ФП подобно ферромагнитной XY -моде-
ли с полем, нарушающим шестикратную симмет-
рию [15].

В трехмерных изинговских антиферромагнети-
ках CsCoCl3 и CsCoBr3 аномалии физических ве-
личин наблюдаются в двух температурных точках
[16, 17]. Вычисления, проведенные для них в рам-
ках приближения среднего поля [18], а также кла-
стерным вариационным методом [19], показывают,
что в промежуточном состоянии одна из трех маг-
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нитных подрешеток не упорядочена. Вместе с тем,
результаты метода Монте-Карло (МК) показыва-
ют, что такие частично неупорядоченные состояния
описываются модой со случайно изменяющейся в
пространстве и во времени фазой [20, 21]. Данны-
ми результатами можно объяснить наблюдаемые за-
метные флуктуации во времени магнитной структу-
ры [16].

Вместе с тем фазовые переходы и критические
свойства в антиферромагнитной модели Изинга на
слоистой треугольной решетке с учетом взаимо-
действий вторых ближайших соседей внутри сло-
ев практически не исследованы. Учет взаимодей-
ствия следующих ближайших соседей в классиче-
ской трехмерной модели Изинга сопровождается
вырождением основного состояния и появлением
различных фаз и ФП, а также может влиять на кри-
тическое поведение модели, в частности, появляют-
ся различные аномалии критических свойств [22].

Численное моделирование методом МК для мо-
дели Изинга на слоистой треугольной решетке с уче-
том взаимодействий следующих ближайших соседей
былo проведенo в работe [23]. В этой работе авто-
ры показали, что в интервале значений величины
взаимодействия вторых ближайших соседей от ну-
ля до 0.25 имеет место ФП второго рода. Рассчита-
ны значения критических индексов, которые свиде-
тельствуют о том, что в рассмотренном интервале
наблюдается универсальное критическое поведение
подобное XY -классу универсальности.

Однако, на сегодняшний день остаются спорны-
ми множество вопросов, связанных с фазовыми пе-
реходами и критическими свойствами этой модели.
В связи с этим в данной работе мы предприняли
попытку исследовать фазовые переходы и критиче-
ские свойства антиферромагнитной модели Изинга
на слоистой треугольной решетке с учетом взаимо-
действий вторых ближайших соседей внутри слоев.

Интерес к исследуемой модели обусловлен тем,
что при учете антиферромагнитных взаимодей-
ствий ближайших соседей внутри слоев данная мо-
дель становится фрустрированной. Многие физиче-
ские свойства фрустрированных систем сильно за-
висят от величины взаимодействия вторых ближай-
ших соседей. Антиферромагнитная модель Изинга
на слоистой решетке с учетом взаимодействия вто-
рых ближайших соседей до сих пор является ма-
лоизученной. Поэтому исследование этой модели на
основе современных методов и идей позволит полу-
чить ответ на ряд вопросов, связанных с критиче-
ским поведением, с характером и природой ФП сло-
истых фрустрированных спиновых систем.

2. МОДЕЛЬ И МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ

Антиферромагнитная модель Изинга на слои-
стой треугольной решетке с учетом взаимодействий
вторых ближайших соседей описывается гамильто-
нианом [24]

H = −J1
∑
〈i,j〉

(SiSj)− J2
∑
〈i,l〉

(SiSl), (1)

где Si = ±1 — изинговский спин, J1 < 0 и J2 > 0 —
константы обменного взаимодействия. Решетка со-
стоит из двумерных треугольных слоев, сложен-
ных по ортогональной оси. Первый член в форму-
ле (1) характеризует антиферромагнитное взаимо-
действие всех ближайших соседей, которое берется
одинаковым как внутри слоев, так и между слоями.
Второй член характеризует ферромагнитное взаи-
модействие следующих за ближайшими соседей, на-
ходящихся в том же слое; k = J2/J1 — величина вза-
имодействия вторых ближайших соседей. В данной
работе рассматриваются два случая, когда k = 0 и
k = 1.0.

Исследования критических свойств фрустриро-
ванных спиновых систем традиционными теорети-
ческими, экспериментальными и численными ме-
тодами сталкиваются с рядом труднопреодолимых
проблем. Это связано с тем, что для таких сис-
тем характерна проблема многочисленных долин
локальных минимумов энергии. Строго и последо-
вательно на основе микроскопических гамильтони-
анов такие системы могут быть изучены метода-
ми МК [25–30]. Методы МК позволяют исследо-
вать термодинамические свойства спиновых систем
практически любой сложности. Наиболее мощными
и эффективными в исследовании фазовых перехо-
дов и критических свойств в фрустрированных сис-
темах оказались репличные алгоритмы метода МК
[31–33]. Поэтому в данном исследовании был ис-
пользован высокоэффективный репличный обмен-
ный алгоритм метода МК, который более подробно
описан нами в работе [33].

3. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Расчеты проводились для систем с периодиче-
скими граничными условиями и с линейными разме-
рами L×L×L = N , L = 30–90. Для вывода системы
в состояние термодинамического равновесия отсе-
кался участок длиной τ0 = 4 · 105 МК-шагов/спин,
что в несколько раз больше длины неравновесно-
го участка. Усреднение термодинамических величин
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Рис. 1. Зависимость кумулянта Биндера UL от температу-
ры kBT/|J1| для k = 0

проводилось вдоль марковской цепи длиной τ =

= 500τ0 МК-шагов/спин.
Параметр порядка системы m вычислялся с по-

мощью выражения [34]

m =
3

N

√
〈M2

A +M2
B +M2

C〉
3

, (2)

где MA, MB, MC — намагниченности трех подреше-
ток.

Намагниченность подрешетки определялась по
формуле [34]

〈|Mr|〉 =
〈√

S2
x + S2

y + S2
z

〉
, r = A,B,C. (3)

Для определения критической температуры TN

мы использовали метод кумулянтов Биндера UL

четвертого порядка, который имеет вид [35]

UL = 1− 〈m4〉L/3〈m2〉2L. (4)

Согласно теории конечноразмерного скейлинга
(КРС), точка пересечения всех кривых UL(T ) явля-
ется критической точкой. Выражение (4) позволяет
определить критическую температуру TN с большой
точностью. Следует отметить, что применение ме-
тода кумулянтов Биндера позволяет также хорошо
тестировать тип ФП в системе. В случае ФП второго
рода кривые температурной зависимости кумулян-
тов Биндера UL имеют четко выраженную точку пе-
ресечения [35].

На рис. 1 и 2 представлены характерные зави-
симости UL от температуры для разных значений
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Рис. 2. Зависимость кумулянта Биндера UL от температу-
ры kBT/|J1| для k = 1.0

L для k = 0 и k = 1.0 (здесь и на всех последую-
щих рисунках статистическая погрешность не пре-
вышает размеров символов, использованных для по-
строения зависимостей). Эти рисунки демонстриру-
ют точность определения критической температу-
ры. На графиках видно, что в критической области
наблюдаются четко выраженные точки пересечения
(TN = 2.926(3) для k = 0 и TN = 8.427(3) для k =

= 1.0 (здесь и далее температура дана в единицах
|J |/kB)), что свидетельствует о ФП второго рода.

Для более подробного анализа рода ФП мы ис-
пользовали гистограммный анализ данных метода
МК [32, 36]. Этот метод позволяет надежно опреде-
лить род ФП. Методика определения рода ФП этим
методом подробно описана в работе [37].

Результаты нашей работы показывают, что пе-
реход из неупорядоченной фазы в парамагнитную
для k = 0 и k = 1.0 является переходом второго
рода. Это продемонстрировано на рис. 3 и 4. На
этих рисунках представлены гистограммы распре-
деления энергии для систем с линейными размера-
ми L = 90. Графики построены вблизи критической
температуры. На рис. 3 и 4 видно, что в зависимости
вероятности P от энергии U для систем с линейны-
ми размерами L = 90 наблюдается по одному хоро-
шо выраженному максимуму как для случая k = 0,
так и для k = 1.0. Наличие одного максимума на
гистограмме распределения энергии свидетельству-
ет в пользу ФП второго рода.

Для расчета статических критических индексов
теплоемкости α, восприимчивости γ, параметра по-
рядка β, радиуса корреляции ν и индекса Фишера η

применялись соотношения теории КРС [38].
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Рис. 3. Гистограмма распределения энергии для L = 90

при k = 0
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Рис. 4. Гистограмма распределения энергии для L = 90

при k = 1.0

Из теории КРС следует, что в системе с разме-
рами L × L × L при T = TN и достаточно больших
L выполняются следующие выражения [38]:

m ∼ L−β/ν , (5)

χ ∼ Lγ/ν, (6)

Vn ∼ L1/νgVn , (7)

где gVn — некоторая постоянная, а в качестве Vn мо-
гут выступать

Vn =
〈mnE〉
〈mn〉 − 〈E〉, n = 1, 2, 3, 4. (8)

32 64
L

m

0.0625

0.125

Рис. 5. Зависимость параметра порядка m от линейных
размеров системы L при T = TN для k = 1.0
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L

32

16

8

64

128

�

Рис. 6. Зависимость восприимчивости χ от линейных раз-
меров системы L при T = TN для k = 1.0

Эти выражения были нами использованы для опре-
деления β, γ и ν.

Более подробно процедура определения крити-
ческого индекса теплоемкости α и индекса Фишера
η приведена нами в работах [33, 39].

На рис. 5 и 6 в двойном логарифмическом мас-
штабе представлены характерные зависимости маг-
нитного параметра порядка m и восприимчивости χ

от линейных размеров решетки L для случая k =

= 1.0. Все точки на графиках в пределах погрешно-
сти ложатся на прямые. Углы наклона этих прямых
определяют значения β/ν и γ/ν.

На рис. 7 в двойном логарифмическом масштабе
представлены характерные зависимости параметров
Vi при i = 1, 2, 3 от линейных размеров решетки
L для случая k = 1.0. Как видно на рисунке, все
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Таблица. Значения критических индексов α, β, γ, ν и η

Критический
параметр

Данные этой работы
[40] [41] [42] [43]

k = 0 k = 1.0

α −0.040(3) 0.142(10) −0.01(2) −0.05(3) 0.012(30) −0.012

β 0.346(4) 0.371(4) 0.345(12) 0.311(4) 0.341(4) 0.348

γ 1.313(5) 1.166(5) 1.316(9) 1.43(3) 1.31(3) 1.315

ν 0.668(5) 0.651(5) 0.669(7) 0.685(3) 0.662(9) 0.671

η 0.033(10) 0.205(10) − − − −
TN 2.926(3) 8.427(3) − − − −

α+ 2β + γ = 2 1.96 2.05 − − − −

32 64
L

32

64

128

256

512

V
i

i = 1
i

i

= 2
= 3

Рис. 7. Зависимость параметра Vi от линейных размеров
системы L при T = TN для k = 1.0

точки на графиках в пределах погрешности хорошо
ложатся на прямую. Зависимости на рисунке, прове-
денные в соответствии с методом наименьших квад-
ратов, параллельны друг другу. Угол наклона пря-
мой определяет значение 1/ν. Вычисленное таким
образом значение ν использовалось для определе-
ния критических индексов теплоемкости α, воспри-
имчивости γ и параметра порядка β. Аналогичным
образом были рассчитаны критические индексы и
для случая k = 0.

Все значения статических критических индек-
сов, полученные таким образом, представлены в таб-
лице.

Как видно в таблице, все значения критических
индексов, рассчитанные нами для значения k = 0,
в пределах погрешности совпадают со значения-
ми критических индексов трехмерной XY -модели

[40], что свидетельствует о принадлежности дан-
ной модели к XY -классу универсальности крити-
ческого поведения. Аналогичный результат был по-
лучен для данной модели в работах [41–43]. Значе-
ния критических индексов, рассчитанные нами при
k = 0, хорошо согласуются с данными других авто-
ров [41–43]. Что касается результатов, полученных
нами для k = 1.0, то они сильно отличаются от дан-
ных, полученных для этой модели при k = 0. Мож-
но предположить, что учет взаимодействий вторых
ближайших соседей для трехмерной модели Изинга
на слоистой треугольной решетке приводит к смене
класса универсальности критического поведения.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследование фазовых переходов и критических
свойств трехмерной антиферромагнитной модели
Изинга на слоистой треугольной решетке с учетом
внутрислойного взаимодействия вторых ближай-
ших соседей выполнено с использованием высокоэф-
фективного репличного алгоритма метода Монте-
Карло. На основе гистограммного метода анализа
данных и метода кумулянтов Биндера четвертого
порядка проведен анализ характера фазовых пере-
ходов. Показано, что в исследуемой модели реализу-
ется фазовый переход второго рода. Рассчитаны все
основные статические критические индексы. Расчет
критических индексов выполнен на основе соотно-
шений теории конечноразмерного скейлинга. Пока-
зано, что учет взаимодействия вторых ближайших
соседей внутри слоев приводит к смене класса уни-
версальности критического поведения данной моде-
ли.
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