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Рассматривается дифрагированное переходное излучение (ДПИ) релятивистских электронов высоких
энергий, пересекающих тонкую монокристаллическую пластинку в геометрии рассеяния Лауэ. Получено
выражение, описывающее угловую плотность ДПИ, для случая, когда длина пути электрона в мише-
ни существенно меньше длины экстинкции рентгеновских волн в кристалле, и показан кинематический
характер этого выражения. Показано, что угловая плотность ДПИ в тонкой мишени пропорциональна
толщине мишени.
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1. ВВЕДЕНИЕ

При пересечении заряженной частицей входной
поверхности кристаллической пластинки возникает
переходное излучение [1], которое впоследствии ди-
фрагирует на системе параллельных атомных плос-
костей кристалла, образуя дифрагированное пере-
ходное излучение (ДПИ) [2–4]. Вместе с тем при
пересечении заряженной частицей кристаллической
пластинки ее кулоновское поле рассеивается на сис-
теме параллельных атомных плоскостей кристалла,
порождая параметрическое рентгеновское излуче-
ние (ПРИ) [5–7]. В схеме симметричного отражения,
когда система дифрагирующих атомных плоскостей
кристалла перпендикулярна поверхности кристал-
лической пластинки в случае рассеяния Лауэ и па-
раллельна в случае рассеяния Брэгга, эти механиз-
мы излучения в двухволновом приближении дина-
мической теории дифракции рассматривались в ра-
ботах [8–11]. В общем случае асимметричного от-
ражения излучения от пластинки, когда дифраги-
рующие атомные плоскости составляют произволь-
ный угол с поверхностью, динамические эффекты
в ПРИ и ДПИ рассматривались в работах [12–15],
в которых было показано, что, меняя асимметрию
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отражения, можно существенно увеличить выходы
излучений.

В настоящей работе исследуется дифрагирован-
ное переходное излучение пучка релятивистских
электронов в монокристаллической мишени в гео-
метрии рассеяния Лауэ. Ранее считалось, что ДПИ
является динамическим эффектом [2–4] и существу-
ет, только в случае, когда длина пути электрона су-
щественно превышает длину экстинкции рентгенов-
ских волн в кристалле. В настоящей работе пока-
зана возможность существования ДПИ, когда дли-
на пути электрона меньше длины экстинкции, при
этом угловая плотность ДПИ пропорциональна тол-
щине мишени, а ДПИ имеет кинематическую приро-
ду. Необходимо отметить, что кинематический под-
ход учитывает взаимодействия каждого атома толь-
ко с первичной, или преломленной, волной в крис-
талле. В этом подходе, в отличие от динамическо-
го, пренебрегают взаимодействием атома с тем вол-
новым полем, которое создается в кристалле сово-
купным рассеянием на всех других атомах, т. е. не
учитывается многоволновое рассеяние, в частности
взаимодействие элементарных волн с преломленной.

2. ГЕОМЕТРИЯ ПРОЦЕССА ИЗЛУЧЕНИЯ

Рассмотрим пучок релятивистских электронов,
пересекающих со скоростью V кристаллическую
пластинку (рис. 1). Введем угловые переменные ψ, θ
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Рис. 1. Геометрия процесса излучения

и θ0 в соответствии с определениями скорости реля-
тивистского электрона и единичных векторов в на-
правлении фотона, излученного близко к скорости
электрона n, и фотона, излученного вблизи направ-
ления рассеяния Брэгга ng

V =

(
1− 1

2
γ−2 − 1

2
ψ2

)
e1 +ψ, e1 · ψ = 0,

n =

(
1− 1

2
θ20

)
e1 + θ0, e1 · θ0 = 0,

e1 · e2 = cos 2θB,

ng =

(
1− 1

2
θ2
)
e2 + θ, e2 · θ = 0,

(1)

где θ — угол между направлением распространения
излучения и осью детектора излучения e2, ψ — угол
отклонения электрона в пучке, отсчитываемый от
оси электронного пучка e1, θ0 — угол между направ-
лением распространения падающего фотона и осью
e1, ψ0 — угловая расходимость электронного пучка,
γ = 1/

√
1− V 2 — лоренц-фактор частицы. Угловые

переменные раскладываются на составляющие, па-
раллельные и перпендикулярные плоскости рисун-
ка: θ = θ‖ + θ⊥, θ0 = θ0‖ + θ0⊥, ψ = ψ‖ +ψ⊥.

3. СПЕКТРАЛЬНО-УГЛОВАЯ ПЛОТНОСТЬ
ДПИ В ТОНКОЙ

МОНОКРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ ПЛАСТИНКЕ

Воспользуемся формулой, полученной в рабо-
те [16], описывающей спектрально-угловую плот-
ность ДПИ релятивистских электронов (diffracted
transition radiation, DTR) для кристалла произволь-
ной толщины:

ω
d2N

(s)
DTR

dω dΩ
=

e2

4π2
Ω(s)2×

×
(

1

γ−2 + (θ⊥ − ψ⊥)2 + (θ‖ + ψ‖)2
−

− 1

γ−2+(θ⊥−ψ⊥)2+(θ‖+ψ‖)2−χ′
0

)2

R
(s)
DTR, (2a)

R
(s)
DTR =

ε2

ξ(ω)2 + ε

[
exp

(
−2b(s)ρ(s)Δ(1)

)
+

+ exp
(
−2b(s)ρ(s)Δ(2)

)
−2 exp

(
−b(s)ρ(s) 1+ε

ε

)
×

× cos
2b(s)

√
ξ(s)2 + ε

ε

]
, (2b)

где

Ω(1) = θ⊥ − ψ⊥, Ω(2) = θ‖ + ψ‖,

C(1) = 1, C(2) = cos 2θB,

Δ(2) =
ε+ 1

2ε
+

1− ε

2ε

ξ(s)√
ξ(s)2 + ε

+
κ(s)√
ξ(s)2 + ε

,

Δ(1) =
ε+ 1

2ε
− 1− ε

2ε

ξ(s)√
ξ(s)2 + ε

− κ(s)√
ξ(s)2 + ε

,

ε =
sin(δ + θB)

sin(δ − θB)
, ρ(s) =

χ′′
0

|χ′
g|C(s)

,

b(s) =
1

2 sin(δ − θB)

L

L
(s)
ext

, ν(s) =
χ′
gC

(s)

χ′
0

,

κ(s) =
χ′′
gC

(s)

χ′′
0

, ξ(s)(ω) = η(s)(ω) +
1− ε

2ν(s)
,

η(s)(ω) =
2 sin2 θB
V 2|χ′

g|C(s)

(
1− ω(1− θ‖ ctg θB)

ωB

)
.

(3)

При s = 1 выражения (2a), (2b) описывают σ-поля-
ризованные волны, а при s = 2— π-поляризованные.
Выражения (2a), (2b) описывают спектрально-уг-
ловую плотность ДПИ релятивистского электрона,
пересекающего монокристаллическую пластинку, с
учетом отклонения направления скорости электро-
на (угол ψ(ψ⊥, ψ‖)) относительно оси электронного
пучка e1. Выражения получены в рамках двухвол-
нового приближения динамической теории дифрак-
ции для общего случая асимметричного отражения
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волн излучения, определяемого углом между отра-
жающей системой параллельных атомных плоскос-
тей кристалла и поверхностью мишени (угол δ).

Параметр ε определяет степень асимметрии от-
ражения поля электрона относительно поверхности
мишени. Заметим, что угол падения электрона на
поверхность мишени (δ − θB) уменьшается при уве-
личении параметра ε. Параметр b(s) равен половине
длины пути электрона в мишени, Le = L/ sin(δ−θB),
выраженного в длинах экстинкции рентгеновских
волн в кристалле L(s)

ext = 1/ω|χ′
g|C(s).

Рассмотрим теперь излучение пучка релятивист-
ских электронов в тонком непоглощающем кристал-
ле, т. е. в условиях, когда наибольшая длина пу-
ти дифрагированного фотона в пластинке, Lf =

= L/ sin(δ + θB), будет много меньше длины по-
глощения рентгеновских волн в кристалле, Labs =

= 1/ωχ′′
0 :

2
b(s)ρ(s)

ε
=

Lf

Labs
� 1. (4)

Необходимо отметить, что параметр b(s) может при-
нимать значения b(s) � 1, при выполнении неравен-
ства (4). Таким образом, в случае тонкой непогло-
щающей мишени из выражения (2b) следует, что

R
(s)
DTR =

4ε2

ξ(s)2 + ε
sin2

(
b(s)

√
ξ(s)2 + ε

ε

)
. (5)

Найдем угловую плотность ДПИ, проинтегрировав
выражение (2a) по частотной функции ξ(s)(ω), ис-
пользуя соотношение

dω

ω
= − |χ′

g|C(s)

2 sin2 θB
dξ(s),

которое следует из выражения для ξ(s)(ω) в (3). Уг-
ловая плотность ДПИ принимает вид

dN
(s)
DTR

dΩ
=

e2χ′
0
2

8π2 sin2 θB|χ′
g|C(s)

×

× Ω(s)2

σ(s)2
(|χ′

g|C(s)σ(s) + χ′
0

)2
∞∫

−∞
R

(s)
DTR dξ

(s)(ω), (6)

где

σ(s) =
1

|χ′
g|C(s)

(
γ−2+(θ⊥−ψ⊥)2+(θ‖+ψ‖)2−χ′

0

)
.

Проинтегрируем спектральную функцию в (6), ис-
пользуя полученную аппроксимацию:

∞∫
−∞

R
(s)
DTR dξ

(s)(ω) ≈
{

2ε
√
ε π, b(s) � √

ε,

4πεb(s), b(s) � √
ε.

(7)
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Рис. 2. Зависимости угловой плотности ДПИ от θ⊥.
Si(111), L = 1 мкм, δ = 45◦, θB = 14.5◦, ωB = 8 кэВ,

Ee = 1 ГэВ, ψ = 0, θ‖ = 0; b(s) ≈ 0.32, ε ≈ 1.7

При b(s) � √
ε угловая плотность ДПИ (6) прини-

мает следующий вид:(
dN

(s)
DTR

dΩ

)
b(s)�√

ε

=
e2ωBχ

′
0
2χ′

g
2C(s)2

4π sin2 θB
×

× Ω(s)2(
γ−2 + (θ⊥ − ψ⊥)2 +

(
θ‖ + ψ‖

)2 − χ′
0

)2 ×

× 1(
γ−2+(θ⊥−ψ⊥)2+

(
θ‖+ψ‖

)2)2 ε L

sin(δ − θB)
. (8)

При b(s) � √
ε угловая плотность ДПИ принимает

вид(
dN

(s)
DTR

dΩ

)
b(s)�√

ε

=
e2χ′

0
2|χ′

g|C(s)

4π sin2 θB
×

× Ω(s)2(
γ−2 + (θ⊥ − ψ⊥)2 +

(
θ‖ + ψ‖

)2 − χ′
0

)2 ×

× 1(
γ−2+(θ⊥−ψ⊥)2+

(
θ‖+ψ‖

)2)2 ε√ε . (9)

Таким образом, в случае тонкой кристалличе-
ской мишени и при b(s) � √

ε ДПИ пропорциональ-
но толщине мишени (8), это является главным ре-
зультатом настоящей работы.

Справедливость аппроксимации (7) проверим по
различию результатов численных расчетов, прове-
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Рис. 3. Зависимости угловой плотности ДПИ от θ⊥ при
тех же параметрах, что на рис. 2, но при толщине мишени

L = 15 мкм, b(s) ≈ 4.8, ε ≈ 1.7

денных по формулам (6) и (8) (при условии b(s) �
� √

ε) и формулам (6) и (9) (при условии b(s) �
� √

ε). Расчеты проведены для σ-поляризованных
волн (s = 1) при условии θ‖ = 0. Угловая плот-
ность вычисляется для одного излучающего элект-
рона, движущегося вдоль оси электронного пучка
e1 (ψ = 0) (см. рис. 1). На рис. 2 представлены
кривые, построенные по формулам (6) и (8) для
релятивистского электрона, пересекающего тонкую
(L = 1 мкм) монокристаллическую пластинку крем-
ния Si (111), для указанных в подписях к рисун-
ку условий, при которых выполняется неравенство
b(s) � √

ε. Видно, что угловые плотности, постро-
енные по формулам (8) и (6) с хорошей степенью
точности совпадают. На рис. 3 представлены кри-
вые, построенные по формулам (6) и (9) для усло-
вий рис. 2, но для более толстой кристаллической
мишени (L = 15 мкм), при этом выполняется усло-
вие b(s) � √

ε. Видно, что угловые плотности, по-
строенные по формулам (9) и (6), также совпадают
с хорошей степенью точности.

В случае достаточно высокой энергии электро-
нов (γ � 1/

√|χ′
0|) для пучков, в которых модуль

угла отклонения электрона в пучке ψ(ψ⊥, ψ‖) мень-
ше или порядка характерного угла максимума уг-
ловой плотности ДПИ γ−1, т. е. когда выполняется
условие

γ−2 + (θ⊥ − ψ⊥)2 + (θ‖ + ψ‖)2 � −χ′
0,

(1)
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Рис. 4. Зависимости угловой плотности ДПИ от θ⊥ при тех
же параметрах, что на рис. 2, но при энергии электронов

Ee = 5 ГэВ, b(s) ≈ 0.32, ε ≈ 1.7

выражения (8) и (9), описывающие угловую плот-
ность ДПИ, принимают вид соответственно

(
dN

(s)
DTR

dΩ

)
b(s)�√

ε

γ�1/
√

|χ′
0|

=
e2ωBχ

′
g
2C(s)2

4π sin2 θB
×

× Ω(s)2(
γ−2 + (θ⊥ − ψ⊥)2 +

(
θ‖ + ψ‖

)2)2 ×

× ε
L

sin(δ − θB)
(10)

и (
dN

(s)
DTR

dΩ

)
b(s)�√

ε

γ�1/
√

|χ′
0|

=
e2|χ′

g|C(s)

4π sin2 θB
×

× Ω(s)2(
γ−2 + (θ⊥ − ψ⊥)2 +

(
θ‖ + ψ‖

)2)2 ε√ε. (11)

На рис. 4 представлены кривые, построенные по
формулам (6) и (10) для условий γ � 1/

√|χ′
0| и

b(s) � √
ε, а именно, при γ ≈ 10000 и 1/

√|χ′
0| ≈ 258.

Видно, что угловые плотности ДПИ, построенные
по формулам (6) и (10), совпадают.

Сравним выражение (10), описывающее угло-
вую плотность ДПИ для случая малой длины пу-
ти электрона в мишени (b(s) � √

ε), c хорошо из-
вестным кинематическим выражением [17, 18] для
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угловой плотности ПРИ, записав его для удобства
сравнения в виде

dN
(s)kin
PXR

dΩ
=
e2ωBχ

′
g
2C(s)2

4π sin2 θB
×

× Ω(s)2(
γ−2 + (θ⊥ − ψ⊥)2 +

(
θ‖ + ψ‖

)2 − χ′
0

)2 ×

× L

sin(δ − θB)
. (12)

Видно, что в случае симметричного отражения
(ε = 1) выражения (10) и (12) различаются лишь
наличием в знаменателе выражения (12) действи-
тельной части средней диэлектрической восприим-
чивости кристалла χ′

0, которая указывает на то, что
ПРИ генерируется, когда релятивистский электрон
пересекает монокристалл. При этом χ′

0 определяет
эффект плотности Ферми, который проявляется в
виде насыщения выхода параметрического рентге-
новского излучения при

γ >
1√|χ′

0|
≈ ω

ω0
,

где ω0 — плазменная частота. Таким образом, мож-
но сделать вывод, что дифрагированное переходное
излучение в случае тонкой мишени и при больших
энергиях электрона описывается формулой (10), ко-
торая является кинематической. При этом угловая
плотность прямо пропорциональна толщине мише-
ни L. Условие b(s) � √

ε означает, что длина пути
электрона существенно меньше длины экстинкции
рентгеновских волн в кристалле, что полностью ис-
ключает перекачивание падающих и дифрагирован-
ных волн в друг друга. Таким образом, генерация
ДПИ при больших энергиях релятивистского элект-
рона в тонкой мишени носит кинематический харак-
тер. В этом случае ДПИ формируется в основном
при подлете электрона к границе мишени. При этом
электроны в среде вблизи границы приводятся в ко-
лебательное движение, излучая волны, которые кон-
структивно складываются в направлении рассеяния
Брэгга. В данном случае динамическое отражение
волн переходного излучения от системы параллель-
ных атомных плоскостей кристалла отсутствует.

4. ВЛИЯНИЕ РАСХОДИМОСТИ ПУЧКА
ЭЛЕКТРОНОВ НА ДПИ

Рассмотрим влияние расходимости пучка элект-
ронов, пересекающих тонкую монокристаллическую

мишень, на угловую плотность ДПИ. Для этого
усредним выражения для излучения одного элект-
рона по всем его возможным прямолинейным траек-
ториям в пучке. В качестве примера проведем усред-
нение угловой плотности ДПИ (10) по функции рас-
пределения Гаусса

f(ψ) =
1

πψ2
0

exp

(
−ψ

2

ψ2
0

)
, (13)

где параметр ψ0 будем называть расходимостью
пучка излучающих электронов (см. рис. 1). Угол
ψ0 определяет конус, ограничивающий часть пучка
электронов, за пределами которого плотность элект-
ронов уменьшается более чем в e раз по сравнению с
плотностью на оси пучка. В этом случае выражение
для усредненной угловой плотности ДПИ пучка ре-
лятивистских электронов, нормированное на число
электронов в пучке, принимает вид〈

dN
(s)
DTR

dΩ

〉
b(s)�√

ε

γ�1/
√

|χ′
0|

=
e2ωBχ

′
g
2C(s)2

4π sin2 θB
×

× εL

sin(δ − θB)

1

πψ2
0

×

×
∞∫

−∞

∞∫
−∞

Ω(s)2 exp(−ψ2/ψ2
0)(

γ−2 + (θ⊥ − ψ⊥)2 +
(
θ‖ + ψ‖

)2)2 ×

× dψ⊥dψ‖. (14)

Для наглядности на рис. 5 представлены постро-
енные по формуле (14) кривые, описывающие угло-
вую плотность ДПИ пучка релятивистских электро-
нов для различных значений расходимости пучка
при тех же значениях параметров, что и на рис. 4.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе исследовано дифрагирован-
ное переходное излучение релятивистских электро-
нов, пересекающих тонкую монокристаллическую
пластинку в геометрии рассеяния Лауэ. Впервые
получено выражение, описывающее угловую плот-
ность ДПИ для случая, когда длина пути электрона
в мишени существенно меньше длины экстинкции
рентгеновских волн в кристалле. Показано, что уг-
ловая плотность ДПИ релятивистских электронов,
пересекающих тонкую монокристаллическую плас-
тинку, пропорциональна толщине, а ДПИ имеет ки-
нематическую природу.
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Рис. 5. Зависимости угловой плотности ДПИ от θ⊥ при
тех же параметрах, что на рис. 4, для различных значений

расходимости ψ0

Исследование выполнено при финансовой
поддержке Российского научного фонда (грант
№15-12-10019).
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