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Рассмотрен процесс излучения 120 ГэВ позитронов в режиме каналирования в (011) плоскости монокри-
сталла кремния. На основе теории нелинейных колебаний рассчитаны траектории движущихся позитро-
нов при разных начальных условиях. С учетом нелинейности движения найдена функция распределения
каналирующих частиц по их амплитудам. С помощью двух различных методов рассчитана интенсив-
ность излучения при разных начальных условиях. Эти результаты могут быть полезны для сравнения с
экспериментальными данными при энергиях позитронов начиная с 100 ГэВ и более.
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1. ВВЕДЕНИЕ

К настоящему времени большое количество экс-
периментальных и теоретических работ посвящено
исследованию излучения при плоскостном канали-
ровании высокоэнергетичных позитронов в моно-
кристаллах (см. [1–3] и цитируемую там литерату-
ру). Это излучение возникает при движении заря-
женной частицы под малым углом по отношению
к кристаллографической плоскости, характеризует-
ся высокой интенсивностью (в случае ультрареля-
тивистских позитронов с энергиями до 20 ГэВ) и
является достаточно монохроматичным. При энер-
гиях позитронов более 20 ГэВ монохроматичность
излучения сильно ухудшается. Большинство экс-
периментов по исследованию излучения при кана-
лировании релятивистских позитронов выполнено
при энергиях от нескольких сотен МэВ и до десят-
ков ГэВ, где в интенсивности излучения домини-
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рует отчетливый пик, который при энергиях, боль-
ших 20 ГэВ, постепенно размазывается [3] из-за воз-
растания интенсивности излучения высоких гармо-
ник. Конкретное теоретическое рассмотрение про-
цесса также в основном сосредоточено на указанном
диапазоне энергий. Много интересных данных бы-
ло получено в эксперименте [4], где исследовалось
излучение лептонов с энергией 150 ГэВ в прямых
кристаллах.

Недавно в ЦЕРН стартовал новый эксперимент
INSURAD, посвященный исследованию излучения
позитронов с энергией 120 ГэВ в слабо изогнутых
кристаллах [5]. Наличие небольшого изгиба крис-
талла и современная трековая система на микро-
стриповых детекторах позволили осуществить чис-
тое выделение частиц, прошедших в режиме кана-
лирования вдоль всего кристалла. Таким образом,
впервые в области высоких энергий получены чис-
тые спектры излучения каналированных частиц, без
примеси излучения надбарьерных и деканалирован-
ных частиц. Появилась возможность прецизионно-
го сравнения с точными экспериментальными дан-
ными, и данная работа посвящена теоретическому
описанию процесса излучения позитронов с энерги-
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ей 120 ГэВ, каналированных в кристаллах, для та-
кого сравнения.

Характеристики излучения релятивистской час-
тицы с заданной энергией определяются ее дви-
жением в электрическом поле монокристалла. По-
этому, прежде всего, следует описать это движе-
ние. Для этого необходимо знать электрическое по-
ле или распределение потенциала кристаллографи-
ческой плоскости. Такое поле (потенциал) находит-
ся аналитически на основе соотношений для поля
атома в модели Мольер или, более точно, на ос-
нове аппроксимации соответствующих данных, по-
лученных в результате рентгеновских измерений.
Часто вместо точного представления электрическо-
го поля (или потенциала) используют их упроще-
ния (так называемые модельные потенциалы) с по-
мощью достаточно простых функций. Недостаток
такого рассмотрения заключается в том, что невоз-
можно описать достаточно хорошо простыми функ-
циями плоскостные поля в согласии с расчетами по
модели Мольер или другой реалистичной модели
атома. Другой подход использован в работе [6], где
поле представлялось в виде ряда Фурье и было пока-
зано, что плоскостные потенциалы поля монокрис-
таллов можно описать полиномами достаточно вы-
сокой степени, которые практически (ошибка около
1% для полинома 14-й степени) не отличаются от
исходных точных представлений.

Очевидно, что потенциал в центральной части
между кристаллическими плоскостями имеет пара-
болическую форму, но вблизи плоскостей он силь-
но нелинеен, так как должен обеспечивать нуле-
вое электрическое поле на кристаллических плос-
костях в силу одинаковости плоскостных ячеек и в
силу физической непрерывности. Кроме того, для
каналированных частиц, которые совершают перио-
дическое движение в такой нелинейной межплос-
костной потенциальной яме с большими амплитуда-
ми и замкнутые фазовые траектории которых близ-
ки к сепаратрисе, отделяющей каналированные час-
тицы от надбарьерных, нахождение точного реше-
ния уравнений движения с помощью асимптотичес-
ких методов нелинейных колебаний [7] (и использо-
ванных в [6, 8]) затруднительно. Более того, даже
незначительные возмущения, такие как нерегуляр-
ные смещения плоскостей, будут приводить к обра-
зованию на ветвях сепаратрисы так называемых го-
моклинических структур [9–13] и образованию око-
ло сепаратрисы стохастического слоя. В этом случае
необычайная сложность движения в окрестности се-
паратрисы была известна еще А. Пуанкаре [12–14]:
«. . . Сложность этой картины движения настолько

поражает, что я даже не пытаюсь изобразить ее».
Строгую оценку ширины стохастического слоя до
сих пор получить не удалось, а приводимые обыч-
но результаты основаны на приближенном описа-
нии движения в окрестности сепаратрисы при на-
личии возмущений. Поэтому в данной работе мы
постарались максимально обойтись без поиска точ-
ного решения уравнений движения в таком нели-
нейном потенциале (без возмущений) для всех ка-
налированных частиц и ограничились использова-
нием гамильтонова формализма для описания дви-
жения и нахождения характерных параметров (точ-
нее, функций) движения. Среди них такие, как за-
висимости частоты и параметра мультипольности ρ

от амплитуды периодического движения, распреде-
ление каналированных позитронов по амплитудам.
Использование такого формализма позволило пре-
одолеть некоторые трудности в определении излу-
чения, имевшие место при достаточно больших амп-
литудах (см. [6, 8]).

Тип излучения релятивисткой частицы зависит
от значения параметра мультипольности ρ. Когда
ρ � 1, это соответствует интерференционному ха-
рактеру (дипольное приближение) излучения, фор-
мируемому на достаточно большой длине кристал-
ла. Случай с ρ � 1 близок к магнитотормозно-
му (синхротронному) излучению. При ρ ∼ 1 име-
ем промежуточный случай. При анализе процесса
излучения следует рассматривать весь ансамбль ка-
налированных частиц в соответствующем фазовом
пространстве, поскольку параметры движения (на-
пример, амплитуда колебаний) в нетолстом моно-
кристалле определяются начальными условиями на
его входе. И как будет показано, в рассматриваемом
процессе могут реализовываться различные типы
излучения частицами с разными начальными усло-
виями.

Параметр ρ становится порядка единицы при
плоскостном каналировании позитронов (по край-
ней мере для заметной доли частиц) начиная с энер-
гий в несколько ГэВ. При энергиях позитронов в де-
сятки ГэВ большая доля позитронов характеризует-
ся параметром ρ от единицы до нескольких единиц.
В этом случае расчеты должны принимать во вни-
мание недипольный характер излучения. Соответ-
ствующий математический аппарат для излучения
при периодическом движении можно найти в моно-
графии [1] (квантовый и классический случаи в ва-
кууме) и статье [15] для прозрачной среды (класси-
ческий случай). При энергиях позитронов в 100 ГэВ
и более параметр ρ может превышать 20 единиц для
значительной доли частиц. При этом можно ожи-
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дать усложнения процедуры расчетов по соотноше-
ниям [1] для плоскостного движения, поскольку на-
чинает излучаться большое число гармоник. С дру-
гой стороны, авторы [1] утверждают, что в этом слу-
чае излучение носит практически магнитотормоз-
ной характер и рекомендуют использовать соответ-
ствующие соотношения для расчетов.

Принимая во внимание все сказанное выше, в
данной работе мы хотим получить следующие ре-
зультаты:

1) на основе гамильтонова формализма рассмот-
реть движение ультрарелятивистской частицы в ре-
альном плоскостном потенциале монокристалла и
изучить влияние нелинейностей на ансамбль час-
тиц, захваченных в режим каналирования;

2) исследовать и сравнить различные методы
расчета интенсивности излучения позитронами с
энергиями порядка 100 ГэВ при их разных началь-
ных условиях на входе в монокристалл;

3) получить спектры рождения фотонов для
расчета интенсивности излучения каналированны-
ми позитронами, которые измерялись в эксперимен-
те INSURAD.

2. МЕЖПЛОСКОСТНОЕ ОДНОМЕРНОЕ
ДВИЖЕНИЕ КАНАЛИРОВАННЫХ

ПОЗИТРОНОВ

Движение заряженной ультрарелятивистской
частицы в межплоскостном электрическом поле D

монокристалла можно описать с помощью системы
уравнений

E

c2
d2x

dt2
= eD(x),

d2y

dt2
= 0,

ds

dt
= c

(
1− 1

2γ2
− 1

2c2

((
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2
))

,

где x, y, s — декартовы координаты частицы (элект-
рическое поле D направлено вдоль оси x); E, e, γ —
соответственно энергия, заряд и гамма-фактор час-
тицы; t — время, c — скорость света. При определен-
ных начальных условиях эти уравнения описывают
движение частицы в режиме каналирования. В этом
случае первое уравнение описывает периодическое
движение вдоль координаты x, в то время как тре-
тье уравнение отражает влияние поперечного дви-
жения частицы на продольное. Несмотря на отно-
сительно малую величину, это изменение продоль-
ной скорости частицы учитывается при расчетах ин-
тенсивности излучения. Из приведенных уравнений

видно, что задача о нахождении траектории части-
цы в трехмерном пространстве сводится к нахожде-
нию функции x(t).

В этом разделе мы рассмотрим периодическое (в
общем случае негармоническое) движение позитро-
нов c энергией E = 120 ГэВ в межплоскостном по-
тенциале прямого кристалла Si с ориентацией (011).
Определим основные характеристики этого движе-
ния, которые наиболее существенны для спектра из-
лучения позитронов с указанной энергией при их
прохождении через кристалл. К таким характери-
стикам, прежде всего, относится зависимость часто-
ты, параметра мультипольности ρ и плотность рас-
пределения позитронов от амплитуды движения.

Межплоскостной потенциал рассчитан при ком-
натной температуре для кремния, как описано в ра-
боте [6]. Сначала было получено точное выраже-
ние для плоскостного электрического поля монокри-
сталла (в данном случае на основе рентгеновских
измерений атомных формфакторов кремния) в виде
ряда Фурье. Затем это поле было разложено в ряд по
ортогональным полиномам Лежандра, что и позво-
лило представить его в виде полинома по межплос-
костной координате x. Очевидно, что такой метод
позволяет получить представление электрического
потенциала поля, сколь угодно близкое к точному
значению. Мы ограничились его описанием с точ-
ностью около 1%, что соответствует полиному 14-й
степени. Таким образом, межплоскостной потенци-
ал взаимодействия позитрона в прямом кристалле
определяется выражением

U(ξ) = −d

2

7∑
k=1

αk

2k
ξ2k, (1)

где ξ = x/(d/2) — нормированная межплоскостная
координата, ξ ∈ [−1,+1]; d = 1.92 Å — межплоскост-
ное расстояние в канале (011);

α = (−32.21 13.86 −443.78 2340.52

−5315.05 4811.79 −1375.13)

в единицах эВ/Å; такие значения αk обеспечивают
равенство dU/dξ = 0 при ξ = ±1. Зависимость U(ξ)

приведена на рис. 1, где U0 = 21.873 эВ — уровень
потенциального барьера. На рис. 2 показана зависи-
мость нормированной частоты Ω(ξm) от амплитуды
периодического движения

Ω(ξm) = ω(ξm)/ω0,

где

ω0 ≡ ω(0) =
√
2|α1|c2/Ed ≈ 5.013 · 1013 с−1
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Рис. 1. Межплоскостной потенциал в прямом кристалле Si
(плоскость (011))
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Рис. 2. Зависимость нормированной частоты от амп-
литуды ξm периодического движения каналированной час-

тицы

— частота колебаний с малыми (нулевыми) амп-
литудами в приведенной выше потенциальной яме
U(ξ). Под амплитудой ξm подразумевается макси-
мальное смещение периодического движения. Ме-
тодика получения этой зависимости делалась стан-
дартным образом (см., например, [9]). Движение по-
зитрона в нормированной потенциальной яме Ũ(ξ),
определяемой соотношением

Ũ(ξ) = − 1

|α1|
7∑

k=1

αk

2k
ξ2k,

описывается каноническими уравнениями

dξ

dτ
= p,

dp

dτ
= −dŨ(ξ)

dξ
, (2)

где τ = ω0t — безразмерное время (фаза),

H(ξ, p) =
p2

2
+ Ũ(ξ) = ε (3)

— гамильтониан.
Гамильтониан в данном случае является инте-

гралом движения. Для нахождения частоты (обрат-
ной периоду движения) удобно от канонических пе-
ременных (ξ, p) перейти с помощью канонического
преобразования к новому гамильтониану с канони-
ческими переменными «угол–действие» (θ, J). Ис-
пользование таких новых переменных представляет
собой удобный способ получения частот периодичес-
кого движения, не требующий выяснения деталей
самого движения.

Действие J в зависимости от поперечной «энер-
гии» ε движения в яме Ũ(ξ) определяется как инте-
грал по фазовой траектории с фиксированной ε

J(ε) =
1

2π

∮
p(ξ, ε) dξ =

4

2π

ξm(ε)∫
0

√
2
(
ε− Ũ(ξ)

)
dξ,

где ξm(ε) — максимальное отклонение (амплитуда),
которое определяется из уравнения

Ũ(ξm) = ε. (4)

В силу однозначности зависимости J(ε) для позит-
ронов, попавших в межплоскостной канал, в прин-
ципе знаем (хотя бы численно) обратную функцию
ε = ε(J). Частицы с ε ∈ [0, Ũ0] — каналирован-
ные частицы, совершающие ограниченное движение
в пределах канала, а с ε > Ũ0 — надбарьерные час-
тицы, движение которых не ограничено по ξ. Новый
гамильтониан, где в качестве канонического импуль-
са выбрано действие J , являющееся еще и адиаба-
тическим инвариантом, для каналированных частиц
равен

H(θ, J) = H(J) = ε(J).

Отсюда имеем

dJ

dτ
= −∂ε(J)

∂θ
= 0,

dθ

dτ
= Ω(J) =

∂ε(J)

∂J
— нормированная частота, т. е.

Ω−1(ξm) =
4

2π

ξm∫
0

dξ√
2
(
Ũ(ξm)− Ũ(ξ)

) .
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Рис. 3. Зависимости параметра мультипольности от амп-
литуды ξm периодического движения каналированной час-
тицы: точная (сплошная кривая), гармоническая аппрок-

симация (пунктирная кривая) (см. ниже)

Зависимость нормированной частоты Ω от амплиту-
ды ξm для потенциала (1) приведена на рис. 2.

Параметр мультипольности ρ существенным об-
разом определяет характер излучения колеблюще-
гося каналированного позитрона и выражается че-
рез параметры плоскостного периодического движе-
ния частицы следующим образом [1]:

ρ = 2γ2〈(υx/c)2〉,

где усреднение проводится по периоду движения.
Для каналированного позитрона с заданной ампли-
тудой движения ξm имеем

ρ(ξm) = 2γ2κ2〈p2〉 = 2γ2κ2Ω(ξm)J(ξm) =

= γ2κ2Ω(ξm)
4

π

ξm∫
0

√
2
(
Ũ(ξm)− Ũ(ξ)

)
dξ,

где κ ≈ dω0/2c. Для потенциала (1) κ ≈ 16.052 ·10−6

при определенной выше частоте ω0. На рис. 3 сплош-
ной линией показана точная зависимость параметра
мультипольности от амплитуды ξm. Таким образом,
при данном потенциале могут реализовываться как
дипольный, так и магнитотормозной типы излуче-
ния.

Полученные частоты соответствуют нелинейным
(не гармоническим) колебаниям. Чем ближе ξm к 1,
тем сильнее будет отличие периодического движе-
ния от гармонического. Сравнение при заданном
значении ξm точного численного решения уравнения

движения с аппроксимирующим гармоническим ко-
лебанием с той же амплитудой ξm и нормированной
частотой Ω(ξm),

ξ = ξm cos (Ω(ξm)τ) , (5)

показано на рис. 4. На рис. 4 приведены зависимос-
ти ξ от τ/2π: сплошные линии соответствуют точ-
ному численному решению уравнений движения, а
штриховые — гармонической аппроксимации. Таким
образом, практически во всем диапазоне 0 ≤ ξm ≤
≤ 0.980 движение каналированных позитронов мож-
но считать гармоническим с рассчитанными величи-
нами частот Ω(ξm).

Если периодическое движение позитрона рас-
сматривать в гармоническом приближении (5), то
выражение для параметра мультипольности упро-
щается до

ρ(ξm) = 2γ2κ2〈p2〉 = (γκΩ(ξm)ξm)
2
.

На рис. 3 показана зависимость параметра муль-
типольности (пунктирная линия), рассчитанная по
этой формуле. Отсюда видно, что гармоническое
приближение периодического движения позитронов
с энергией E = 120 ГэВ является вполне приемле-
мым для расчета спектра излучения каналирован-
ных частиц.

3. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПЛОТНОСТИ
КАНАЛИРОВАННЫХ ЧАСТИЦ ПО

АМПЛИТУДАМ ДВИЖЕНИЯ

Помимо зависимости частоты от амплитуды пе-
риодического движения, для определения полного
спектра излучения от всех захваченных в каналиро-
вание позитронов необходимо знать:

— N , относительную долю частиц пучка, захва-
ченных в каналирование;

— f(ξm), распределение плотности каналирован-
ных позитронов по амплитудам ξm. Полагаем, что
на входе в прямой кристалл позитроны распределе-
ны равномерно по поперечной координате x, а сле-
довательно, и по ξ, и с угловым распределением
g(ϑ). В нормированных канонических переменных
(ξ, p) согласно (2) имеем следующую связь между ϑ

и p:

p =
dξ

dτ
=

υs
ω0(d/2)

dx

ds
≈ 2c

ω0d
ϑ =

ϑ

κ
, (6)

где s = υst ≈ ct — продольная координата вдоль
канала и 1/κ ≈ 6.230 · 104. Отсюда распределение
частиц на входе в кристалл по величине p принима-
ет вид

g̃(p) = κg(κp).
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Рис. 5. Фазовый портрет захвата частиц в каналирование

Замкнутая фазовая кривая p = p(ξ, ξm) с фиксиро-
ванной ξm на плоскости {ξ, p} для каналированной
частицы (см. рис. 5) согласно (3), (4) определяется
выражением

p(ξ, ξm) = ±
√
2
(
Ũ(ξm)− Ũ(ξ)

)
,

ξ ∈ [−ξm, ξm], 0 ≤ ξm ≤ 1.

(7)

Сепаратриса — фазовая кривая, разделяющая кана-
лированные и надбарьерные частицы, — описывает-
ся выражением pc(ξ) = p(ξ, 1). Максимальное значе-

ние pL соответствует углу Линдхарда ϑL, достигает-

ся при ξ = 0 и равно pL = |pc(0)| =
√
2Ũ(1). При рас-

сматриваемых параметрах прямого кристалла и ве-
личине энергии позитронов согласно (6) имеем pL ≈
≈ 1.189 и ϑL ≈ 19.093 · 10−6. Таким образом, доля
частицN , захваченных в режим каналирования, т. е.
попавших внутрь сепаратрисы, определяется выра-
жением

N =

1∫
0

dξ

|pc(ξ)|∫
−|pc(ξ)|

g̃(p) dp. (8)

Найдем теперь функцию плотности f(ξm) рас-
пределения частиц по амплитудам только для час-
тиц, попавших в каналирование. Далее под p(ξ, ξm)

будем подразумевать положительную ветвь опреде-
ления (7). Относительное число частиц из канали-
рованных N , имеющих амплитуды ξ ≤ ξm, равно

F (ξm) =
1

N

ξm∫
0

dξ

p(ξ,ξm)∫
−p(ξ,ξm)

g̃(p) dp,

т. е. F (1) = 1.

(9)

Тогда для функции плотности распределения (для
N частиц, попавших в каналирование) получаем вы-
ражение

f(ξm) ≡ dF (ξm)

dξm
=

1

N

dŨ(ξm)

dξm
×

×
ξm∫
0

dξ
g̃ (p(ξ, ξm)) + g̃ (−p(ξ, ξm))

p(ξ, ξm)
. (10)
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В дальнейшем ограничимся рассмотрением про-
стейшего случая равномерного и симметричного от-
носительно нуля распределения частиц пучка по уг-
лам ϑ, т. е.

g(ϑ) =
1

2ϑ0

{
1, если ϑ ∈ [−ϑ0, ϑ0],

0, если ϑ /∈ [−ϑ0, ϑ0].

Отсюда согласно (6) на плоскости нормированных
переменных имеем

g̃(p) =
1

2η

{
1, если p ∈ [−η, η],

0, если p /∈ [−η, η],

где граница пучка по переменной p равна η = ϑ0/κ.
а) Для случая, когда полуширина углового раз-

броса больше угла Линдхарда, т. е. ϑ0 > ϑL и, следо-
вательно, η > pL, согласно предыдущим выкладкам,
имеем

N =
1

η

1∫
0

|pc(ξ)|dξ =
1

η

1∫
0

dξ

√
2
(
Ũ(1)− Ũ(ξ)

)
,

F (ξm) =
1

Nη

ξm∫
0

dξ p(ξ, ξm) =

=
1

Nη

ξm∫
0

dξ

√
2
(
Ũ(ξm)− Ũ(ξ)

)
,

f(ξm) =
1

Nη

dŨ(ξm)

dξm

ξm∫
0

dξ√
2
(
Ũ(ξm)− Ũ(ξ)

) .

Таким образом, при ϑ0 > ϑL функции F (ξm) и f(ξm)

не зависят от ϑ0.
Рассмотрим приближение параболического по-

тенциала, когда приведенные выше формулы инте-
грируются до конца в аналитическом виде. Для это-
го ограничимся в представлении потенциала Ũ(ξ)

только первым членом разложения, т. е. Ũ(ξ) =

= ξ2/2. Тогда

√
2
(
Ũ(ξm)− Ũ(ξ)

)
→
√
ξ2m − ξ2 .

Отсюда получаем

N =
π

4η
, F (ξm) = ξ2m, f(ξm) = 2ξm.

б) Для случая, когда полуширина углового раз-
броса пучка меньше угла Линдхарда, т. е. ϑ0 < ϑL

и, следовательно, η < pL (см. рис. 5), введем ам-
плитуду ξ1, фазовая кривая для которой имеет мак-
симум p(0, ξ1) = η, т. е. определяется из уравнения√
2Ũ(ξ1) = η. Кроме того, для любой фазовой кри-

вой с амплитудой ξ1 < ξm ≤ 1 определяем значение
ξ2, зависящее от ξm. Зависимость ξ2(ξm) задается

уравнением
√
2
(
Ũ(ξm)− Ũ(ξ2)

)
= η. Заметим, что

ξ2(ξ1) = 0. Согласно формулам общего вида (8)–(10)
для рассматриваемого случая углового разброса в
пучке позитронов получаем

N = ξ2(1) +
1

η

1∫
ξ2(1)

dξ

√
2
(
Ũ(1)− Ũ(ξ)

)
, (11)

F (ξm) =
1

N

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

η

ξm∫
0

dξ

√
2
(
Ũ(ξm)− Ũ(ξ)

)
, если 0 ≤ ξm ≤ ξ1,

1

η

ξm∫
ξ2(ξm)

dξ

√
2
(
Ũ(ξm)− Ũ(ξ)

)
+ ξ2(ξm), если ξ1 ≤ ξm ≤ 1,

f(ξm) =
1

Nη

dŨ(ξm)

dξm

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ξm∫
0

dξ√
2
(
Ũ(ξm)− Ũ(ξ)

) , если 0 ≤ ξm ≤ ξ1,

ξm∫
ξ2(ξm)

dξ√
2
(
Ũ(ξm)− Ũ(ξ)

) , если ξ1 ≤ ξm ≤ 1.

(12)
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Рис. 6. Зависимость захвата в канал от углового разбро-
са ϑ0

Таким образом, при ϑ0 < ϑL в параболическом при-
ближении получаем ξ1 = η и ξ2(ξm) =

√
ξ2m − η2, а

предыдущие формулы сводятся к следующим:

N =
1

2

√
1− η2 +

1

2η
arcsin η,

F (ξm) =
1

2Nη
×

×
⎧⎨
⎩

πξ2m/2, если 0 ≤ ξm ≤ η,

η
√
ξ2m−η2+ξ2m arcsin(η/ξm), если η ≤ ξm ≤ 1,

f(ξm) =
ξm
Nη

⎧⎨
⎩

π/2, если 0 ≤ ξm ≤ η,

arcsin(η/ξm), если η ≤ ξm ≤ 1.

Рассчитанная по формуле (11) зависимость от-
носительного захвата N в режим каналирования от
величины полуширины углового разброса пучка ϑ0

при 0 < ϑ0 ≤ ϑL для потенциала (1) показана на
рис. 6. Рассчитанные согласно (12) функции плот-
ности f(ξm) для некоторых значений ϑ0 · 106 пока-
заны на рис. 7.

Из проведенного анализа следует важный для
дальнейшего вывод: в потенциале (1), где dŨ/dξ → 0

при ξ → ±1, плотность распределения f(ξm) → 0

при ξm → 1.
Таким образом, показана малая (практически

нулевая) плотность каналированных частиц для ко-
лебаний с амплитудами близкими к единице. Это
лишний раз делает приближение о гармоническом
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Рис. 7. Функции распределения каналированных частиц по
амплитудам ξm для различных значений ϑ0 [мкрад] (числа

над кривыми)

характере движения каналированных позитронов в
кристалле достаточно справедливым.

4. ИЗЛУЧЕНИЕ КАНАЛИРОВАННЫХ
ПОЗИТРОНОВ ПРИ

КВАЗИПЕРИОДИЧЕСКОМ ДВИЖЕНИИ

Для нахождения спектра излучения каналиро-
ванного позитрона, колеблющегося в межплоскост-
ном потенциале (1), используем формулу, получен-
ную в книге [1] (см. с. 303), для квазипериодического
движения частицы при любых значениях параметра
мультипольности ρ, с учетом квантового эффекта
отдачи при излучении фотона. Эта формула спра-
ведлива для расчетов систем, в которых частица со-
вершает достаточно большое (десять и более) число
колебаний вдоль прямой линии. При выводе фор-
мулы учитывалась связь поперечного и продольно-
го движений. Необходимость рассмотрения спектра
излучения в таком самом общем виде связано с тем,
что в потенциале (1) параметр мультипольности (см.
рис. 3) перекрывает достаточно широкий диапазон
значений ρ, обеспечивающий разные типы излуче-
ния (см. Введение). Спектр излучения одного позит-
рона на единице длины короткого кристалла опре-
деляется следующим выражением:
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Рис. 8. Спектральные зависимости d2E/dEγds от Eγ , полученные методом [1] с учетом отдачи при излучении для
значений ξm, отмеченных на каждой кривой

d2E

dEγds
= − αEγ

c(2πγ)2
×

×
∞∑

n=1

Φ (1− ζ(1 + ρ/2))

π∫
−π

π∫
−π

dϕ1dϕ2 ×

× J0

⎛
⎝2

ϕ1∫
ϕ2

dϕμ(ϕ)
√

ζ (n− ζ(1 + ρ/2))

⎞
⎠×

×
[
1 +

A(Eγ)

2
(μ(ϕ1)− μ(ϕ2))

2

]
×

× cos

⎧⎨
⎩(n− ζρ/2)(ϕ1 − ϕ2) + ζ

ϕ1∫
ϕ2

dϕμ2(ϕ)

⎫⎬
⎭ , (13)

где α = 1/137.04, Eγ — энергия испускаемого фо-
тона, ступенчатая функция Φ(y) = 1 при y ≥ 0 и
Φ(y) = 0 при y < 0, J0 — функция Бесселя, μ(ϕ) =
= γ(υx(ϕ)−〈υx〉)/c (в потенциале (1) для каналиро-
ванного позитрона 〈υx〉 = 0),

ζ(Eγ , ξm) =
EγE

2γ2(�ω)(E − Eγ)
, ω = ω0Ω(ξm),

A(Eγ) = 1 +
E2

γ

2E(E − Eγ)
.

Согласно сделанному ранее анализу, движение
позитрона в потенциальной яме (1) представляем в
виде гармонического колебания (5) с частотой, зави-
сящей от амплитуды ξm. Для такой аппроксимации

рассчитаны по предыдущей формуле и показаны на
рис. 8 спектральные зависимости d2E/dEγds от Eγ

одного каналированного позитрона со следующими
значениями: ξm = 0.3, 0.5, 0.7, 0.9.

При расчете величины спектра для каждого зна-
чения Eγ суммирование по n в (13) заканчивалось
на nmax(Eγ), когда добавка следующего члена с n =

= nmax(Eγ) + 1 относительно накопленной суммы
становилась меньше 1%. Интегрирование проводи-
лось с точностью 10−3.

Полное спектральное излучение всеми захвачен-
ными в канал позитронами (d2E/dEγds)tot будет
определяться выражением

(
d2E

dEγds

)
tot

= N0

1∫
0

f(ξm)Ψ(Eγ , ξm) dξm, (14)

где Ψ(Eγ , ξm) — функция спектральной интенсив-
ности одного позитрона с амплитудой ξm, т. е. пра-
вая часть выражения (13). Рассчитанная по форму-
ле (14) зависимость (d2E/dEγds)tot от Eγ для двух
случаев начальной полуширины углового разброса
пучка позитронов ϑ0 ·106 = 4 и ϑ0 ·106 = 19 показана
на рис. 9. Максимальный уровень полного спектра
излучения и соответствующее ему значение энергии
фотона Eγ приведены в таблице.

Как отмечалось выше, формула (13) описывает
излучение при любых значениях параметра мульти-
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Таблица

ϑ0 · 106 η N max(d2E/dEγds)tot Eγ , ГэВ

4 0.249 97.96% ≈ 4.2 см ≈ (1.95–2.30)

19 1.184 80.79% ≈ 5.1 см ≈ (2.27–2.96)
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Рис. 9. Полная спектральная интенсивность в зависимости
от энергии излучаемых фотонов Eγ , полученная методом

[1] с учетом отдачи при излучении

польности ρ, включая и квантовую область, когда
необходимо учитывать отдачу при излучении фо-
тона. Если пренебречь этой отдачей, то функции
ζ(Eγ , ξm) и A(Eγ) в (13) принимают вид

ζ(Eγ , ξm) =
Eγ

2γ2(�ω)
, A(Eγ) = 1 +

E2
γ

2E2
.

Для этого случая на рис. 12 показана спектральная
зависимость (пунктирная линия b) для всех канали-
рованных позитронов при ϑ0 · 106 = 19.

5. РАСЧЕТ НА ОСНОВЕ СООТНОШЕНИЙ
ДЛЯ МАГНИТОТОРМОЗНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ

Кроме расчета излучения методом [1] (форму-
ла (13)), рассмотрим процесс излучения при ка-
налировании позитронов другим методом, основан-
ным на уравнениях классической электродинами-
ки. Этот метод справедлив, когда направление дви-
жения частицы при ее движении в поле изменяет-
ся на угол, значительно превосходящий характер-
ный угол излучения ∼ 1/γ. Суть метода состоит

в том, что учитывается только поперечное движе-
ние и пренебрегается интерференцией от далеких
участков траектории, как это реализуется в случае
магнитотормозного излучения. Тогда согласно [16]
(см. с. 258) полное спектральное излучение по час-
тоте фотонов ω̃ (или энергии Eγ = �ω̃) на единице
длины s, генерируемое ультрарелятивистским кана-
лированным позитроном, совершающим гармониче-
ские поперечные колебания с частотой ω(ξm), опре-
деляется выражением

d2E

dEγds
= −M(ξm)

2e2

γ2c�
n×

× 4

π/2∫
0

⎧⎨
⎩Ai′(u)

u
+

1

2

∞∫
u

Ai(s) ds

⎫⎬
⎭ dϕ, (15)

где Eγ = �ω̃ — постоянная Планка, M(ξm) =

= ω(ξm)/2πc — число колебаний частицы при про-
хождении единицы длины кристалла, n = ω̃/ω(ξm),

Ai(u) =
1

π

∞∫
0

cos

(
y3

3
+ uy

)
dy

— функция Эйри,

Ai′(u) =
d

du
Ai(u),

u = u(ξm, ϕ) = χ(ξm)

(
n

cosϕ

)2/3

,

χ(ξm) =
1

γ2

(
c

ω(ξm)

2

ξmd

)2/3

.

Движение позитрона, как и раньше, в потенци-
альной яме (1) представляется в виде гармоничес-
кого колебания (5) с частотой, зависящей от амп-
литуды ξm. Для такой аппроксимации рассчита-
ны по предыдущей формуле (15) и показаны на
рис. 10 (аналогично рис. 8) спектральные зависимос-
ти d2E/dEγds от Eγ одного каналированного пози-
трона со следующими значениями амплитуды ξm =

= 0.3, 0.5, 0.7, 0.9, 0.940, 0.995, 0.999. Таким образом,
теперь полное излучение всех захваченных в канал
частиц определяется выражением
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Рис. 10. Спектральная зависимость d2E/dEγds от Eγ , по-
лученная методом классической электродинамики [16] для

значений ξm, отмеченных на каждой кривой

(
d2E

dEγds

)
tot

= N

1∫
0

f(ξm)L(Eγ , ξm) dξm, (16)

где L(Eγ , ξm) — функция спектральной интенсив-
ности одного позитрона с амплитудой ξm, т. е. пра-
вая часть выражения (15). Рассчитанная по форму-
ле (16) зависимость (d2E/dEγds)tot от Eγ для двух
случаев начальной полуширины углового разброса
пучка позитронов ϑ0 = 4, 19 мкрад показана на
рис. 11.

На рис. 12 представлены спектральные зависи-
мости, полученные для случая ϑ0 = 19 мкрад с
помощью двух методов из [1] с учетом и без уче-
та отдачи и с помощью классической электродина-
мики [16]. Сравнение этих зависимостей показывает
их удовлетворительное согласие: максимум спектра
излучения по классической электродинамике превы-
шает максимум с учетом отдачи менее чем на 10%.

6. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

В работе было достаточно подробно рассмотрено
планарное периодическое движение каналированно-
го позитрона в прямом кристалле с ориентацией
(011): найдены зависимости частоты колебаний и
параметра мультипольности от амплитуды. Широ-
кий диапазон значений параметра мультипольности
в рассмотренном потенциале указывает на реализа-
цию различных типов излучения: интерференцион-
ного — частицами в основном с малыми амплитуда-
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Рис. 11. Полная спектральная интенсивность в зависимо-
сти от энергии излучаемых фотонов Eγ , полученная мето-

дом классической электродинамики [16]
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Рис. 12. Полные спектральные интенсивности в зависи-
мости от энергии излучаемых фотонов Eγ при ϑ0 =

= 19 мкрад, рассчитанные методом [1] с учетом отдачи
(кривая a) и без учета отдачи (кривая b ), а также мето-

дом классической электродинамики [16] (кривая c)

ми — и магнитотормозного — с относительно боль-
шими амплитудами. Показано, что в таком потенци-
але плотность распределения каналированных час-
тиц по амплитудам колебаний ξm стремится к нулю
при ξm → 1. Это как раз те частицы, которые при
своем движении близко приближаются к кристалли-
ческим плоскостям. Таких частиц мало и, кроме то-
го, эти частицы из-за взаимодействия с ядрами кри-
сталлической решетки с большей вероятностью мо-
гут выходить из режима каналирования, т. е. быть
деканалированными.
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Рис. 13. (В цвете онлайн) Сравнение между расчетными
(голубая линия) и измеренными (точки) спектрами потерь
энергии каналированных позитронов в кристалле кремния
(110) длиной 2 мм. Зеленая линия отражает потери в

аморфном состоянии

Показано, что для основной массы каналирован-
ных частиц с амплитудами, меньшими 0.98, их дви-
жение представляет собой гармонические колебания
с рассчитанными частотами, зависящими от их ам-
плитуд. В таком гармоническом приближении суще-
ственно упрощается расчет спектра излучения всех
каналированных частиц двумя способами: методом
[1] с учетом и без учета квантовой отдачи и мето-
дом классической электродинамики [16]. Сравнение
полученных результатов показывает их удовлетво-
рительное согласие: максимум спектра излучения
по классической электродинамике превышает такой
максимум с учетом отдачи менее чем на 10%.

Таким образом, с учетом того, что метод [1] при-
меним только для прямого кристалла, метод класси-
ческой электродинамики [16] может послужить ос-
новой для дальнейшего рассмотрения процесса из-
лучения в изогнутых монокристаллах.

Приведенное выше рассмотрение процесса из-
лучения фотонов в кристалле использовалось для
сравнения с измеренными радиационными потеря-
ми в эксперименте INSURAD [5], и было достигнуто
замечательно хорошее согласие (см. рис. 13). При
этом для учета множественности рождения фото-
нов в протяженном кристалле использовался метод
Монте-Карло, где вероятность рождения фотонов
на единицу длины описывалась полученными выше
спектрами.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведенные расчеты доказывают перспективы
применения монокристаллов для создания мощных
источников направленного излучения на ускорите-
лях и могут быть использованы при планировании
новых исследований в ЦЕРН и ГНЦ ИФВЭ .

Работа поддержана дирекцией ГНЦ ИФВЭ и
грантом №09-02-92431-КЭ_а совместного проекта
РФФИ–Консорциум EINSTEIN (Италия).
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