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СПИНОВЫЕ РАДИАЦИОННЫЕ ПОПРАВКИ К ВЕРОЯТНОСТИ
И МОЩНОСТИ ИЗЛУЧЕНИЯ В КЛАССИЧЕСКОЙ

И КВАНТОВОЙ ЭЛЕКТРОДИНАМИКЕ
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Спиновые радиационные эффекты в одночастичном секторе КЭД имеют двойственную природу и могут
быть поняты на основе френкелевской классической модели вращающегося электрона. В исследуемой
области значений параметров γ2

⊥ � 1 (γ2
⊥ = 1 + p2⊥/m

2) и χ � 1 (χ =
√

(eFμνpν)2/m
3) мнимая

часть сдвига массы и мощность излучения содержат спиновые вклады двух типов. Вклады первого типа
связаны с наличием у фермиона собственного магнитного момента, представляющего дополнительный
источник электромагнитного излучения; вклады второго типа имеют противоположный знак и обязаны
небольшому изменению ускорения электрона, возникающему из-за френкелевской добавки к массе час-
тицы. В двух упомянутых величинах вклады второго типа доминируют, что объясняет «неправильный»
знак полных спиновых поправок. Мы показываем, что не только знак, но и численные значения коэф-
фициентов могут быть с заданной точностью объяснены в рамках классической электродинамики, если
поправки к сдвигу массы (действию) и к мощности излучения вычислять в канонических переменных,
т. е. при фиксированных значениях соответственно скорости и импульса. Полученные результаты можно
трактовать как демонстрацию принципа соответствия в области радиационных спиновых эффектов — в
дополнение к соответствию между классической и квантовой теорией на древесном (по внешнему полю)
уровне. При ae ≡ (g − 2)/2 � χ � 1 уравнения модели Френкеля приводят к обобщению системы урав-
нений Лоренца –БМТ (Баргманна –Мишеля –Телегди), учитывающему френкелевскую добавку к массе.
Обсуждаются некоторые особенности эксперимента по наблюдению спинового света.

DOI: 10.7868/S0044451016040040

1. ВВЕДЕНИЕ

Излучение релятивистских пучков зависит от по-
ляризационного состояния ускоряемых частиц. От-
личие вероятности и мощности излучения заряда
со спином от аналогичных величин для бесспи-
новой частицы служит теоретическим основанием
для объяснения таких макроскопических спиновых
эффектов как спиновый свет и радиационная (са-
мо)поляризация (РП) электронов в накопителях [1].
Радиационные эффекты в релятивистских пучках
ускорителей — это преимущественно классическое
явление [2]: главные члены в разложении вероят-
ности и мощности излучения по степеням парамет-
ра χ (χ ∼ 10−5–10−4) объясняются классическим
орбитальным движением точечного заряда. Стар-
шие спиновые поправки к классическим выраже-
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ниям линейны по χ (в относительных единицах) и
отвечают за эффект спинового света, создаваемый
квантовыми переходами без переворота спина [3, 4].

Наиболее интересными с практической точки
зрения оказались следующие члены разложений,
так как они содержали вклады от переходов с пе-
реворотом спина («спин-флип») и объясняли РП.
Формулы, описывающие указанные эффекты, бы-
ли получены методами квантовой электродинами-
ки (КЭД, QED) достаточно давно [5–11]. Потребо-
вались значительные усилия для их квазикласси-
ческого объяснения и обобщения на неоднородные
поля [4,9,12,13]. Необходимость наглядной физиче-
ской интерпретации РП была тщательно обоснова-
на в упомянутой работе Джексона. В дальнейшем,
после выхода работ [14, 15] проблема интерпрета-
ции РП получила более широкий контекст в свя-
зи с так называемым циклическим эффектом Ун-
ру. Последний, как полагают, объясняет неполную
равновесную поляризацию электронного пучка (см.
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также [16, 17]). Повышенное внимание к РП объяс-
няется уникальной ролью этого эффекта в экспе-
риментальной физике высоких энергий1). Не вда-
ваясь в детали, отметим общий вывод, касающийся
возможностей квазиклассического подхода2): в ис-
следуемом диапазоне значений энергии электронов
(Ee � 1 ГэВ) и для полей F � Fc орбитальное дви-
жение можно описывать классически, в то же вре-
мя спин-флип-переходы должны рассматриваться в
рамках квантовой теории [4, 9, 12, 13].

Вопрос о физической интерпретации старших
(т. е. линейных по χ) спиновых слагаемых приобрел
актуальность после того, как в ИЯФ СО АН был
поставлен эксперимент [19] по наблюдению спино-
вого света. Детальный анализ [4] выражения для
мощности синхротронного излучения (СИ) в маг-
нитном поле позволил выделить эффекты поляри-
зации (электронов и самого СИ), а также эффекты
отдачи. Однако он не дал ответа на вопрос, почему
электрон больше излучает в состоянии с минималь-
ной магнитной энергией3). В работах [4] и

Наша работа посвящена физической интерпрета-
ции именно старших спиновых слагаемых. Для трех
типов постоянного внешнего поля мы показываем,
что главные спиновые радиационные поправки (не
только к мощности, но и к мнимой части сдвига мас-
сы (СМ)) все-таки могут быть поняты целиком на
основе классической теории, в которой траектории
частиц описываются уравнением Лоренца –Френке-
ля, а спиновое уравнение совпадает с уравнени-
ем Френкеля –БМТ (Баргманна –Мишеля –Телегди
[21]). По существу, единственным элементом, необ-
ходимым для согласования классической и кванто-
вой теорий излучения заряженного магнетона, ока-
залось понятие френкелевской массы, отсутствую-
щее в стандартном классическом подходе. Доказа-
тельство этого факта потребовало, однако, дополни-

1) Прекрасное изложение теории и приложений РП содер-
жится в обзоре [18].

2) Используется система единиц, в которой � = 1 = c, α =
= e2/4π�c, боровский радиус aB = 4π�2/me2, и метрика, в ко-
торой xμ = (x, ix0), а дуальный тензор F ∗

μν = (i/2)εμνλσFλσ.
Критическое (так называемое «швингеровское») значение
электромагнитного поля Fc = m2c3/|e|�. Мы используем так-
же диадные обозначения [A,B] для тензора с элементами
AαBβ − AβBα и (в отдельных случаях) точку для указания
свертки по лоренцевым индексам.

3) В работе [4] правильная формула для мощности СИ со-
провождается утверждением, противоречащим ей по смыслу
(с. 1087). Это утверждение повторено и в тексте гл. 4 кни-
ги [22]. Однако в гл. 3 этой же книги имеется (на с. 199)
правильное указание на увеличение мощности СИ электро-
нов при антипараллельных ζ и HR, которое, к сожалению,
никак не комментируется.

тельных усилий. Мы, в частности, показываем, что
инерционные спиновые эффекты должны появлять-
ся как линейные по χ добавки тогда, когда основное
слагаемое имеет классическое происхождение. Что
касается влияния этих эффектов на РП, то оно мог-
ло бы проявиться только в членах порядка χ3, кото-
рые здесь не рассматриваются. Резюмируя, можно
сказать, что классическая теория оказалась важным
качественным дополнением к КЭД в области радиа-
ционных спиновых эффектов. Различие между спи-
новыми поправками к вероятности (т. е. к действию)
и к мощности излучения в КЭД и в классической
электродинамике (CED) (Лоренца –БМТ) позволя-
ет, с одной стороны, глубже понять механизм спино-
вых радиационных эффектов и, с другой стороны,
определить достаточно тонкие условия применимо-
сти классической теории.

Работа имеет следующую структуру. Раздел 2
носит вспомогательный характер. Здесь мы опре-
деляем основные динамические параметры, прово-
дим сравнение классических и квантовых выраже-
ний для вероятности и мощности излучения, а так-
же указываем на их принципиальное расхождение —
при условии, что классические траектория и эво-
люция спина описываются уравнениями Лоренца и
БМТ [23]. В разд. 3 для модели Френкеля предло-
жен метод последовательных приближений, позво-
ляющий находить поправки по степеням χ и g − 2

к уравнениям Лоренца и БМТ. Здесь, в частности,
доказывается основное соотношение (45), позволя-
ющее считать френкелевскую массу медленно ме-
няющимся параметром. В разд. 4, используя тео-
рию излучения классических мультиполей [22–26],
мы находим спиновый вклад в вероятность и мощ-
ность излучения и с требуемой точностью демон-
стрируем совпадение классических и квантовых вы-
ражений. Раздел 5 посвящен вопросам эксперимен-
тального наблюдения спинового света. В частности,
обращается внимание на то, что поставленный экс-
перимент [19] (пока единственный) действительно
указывает на «неправильный» знак главной спино-
вой поправки к мощности СИ. В Приложения мы
поместили дополнительную информацию по модели
Френкеля и, в справочных целях, некоторые форму-
лы классической теории излучения точечных муль-
типолей, а также формулы для мощности СИ поля-
ризованного электрона [20, 22]. Приложения содер-
жат также ряд замечаний, дополняющих основной
текст.
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2. КЛАССИЧЕСКАЯ И КВАНТОВАЯ
ТЕОРИИ ИЗЛУЧЕНИЯ ЗАРЯЖЕННОГО

МАГНЕТОНА

Болометрические характеристики радиацион-
ных процессов в одночастичном секторе КЭД с
внешним постоянным и однородным полем яв-
ляются функциями инвариантов (см. [1, 4, 7–9])

F =
(eFμν)

2

4m4
, (1a)

G =
e2FμνF

∗
μν

4m4
, (1b)

χ =
1

m3

√
(eFμνpν)2 � �ωph

E
, (2)

к которым следует добавить

γ̃ =
epμF

∗
μνSν

2m3
(3a)

и
γ̃e =

epμFμνSν

2m3
, (3b)

если излучающая частица обладает поляризацией
(ωph и E — соответственно характерная частота из-
лучения и энергия частицы). Инварианты (1)–(3)
безразмерны, и χ, γ̃, γ̃e помимо внешнего поля за-
висят также от сохраняющихся комбинаций компо-
нент импульса и (безразмерного) спина. Мы рас-
сматриваем фоновые поля, для которых псевдоска-
ляр G = 0, так что аналитические различия характе-
ристик излучения могли бы быть связаны со знаком
инварианта F : значения F < 0, F > 0 и F = 0 соот-
ветствуют динамически разным случаям электри-
ческого, магнитного и скрещенного полей соответ-
ственно. В действительности, в ультрарелятивист-
ском случае имеет место универсальность скрещен-
ного поля: почти для всех направлений импульса
частицы внешнее поле выглядит скрещенным в ее
системе покоя [7]. Универсальность проявляется, на-
пример, в совпадении (с точностью до членов поряд-
ка γ−2 = (m/E)2) выражений для полной вероятно-
сти излучения в единицу собственного времени. Для
трех указанных выше случаев внешнего поля эта ве-
роятность [8, 10, 27, 28] равна

λQED = −2 ImΔmQED = λorb

[
1− 8

√
3

15
χ +

+
7

2
χ2 + . . .+

3

5
γ̃
(
1− 4

√
3χ+ . . .

)]
. (4)

Здесь

λorb = −2 ImΔmCED =
5α

2
√
3
γ
|eF |
m

=
5

2
√
3

χ

aB
, (5)

а ΔmCED — СМ классического бесспинового заря-
да, см. [29]4). Исследуемая нами область значений
инвариантов (1)–(3) соответствует условиям приме-
нимости квазиклассической теории [2]:

χ� 1, (6a)
γ � 1. (6b)

Таким образом, в (4) отброшены слагаемые, имею-
щие порядок χ4 и выше. Пропорциональное γ̃ слага-
емое в правой части (4) представляет спиновую со-
ставляющую λQED (обозначим ее λQED

s ). При усло-
вии (6a)

λQED
s � 3

5
λorbγ̃ =

3

10
λorb sign (e)ζχ , (7)

где квантовое число ζ = ±1 определяет проекцию
спина на направление магнитного поля в собствен-
ной системе заряда. Совпадение выражений для
λQED в трех упомянутых случаях внешнего поля
имеется и в существенно квантовой области χ � 1,
которой, однако, мы здесь касаться не будем. На-
шей главной целью является устранение принципи-
ального расхождения между классической теорией
спиновых радиационных эффектов [22,23] и тем, что
дает квазиклассическое приближение КЭД.

Не отмеченной ранее (и неожиданной!) особенно-
стью спинового вклада в (4) является его знак [23]. В
системе покоя заряда энергия взаимодействия маг-
нитного момента

μ =
g

2

e

2m
ζ (8)

с внешним полем равна

−g
2
γ̃m = −g

2

e

2m
ζ ·HR , (9)

где HR и ζ — магнитное поле и спин (|ζ| = 1) в этой
же системе. Таким образом, полная вероятность из-
лучения максимальна, когда магнитная энергия ми-
нимальна. Эта особенность кажется тем более уди-
вительной, что эффект РП предполагает противо-
положное поведение: благодаря спин-флип-перехо-
дам циркулирующие в магнитном поле релятивист-
ские электроны с вероятностью 0.924 релаксиру-
ют в состояние с минимальной магнитной энерги-
ей [1]. Это состояние имеет и наименьшую вероят-
ность спин-флип-излучения.

4) Для удобства оценок мы используем квантовые пара-
метры в классических выражениях.
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Подобно λQED
s , спиновый вклад в мощность СИ

также обнаруживает необычную зависимость от на-
правления спина [4, 6]:

PQED = Porb

[
1− 55

√
3

16
χ +

+ 48χ2 + . . .+ 3γ̃

(
1− 35

√
3

4
χ+ . . .

)]
, (10)

где [30]

Porb =
2

3
α

(
eF̂ ẋ

m

)2

=
2

3

m

aB
χ2 (11)

— мощность излучения классического (бесспиново-
го) заряда, а зависящее от спина слагаемое

PQED
s � 3γ̃Porb =

3

2
Porb sign (e)ζχ (12)

(ср. с (7)). Отмеченное свойство спиновых вкла-
дов λQED

s и PQED
s послужило автору поводом для

рассмотрения спиновых радиационных эффектов
в классической электродинамике, построенной на
уравнениях Лоренца и БМТ [23]. Классические вы-
ражения, являющиеся аналогами формул (7) и (12),
имеют вид

λCED
so = − 1

2
√
3

χ2

aB
sign (e)ζ =

= −1

5
λorb sign (e)ζχ, (13)

PCED
so = −1

2
Porb sign (e)ζχ, (14)

см. формулы (31) и (36) в [23]5). Расхождение в зна-
ках формул (7) и (12) с одной стороны и (13), (14) —
с другой, является принципиальным: оно показы-
вает, что частица БМТ, двигаясь во внешнем поле,
будет излучать тем больше, чем больше ее магнит-
ная энергия (9). Согласно формулам (7) и (12) кван-
товый электрон ведет себя противоположным обра-
зом.

3. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ В МОДЕЛИ
ФРЕНКЕЛЯ: ОСНОВНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ

Предлагаемая в данной работе интерпретация
главных спиновых вкладов в вероятность (7) и в

5) Классические спиновые вклады (13) и (14) связаны с ин-
терференцией излучений, порождаемых орбитальным и спи-
новым токами. В связи с этим для их обозначения использу-
ется индекс “so”.

мощность (12) излучения основана на френкелев-
ской классической модели заряженной частицы, об-
ладающей собственным магнитным моментом.

Уравнения движения в модели Френкеля имеют
вид6) (∂α ≡ ∂/∂xα)

d

dτ
(Mẋ) = eF̂ ẋ− 1

2
∂ tr(μ̂F̂ ) +

d

dτ
μ̂a , (15)

˙̂μ

κ
=
[
F̂ , μ̂

]
+ ẋ⊗ μ̂a− μ̂a⊗ ẋ (16)

(«шляпка» над символом используется для матриц:
μ̂ = ‖μαβ‖, (μ̂a)α = μαβaβ и т. п.). Здесь классичес-
кий параметр

κ =
g

2

e

m
≡ g

2
κ0, (17)

и тензор магнитного момента

μαβ = μΣαβ , μ =
1

2
κ

(
=

�

2
κ

)
. (18)

Безразмерный 4-вектор спина Sα связан с Σαβ по-
средством соотношений

Σαβ = iεαβγδẋγSδ, Sα = − i

2
εαβγδẋβΣγδ (19)

и является пространственно-подобным:

ẋS = 0 . (20)

В КЭД вектор Sα используется для параметризации
поляризованных состояний электрона и при нали-
чии внешнего поля входит в состав инвариантов (3),
см. [33, 34]. В собственной системе заряда

SRF
α = (ζ, 0), |ζ| = 1. (21)

Согласно модели Френкеля, M = m + λ, где λ
и aα в уравнениях (15), (16) — лагранжевы множи-
тели, появляющиеся вследствие наложения связей:

ẋ2(τ) = −1, (22)
μ̂ẋ = 0. (23)

Условие (22) означает выбор собственного времени
мировой линии x(τ) в качестве параметра, а условие
(23) — отсутствие у частицы собственного электри-
ческого момента. Последнее условие приводит к вы-
рожденности матрицы μ̂ и, как следствие, к неопре-
деленности вектора a: преобразование

aα → aα + ẋαψ(τ) (24)

6) В оригинальной статье Френкеля [31] 1926 г. не могло
быть, разумеется, упоминания о возможности g �= 2. В то же
время уравнения модели легко обобщаются на этот случай,
см. [22, 32] и Приложение А.
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(ψ(τ) — произвольная функция) не меняет ни урав-
нение траектории (15), ни уравнение спина (16) в
силу (23).

Условие сохранения связей (22), (23) приводит к
равенствам (см. (A.6), (A.9); в дальнейшем полагаем
F̂ = const)

λ = mFr ≡ 1

2
tr(μ̂F̂ ) = −1

2
μαβFαβ , (25)

μ̂a = Fr μ̂F̂ ẋ− 1

Mκ
μ̂
d

dτ
μ̂a, (26)

где множитель

Fr ≡ 1− 2

g

m

M , (27)

и

M = m+mFr ,
mFr

M ∼ χ. (28)

Равенство (26) можно использовать рекуррентно
для приближенного определения μ̂a. Вводя обозна-
чение

μ̂a(0) = Fr μ̂F̂ ẋ, (29)

перепишем (26) в виде

μ̂a =

(
1 +

μ̂

Mκ

d

dτ

)−1

Fr μ̂F̂ ẋ =

= μ̂a(0) + μ̂a(1) + μ̂a(2) + . . . , (30)

μ̂a(k) = (−D̂)kμ̂a(0), D̂ ≡ μ̂

Mκ

d

dτ
.

Сравнение членов разложения (30) удобно про-
водить в собственной системе отсчета частицы. Тог-
да

μ̂

Mκ
∼ μ

Mκ
∼ τC , (31)

где τC — комптоновское время электрона, см. (18),
(19), (21) и (28). Эффективным параметром в раз-
ложении (30) является

τC
d

dτ
∼ τC

eFRF

m
∼ χ. (32)

Здесь eFRF /m — характеристическая частота в сис-
теме покоя заряда. Заметим, что само разложение
(30) еще не является разложением по степеням χ,
так как каждое отдельное слагаемое в правой части
(30) в свою очередь представляется рядом по сте-
пеням χ и g − 2. Параметры χ и g − 2 независи-
мы и в дальнейшем считаются малыми. Разложение
(30) во всяком случае устанавливает иерархию спи-
новых вкладов в уравнениях движения (15) и (16).
Мы найдем главные из этих вкладов и покажем, что

в старшем порядке по χ и при g = 2 (дираковский
электрон) спиновые поправки в (15) сводятся к из-
менению инерционных свойств классического элек-
трона. По существу будет использована контроли-
руемая параметрами ae и χ (при ae � 1 и χ � 1)
близость теории Френкеля –БМТ к электродинами-
ке бесспинового заряда.

Здесь уместно, по-видимому, особо остановить-
ся на физическом смысле рядов теории возмуще-
ний, получаемых на основе соотношений (28) и (30).
Квантовый «вид» этих рядов (напомним, что χ ∝ �,
ae � α/2π) не означает учета квантовых и радиаци-
онных эффектов более высокого порядка. Парамет-
ры μ и g в теории Френкеля являются свободными.
Более того, если магнитный момент μ = e�/2mc яв-
ляется квантовым свойством дираковского электро-
на, проявляющимся на древесном уровне, то сдвиг
массы7) приобретается электроном вследствие ради-
ационного самодействия, т. е. — с диаграммной точ-
ки зрения — в процессах КЭД более высокого по-
рядка теории возмущений. По этой причине в слу-
чае электрона или мюона (но не протона) сравне-
ние классических и квантовых характеристик излу-
чения должно проводиться при g = 2. При этом ве-
щественная часть СМ (ReΔmQED) возникает благо-
даря реадсорбции виртуальных квантов, формиру-
ется в пространственной области размером поряд-
ка λC и имеет, таким образом, целиком квантовое
происхождение. В то же время его мнимая часть
(ImΔmQED) связывает источники с каналом реаль-
ных частиц и поэтому должна подчиняться прин-
ципу соответствия в какой-либо форме. Тот факт,
что получаемые в модели Френкеля аналоги фор-
мул (13) и (14) совпадают с выражениями (7) и (12),
основан на существовании в самой квантовой тео-
рии разных способов получения квазиклассических
асимптотик8). Указанное совпадение расширяет об-
ласть применимости принципа соответствия [35, 36]
с включением в нее и главных спиновых радиацион-
ных эффектов.

В постоянном однородном поле сила Штерна –
Герлаха (второе слагаемое в правой части (15)) рав-
на нулю. Поскольку масса M зависит от τ , урав-
нение (15) отличается от уравнения Лоренца двумя
слагаемыми: Ṁẋ в левой и dμ̂a/dτ в правой части.

7) Его вещественная часть определяет аномальный маг-
нитный момент, а мнимая — скорость излучения λQED со-
гласно соотношению (4), см. [33, 34].

8) Это свойство в конечном итоге и позволяет получить не
содержащее � уравнение БМТ из уравнения Дирака (несмот-
ря на «очевидное» исчезновение спина в пределе � → 0); см.
по этому поводу работы [35, 36].
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Рассмотрим вначале зависимость M(τ). Из уравне-
ний (16), (25) и (30) получаем

Ṁ =
1

2
tr( ˙̂μF̂ ) = −κẋF̂ μ̂a =

= −κẋF̂ μ̂a(1) − κẋF̂ μ̂a(2) + . . . , (33)

поскольку ẋF̂ μ̂a(0) ≡ 0.
Используя (30) совместно с уравнениями движе-

ния (15), (16), можно вычислить правую часть (33) с
любой точностью. Остановимся подробно на вычис-
лении первого слагаемого. Для второго будет при-
ведена только оценка.

В соответствии с (30), (32) грубая оценка слага-
емого −κẋF̂ μ̂a(1) в правой части (33) имеет следую-
щий вид:

−κẋF̂ μ̂a(1) = κẋF̂ D̂ Frμ̂F̂ ẋ ∼ κmeF
RFFrχ2, (34)

т. е. (с точностью до знака):

Ṁ
m

∼ Fr
χ3

τC
. (35)

В последнем из соотношений (34) мы отбросили сла-
гаемое, пропорциональное Ṁ, которое не меняет
оценку (35) основного слагаемого. Точно так же гру-
бая оценка второго слагаемого в (33) дает

− κ

m
ẋF̂ μ̂a(2) ∼ Fr

χ4

τC
. (36)

Рассмотрим теперь первое слагаемое в (33) более
подробно. Члены, содержащие Ṁ, отбрасываем:

−κẋF̂ μ̂a(1) = Fr

M ẋF̂ μ̂
(
˙̂μF̂ ẋ+ μ̂F̂ ẍ

)
. (37)

Использование в (37) уравнений движения (15) и
(16), а также связи (23) и свойств симметрии

ẋF̂ ẋ = 0, ẋF̂ μ̂F̂ ẋ = 0

и т. п. позволяет переписать (37) в виде

− κẋF̂ μ̂a(1) = Fr
(
− κ

M Fr ẋF̂ μ̂μ̂F̂ F̂ ẋ +

+
1

M2
ẋF̂ μ̂μ̂F̂

d

dτ
μ̂a

)
. (38)

Обратим внимание на появление дополнительного
множителя Fr в (38), который образуется вкладами
от двух слагаемых в скобках уравнения (37). Подоб-
ным же образом этот множитель возникает и в рас-
четах высших порядков. Этот механизм в конечном
итоге уменьшает оценки (35), (36).

Оценка
d

dτ
μ̂a � d

dτ
μ̂a(0)

выглядит следующим образом:

d

dτ
μ̂a(0) ≈ Fr

(
−κFrμ̂F̂ F̂ ẋ+ κF̂ μ̂F̂ ẋ +

+
1

M μ̂F̂
d

dτ
μ̂a

)
. (39)

Здесь старшее слагаемое

κFr F̂ μ̂F̂ ẋ = O

(
Frχ2 m

τC

)
, (40)

так что для двух слагаемых в скобках уравнения
(38) находим:

− κ

M Fr ẋF̂ μ̂μ̂F̂ F̂ ẋ = O

(
Frχ3 m

τC

)
, (41a)

1

M2
ẋF̂ μ̂μ̂F̂

d

dτ
μ̂a = O

(
Frχ4 m

τC

)
. (41b)

Заметим, что cлагаемые, пропорциональные Ṁ,
отброшенные в процессе вычислений, вносят вкла-
ды не старше, чем χ2Ṁ, χ2FrṀ, и, таким образом,
могут изменить относительную оценку Ṁ только во
втором порядке по χ. В то же время оценка слагае-
мого −κẋF̂ μ̂a(2) в (33) имеет вид9)

−κẋF̂ μ̂a(2) = O

(
Fr2χ4 m

τC

)
, (42)

т. е. приводит к слагаемым ∼ χ по отношению к ос-
новному члену (38).

С помощью (38), (41) и (42) окончательно полу-
чаем

Ṁ
m

= − κ

m2
Fr2 ẋF̂ μ̂μ̂F̂ F̂ ẋ (1 +O(χ)) . (43)

Из выражения

Fr =
g − 2

g
+

2

g

mFr

M = O(g − 2, χ) (44)

следует, что при g = 2 выполняется соотношение
Fr � χ, и мы имеем

Ṁ
m

∼ χ5

τC
. (45)

Возвращаясь к уравнению (15), с учетом соотно-
шений (39) и (40) находим

ẍ =
e

M F̂ ẋ+O

(
Frχ2

τC

)
, (46)

где последнее слагаемое дает оценку для члена
(1/M)dμ̂a/dτ в правой части (15). При g ≈ 2, см.
(44), этот член имеет порядок χ3/τC и оказывается

9) Простые, но громоздкие выкладки приводят к сле-
дующему выражению: −κẋF̂ μ̂a(2) = κ(Fr/M)2ẋF̂ μ̂{F̂ , μ̂} ×
× μ̂F̂ F̂ ẋ(1 + O(χ)).
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малым по сравнению со спиновой поправкой к ло-
ренцевому ускорению κ0F̂ ẋ в правой части (46):

e

M F̂ ẋ � κ0F̂ ẋ− mFr

m
κ0F̂ ẋ =

= κ0F̂ ẋ+O(χ2/τC) . (47)

Таким образом, в старшем по спину порядке отли-
чие уравнения (15) от уравнения Лоренцаmẍ = eF̂ ẋ

сводится к замене массы m на M, которую благода-
ря (45) в этом приближении можно считать посто-
янной. В окончательных формулах для скорости и
мощности излучения френкелевского электрона мы
должны будем учесть не только излучение, порож-
даемое его собственным магнитным моментом, но и
вклад последнего в орбитальное излучение (в стар-
шем порядке по χ), возникающий благодаря изме-
нению инерционных свойств заряда.

В заключение отметим, что использованная на-
ми иерархия спиновых вкладов, основанная на урав-
нении (30), имеет место также и для протонов — с
естественной заменой

χ→ χp =

(
m

mp

)2

χ.

Однако второй малый параметр (ae) в этом случае
отсутствует, что существенным образом сказывает-
ся на динамике. Например, спиновый вклад в ло-
ренцево ускорение (второе слагаемое в правой ча-
сти (47)) становится теперь сравнимым по порядку
со слагаемым (1/M)dμ̂a/dτ в (15), см. (46). В случае
протона инерционные спиновые эффекты в уравне-
нии траектории пренебрежимо малы. Они малы и в
уравнении БМТ, так как

mFr

M ∼ χp � gp − 2.

В случае электрона последнее неравенство может не
выполняться: планируемые в настоящее время экс-
перименты [37] рассчитаны на условия χ � 1 (и да-
же χ > 1). В случае 1 > χ � ae теория Френкеля
приводит к обобщению уравнения БМТ, которое мы
получим в Приложении A.

4. СПИНОВЫЙ СВЕТ В МОДЕЛИ
ФРЕНКЕЛЯ

Увеличение мощности излучения поляризован-
ных электронных пучков по сравнению с мощно-
стью излучения неполяризованных частиц («спино-
вый свет») объясняется присутствием в квадратных
скобках формул (4) и (10) слагаемых, пропорцио-
нальных спиновому инварианту γ̃, см. (3a). Эффек-
ты отдачи, представленные там же вторыми слага-
емыми, по порядку величины (∼ χ) совпадают со

спиновыми поправками, не зависят от ориентации
спина и являются квантовыми [4]. Нас будут инте-
ресовать только главные (классические) слагаемые
в этих формулах и старшие спиновые поправки к
ним.

Для получения λorb и Porb в теории Френкеля
следует, во-первых, учесть, что с требуемой точно-
стью уравнение (46) совпадает по форме с уравнени-
ем Лоренца, так что определяемые по классическим
мировым линиям λorb и Porb (см. [23] и Приложе-
ние B) получаются из выражений (5) и (11) заменой
массы: m → M. Согласно (28) «инерционное» из-
менение λorb и Porb зависит от направления спина и
имеет тот же порядок величины, что и классические
спин-орбитальные вклады λCED

so и PCED
so .

Во-вторых, рассматриваемые как функции па-
раметра (массы) зависимости λorb(M) и Porb(M)

должны пониматься по-разному. СМ, определяю-
щий поправку к функции Лагранжа частицы [29],
является функцией ее скорости; в то же время мощ-
ность СИ связана с энергией частицы и как функция
параметра определяется при фиксированных значе-
ниях (канонического) импульса (см. [38], § 40). Та-
ким образом, с точностью порядка χ имеем

λorb(m+mFr) = λorb(m) +

(
∂λorb
∂m

)
x,υ

mFr, (48)

Porb(m+mFr) = Porb(m) +

(
∂Porb

∂m

)
x,p

mFr. (49)

В Приложении A показано, что канонический им-
пульс с необходимой точностью может быть полу-
чен из лоренцевского с помощью той же замены
m → M. Учитывая тогда, что λorb(m, υ) ∝ m−1 и
Porb(m, p) ∝ m−4, см. (5) и (11), находим с помощью
(13) и (14) полные спиновые вклады в вероятность
и в мощность излучения:

λCED
so − λorb

mFr

m
=

3

10
λorb sign (e) ζ χ, (50)

PCED
so − 4Porb

mFr

m
=

3

2
Porb sign (e) ζ χ. (51)

Тем самым, френкелевские выражения λorb(M) +

+λCED
so и Porb(M)+PCED

so дают главные слагаемые
формул (4) и (10) вместе со старшими спиновыми
слагаемыми (7) и (12).

Обратим внимание на то, что инерционные до-
бавки

−λorbmFr

m
и − 4Porb

mFr

m

превосходят спин-орбитальные, определяя в итоге
знак полных спиновых вкладов (50) и (51). Таким
образом, увеличение магнитной энергии (9) при-
водит к двум конкурирующим эффектам: к росту
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вклада магнито-дипольного тока в излучение и к
уменьшению орбитального излучения, из которых
второй эффект оказывается доминирующим.

Предложенную здесь интерпретацию главных
спиновых слагаемых формул (4) и (10) следует до-
полнить определением условий ее применимости. И
СМ, и мощность излучения, строго говоря, не яв-
ляются локальными динамическими переменными.
Излучение формируется на конечном участке тра-
ектории, приводя к потерям энергии, относительная
величина которых возрастает в релятивистской об-
ласти. Классическое условие малости радиационных
потерь, соблюдение которого позволяет рассматри-
вать λorb и Porb как функции интегралов движения,
можно представить в виде10)

tUR ≡ m3c5

γ⊥e4H2
� Δtf � mc

eH
, (52)

или:
αχ� 1. (53)

Здесь tUR− время «высвечивания» ультрареля-
тивистского электрона (определяемое из условия
(ΔE/E)rad ∼ 1), а Δtf — время формирова-
ния излучения11). Таким образом, радиационное
уменьшение λorb и Porb за время формирования
излучения составит(

Δλorb
λorb

)
rad

∼
(
ΔPorb

Porb

)
rad

∼ αχ. (54)

Условие (52) хорошо известно и подробно обсужда-
ется в учебниках [30]. В теории Френкеля, однако,
необходимо еще рассмотреть изменение λorb и Porb,
связанное с зависимостью M от времени. «Эволю-
ционные» изменения λorb и Porb за время Δtf по по-
рядку величины равны (см. (45))(

Δλorb
λorb

)
ev

∼
(
ΔPorb

Porb

)
ev

∼ Ṁ
m

Δtf
γ

� χ4. (55)

Важно, что относительное изменение λorb и Porb,
связанное с (нединамической) вариацией направле-
ния спина, очевидно, имеет порядок

δM
m

∼ mFr

m
∼ χ (56)

и превосходит как радиационное, так и эволюцион-
ное изменение этих величин за время формирова-
ния. С точки зрения классического подхода эта осо-
бенность и делает спиновый свет наблюдаемым.

10) Для определенности в оценках мы используем случай
магнитного поля.
11) Оба масштаба относятся к лабораторной системе отсче-
та. Выражение (52) для Δtf эквивалентно другому известно-
му условию: δθ ∼ γ−1, определяющему телесный угол око-
ло направления скорости, в который релятивистская частица
излучает [30, 39].

5. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ НАБЛЮДЕНИЕ
СПИНОВОГО СВЕТА

Обратимся к работам [3, 19], в которых излага-
ются идея и результаты эксперимента по наблю-
дению зависимости мощности СИ от направления
поляризации пучка позитронов. Хотя сами авторы
специально на это внимание не обращают, результа-
ты их эксперимента, представленные на рис. 14 ра-
боты [19], демонстрируют отмечавшийся в связи с
формулами (7) и (12) необычный знак спиновых по-
правок к характеристикам излучения. Действитель-
но, из данных на рисунке видно, что когда магнит-
ное поле в центральной части змейки совпадает по
направлению с ведущим полем ускорителя, интен-
сивность СИ второго «банча» превосходит интен-
сивность первого (в области a–b на рис. 14 величи-
на Ṅ1/Ṅ2− 1 отрицательна). Поскольку оба сгустка
были предварительно поляризованы за счет РП12),
а деполяризован в момент измерения только первый
сгусток, в согласии с (7) и (12) излучение от второго
(поляризованного) сгустка превосходило излучение
от первого (сгустки проходили центральную часть
змейки по очереди). Обращение направления маг-
нитного поля змейки в этом же временно́м проме-
жутке приводило к уменьшению излучения второ-
го банча (Ṅ1/Ṅ2 − 1 > 0)13). К сказанному следует
добавить, что время пролета позитронов в области
излучения должно было быть намного меньше вре-
мени высвечивания за счет спин-орбитальных эф-
фектов [40],

Tso � 1

|λCED
so | γ � 2

√
3
aB
χ2
γ ∼ 0.1–1 с. (57)

Это условие было выполнено с более чем доста-
точной точностью: длительность импульса, соответ-
ствовавшего прохождению банча, составила 100 нс,
а в сгустке содержалось примерно 109 частиц. Та-
ким образом, время пролета одного позитрона было
не более 10−7 с14).

Заслуживает также внимания вопрос о раздель-
ном наблюдении инерционных и магнито-диполь-
ных составляющих спинового света. Для внешних

12) При этом магнитные моменты частиц выстраивались
преимущественно по полю.
13) Нужно подчеркнуть, что излучение в центральной ча-
сти вигглера не могло быть спин-флипом направлений полей
ускорителя и змейки величина Ṅ1/Ṅ2 − 1 должна была бы
быть больше нуля: позитроны второго банча находятся в ос-
новном спиновом состоянии и согласно теории РП меньше
излучают.
14) Заметим, что время формирования, см. (52), Δtf ∼

∼ αχTso ≈ 10−7–10−6 с. Этого оказалось достаточно для
возникновения сигнала.
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полей, у которых инвариант (1b) равен нулю, этого,
по-видимому, сделать нельзя. Например, в случае
так называемого фильтра Вина (поле E⊥H , E < H)
реализуется равномерное движение (вдоль направ-
ления E × H) с постоянной скоростью υ = E/H .
Инерционные эффекты в этом случае отсутству-
ют. В то же время равен нулю и спин-орбитальный
вклад в СМ [23] (λCED

so = −2 ImΔmso, см. Приложе-
ние B),

Δmso =
μe

8π
√
3

ẋ ∧ ẍ ∧ ...
x ∧ S√
ẍ2

, (58)

поскольку ẍ = 0 и ...
x = 0. В случае равноускорен-

ного движения 4-векторы ẋ и ...
x параллельны, так

что СМ (58) равен нулю. При этом не проявляет
себя и mFr: при равноускоренном движении вдоль
электрического поля магнитная энергия (9) обраща-
ется в нуль. Эти примеры наводят на мысль, что
выражение (58) и mFr связаны между собой. Для
рассматриваемых здесь конфигураций постоянных
полей это действительно так [23]:

ẋ ∧ ẍ ∧ ...
x ∧ S = −iκ30(ẋFF ẋ)(ẋF ∗S),

что с точностью до множителя совпадает с (9). В
случае, когда инвариант (1b) отличен от нуля, инер-
ционная спиновая добавка сохраняет свой вид, а
СМ приобретает слагаемое, связанное с аномальным
электрическим моментом [34]. Однако это слагаемое
имеет лишнюю степень γ−2 [23] и при условиях (6)
его наблюдение будет затруднено.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Объяснение спиновых радиационных эффектов
КЭД, полученное здесь в рамках классической тео-
рии Френкеля, не следует рассматривать как ука-
зание на исключительность этой модели. В дей-
ствительности, модель Френкеля не охватывает всех
свойств дираковского электрона. Заметим, что мо-
дель Березина –Маринова [41] также приводит к за-
висящему от внешнего поля массовому слагаемому
(укажем еще на работы [42–46], где упоминается та-
кая же зависимость). Не исключено, что изменение
инерционных свойств заряда во внешнем поле, воз-
никающее вследствие магнитного взаимодействия,
следует рассматривать как универсальное свойство
подобных физических систем (спин «сидит на мас-
се», и при наличии магнитного поля магнитная энер-
гия должна давать вклад в полную энергию по-
коя, изменяя тем самым и инерцию частицы). По-
мимо этого есть одно свойство у дираковского элек-
трона, не представленное в модели Френкеля. Речь

идет о слагаемом −ieαE в квадрированном уравне-
нии Дирака (см., например, [33,47]), аналог которо-
го в модели Френкеля отсутствует. Связывая боль-
шие и малые компоненты биспиноров, это слагае-
мое ответственно за различия в процессах рождения
пар внешним полем у фермионов и бозонов. Про-
является это различие также на квазиклассическом
уровне [48].

В заключение перечислим основные результаты.
Главным качественным итогом работы можно,
по-видимому, считать утверждение о существова-
нии двух способов, которыми спин обнаруживает
себя в излучении релятивистского заряда. Это
изменение инерции частицы, влекущее за собой
изменение орбитальной составляющей тока, и
магнито-дипольная добавка к орбитальному току.
Обе поправки имеют одинаковый порядок (∼ χ),
но разные знаки, причем инерционный вклад
в скорость и мощность излучения превалирует.
Обоснование этого утверждения получено нами в
рамках модели Френкеля с помощью процедуры
(30) последовательного вычисления поправок к
уравнениям Лоренца и БМТ. Итогом является
полностью классическое объяснение эффекта спи-
нового света [19]. Упомянутая процедура позволяет
также получить обобщение уравнения БМТ, учиты-
вающее френкелевскую массу (25) и справедливое
в экспериментально достижимой области значе-
ний χ и ae (Приложение А). Анализ имеющихся
экспериментов подтверждает наличие необычного
знака у старших спиновых слагаемых в скорости
и мощности излучения. Это позволяет поставить
интересный вопрос о раздельном наблюдении инер-
ционных и магнито-дипольных спиновых эффектов
в излучении релятивистского заряда.

Автор благодарен В. И. Ритусу за обсуждения и
полезные замечания.

ПРИЛОЖЕНИЕ A

Имеются два больших класса лагранжевых ре-
лятивистских моделей, дающих описание точечного
заряда со спином. Так или иначе, все они восходят
либо к модели Френкеля [31], либо к модели Бере-
зина –Маринова [41,49], использующей грассмановы
функции времени для представления спиновых сте-
пеней свободы (краткий обзор различных подходов
и ссылки на литературу см. в [50]). Обе модели в
линейном приближении по спину приводят к урав-
нению БМТ [32,41,51], представляющему собой про-
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стейшее релятивистское обобщение уравнений пре-
цессии магнитного волчка с g �= 2 [33, 39].

В настоящей работе мы используем модель
Френкеля для интерпретации главных слагаемых
квазиклассических разложений (4) и (10). Важ-
ным преимуществом модели Френкеля является
простота ее конфигурационного пространства с
минимальным набором связей (22), (23). Основной
недостаток модели — это невозможность локаль-
ного определения лагранжевого множителя aα(τ),
который тем не менее может быть определен (с точ-
ностью до калибровочного преобразования (24)) по
теории возмущений. Важно при этом, что парамет-
ром возмущения оказывается квазиклассический
параметр χ.

Лагранжиан модели Френкеля,

L =
1

2
mẋ2 + eẋA(x) + T − 1

2
tr(μ̂F̂ ) , (A.1)

дополненный слагаемыми λ(ẋ2 + 1)/2 и aμ̂ẋ, содер-
жащими лагранжевы множители λ(τ) и aα(τ), при-
водит к уравнениям движения (15), (16) и уравнени-
ям связей (22), (23). При этом вариации кинетиче-
ской энергии T и тензора μ̂ определялись Френкелем
по аналогии с трехмерным волчком:

δT = − 1

2κ
tr(μ̂δω̂) , (A.2)

δμ̂ = [μ̂, δΩ̂] . (A.3)

Здесь δΩαβ = −δΩβα — параметры бесконечно ма-
лого преобразования Лоренца и

δωαβ =
d

dτ
δΩαβ .

Кинетический член, описывающий собственную
энергию вращения, мог бы составить проблему,
так как не наблюдается в природе. Однако уравне-
ние (16) и связь (23) приводят к точному закону
сохранения:

d

dτ

(
tr μ̂2

)
= 0 , (A.4)

который эквивалентен сохранению T , если полагать,
что μαβ ∝ ωαβ.

Выполняя дифференцирование в левой части
(15) и умножая обе части полученного равенства на
ẋ, находим

−Ṁ = ẋ
d

dτ
(μ̂a)− 1

2
tr

(
μ̂
d

dτ
F̂

)
. (A.5)

Учитывая, что

1

2
tr( ˙̂μF̂ ) = −κẋF̂ μ̂a

и
ẋ
d

dτ
(μ̂a) = ẋ ˙̂μa = κẋF̂ μ̂a

(использованы связь (23) и уравнение (16)), получа-
ем

Ṁ =
1

2

d

dτ
tr(μ̂F̂ ) . (A.6)

Поскольку в отсутствие поля масса M = m + λ

совпадает с массой электрона, приходим к уравне-
нию (25). Подчеркнем, что для получения (A.6) ис-
пользовались уравнения движения (15), (16), связи
(22), (23), а также условие сохранения связи (22):
ẋẍ = 0. Это позволило определить лагранжев мно-
житель λ = mFr.

Для нахождения μ̂a следует воспользоваться
условием сохранения связи (23), т. е. равенством

˙̂μẋ+ μ̂ẍ = 0 , (A.7)

из которого вначале находим [31]

μ̂a = μ̂

(
F̂ ẋ− 1

κ
ẍ

)
. (A.8)

После подстановки в правую часть (A.8) 4-ускоре-
ния ẍ, взятого из уравнения (15), получаем соотно-
шение, используемое для приближенного вычисле-
ния вектора μ̂a:

μ̂a = Fr μ̂F̂ ẋ+
1

2κM μ̂∂ tr(μ̂F̂ )− 1

κM μ̂
d

dτ
(μ̂a). (A.9)

Для постоянных однородных полей (∂F̂ = 0) (A.9)
совпадает с (26).

Канонический импульс

p =
∂L∗

∂ẋ
= Mẋ+ eA(x) − μ̂a , (A.10)

где

L∗ = L+
1

2
λ(ẋ2 + 1) + aμ̂ẋ . (A.11)

Уравнение «массовой поверхности» принимает вид

−(m+ λ)2 + (μ̂a)2 = (p− eA(x))
2
. (A.12)

При этом (см. (29), (30))

(μ̂a)2 � (μ̂a(0))2 = m2O(Fr2χ2), (A.13)
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в то время как френкелевская добавка λ = mFr в
левой части (A.12) приводит к слагаемым ∼ m2χ

и m2χ2. Таким образом, с точностью, включающей
члены m2χ2, уравнение массовой поверхности имеет
тот же вид, что и в теории Лоренца, но с заменой m
на M:

−M2 = (p− eA(x))
2
. (A.14)

После отбрасывания слагаемых ∼ Frχ2/τC уравне-
ние движения (46) совпадает по форме с уравнением
Лоренца15). Тогда для мощности СИ заряда мы по-
лучим формулу (11) с заменой m на M и mẋ на
Mẋ ≈ p− eA:

Porb(M) =
2

3
α

(
eF̂ (p− eA)

M2

)2

. (A.15)

При получении (A.15) мы учли соотношения (29),
(44) (с g = 2) и (A.10). Проводя разложение

M−4 = m−4
(
1− 4

mFr

m

)
(p и x остаются фиксированными), получаем

Porb(M) = Porb − 4Porb
mFr

m
. (A.16)

Последнее слагаемое в (A.16) представляет спино-
вую инерционную поправку к мощности излучения
заряда, которая в сумме с магнито-дипольным вкла-
дом (14) дает PQED

s (12), см. (51).
Инерционная добавка к скорости излучения на-

ходится с помощью формулы (5) и замены m→ M:

λorb(M) =
5α

2
√
3
γ
|eF |
M = λorb − λorb

mFr

m
. (A.17)

В отличие от (A.15), (A.16) здесь разложение по
mFr/m проводится при фиксированном значении
скорости ẋ0 = γ. Последнее слагаемое в (A.17) в
сумме с λCED

so (13) дает λQED
s (7).

Уравнения Френкеля (15), (16) и предложен-
ная здесь процедура вычисления поправок позво-
ляют получить обобщение системы уравнений Ло-
ренца –БМТ, в которой одновременно учтены и ано-
мальный магнитный момент, иmFr. В этой связи за-
метим, что с точки зрения теории Френкеля область
применимости системы Лоренца –БМТ ограничена
соотношениями

χ� ae � 1 . (A.18)

15) Мы сохраняем френкелевскую добавку в знаменателях
выражений типа e/M в целях удобства. В окончательных
формулах для мощности и вероятности излучения учитыва-
ются, разумеется, только линейные по mFr/m поправки.

Для протона, например, χp � ap ∼ 1 и уравнение
траектории Френкеля отличается от уравнения Ло-
ренца в линейном приближении по спину16) (см. ра-
боту [52]). Уравнения Хайнемана могут быть легко
получены из уравнений (15), (16) с помощью раз-
ложения (30). Нас будет интересовать промежуточ-
ная область значений параметров, в которой систе-
ма уравнений Френкеля –БМТ также отличается от
системы Лоренца –БМТ:

ae � χ� 1 . (A.19)

Экспериментальная реализация этих неравенств яв-
ляется, по-видимому, делом ближайшего будуще-
го [37].

Воспользуемся связью (18), (19) между μ̂ и S,
записанной в диадном представлении [53, 54]:

μ̂∗ = −μ [ẋ, S] , (A.20a)
μ̂ = μ [ẋ, S]

∗
, (A.20b)

S =
1

μ
ẋμ̂∗ . (A.20c)

Дифференцируем (A.20c):

Ṡ =
1

μ
ẍμ̂∗ +

1

μ
ẋ ˙̂μ∗ , (A.21)

и для двух слагаемых в (A.21) находим

1

μ
ẍμ̂∗ = κ̃0 ẋ(SF̂ ẋ)− ẋ

2M S · tr(μ̂∂F̂ )+

+
κ

M ẋ(SF̂ μ̂a) , (A.22)

1

μ
ẋ ˙̂μ∗ = κF̂S + κ ẋ(ẋF̂ S) . (A.23)

Здесь κ̃0 ≡ e/M и мы использовали уравнения (15),
(16), а также соотношения (A.20)17). Уравнение для
4-вектора S принимает теперь вид

Ṡ = κF̂S + κFr ẋ (ẋF̂ S)− μ

M ẋ(S∂) (SF̂ ∗ẋ)+

+
κ

M ẋ(SF̂ μ̂a) . (A.24)

Уравнение траектории (15) с применением (A.20b)
перепишется в виде

ẍ = −Ṁ
M ẋ+κ̃0 F̂ ẋ− μ

M∂(SF̂ ∗ẋ)+
1

M
d

dτ
μ̂a . (A.25)

16) Уравнение БМТ следует в этом приближении из урав-
нения спина Френкеля, см. (A.24) ниже.
17) Соотношения (A.20) гарантируют выполнение связей
(20), (22), (23). Могут также оказаться полезными следую-
щие формулы: [Ŵ , V̂ ∗] = [Ŵ , V̂ ]∗, tr (Ŵ V̂ ∗) = tr (V̂ Ŵ ∗), где
Ŵ и V̂ — произвольные антисимметричные матрицы [53, 54].
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Слагаемые правых частей уравнений (A.24) и
(A.25), содержащие вектор μ̂a, можно заменить
их приближенными выражениями, получаемы-
ми на основе соотношения (A.9) или с помощью
разложения (30) (в случае ∂F̂ = 0).

Воспользуемся оценками из разд. 3 и найдем
главные члены уравнений (A.24), (A.25) для по-
стоянных фоновых полей при условиях (A.19). По-
скольку (см. (39), (40)) d(μ̂a)/dτ = O(Frχ2/τC), с
точностью до членов ∼ χ/τC , ∼ χ2/τC и ∼ Frχ/τC
включительно имеем

Ṡ = κF̂S + κFr ẋ (ẋF̂S) , (A.26)

ẍ = κ̃0 F̂ ẋ . (A.27)

В последнем уравнении для обоснования отбрасыва-
ния малых членов использованы соотношения (39),
(40) и (43). Френкелевская добавка mFr, входящая
в коэффициенты κ̃0 и Fr, должна использовать-
ся с линейной точностью. Член −(Ṁ/M)ẋ соглас-
но (43) значительно меньше отбрасываемых сла-
гаемых (∼ Frχ2/τC), поэтому уравнения (A.26) и
(A.27), как и должно быть, приводят к сохранению
mFr = μSF̂ ∗ẋ. Отметим еще, что продольное слага-
емое в (A.26) не обращается в нуль при g = 2 и урав-
нения (A.26) и (A.27) сохраняют как длины 4-векто-
ров S, ẋ, так и равенство (20). Решение уравнений
(A.26) и (A.27) для произвольного постоянного поля
приведено в работе [55].

ПРИЛОЖЕНИЕ B

Фурье-образ классического точечного источника

jorb(k) = e

∫
dτ ẋ(τ)e−ikx(τ) , (B.1)

где x(τ) — мировая линия заряда и k0 = |k|. Магни-
то-дипольный ток

jsα(k) = ikβ

∫
dτ μαβ(τ)e

−ikx(τ) , (B.2)

а μαβ(τ) — введенный в (18) тензор магнитного мо-
мента, см. [22,24–26]. Зависимости x(τ) и μ̂(τ) нахо-
дятся из уравнений движения (с точностью, необхо-
димой для получения формулы (13), в выражении
(58) достаточно использовать только уравнения Ло-
ренца –БМТ). Поле излучения

Arad
μ (x) =

∫
d4x

′
G(−)(x, x

′
)Jμ(x

′
) (B.3)

определяется полным током

Jμ(x) = jorbμ (x) + jsμ(x) , (B.4)

а G(−) = Gret − Gadv [47], где Gret и Gadv — запаз-
дывающая и опережающая функции Грина уравне-
ния Д’Аламбера. Определяемая полем Arad

μ (x) энер-
гия излучения выражается через фурье-компоненты
(B.1) и (B.2) следующим образом:

ECED =

∫
dk

2(2π)3
∣∣jorbα (k) + jsα(k)

∣∣2 =

= Eorb + ECED
so + ECED

ss . (B.5)

Для постоянных фоновых полей интеграл (B.5) про-
порционален времени нахождения заряда в поле,
что позволяет перейти от трех составляющих энер-
гии в правой части (B.5) к соответствующим вкла-
дам в мощность излучения Porb, PCED

so и PCED
ss .

Спин-спиновый вклад PCED
ss ∼ χ2Porb и здесь

не рассматривается. Явные выражения для Porb и
PCED
so приведены в уравнениях (11) и (14)18).
Спин-орбитальный вклад в СМ заряда находит-

ся из соответствующей поправки к действию части-
цы [40]:

ΔWso = − μe

2π2

∫
dτ ′×

×
∫
dτ

(x′ − x) ∧ ẋ′ ∧ ẋ ∧ S
((x − x′)2 + i0)2

. (B.6)

В этом интеграле удобно вначале проинтегриро-
вать по разности собственных времен Δτ = τ ′ − τ ,
учтя, что собственное время формирования инте-
грала (ср. с (52))

Δτf =
√
12/ẍ2 ∼ m

γ|eF | (B.7)

уменьшается с ростом энергии частицы. В результа-
те приходим к выражению [23]

ΔWso = − μe

8π
√
3

∫
dτ

ẋ ∧ ẍ ∧ ...
x ∧ S√
ẍ2

, (B.8)

определяющему СМ (58). В постоянном однородном
поле подынтегральное выражение в (B.8) является
медленно меняющейся функцией времени. Можно
также показать, что для ортогональных полей, ко-
гда инвариант (1b) равен нулю, СМ (58) является
интегралом движения [55]. Его мнимая часть опре-
деляет λCED

so = −2 ImΔmso, ср. с (4) и (5).

18) Подробности вычислений имеются в [23] — см. в особен-
ности формулу (16). Ее частным случаем, адаптированным к
условиям плоской синхротронной орбиты, является формула
(14). Выражение (14) для PCED

so было ранее получено в [22]
другим способом.
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ПРИЛОЖЕНИЕ C

В этом Приложении обсудим более детально раз-
личия спиновых радиационных процессов, приводя-
щих к спиновому свету, с одной стороны, и к РП — с
другой. Нам понадобится выражение для мощности
СИ (просуммированное по поляризациям фотона),
полученное в [4, 6]:

P (ζζ′) = Porb δζζ′

[
1−

(
55

√
3

16
+

3

2
ζ

)
χ +

+

(
45 +

735
√
3

64
ζ

)
χ2 + . . .

]
+

+ Porb δζ,−ζ′

[(
3 +

105
√
3

64
ζ

)
χ2 + . . .

]
. (C.1)

Здесь квантовые числа ζ, ζ′ = ±1 и определяют про-
екцию спина ζ на направлениеHR (см. (8), (9)) в на-
чальном (ζ) и конечном (ζ′) состояниях. Для плос-
кой орбитыHR совпадает по направлению с лабора-
торным полем H. Формула (C.1) записана для элек-
трона: sign (e) = −1. Сумма по поляризациям конеч-
ного состояния ∑

ζ′
P (ζζ′) = PQED , (C.2)

см. (10). Таким образом, мощность излучения (C.1)
содержит вклады от квантовых переходов, не ме-
няющих направление спина (ζ = ζ′), и от перехо-
дов, сопровождающихся его переворотом (ζ = −ζ′).
Подстановка (C.1) в (C.2) и последующее cравне-
ние с (10) показывают, что ответственное за спино-
вый свет слагаемое (12) связано с «беспереворотны-
ми» переходами. Эта особенность СИ и делает воз-
можным анализ проблемы в рамках классической
электродинамики. Использование классических ис-
точников (B.4) для расчета излучения предполага-
ет, что координаты и спин эволюционируют соглас-
но классическим уравнениям движения, а эффекты
отдачи и спин-флип-переходы в первом приближе-
нии можно не учитывать.

Действительно, вклад в мощность СИ от перехо-
дов с переворотом спина (второе слагаемое в правой
части (C.1)),

3Porb

[(
1 +

35
√
3

64
ζ

)
χ2 + . . .

]
, (C.3)

имеет второй порядок малости по χ и противопо-
ложный знак спинового слагаемого (по сравнению

с PQED
s (12)). И мощность излучения (C.3), и свя-

занная с ней вероятность излучения с переворотом
спина [1, 5]

W ↑↓ =
1

2TQED

(
1 +

8

5
√
3
ζ

)
,

TQED =
8
√
3

15

aB γ

χ3
,

(C.4)

демонстрируют преобладание в спин-флип-излуче-
нии электронов, имеющих наибольшую магнитную
энергию (9) (ζ = +1). При наличии компенсации по-
терь кинетической энергии это свойство обеспечи-
вает РП пучка. Важно подчеркнуть, что спиновая
поправка (12) к мощности не приводит к РП пучка,
см. [18, 20].
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