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1. ВВЕДЕНИЕ

В начале 60-х годов прошлого века была вы-

сказана идея о возможности бозе-эйнштейновской

конденсации экситонов в объемных полупроводни-

ках [1, 2]. Теоретическому анализу свойств экситон-

ного конденсата были посвящены работы Келды-

ша и Козлова [3, 4] и Гергеля, Казаринова и Су-

риса [5–7]. В частности, в работе [5] был дан тео-

ретический анализ оптических свойств экситонного

конденсата и продемонстрирована возможность ла-

зерной генерации в полупроводнике с экситонным

конденсатом со слабым отталкиванием между экси-

тонами. Однако экспериментальных подтверждений

существования экситонного конденсата получить в

то время не удалось. Одно из важных обстоятельств,

препятствующих бозе-эйнштейновской конденсации

экситонов, состоит в том, что между экситонами

существует притяжение. Именно это не позволяет

возникнуть экситонному конденсату, описываемому

моделью слабонеидеального газа бозе-частиц с от-

талкиванием между ними, которая была создана Бо-

голюбовым [8] и развита Беляевым [9].

Отмечу, что анализ свойств полупроводников

с достаточно высокой концентрацией электрон-ды-

рочных пар привел Л. В. Келдыша к замечатель-

ному выводу о том, что в такой системе возмож-
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но возникновение электрон-дырочной жидкости, по-

хожей на расплавленный металл. Этот вывод был

высказан им в заключительном выступлении, под-

водящим итог IX Международной конференции по

физике полупроводников в 1968 г. в Москве [10].

Предсказание это очень быстро нашло блестящее

экспериментальное подтверждение в пионерских ра-

ботах [11–14]. С историей открытия и свойствами

электрон-дырочной жидкости в полупроводниках

можно ознакомиться в подробном обзоре Тиходее-

ва [15].

Бозе-эйнштейновская конденсация (БЭК) ато-

мов в ловушках при ультранизких температурах бы-

ла продемонстрирована в работах Э. А. Корнелла,

В. Кеттерле и К. Е. Вимана, удостоенных Нобелев-

ской премии по физике 2001 г.

Возможность создания гетероструктур с кванто-

выми ямами вдохнула новую жизнь в усилия по по-

искам экситонного конденсата в полупроводниках.

Тому есть по крайней мере две причины. Первая

состоит в том, что двумерные экситоны обладают

большей энергией связи, чем трехмерные. Вторая —

в том, что в структурах с квантовыми ямами мож-

но пространственно разделить электроны и дырки

таким образом, чтобы экситоны представляли со-

бой диполи с одинаково направленными дипольны-

ми моментами, что приводит, естественно, к их от-

талкиванию друг от друга.

Несколько слов о диполярных экситонах. Это

связанные электрон-дырочные пары в гетерострук-
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турах с квантовыми ямами, причем электроны и

дырки пространственно разделены, либо находясь в

соседних квантовых ямах, либо разделенные в пре-

делах одной ямы электрическим полем, направлен-

ным по нормали к ее поверхности (см., например,

работы [16–18]).

Зависимости энергии связи основного состояния

диполярного экситона, а также положительно и от-

рицательно заряженных трионов и биэкситонов от

расстояния между слоями рассматривались в рабо-

тах [19–22].

В предлагаемой статье я хочу обратить внимание

на еще одну возможность коллективного поведения

таких экситонов при температурах, превышающих

ожидаемые температуры БЭК. Речь пойдет об об-

разовании из таких диполярных экситонов кристал-

лической структуры или, точнее, структуры, близ-

кой к кристаллической. В дальнейшем для краткос-

ти будем называть эту фазу кристаллом.

Найдем условия равновесия между разрежен-

ным газом таких экситонов с парной корреляцион-

ной функцией, соответствующей их взаимному от-

талкиванию, и двумерным кристаллом. И в заклю-

чение обсудим одно из проявлений возникновения

двух фаз в спектре люминесценции экситонов.

2. МОДЕЛЬ СИСТЕМЫ

Будем рассматривать достаточно высокие темпе-

ратуры, когда дебройлевская длина волны экситона

меньше среднего расстояния между экситонами и

систему можно рассматривать как классическую. В

отсутствие взаимодействия концентрация n двумер-

ного бозе-газа связана с химическим потенциалом µ

соотношением

n =

∞
∫

0

dE
D(E)

exp [(E − µ)/T ]− 1
,

где плотность состояний

D(E) =

{

gM/2π, E > 0,

0, E < 0.

Здесь M — эффективная масса, описывающая сво-

бодное движение экситона в плоскости структуры и

равная сумме эффективных масс электрона и дыр-

ки, g — степень вырождения, T — температура.

Энергия E отсчитывается от энергии основного со-

стояния поперечного движения экситона. Отметим,

что здесь и ниже постоянная Планка, равно как и

постоянная Больцмана положены равными единице.

Таким образом, связь между химическим потен-

циалом и концентрацией задается соотношением

µ = T ln

[

1− exp

(

− n

NT

)]

, (1)

где NT — двумерная эффективная плотность час-

тиц, соответствующая ситуации, в которой среднее

расстояние между ними близко к их дебройлевской

длине волны, и можно ожидать эффекты, связан-

ные с конденсацией,

NT = g
M

2π
T. (2)

Таким образом, выражение для плотности свобод-

ной энергии невзаимодействующих экситонов как

функции их концентрации имеет вид

f(n) =

n
∫

0

dn′µ(n′) = TNT

n/NT
∫

0

du ln (1− e−u).

Для газа низкой плотности, когда n ≪ NT (именно

этот случай мы и будем рассматривать),

fid(n, T ) ≈ Tn

[

ln

(

n

NT

)

− 1

]

. (3)

Это выражение, как и должно быть, соответствует

свободной энергии идеального классического газа.

Теперь обратимся к взаимодействию между ди-

полярными экситонами. В приближении низкой

плотности будем учитывать только кулоновское от-

талкивание между экситонами с разностью коорди-

нат r1,2 в плоскости системы и расстоянием H меж-

ду разделенными электроном и дыркой:

V (r1,2) =
2e2

ε





1

|r1,2|
− 1

√

r2
1,2 +H2



 (4)

(ε — диэлектрическая проницаемость полупровод-

ника, e — заряд электрона). Добавка к свободной

энергии из-за взаимного отталкивания экситонов в

приближении низкой плотности имеет вид

ECoul,G(n) =
1

2

∫

V (r)[〈n(0)n(r)〉 − n(r)δ(r)] dr.

Опять-таки в приближении низкой плотности вхо-

дящая в это выражение двухчастичная корреляци-

онная функция равна

〈n(0)n(r)〉 − n(r)δ(r) = n2 exp [−V (r1 − r2)/T ]. (5)
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При температурах T ≫ e2/εH температурно-зави-

сящая экспонента в корреляционной функции ста-

новится равной единице и кулоновская энергия ока-

зывается равной энергии плоского конденсатора:

ECoul,G(n) =
2πH

ε
(en)2. (6)

Заметим, что в этих условиях экситоны оказывают-

ся ионизованными, но результат оказывается таким

же.

В противоположном пределе T ≪ e2/εH имеем

ECoul,G(n) =
2πH

ε

(

T

e2/εH

)1/3

(en)2. (7)

Таким образом, кулоновская энергия в этой ситуа-

ции оказывается существенно меньше энергии плос-

кого конденсатора в меру малости отношения тем-

пературы T к кулоновской энергии e2/εH из-за вза-

имного отталкивания экситонов.

Поскольку нас интересуют низкие температуры,

удельная свободная энергия разреженного газа эк-

ситонов с учетом выражений (3) и (7) приобретает

вид

fG(n, T ) = Tn

[

ln

(

n

NT

)

− 1

]

+

+
2πH

ε

(

T

e2/εH

)1/3

(en)2. (8)

Обратимся теперь к вычислению свободной энер-

гии кристаллической фазы. Предполагаем, что экси-

тоны упорядочиваются в треугольную решетку, так

как именно такая конфигурация реализует мини-

мальную энергию кулоновского отталкивания. Да-

лее, чтобы не загромождать изложение, не будем

учитывать вклад в свободную энергию термодина-

мически неизбежных вакансий в узлах такой решет-

ки, что возможно при температурах, меньших ха-

рактерной энергии взаимодействия между эксито-

нами. Роль колебаний решетки, разрушающих, во-

обще говоря, дальний порядок, обсудим позже.

Плотность энергии такого кристалла имеет вид

fCr(n, T ) =
1

H2

e2

εH
(nH2)3/2K(nH2)−

− Tn

[

ln (g) + (g − 1) ln
g

g − 1

]

. (9)

Первое слагаемое есть кулоновская энергия, при-

чем фигурирующая в нем безразмерная решеточная

сумма, зависящая от безразмерного параметра nH2,

есть

K(nH2) =

√√
3

2

∑

s,p





1
√

(s+ p/2)2 + 3p2/4
−

− 1
√

(s+ p/2)2 + 3p2/4 +
√
3nH2/2



 .

Она описывает суммарную энергию взаимодействия

экситонов, находящихся в разных узлах треуголь-

ной решетки. Естественно, из суммы исключены

слагаемые с s = 0 и p = 0.

Последнее слагаемое в выражении (9) учитывает

энтропию, связанную с разными способами распре-

деления по одному экситону в каждом узле решет-

ки, если степень вырождения экситонов есть g. Как

и должно быть, это слагаемое обращается в нуль,

если g = 1.

Поскольку нас интересуют малые значения кон-

центрации, выражение под знаком суммы можно

разложить в ряд по малому параметру nH2. Про-

ведя численное суммирование, получим

fCr(n, T ) =
2.48

H2

e2

εH
(nH2)5/2 −

− Tn

[

ln (g) + (g − 1) ln
g

g − 1

]

. (10)

Из этого выражения и выражения для свободной

энергии газа видно, что естественно выбрать безраз-

мерные переменные для концентрации

ν = nH2,

температуры

θ =
T

e2/εH

и плотности свободной энергии

φG,Cr(ν, θ) = H2fG,Cr(n, T )
εH

e2
. (11)

В этих переменных выражения для плотностей сво-

бодной энергии газовой и кристаллической фаз при-

обретают простой вид:

φG(ν, θ) = θν

[

ln

(

ν

N̄θ

)

− 1

]

+ 2πθ1/3ν2, (12)

φCr(ν, θ) = 2.48ν5/2−

− θν

[

ln (g) + (g − 1) ln
g

g − 1

]

. (13)

В выражении (12) в безразмерной плотности энер-

гии газа фигурирует безразмерная плотность

N̄θ = g
Me2εH

2π
θ = g

M

2πmred

H

aB
θ. (14)
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Здесь aB = ε/e2mred — боровский радиус экситона,

mred — редуцированная масса электрона и дырки.

Напомним, что M — их суммарная масса.

3. РАВНОВЕСИЕ ФАЗ

Теперь у нас есть все необходимое для построе-

ния диаграммы равновесия фаз. Фазы находятся в

равновесии, коль скоро равны их давления и хими-

ческие потенциалы [23]. Это означает, что свободные

энергии двух разных фаз как функции концентра-

ции должны иметь общую касательную [23], точки

соприкосновения с которой и дают равновесные зна-

чения концентраций в сосуществующих фазах. На

рис. 1 приведен пример зависимостей безразмерных

свободных энергий газа и кристалла и общей к ним

касательной при безразмерной температуре θ = 0.1.

При этом фактор вырождения g был принят рав-

ным 2.

В результате мы приходим к диаграмме равнове-

сия двух фаз — двумерных газа и кристалла дипо-

лярных экситонов, представленной на рис. 2. На той

же диаграмме представлена зависимость от безраз-

мерной концентрации безразмерной температуры,

ниже которой должны возникать эффекты накопле-

ния экситонов в состоянии с нулевым импульсом их

движения в плоскости структуры — «бозе-эйнштей-

новская конденсация». Эта температура (штриховая

линия) меньше температур, при которых происхо-

дит переход газ–кристалл. Из выражения для N̄θ

видно, что при фиксированной безразмерной кон-

0 0.05 0.10 0.15 0.20

n

0

–0.02

0.02

0.04

0.06

f
G Cr,

Gas

Crystal

Tangent line

Рис. 1. Иллюстрация построения кривых фазового равно-

весия

Gas

Crystal

Gas + Crystal

BEC
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0.02 0.04 0.06 0.08
n

q

Рис. 2. Фазовая диаграмма «газ–кристалл» диполярных

экситонов

центрации эта температура мала параметрически в

меру малости параметра

2πmredaB
gMH

,

который «буквенно» мал из-за того, что полная

масса экситона превосходит массу редуцированную,

M/mred > 1, расстояние между слоями, в которых

локализованы электрон и дырка, превосходит бо-

ровский радиус экситона, H/aB > 1, и фактор вы-

рождения g также больше единицы. Для построения

диаграммы на рис. 2 мы выбрали этот параметр рав-

ным 0.25, что соответствует M/mred = 6, g = 2 и

H/aB = 2.

Следует обсудить еще одно ограничение нашего

рассмотрения. Мы предполагаем экситоны не иони-

зованными. Простой анализ показывает, что степень

ионизации экситонов при низких температурах есть

ζ =

√

NT,red

gn
exp

(

− I

2T

)

,

где I = e2/εH есть энергия связи экситона, а вы-

ражение для NT,red получается из (2) заменой M

на mred. Тогда выражение для степени ионизации в

безразмерных величинах приобретает вид

ζ =

√

NT,red

gn
exp

(

− I

2T

)

=

(

θ

2πgν

)1/2

exp

(

− 1

2θ

)

.

Таким образом, требование пренебрежения иониза-

цией ограничивает применимость нашего рассмот-

рения со стороны низких концентраций экситонов:

ν ≫ θ

2πg
exp

(

− 1

2θ

)

.
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При тех актуальных значениях температуры, кото-

рые представлены на рис. 2, это условие выполня-

ется с очень большим запасом.

До сих пор мы не учитывали колебания диполяр-

ных экситонов, образующих треугольную решетку,

относительно их положений равновесия. Между тем

ясно, что акустические колебания двумерной решет-

ки приводят к разрушению дальнего порядка. Что-

бы понять, насколько это существенно, мы нашли

частоты поперечных и продольных колебаний такой

решетки. При этом речь идет о колебаниях со сме-

щениями в плоскости.

Простая оценка, использующая выражение (13)

для плотности свободной энергии кристалла и точ-

ные вычисления дают следующее характерное зна-

чение частоты на границе зоны Бриллюэна в едини-

цах энергии e2/εH :

ν5/4
√

mred

M

aB
H

.

Используя закон дисперсии фононов, можно вычис-

лить зависимости двухчастичной корреляционной

функции 〈n(r)n(r + R)〉 от расстояния R между

экситонами в решетке и убедиться в том, что эта

функция убывает, как |R|−α, в отличие от трехмер-

ной решетки, где корреляционная функция, убывая,

асимптотически приближается к конечному преде-

лу, что и является проявлением дальнего порядка.

В двумерной решетке дальнего порядка нет, но в на-

ших условиях показатель α мал. Расчет дает

α =
1

15π

θ

ν3/2

√

mred

M

aB
H

.

С используемыми выше значениями параметров по-

лучаем, что величина этого показателя составляет

несколько сотых.

Таким образом, мы имеем дело не с двумерным

кристаллом, а, скорее, с жидкостью, обладающей

выраженным ближним порядком.

4. ЛЮМИНЕСЦЕНЦИЯ В УСЛОВИЯХ

ФАЗОВОГО РАНОВЕСИЯ

Посмотрим теперь, как возможность образова-

ния двухфазной системы проявляется в спектре лю-

минесценции системы. Следует иметь в виду, что

процесс излучательной рекомбинации электрона и

дырки в экситоне быстрый, не адиабатический, и

система взаимодействующих экситонов не успевает

перестроиться. Поэтому сдвиг частоты люминесцен-

ции из-за взаимодействия равен изменению только

кулоновской энергии при уменьшении числа эксито-

нов на единицу, а не изменению свободной энергии

при уменьшении числа экситонов на единицу (по-

следнее есть просто химический потенциал). Этот

сдвиг различен для двух разных фаз — газа и кри-

сталла. И это отличает такие сдвиги от химических

потенциалов, одинаковых для сосуществующих фаз.

Итак, дифференцируя кулоновские энергии газо-

вой и кристаллической фаз по числу частиц, полу-

чаем в безразмерных единицах кулоновские сдвиги

частот люминесценции диполярных экситонов в га-

зовой и «кристаллической» фазах:

∆ωG(ν) = 4πνθ1/3, ∆ωCr(ν) = 6.2ν3/2. (15)

При фиксированной температуре и малых кон-

центрациях центральная частота линии люминес-

ценции линейно растет с ростом концентрации. За-

тем, по достижении границы двухфазной области,

появляется линия люминесценции из «кристалличе-

ской» фазы, и ее интенсивность растет с одновре-

менным уменьшением интенсивности линии газовой

фазы. С дальнейшим ростом концентрации система

покидает двухфазную область, остается лишь одна

линия, сдвиг частоты которой описывается вторым

выражением из (15). Рисунок 3 иллюстрирует такое

поведение. Здесь схематически представлены (с по-

стоянным шагом) линии равной интенсивности лю-

минесценции. По вертикальной оси отложена час-

тота ω, а по горизонтальной — концентрация ν, и

то и другое в условных единицах. Рисунки 3a и 3б

различаются значениями безразмерной температу-

ры θ: чем выше температура, тем больше энергия

кулоновского отталкивания экситонов в газовой фа-

зе (см. выражение (12)) в отличие от такой энергии в

кристалле, где она не зависит от температуры (см.

(13)). Поэтому в двухфазной области кулоновский

сдвиг частоты в газе при высокой температуре боль-

ше, чем в кристалле.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы показали, что в слое диполярных эксито-

нов возможен фазовый переход первого рода с воз-

никновением кристаллической фазы, имеющей тре-

угольную ячейку. Анализ роли колебаний эксито-

нов в такой решетке приводит к заключению, что

здесь мы имеем дело не с кристаллом, характери-

зуемым дальним порядком, а, скорее, с жидкой фа-

зой с медленно спадающей корреляционной функ-

цией частиц. Проведен анализ кулоновского сдвига

энергии фотона, возникающего в процессе излуча-
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Рис. 3. Изменение спектра люминесценции в зависимости от концентрации для двух различных безразмерных темпера-

тур: а — θ = 0.02; б — θ = 0.08

тельной рекомбинации электрона и дырки, образу-

ющих экситон, и показано, что в области концен-

траций, где сосуществуют две фазы, линия люми-

несценции расщепляется на две. Различие централь-

ных частот этих линий определяется различием ку-

лоновских энергий в газовой и кристаллической (с

приведенной выше оговоркой) фазах.

Начало этой работы было положено в 2007 г.,

и первые результаты были представлены автором в

совместном с Р. А. Сергеевым постере на конферен-

ции по низкоразмерным структурам в Генуе. Затем

мои израильские коллеги М. Стерн, В. Уманский и

И. Бар-Джозеф обнаружили экспериментально воз-

никновение двух фаз в двумерной системе диполяр-

ных экситонов и стимулировали меня к продолже-

нию работы в этом направлении, за что я им весьма

признателен. Описание полученных ими результа-

тов есть в работе [24]. Эти результаты, однако, на-

много сложнее описанных выше и требуют допол-

нительного анализа.
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