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Получено выражение для тензора диффузии частиц в пространстве импульсов на основе динамики дви-
жения частиц. Общие уравнения использованы для нахождения среднеквадратичного разброса по им-
пульсам при столкновениях релятивистских заряженных частиц на временах, меньших времени хаотиза-
ции движения частиц, и на больших временах, когда движение является полностью случайным.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Как известно, процессы диффузии в импульсном
пространстве в системах, состоящих из большого
числа частиц, изучаются с помощью кинетических
уравнений с интегралами столкновений, построен-
ными для описания рассматриваемых физических
явлений (см., например, [1–6] и цитируемую там
литературу). Так, для кулоновски взаимодейству-
ющих нерелятивистских заряженных частиц инте-
грал столкновений был впервые получен в работе
[1] исходя из интеграла столкновений Больцмана.
Для релятивистских заряженных частиц интеграл
столкновений найден в работе [2] релятивистским
преобразованием интеграла столкновений, получен-
ного в работе [1].

Кинетические уравнения с такими интегралами
столкновений описывают диффузию частиц в им-
пульсном пространстве на кинетическом этапе эво-
люции системы, т. е. на временах, больших неко-
торого характерного времени хаотизации движения
частиц. В данной работе изложен вывод коэффи-
циентов диффузии по импульсам исходя непосред-
ственно из динамики движения отдельных частиц
под действием суммарной силы, действующей со
стороны каждой из них. Такой подход дает возмож-
ность не только исследовать диффузию частиц в
пространстве импульсов на кинетическом этапе эво-
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люции системы, когда движение частиц является
полностью случайным, но и описать изменение сред-
неквадратичного значения импульса частиц на на-
чальной стадии эволюции системы, в случае пред-
броуновского движения частиц. С помощью такого
метода исследован процесс радиационной релакса-
ции потока первоначально моноэнергетических уль-
трарелятивистских электронов, движущихся в пе-
риодическом в пространстве статическом магнит-
ном поле ондулятора [7].

В данной работе этим методом исследована диф-
фузия в импульсном пространстве при столкновени-
ях релятивистских заряженных частиц в отсутствие
внешних полей. Поскольку ранее выражения для
среднего квадратичного разброса по импульсам бы-
ли получены для одномерного движения частиц од-
ного сорта, в настоящей работе представлено обоб-
щение этого метода на случай систем, состоящих из
частиц разных сортов, и получено выражение для
трехмерного тензора диффузии в пространстве им-
пульсов.

2. КОЭФФИЦИЕНТ ДИФФУЗИИ ПО
ИМПУЛЬСАМ

Рассмотрим систему, состоящую из N частиц
разных сортов, занимающих некоторый объем V

и подчиняющихся законам классической механики.
Уравнения движения отдельной (пробной) частицы
сорта a представим в виде

dpa

dt
= F [xa(t), t] =

N∑
s=1

F(s) [xa(t), t;xs(t, xos)] , (1)
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dra
dt

=
pa

maγa
, (2)

где ra и pa — радиус-вектор и импульс части-
цы сорта a, F(x, t) — микроскопическая сила,
F(s)(x, t;xs) — сила парного взаимодействия двух
частиц, действующая на частицу в точке r в
момент времени t, со стороны s-й частицы, xs(t) ≡
≡ {rs(t),ps(t)}— совокупность координат и импульс
s-й частицы, x0a = xa(t0), t0 — начальный момент
времени, γa =

√
1 + p2a/m

2
ac

2 — релятивистский
фактор, ma — масса частицы сорта a, c — скорость
света в вакууме. В правой части уравнения (1)
суммирование ведется по всем частицам системы.

Будем считать, что выражения для сил парного
взаимодействия между частицами известны. Опре-
деляя из уравнения (1) отклонение от среднего зна-
чения импульса частицы

Δpa =

t∫
t0

δF [ra(t
′), t′] dt′,

выражение для тензора диффузии запишем в сле-
дующем виде:

D
(a)
ij =

d

2dt
〈ΔpaiΔpaj〉 =

=
1

2

t∫
t0

dt1

[
K

(a)
ij (t, t1) +K

(a)
ji (t, t1)

]
, (3)

K
(a)
ij (t, t1) = 〈δFi[ra(t), t]δFj [ra(t

′), t′]〉, (4)

где Δpa = pa(t)−〈pa〉, δF = F−〈F〉, угловые скобки
означают усреднение по ансамблю.

Для вычисления среднего значения произ-
ведения флуктуаций силы введем функцию
распределения динамических состояний систе-
мы DN (x01, . . . , x0N ; t0) в 6N -мерном фазовом
пространстве координат и импульсов частиц в
начальный момент времени t0 [3]. Эта функция вво-
дится так, что DN (x01, . . . , x0N ; t0) dx01 . . . dx0N есть
вероятность того, что в момент времени t0 система
находится в состоянии, для которого координаты
и импульс s-й частицы (s = 1, . . . , N) находятся в
бесконечно малом фазовом объеме dx0s около точки
фазового пространства x0s.

Условие нормировки функции распределения
DN запишем в виде∫

ΩX

DN (x01, . . . , x0N ; t0) dx01 . . . dx0N = 1, (5)

где интегрирование ведется по всему допустимому
6N -мерному фазовому пространству ΩX .

С помощью функции распределения DN можно
выполнить статистическое усреднение микроскопи-
ческой силы и произведения этих сил, которое вхо-
дит в подынтегральное выражение в правой части
уравнения (4):

〈F (x(t), t)〉 =
∫
ΩX

{
N∑
s=1

F(s) [x(t), t;xs(t, x0s)]

}
×

×DN (x01, . . . , x0N ; t0) dx01 . . . dx0N , (6)

〈Fi(x(t), t)Fj(x(t
′), t′)〉 =

=

∫
ΩX

{
N∑

p=1

N∑
s=1

F
(p)
i [x(t), t;xp(t, x0p)] ×

× F
(s)
j [x(t′), t′;xs(t

′, x0s)]

}
×

×DN (x01, . . . , x0N ; t0) dx01 . . . dx0N . (7)

Пусть N =
∑

a Na, где Na — число частиц сор-
та a, суммирование по a означает суммирование по
разным сортам частиц.

Считая, что x0n является начальной координа-
той в фазовом пространстве частицы сорта b, опре-
делим одночастичную функцию распределения час-
тиц этого сорта:

fb(x0n, t0) = Nb

∫
DN (x01, . . . , x0N ; t0)×

×
N∏

s=1,s�=n

dx0s. (8)

Согласно уравнению (5) эта функция удовлетво-
ряет условию нормировки:∫

fb(x0b, t0) dx0b = Nb.

Учитывая, что DN является симметричной
функцией относительно перестановки координат
фазового пространства частиц одного сорта, а так-
же используя определение (8), запишем выражение
(6) в виде

〈F (x(t), t)〉 =
∑
b

∫
F(b) [x(t), t;xb(t, x0b)]×

× fb(x0b, t0) dx0b. (9)

Для вычисления среднего значения произведе-
ния микроскопических сил в разные моменты време-
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ни в подынтегральном выражении (7) двойную сум-
му представим в виде двух частей, в одной из кото-
рых оставим двойную сумму с одинаковыми индек-
сами, а в другой — двойную сумму с разными индек-
сами. Учитывая симметричность функции распре-
деления DN относительно перестановки координат
фазового пространства частиц одного сорта, а так-
же определение (5), запишем выражение (7) в виде

〈Fi(x(t), t)Fj(x(t
′), t′)〉 =

=
∑
b

∫
F

(b)
i [x(t), t;xb(t, x0b)]×

× F
(b)
j [x(t′), t′;xb(t

′, x0b)]×

× fb(x0b, t0) dx0b +
∑
a

∑
b

(
1− δab

Nb

)
×

×
∫

F
(a)
i [x(t), t;xa(t, x0a)]F

(b)
j [x(t′), t′;xb(t

′, x0b)]×
× fab(x0a, x0b; t0) dx0adx0b. (10)

Здесь δab — символ Кронекера, fab(x0a, x0b; t0) —
двухчастичная функция распределения частиц сор-
та a и b, определяемая следующим образом:

fab(x0n, x0m; t0) =

= NaNb

∫
DN (x01, . . . , x0N ; t0)

N∏
s=1,s�=n,m

dx0s,

x0n и x0m — начальные координаты частиц соот-
ветственно сорта a и b. Двухчастичная функция
распределения, согласно (5), удовлетворяет условию
нормировки:∫

fab(x0a, x0b; t0) dx0adx0b = NaNb.

Будем считать, что в начальный момент време-
ни t0 корреляциями между частицами можно пре-
небречь:

fab(x0a, x0b; t0) = fa(x0a, t0)fb(x0b, t0).

Используя тождество

〈δFi(x, t)δFj(x
′, t′)〉 ≡

≡ 〈Fi(x, t)Fj(x
′, t′)〉 − 〈Fi(x, t)〉〈Fj(x

′, t′)〉

и пренебрегая в уравнении (10) малыми величина-
ми, пропорциональными 1/Nb, считая, что Nb � 1,
находим среднее значение произведения флуктуа-
ций микроскопических сил:

〈δFi(x(t), t)δFj(x(t
′), t′)〉 =

=
∑
b

∫
F

(b)
i [x(t), t;xb(t, x0b)]×

× F
(b)
j [x(t′), t′;xb(t

′, x0b)]×
× fb(x0b, t0) dx0b. (11)

Это соотношение позволяет выразить корреля-
ционную функцию флуктуаций микроскопической
силы (4) через произведение сил парного взаимодей-
ствия частиц, усредненное по начальному распреде-
лению частиц в шестимерном фазовом пространстве
координат и импульсов частиц:

K
(a)
ij (t, t1) =

∑
b

∫
dx0bfb(x0b)×

× F
(b)
i (ra(t), t;xb(t, x0b))×
× F

(b)
j (ra(t1), t1;xb(t1, x0b)). (12)

Суммирование в правой части уравнения (12) про-
водится по всем сортам частиц, в том числе и по
частицам сорта a.

Уравнения (3), (12) и (1), (2) описывают эволю-
цию во времени среднего квадратичного разброса по
импульсам частиц. При этом сила парного взаимо-
действия частиц определяется законами их взаимо-
действия в рассматриваемой системе.

Решение этих уравнений в явном аналитическом
виде в общем случае наталкивается на значитель-
ные трудности. Ниже мы найдем тензор диффузии в
импульсном пространстве релятивистских заряжен-
ных частиц в отсутствие внешних полей, пренебре-
гая влиянием полей частиц на их движение.

3. КОЭФФИЦИЕНТ ДИФФУЗИИ ПО
ИМПУЛЬСАМ ДЛЯ РЕЛЯТИВИСТСКИХ

ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ

Воспользуемся полученными формулами для на-
хождения коэффициента диффузии по импульсам
при столкновениях релятивистских заряженных
частиц в отсутствие внешних полей. Выражение для
силы, действующей на заряженную частицу сорта
a в координате r в момент времени t со стороны b-й
частицы, движущейся по траектории rb(t), запишем
с помощью потенциалов электромагнитного поля:

F(b)(r, t;x0b) = −ea
c

∂Ab

∂t
−

− eagradϕb +
ea
c
[v × rotAb], (13)
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где
ϕb =

eb
R′ − β′

b ·R′ , Ab = β′
bϕb,

R = r− rb(t, x0b), β =
v

c
,

ea и eb — заряды частиц соответственно сорта a и b;
штрих означает, что величина берется в запаздыва-
ющий момент времени t′ = t−R′/c.

Поскольку движение зарядов является реляти-
вистским, в выражении для силы парного взаимо-
действия (13) мы учитываем как электрическое, так
и магнитное поле, создаваемое зарядом.

Рассматривая малые промежутки времени, за
которые скорость частиц существенно не меняется,
представим траекторию движения частицы сорта b

в виде
rb(t) = r0b + v0b(t− t0).

Налагая на потенциалы условие

1

c

∂ϕ

∂t
+∇A = 0,

i-ю компоненту силы парного взаимодействия час-
тиц (13) представим в виде

F
(b)
i (r, t;x0b) = −eaebαik(β,β0b)

∂

∂yk

1

R∗
, (14)

где

αik(β,β0) = (1 − β · β0)δik + β0i(βk − β0k),

R∗(r, t;x0b) ≡ R′ − β0b ·R′,

yk — декартовы компоненты вектора r, k = 1, 2, 3.
Рассмотрим пространственно-однородную систе-

му, считая, что одночастичная функция распреде-
ления не зависит от пространственных координат.
Тогда выражение (12) с учетом (14) можно записать
в виде

K
(a)
ij (t, t1) =

∑
b

e2ae
2
b

∫
dp0bfb(p0b)αik(βa,β0b)×

× αjp(βa,β0b)Jkp(βa,β0b; t, t1), (15)

Jkp =
∂2

∂yk∂y1p

∫
dr0b

R∗(r, t;x0b)R∗(r1, t1;x0b)
. (16)

Вычислим интеграл по объему в правой части
уравнения (16). Прежде всего отметим, что вели-
чина R∗(r, t;x0b) равна

√
(β0b ·R)2 +R2/γ2

0b и пред-
ставляет собой модуль вектора

R‖(r, t;x0b) +
1

γ0b
R⊥(r, t;x0b) ≡ ρ,

где символами «‖» и «⊥» обозначены компоненты
вектора, параллельные и перпендикулярные векто-
ру β0b. Величину же R∗(r1, t1;x0b) можно предста-
вить в виде

R∗(r1, t1;x0b) = |ρ−w|,

где

w = ξ‖ +
1

γ0b
ξ⊥, ξ = r− r1 − v0b(t− t1).

Переходя в подынтегральном выражении (16) от пе-
ременных интегрирования r0b к новым переменным
ρ, получаем

Jkp = γ2
0b

∂2

∂yk∂y1p

∫
V

dρ

ρ|ρ−w| . (17)

Введем сферическую систему координат ρ, ϑ, ϕ с
центром в ρ = 0 и полярной осью, параллельной w.
Величина произведения ρ · w будет равна ρw cosϑ,
где ϑ — полярный угол. Проинтегрировав теперь
правую часть уравнения (17) по углу ϕ, получим

Jkp = 2πγ2
0b

∂2

∂yk∂y1p

ρmax∫
0

ρ dρ×

×
π∫

0

sinϑ dϑ√
ρ2 − 2ρw cosϑ+ w2

. (18)

Будем рассматривать предельный случай замк-
нутой системы с Nb → ∞, считая одновременно V →
→ ∞, так что плотность числа частиц nb = Nb/V

остается постоянной. Вычисляя интегралы в правой
части уравнения (18) и устремляя границы области
(ρmax ∼ V 1/3) к бесконечности, находим

Jkp = 2πγ2
0b

∂2

∂yk∂yp
w(r − r1,p0b). (19)

При выводе этого выражения мы заменили диффе-
ренцирование по r1 дифференцированием по r, учи-
тывая, что w зависит от разности этих векторов.

Из выражений (19) и (15) видно, что компонен-
ты тензора Kij(t, t1) симметричны относительно пе-
рестановки индексов i и j. Поэтому в подынтеграль-
ном выражении в правой части уравнения (3) доста-
точно вычислить одно из слагаемых.

Для выявления зависимости величины Jkp от
скорости пробного заряда в правой части формулы
(19), в выражении для ξ, заменим r и r1 координа-
тами пробного заряда (сорта a) в моменты времени
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соответственно t и t1, одновременно переходя в (19)
от дифференцирования по r к дифференцированию
по va. Поскольку в рассматриваемом нами прибли-
жении эти координаты находятся в пренебрежении
взаимодействием частиц друг с другом, можно на-
писать:

r = ra(t) = r0a + v0a(t− t0), r1 = ra(t1).

Поэтому r− r1 = va(t− t1) и, следовательно,

ξ = uτ1,
∂

∂yk
w(ξ) = τ−1

1

∂

∂vak
w(uτ1),

где u = va − v0b, τ1 = t− t1. Сделав таким способом
соответствующие замены в правой части уравнения
(19) и подставив полученное выражение для Jkp в
уравнение (15), находим

K
(a)
ij (t, t1) =

2π

|τ1|
∑
b

e2ae
2
b

∫
dp0bγ

2
0bfb(p0b)×

× αik(βa,β0b)αjp(βa,β0b)×

× ∂2

∂vak∂vap

√
(β0b · u)2 + u2/γ2

0b . (20)

Подставляя это выражение в уравнение (3) и вы-
числяя производные по скорости, получаем следую-
щее выражение для коэффициента диффузии:

D
(a)
ij =

∑
b

∫
dp0bfb(p0b)I

ab
ij (βa,β0b), (21)

где

Iabij (β,β0) = 2πe2ae
2
bΛ

(1− β · β0)
2γγ0

c [γ2
0γ

2(1−β · β0)2−1]
3/2

×

× {[γ2
0γ

2(1−β · β0)
2−1

]
δij−γ2βiβj−γ2

0β0iβ0j +

+ γ2
0γ

2(1 − β · β0)(βiβ0j + β0iβj)
}
, (22)

Λ =

τ∫
0

dτ1
τ1

, τ = t− t0,

γ = (1− β2)−1/2, γ0 = (1 − β2
0)

−1/2.

Выражение для Λ расходится на нижнем пределе
интегрирования. Это связано с тем, что при нахож-
дении траектории движения частиц не учитывается
взаимодействие пары зарядов на малых расстояни-
ях друг от друга, в результате чего пробный заряд
может приближаться сколь угодно близко к дру-
гим зарядам, в поле которых он находится. В дей-
ствительности же заряды могут находиться только
на некотором конечном расстоянии друг от друга.

Учесть этот факт для устранения расходимости в
(22) можно, например, представив потенциал элек-
тромагнитного поля, создаваемого в точке с коорди-
натой r1 в момент времени t1 зарядом, движущимся
по траектории rb(t, x0b), в виде

ϕb(r1, t1;x0b) =
eb√

R2∗(r1, t1;x0b) +R2
∗min

,

где
R∗min =

√
(β0b · rmin)2 + r2min/γ

2
0b,

rmin — минимальное расстояние между двумя заря-
дами.

В результате подстановки этого потенциала в вы-
ражение для силы (13) находим (ср. с (14))

F
(b)
j (r1, t1;x0b) = −eaebαjp(β,β0b)×

× ∂

∂y1p

1√
R2∗(r1, t1;x0b) +R2

∗min

.

Величина Jkp, входящая в подынтегральное выра-
жение (15), тогда принимает вид

Jkp = γ2
0b

∂2

∂yk∂y1p

∫
V

dρ

ρ
√
(ρ−w)2 +R2

∗min

.

Такое же вычисление интеграла в правой части
этого уравнения, как при выводе (19), приводит к
следующему выражению:

Jkp = 2πγ2
0b

∂2

∂yk∂yp

(√
w2 +R2

∗min +
R2

∗min

w
×

× ln

∣∣∣∣∣w +
√
w2 +R2

∗min

R∗min

∣∣∣∣∣
)
. (23)

Заменим теперь в правой части выражения (23)
координаты r и r1 координатами пробного заряда
в моменты времени соответственно t и t1 и перей-
дем от дифференцирования по координатам к диф-
ференцированию по скорости, как это делалось при
получении уравнения (20). В результате находим

Jkp(β,β0; τ1) =
2πγ2

0

g

[(
δkp
γ2
0

+ β0kβ0p − 3
μkμp

g2

)
×

×
(√

τ21 + τ20
τ21

− τ20
τ31

ln

∣∣∣∣∣τ1 +
√
τ21 + τ20
τ0

∣∣∣∣∣
)
+

+
2μkμp

g2
√

τ21 + τ20

]
,

где

234



ЖЭТФ, том 149, вып. 1, 2016 Динамический вывод коэффициентов диффузии. . .

μk =
vk
γ2
0

− (1− β · β0)v0k, g =

√
(β0 · u)2 + u2

γ2
0

,

τ0 =
R∗min

g
.

Используя это выражение, вычислим тензор,
входящий в подынтегральное выражение в уравне-
нии (15):

αik(β,β0)αjp(β,β0)Jkp(β,β0; τ1) =
2π

g
×

×
[
(Aij−3Bij)

(√
τ21+τ20
τ21

−τ20
τ31

ln

∣∣∣∣∣τ1+
√
τ21+τ20
τ0

∣∣∣∣∣
)

+

+
2Bij√
τ21 + τ20

]
, (24)

где
Aij = (1 − β · β0)

2δij + hij ,

Bij =
γ2(1− β · β0)

2βiβj − hij

γ2γ2
0(1− β · β0)2 − 1

,

hij = (1− β · β0)(βiβ0j + β0iβj)− β0iβ0j

γ2
.

Подставляя теперь корреляционную функцию
(15), с учетом выражения (24), в уравнение (3) и
проинтегрировав затем это уравнение по t1, оконча-
тельно получаем

d

dt
〈ΔpaiΔpaj〉 =

= 2
∑
b

∫
dp0bfb(p0b)I

ab
ij (βa,β0b; τ/τ0), (25)

где

Iabij (β,β0; ζ) =
2πe2ae

2
bγ0

cγ [γ2
0γ

2(1− β · β0)2 − 1]
1/2

×

×
{[(

1 +
1

2ζ2

)
ln
(
ζ +

√
ζ2 + 1

)
−
√
ζ2 + 1

2ζ

]
×

× (Aij − 3Bij) + 2Bij ln
(
ζ +

√
ζ2 + 1

)}
. (26)

4. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Таким образом, в работе получены уравнения,
описывающие изменение во времени среднеквад-
ратичного разброса по импульсам в системе час-
тиц разных сортов. Этот разброс выражается через
произведение сил парного взаимодействия частиц,
усредненное по начальному распределению частиц

в шестимерном фазовом пространстве координат и
импульсов. В пренебрежении отклонением траекто-
рии движения частиц от равновесной получены ана-
литические выражения для тензора диффузии по
импульсам релятивистских заряженных частиц.

Выражение (26) не содержит расходимости при
τ → 0. Действительно, в предельном случае малых
промежутков времени τ 
 τ0, раскладывая выраже-
ние (26) по малому параметру ζ до линейных членов
включительно, получаем

Iabij (β,β0) =
4πe2ae

2
b

3R∗min
τ

[
(1− β · β0)

2δij +

+ (1− β · β0)(βiβ0j + β0iβj)− β0iβ0j

γ2

]
. (27)

Изменение во времени разброса по импульсам
частиц, описываемое уравнением (25) с подынте-
гральным выражением (27), соответствует предбро-
уновскому движению заряженных частиц. В случае
нерелятивистских заряженных частиц одного сор-
та формулы (25)–(27) переходят в соответствующие
выражения, полученные в работе [8]. В частности,
при τ 
 τ0 разброс по импульсам нерелятивистских
частиц является симметричным:

d

dt
〈ΔpaiΔpaj〉 = 8πe4aτ

3rmin
×

×
∫

dp0fa(p0)δij =
8πe4a
3rmin

naτδij ,

а среднее квадратичное отклонение импульса увели-
чивается пропорционально квадрату времени:

〈(Δpa)
2〉 = 4πe4a

rmin
naτ

2.

Заметим, что квадратичная зависимость от време-
ни среднего значения квадрата отклонения скорости
нерелятивистских частиц наблюдалась в ряде чис-
ленных экспериментов [9].

В предельном случае больших промежутков вре-
мени τ � τ0 асимптотическое представление выра-
жения (26) при ζ � 1, как легко показать, приводит
к выражению (22), в котором величина Λ, играющая
роль кулоновского логарифма, равна Λ = ln(2τ/τ0).
Следует отметить, что выражение (22) соответству-
ет ядру релятивистского интеграла столкновений,
полученному в работе [2], с разницей лишь в записи
величины Λ. Для промежутков времени τ , бо́льших
характерного времени τmax, за которое частицы в
результате теплового движения могут достигнуть
границ занимаемой ими области, в коэффициенте
под логарифмом время τ следует заменить на τmax.
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