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Выводятся условия совместного равновесия и устойчивости сферической липидной везикулы и вытянутой
из нее трубчатой липидной мембраны. Найденные соотношения связывают геометрические и физиче-
ские характеристики системы с внешними параметрами, управление которыми оказалось возможным в
последних экспериментальных работах. В частности, наряду с перепадом давления между внутренней
и внешней областями системы предложенная теория позволяет учесть влияние изменяемой спонтан-
ной средней кривизны липидного бислоя, образующего трубчатую липидную мембрану, на устойчивость
липидной трубки. Обсуждаются условия устойчивости цилиндрической фазы трубчатых липидных мем-
бран при выключении внешней силы, первоначально сформировавшей трубчатую липидную мембрану
из везикулы. Также рассматривается потеря устойчивости системой под действием малой аксиальной
силы, сжимающей трубчатую липидную мембрану.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Клеточная мембрана является одним из важней-
ших компонентов живой клетки. Мембраны игра-
ют ключевую роль, как в структурной организации,
так и в функционировании всех клеток. Они отделя-
ют клеточное пространство от окружающей среды,
участвуют в подавляющем большинстве внутрикле-
точных процессов, а также соединяют клетки меж-
ду собой (в тканях). При физиологических условиях
большинство липидных мембран проявляют свой-
ства двумерной жидкости и, как следствие, способ-
ны принимать огромное многообразие форм: от пла-
нарных до сферических и цилиндрических [1]. Мем-
браны последнего типа, так называемые трубчатые
липидные мембраны (ТЛМ), достигают в длину со-
тен микрометров при радиусе всего в пару десятков
нанометров [2]. Они участвуют в большинстве внут-
риклеточных и межклеточных обменных процессов
и были обнаружены в целом ряде органелл, таких
как митохондрии, комплекс Гольджи и эндоплазма-
тический ретикулум [3, 4].
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Развитие экспериментальных методов исследо-
вания сделало возможным моделирование подобных
систем в контролируемых лабораторных условиях
[2, 5–9]. Достаточно популярным способом получе-
ния и исследования ТЛМ стало их механическое
«вытягивание» из везикул, сформированных либо
из биологических мембран, либо из искусственно
синтезированных фосфолипидных мембран [2, 6–9].
Этот метод во многом схож с одним из механизмов
образования ТЛМ в живых клетках, в котором фор-
мирование ТЛМ осуществляется моторными белка-
ми, перемещающимися вдоль микротрубочек цитос-
келета [5]. В последнее время активно исследуются
механизмы изменения спонтанной кривизны липид-
ного бислоя, обеспечивающие стабильность ТЛМ в
случае отсутствия внешней силы [8, 10]. При этом
в подобных экспериментах удается контролировать
не только растягивающую силу, но и малый пере-
пад давлений ΔP = Pin − Pout между внутренней и
внешней областями мембраны, которым ранее обыч-
но пренебрегали для упрощения теории [11].

Цель настоящей работы — обсудить условия
устойчивого равновесия данной системы в рам-
ках предлагаемой минимальной теоретической мо-
дели, учитывающей возможность эксперименталь-
ного контроля величин спонтанной кривизны мемб-

192

http://dx.doi.org/10.7868/S0044451016010193


ЖЭТФ, том 149, вып. 1, 2016 Трубчатые липидные мембраны. . .

раны C0 и ΔP . Заметим, что самым естественным
вариантом изучения любой равновесной системы
является построение и минимизация ее свободной
энергии, однако найти эту энергию для рассматри-
ваемой системы как целого весьма сложно. Прежде
всего, это связано со сложностью расчета энергии
переходных областей, где резко меняется кривизна
системы. Следуя используемому в работе [10] подхо-
ду, мы также будем условно делить систему на ча-
сти. Однако, в отличие от работы [10], мы не будем
рассматривать общую свободную энергию всей си-
стемы, а лишь воспользуемся тем фактом, что в рав-
новесном состоянии поверхностное натяжение мем-
браны σ и перепад давления ΔP должны быть оди-
наковы как в везикуле, так и вытянутой из нее ТЛМ.

Статья организована следующим образом. В
разд. 2 исследуется устойчивость цилиндрической
формы ТЛМ при изменении вешних параметров,
включая спонтанную кривизну липидного бислоя.
В разд. 3 мы получаем условия совместного рав-
новесия везикулы и вытянутой из нее ТЛМ. Конец
этого раздела посвящен обсуждению и возможному
применению полученных результатов. В Приложе-
нии выводится закон Лапласа для сферической ве-
зикулы и рассматривается ее устойчивость.

2. СВОБОДНАЯ ЭНЕРГИЯ И РАВНОВЕСИЕ
ТЛМ

Для того чтобы пояснить рассматриваемую в ра-
боте физическую модель, приведем принципиаль-
ную схему эксперимента [10] по вытягиванию ТЛМ
из везикулы (см. рис. 1). Использование оптического
пинцета для удержания стеклянного шарика, при-
клеенного к концу ТЛМ, как и в более ранних ра-
ботах [8,9], позволяет измерять силу F , вытягиваю-
щую (удерживающую) ТЛМ из везикулы.

Поверхностное натяжение липидного бислоя
контролируется при помощи микропипетки, схема-
тически изображенной на рис. 1 в виде широкого
цилиндра. Уменьшение давления внутри микро-
пипетки Pp приводит к увеличению погруженной
внутрь нее части везикулы и увеличению разности
давлений ΔP = Pin − Pout, что, в свою очередь,
вызывает увеличение поверхностного натяжения
липидного бислоя. Увеличение давления в микро-
пипетке ведет к обратному процессу. И наконец,
средняя спонтанная кривизна бислоя контролиру-
ется при помощи введения раствора определенных
белков или амфифильных полимеров. Внедрение
этих молекул во внешний слой липидов ведет к

Рис. 1. Схема эксперимента по вытягиванию ТЛМ: 1 —
микропипетка, 2 — везикула, 3 — ТЛМ, 4 —стеклянный или
полимерный шарик, 5 — молекулы полимера внедрившие-
ся в бислой, Pp — давление внутри микропипетки, Pin —
давление внутри везикулы, Pout — давление окружающей

ТЛМ жидкости

увеличению спонтанной кривизны бислоя. При
этом спонтанная кривизна бислоя, образующего
везикулу, остается по-прежнему близкой к нулю.

Вначале рассмотрим область устойчивости ци-
линдрической формы мембраны с переменной спон-
танной кривизной C0, не учитывая при этом осталь-
ные части системы. Для этого немного модифициру-
ем выражение для свободной энергии ТЛМ, исполь-
зованное в [12], и запишем его в следующем виде:

Φ =
k

2

∫ (
1

R1
+

1

R2
− 2C0

)2

dS+

+ σ

∫
dS −ΔP

∫
dV − FL. (1)

Первый член выражения (1) — свободная энер-
гия Канама –Хелфриха (Canham–Helfrich free-ener-
gy) [13, 14], где k — изгибная жесткость мембраны,
C0 — средняя спонтанная кривизна мембраны, а R1

и R2 — главные радиусы кривизны. Второй и тре-
тий члены представляют собой вклады поверхност-
ного натяжения σ и разности давлений ΔP = Pin −
− Pout внутри и снаружи ТЛМ; L — длина ТЛМ,
F — приложенная вдоль оси ТЛМ растягивающая
(если F > 0) сила, а dV и dS — дифференциалы
соответственно объема и площади.

Будем считать, что равновесная ТЛМ представ-
ляет собой цилиндр длиной L и радиусом r с отно-
шением r/L � 1. Минимизируя свободную энергию
такой мембраны по r и L, получаем два обобщенных
уравнения Лапласа:

σ =rΔP +
k(1− 4C2

0r
2)

2r2
,

F =πr2ΔP +
2kπ(1− 2C0r)

r
.

(2)
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Условия ΔP = 0 и C0 = 0 сводят уравнения (2) к
более простым известным зависимостям [11] между
величинами r, σ и F . Заметим, что уравнения (2) яв-
ляются лишь необходимыми условиями равновесия
цилиндрической формы и не позволяют убедиться
в том, соответствует ли форма цилиндра миниму-
му энергии ТЛМ. Для того чтобы это проверить,
необходимо рассмотреть устойчивость ТЛМ по от-
ношению к термическим флуктуациям.

Для описания формы флуктуирующей ТЛМ бу-
дем рассматривать поверхность мембраны как дву-
мерное многообразие R(x, y, z) в трехмерном про-
странстве. В цилиндрической системе координат ра-
диальное поле смещений ur элементов поверхности
ТЛМ выражается функцией от угла φ и координа-
ты z, при этом вектор декартовых координат самого
элемента записывается в виде

R′ = 〈[ur(φ, z) + r] cosφ, [ur(φ, z) + r] sin φ, z〉.

Площадь элемента поверхности определяется через
первую квадратичную форму

dS =
√
EdGd − F 2

d dz dφ,

где

Ed =

(
∂R′

x

∂z

)2

+

(
∂R′

y

∂z

)2

+ 1,

Fd =
∂R′

x

∂z

∂R′
x

∂φ
+

∂R′
y

∂z

∂R′
y

∂φ
,

Gd =

(
∂R′

x

∂φ

)2

+

(
∂R′

y

∂φ

)2

,

а объем деформированной ТЛМ как

V =
1

2

L∫
0

2π∫
0

(x2 + y2) dφ dz.

При разложении поля деформаций ur(φ, z) вве-
дем периодические граничные условия, которые
традиционно применяются в абсолютном большин-
стве теоретических работ, изучающих ТЛМ. Поле
деформаций ur(φ, z) в таком случае может быть
представлено в виде

ur(φ, z) =

∞∑
n,m=−∞

An,mei(nφ+kmz), (3)

где km = 2πm/L — волновой вектор ТЛМ с индек-
сом m, n и m — целые числа. Для исследования
устойчивости достаточно рассмотреть малые флук-
туации ur(φ, z) и ограничить разложение свободной

энергии в ряд квадратичными членами по амплиту-
дам An,m. Сделав это в точке равновесия, задавае-
мой уравнениями (2), мы получаем

Φ =
πLk

r3

∞∑
n,m=−∞

Mn,mAn,mA∗
n,m, (4)

где

Mn,m = (r2k2m + n2 − 1)2 + (2αC − 2)(n2 − 1)+

+ αF (r
2k2m + n2 − 1). (5)

В коэффициентах Mn,m величины αF = Fr/πk и
αC = 2C0r являются двумя эффективными безраз-
мерными внешними параметрами, управляющими
устойчивостью системы. Используя (2) можно вы-
разить величины ΔP и σ через параметры αF и αC

следующим образом:

ΔP =
k(αF − 2 + 2αC)

r3
,

σ =
k(2αF − 3 + 4αC − α2

C)

2r2
.

(6)

Заметим, что при выборе периодических граничных
условий все линейные по полю смещений и его про-
изводным члены обращаются в нуль. Цилиндриче-
ская форма очевидно устойчива при тех значениях
αF и αC , для которых коэффициенты Mn,m поло-
жительны. Таким образом, в зависимости от зна-
чений αF и αC потеря устойчивости может быть
связана с последовательностью двукратно вырож-
денных мод, для которых n = 0 и m = ±m0, где
m0 = 0, 1, 2, . . . ,mmax и mmax = round (L/(2πr)),
а функция “round” выделяет целую часть числа
(рис. 2а 1, 2, 3 ) или же с четырехкратно вырожден-
ными модами прогиба с n = ±1 и m = ±1 (рис. 2а,
4 ). Рассмотрим область устойчивости ТЛМ в коор-
динатах 〈αF , αC〉 (рис. 2б ). Сверху она ограничена
многоугольником со сторонами, задаваемыми урав-
нениями прямых M0,m = 0, где m изменяется от
0 до mmax = round (L/(2πr)). Левая вертикальная
граница соответствует потере устойчивости относи-
тельно прогибных мод с n = ±1 и m = ±1. На
этой границе αF = −(2πr/L)2. И наконец, посколь-
ку молекулы полимеров могут внедряться только
во внешний слой ТЛМ, нижняя граница области
устойчивости определяется условием положитель-
ности спонтанной кривизны αC > 0.

Отметим, что в случае периодических гранич-
ных условий моды с n = ±1 и m = 0 все-
гда являются безэнергетическими голдстоуновски-
ми (трансляционными). Соответствующие элемен-
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Рис. 2. а) Возможные мягкие моды ТЛМ: 1 — n = 0, m = 0 (радиальная дыхательная мода); 2 — n = 0, m = 4

(мода гофрировки); 3 — n = 0, m = 8 (мода гофрировки); 4 — n = 1, m = 1 (мода прогиба); б ) область устойчивости
ТЛМ с отношением L/r = 100: сплошные тонкие линии задаются уравнениями Mn,m = 0 и соответствуют возможным в
ТЛМ мягким модам; жирная штриховая линия очерчивает границу устойчивости ТЛМ, сплошная жирная линия задается

уравнением αC = 1− αF /2 и соответствует нулевой разности давлений ΔP = 0

ты Mn,m обращаются в нуль, независимо от вели-
чин управляющих параметров, что никак не ска-
зывается на устойчивости мембраны. Несмотря на
то что область устойчивости зависит от конкретной
величины отношения r/L, прямые M0,m = 0, где
m = 1, . . . ,mmax имеют общую касательную пара-
болу, и поэтому с очень хорошей степенью точности
верхняя граница области устойчивости может быть
задана как:

αF < 3− 2αC при αF ≥ 2

и αc < 1− α2
F /8 при αF ≤ 2. (7)

В работе [15] было проведено аналогичное иссле-
дование устойчивости изолированной ТЛМ в рам-
ках более сложной ADE (area-difference-elasticity)
[16] модели, учитывающей вклад в энергию си-
стемы, связанный с изменением разности площа-
дей двух слоев фосфолипидов. Интересно, что та-
кой подход приводит к выражению, определяюще-
му устойчивость ТЛМ, в точности совпадающему
с полученным нами выражением (5). Заметим, что
анализ устойчивости ТЛМ в работе [15] проводится
на плоскости 〈αF , αΔP 〉, где αΔP = −r3ΔP/k. При
этом переход между системами безразмерных коор-
динат легко осуществляется с помощью соотноше-

ния (6). Однако авторы работы [15], написанной за-
долго до проведения экспериментов по управлению
спонтанной кривизной липидного бислоя, естествен-
но еще не понимали причин, по которым спонтан-
ная кривизна не может принимать отрицательные
значения. Поэтому в [15] изолированная ТЛМ име-
ет гораздо большую область устойчивости, ограни-
ченную рядом весьма экзотических состояний. Од-
ним из таких состояний, наблюдение которого в
рассматриваемых экспериментах не представляется
возможным, является сжатый в некоторое подобие
ленты цилиндр (потеря устойчивости в этом случае
связана с модой m = 0, n = 2).

Отдельный интерес представляет частный слу-
чай нулевой разности давлений ΔP = 0, часто
используемый в литературе [11]. В координатах
〈αF , αC〉 ему соответствует линия αC = 1−αF/2 (см.
рис. 2б ). Вдоль этой линии выражения для коэф-
фициентов (5) принимают упрощенный видMn,m =

= (r2k2m + n2 − 1)2 + αF r
2k2m. Потеря устойчивости

цилиндрической фазы при этом происходит в точке
αins
F = −δ2/(1 + δ), где δ = k2maxr

2 − 1 — малый па-
раметр, характеризующий данную неустойчивость.
Также заметим, что при движении системы в коор-
динатах 〈αC , αF 〉 по линиям параллельным и близ-
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ким к прямой αC = 1 − αF /2 (при таком движении
ΔP мало), нестабильность имеет комплексный ха-
рактер и в области небольших отрицательных вели-
чин αF ТЛМ теряет устойчивость практически од-
новременно относительно мод гофрировки (n = 0,
m = ±mmax) и прогиба (n = ±1, m = ±1).

Среднеквадратичные флуктуации амплитуд
критических мод ТЛМ при приближении к гра-
ницам области устойчивости (за исключением
границы αC = 0) стремятся к бесконечности.
Аналогичным образом ведет себя и величина
среднеквадратичных радиальных флуктуаций
трубчатой мембраны 〈|ur|2〉:

〈|ur|2〉 = kBTr
3

2kπL

∞∑
n,m=−∞

1

Mn,m
, (8)

где из суммы исключаются слагаемые, соответству-
ющие движению ТЛМ как целого, т. е. пара гол-
дстоуновских мод с n = ±1 и m = 0. Выражение
(8) показывает, что расходимость 〈|ur|2〉 обусловле-
на стремлением к нулю эффективных упругостей
Mn,m, соответствующих критическим модам.

В заключение этого раздела еще раз подчерк-
нем, что в нем мы формально рассматривали изо-
лированную ТЛМ. В действительности же ТЛМ
находится в состоянии равновесия с везикулой и
условия этого равновесия жестко определяют путь,
по которому может двигаться система на плоско-
сти 〈αF , αC〉.

3. СОСТОЯНИЕ РАВНОВЕСИЯ ВЕЗИКУЛЫ
И ВЫТЯНУТОЙ ИЗ НЕЕ ТЛМ

Внедрение белков или амфифильных полимеров
в липидный бислой ТЛМ может в конечном итоге
привести к образованию жесткого каркаса на по-
верхности ТЛМ [8, 10]. Рассмотрение данной ситу-
ации выходит за рамки применимости развиваемо-
го подхода. Однако до тех пор, пока полимериза-
ция внедряемых молекул не произошла, везикула и
вытянутая из нее ТЛМ представляют единую си-
стему, которая в случае отсутствия внешних полей
должна характеризоваться однородным по внутрен-
нему объему перепадом давления ΔP и однород-
ным по поверхности натяжением липидного бислоя
σ. Последняя величина играет для двумерной жид-
кости, образующей липидную мембрану, примерно
ту же роль, что и давление для обычной трехмер-
ной жидкости. Таким образом, двумерный аналог
закона Паскаля приводит к выравниванию σ по всей
поверхности бислоя.

Самый естественный способ определения пара-
метров любой системы — минимизации ее свобод-
ной энергии. Чтобы найти энергию рассматривае-
мой сложной системы, последнюю обычно условно
делят на части. Например, в работе [10] этих частей
три: ТЛМ, часть везикулы снаружи и часть вези-
кулы внутри микропипетки. Сложность основанно-
го на таком подходе расчета свободной энергии и
причины его неточности очевидны. Трудно учесть
энергию переходных областей, где резко меняется
кривизна системы. Кроме того, расчет энергии ча-
сти везикулы, попадающей в микропипетку также
является весьма непростой задачей [17].

Однако упомянутых выше трудностей можно из-
бежать, вообще отказавшись от расчета свободной
энергии системы и воспользовавшись тем фактом,
что поверхностное натяжение σ и разность давле-
ний ΔP одинаковы во всех частях системы. Сле-
дуя [10, 17], будем считать, что часть везикулы вне
микропипетки (см. рис. 1) имеет форму практиче-
ски идеального сферического сегмента. Поскольку
этот сегмент образован липидным бислоем с пре-
небрежимо малой спонтанной кривизной (что со-
ответствует условиям обсуждаемого эксперимента),
для него выполняется [17] (см. также Приложение)
обычный закон Лаплаcа:

ΔP = 2σ/R. (9)

Таким образом, рассматриваемую сложную систе-
му одновременно характеризуют условия равнове-
сия (2) и уравнение (9), в котором под R следует
понимать радиус кривизны части везикулы, находя-
щейся вне микропипетки. Совместное решение этих
уравнений дает

F =
kπ(1− αC)(rαC + 2R− 3r)

r(R − 2r)
,

σ =
k(1− α2

C)R

2r2(R− 2r)
.

(10)

При этом для расчета перепада давлений между
внутренней и внешней областями системы следует
пользоваться выражением (9). Введя малый пара-
метр γ = r/R, выражения (10) в первом приближе-
нии можно записать как

F ≈2kπ(1− αC)

r
+ γ

kπ(1 − α2
C)

r
,

σ ≈k(1− α2
C)

2r2
+ γ

k(1− α2
C)

r2
.

(11)
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В случае αC → 0 (что эквивалентно C0 → 0) и γ →
→ 0 уравнения (10), (11) превращаются в известные
уравнения [11]

F ≈ 2kπ

r
, σ ≈ k

2r2
, (12)

которые были выведены для ТЛМ с нулевой спон-
танной кривизной в предположении ΔP = 0. Разви-
ваемый же нами подход, напротив, приводит к неко-
торому положительному перепаду давления:

ΔP ≈ k(1− α2
C)

r2R
+ γ

2k(1− α2
C)

r2R
. (13)

Для ТЛМ с нулевой спонтанной кривизной, ве-
личиной k порядка 12kBT , R ≈ 5 · 10−6 м и r ≈
≈ 25 · 10−9 м величину разности давлений можно
оценить как ΔP ≈ 16 Па. Перепад давления (13)
стремится к нулю с ростом спонтанной кривизны
C0. В точке αC = 1 вместе с перепадом давления
ΔP в нуль обращается и растягивающая сила F , и
поверхностное натяжение мембраны σ.

Совместные решения уравнений (13) и (6), со-
ответствующие ТЛМ, находящейся в равновесии с
везикулой, лежат на кривой

αF ≈ 2− 2αC + γ(1− α2
C), (14)

которая лишь немного отлична от прямой αC = 1−
− αF /2 с ΔP = 0 за счет последнего слагаемого
в (13). Кривая равновесия (14) пересекает прямую
αC = 1 − αF /2 в точке αC = 1. В этой точке ТЛМ
с радиусом r ≈ 1/2C0 оказывается равновесной в
случае отсутствия растягивающей силы, при этом
вместе с силой обращается в нуль и поверхностное
натяжение.

В случае, когда на поверхности ТЛМ не проис-
ходит полимеризация белковых молекул в некоторое
подобие жесткого каркаса, минимальная сдавлива-
ющая сила должна привести к развитию неустойчи-
вости эйлерова типа. Действительно, так как в точке
неустойчивости можно считать αC ≈ 1 и αF = αins

F ,
где αins

F — крайне малая отрицательная величина
(см. предыдущий раздел и рис. 2б ), то, воспользо-
вавшись (6) и (9), несложно оценить перепад давле-
ния в точке неустойчивости как

ΔPins = kαins
F /r2R. (15)

С другой стороны, анализируя свободную энергию
сферической липидной мембраны с C0 = 0 ана-
логичную выражению (1), несложно получить (см.
Приложение), что такая мембрана теряет устойчи-
вость при отрицательном давлении

ΔP0 = −12k/R3. (16)

Поскольку αins
F > −(2πr/L)2 (см. предыдущий раз-

дел), используя выражение (16) в качестве некото-
рой весьма грубой оценки предела устойчивости ве-
зикулы неправильной формы, приходим к выводу,
что если длина липидной трубки больше нескольких
(хотя бы 2–3) радиусов везикулы, то возникновение
эйлеровой неустойчивости в ТЛМ происходит рань-
ше, чем потеря устойчивости везикулы. Таким обра-
зом, в рассматриваемом случае экспериментальное
исследование критического и слабозакритического
поведения ТЛМ представляется возможным.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе проведен теоретический ана-
лиз экспериментов по исследованию ТЛМ, в ходе ко-
торых сформированные из липидной везикулы пу-
тем вытягивания липидные трубки стабилизируют-
ся при помощи молекул белков или амфифильных
полимеров [8, 10]. Внедряясь в верхний слой липи-
дов, полимеры изменяют спонтанную кривизну бис-
лоя. В результате стабилизированные ТЛМ оказы-
ваются устойчивыми и в случае отсутствия внешней
растягивающей силы.

Предложенная нами модель совместного равно-
весия ТЛМ и везикулы наряду с переменной спон-
танной кривизной липидного бислоя учитывает пе-
репад давления между внутренней и внешней об-
ластями системы. В работе рассматривается случай
достаточно низких концентраций внедряющихся в
бислой молекул, когда они еще не образуют карка-
са на поверхности ТЛМ. На плоскости эффектив-
ных безразмерных параметров αF , αC , характеризу-
ющих соответственно приведенную среднюю спон-
танную кривизну и приведенную растягивающую
силу, найдена область устойчивости индивидуаль-
ной ТЛМ. Анализ совместного равновесия везикулы
и вытянутой из нее ТЛМ показывает, что равнове-
сие этой двух компонентной системы реализуется на
некоторой кривой в пространстве 〈αF , αC〉, заканчи-
вающейся в точке неустойчивости эйлерового типа.
Интересно отметить, что в окрестности этой точки
два разных по симметрии типа мод липидной нано-
трубки одновременно являются критическими.

Продемонстрированная в работе чрезвычайно
низкая устойчивость стабилизированной ТЛМ к ак-
сиальной нагрузке, хорошо согласуется с тем фак-
том, что в клетке гораздо более распространенным
механизмом стабилизации липидных трубок явля-
ется их покрытие полимеризованным внешним кар-
касом из белковых молекул [18,19]. Полученные ре-
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зультаты во многом объясняют неправильную фор-
му образующихся без действия вытягивающей силы
природных ТЛМ [20, 21]. На наш взгляд, подобная
неправильная форма обусловлена значительными
длинноволновыми термическими флуктуациями.

В дальнейшем было бы интересно развить идею
дальнодействующего резонансного взаимодействия
между адсорбированными на поверхности ТЛМ бел-
ками, предложенную в [14], для рассмотренной в
работе системы. Также большой интерес представ-
ляет экспериментальное изучение неустойчивости
стабилизированной ТЛМ, которую, как показано в
настоящей работе, можно вызвать минимальным
аксиальным сжатием нанотрубки.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РНФ (грант №15-12-10004).

ПРИЛОЖЕНИЕ A

Закон Лапласа и устойчивость сферической
липидной мембраны

Свободная энергия сферической липидной мем-
браны может быть записана как

Φsp =
k

2

∫ (
1

R1
+

1

R2

)2

dS+

+ σ

∫
dS −ΔP

∫
dV, (A.1)

где в соответствие с экспериментальной техникой
[10] средняя спонтанная кривизна липидного бис-
лоя везикулы является пренебрежимо малой. Заме-
тим, что сферическая мембрана, описываемая энер-
гией (A.1) и рассматриваемая при постоянном пе-
репаде давления ΔP > 0, в отличие от удержи-
ваемой внешней силой F ТЛМ, неустойчива. Не
уменьшающаяся с увеличением радиуса мембраны
величина ΔP приводит к тому, что сферическая
мембрана неограниченно расширяется. При таком
рассмотрении неустойчив и обычный мыльный пу-
зырь, для которого прогибная упругость k равна ну-
лю. Очевидно, что устойчивость мыльного пузыря
относительно радиального расширения обусловлена
исключительно постоянством массы содержащегося
в нем воздуха. Поэтому для того, чтобы коррект-
но рассмотреть устойчивость сферической везику-
лы, описываемой выражением (A.1), необходимо ли-
бо явно учитывать объемную упругость жидкости

внутри везикулы, либо, что проще, наложить усло-
вие постоянства внутреннего объема:∫

dV ≡ V0 =
4

3
πR3,

где R— радиус равновесной сферической мембраны.
В последнем случае перепад давления также учи-
тывается, однако здесь он играет роль множителя
Лагранжа при условной минимизации функциона-
ла (A.1).

Следуя подходу, использованному выше для ана-
лиза устойчивости ТЛМ, разложим поле произволь-
ных радиальных деформаций сферической оболоч-
ки по сферическим гармоникам

ur(θ, φ) =

∞∑
l=0

l=m∑
l=−m

Al,mYl,m(θ, φ), (A.2)

где θ и φ — углы полярной системы координат. Век-
тор декартовых координатR′ точки поверхности де-
формированной сферы при этом записывается сле-
дующим образом:

R′ = 〈(ur +R) sin θ cosφ, (ur +R) sin θ sinφ,

(ur +R) cos θ〉.
Для определения элемента объема dV зададим коор-
динаты точки внутри деформированной сферы как
Rin = βR′, где β изменяется от нуля до единицы.
Тогда объем деформированной сферы есть

V =

∫
d3Rin =

=

β=1∫
β=0

θ=π∫
θ=0

φ=2π∫
φ=0

∣∣∣∣∣
∂Rin

x , ∂Rin
y , ∂Rin

z

∂α, ∂φ, ∂θ

∣∣∣∣∣ dφ dθ dβ. (A.3)

После интегрирования по β получаем

dV =
1

3
det

∣∣∣∣∣∣∣
R′

x R′
y R′

z

∂θR
′
x ∂θR

′
y ∂θR

′
z

∂ϕR
′
x ∂ϕR

′
y ∂ϕR

′
z

∣∣∣∣∣∣∣
dθ dφ. (A.4)

Далее, выполним подстановку поля смещений (A.2)
в энергию (A.1), ограничившись при этом второй
степенью разложения энергии по амплитудам сме-
щений. Несложно заметить, что полученное в ре-
зультате выражение для свободной энергии системы
наряду с квадратичными по амплитудам поля (A.2)
членами содержит также и линейные по амплиту-
де Y0,0 члены. Условие отсутствия таких линейных
членов в минимуме энергии приводит к тому, что
для равновесной липидной сферической мембраны
выполняется обычный закон Лапласа:

σ =
1

2
RΔP. (A.5)
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После чего, учитывая условие постоянства внутрен-
него объема и уравнения (12), получаем квадратич-
ную по амплитудам Alm часть энергии (A.1):

Φ2 = 8kπ +
2

3
πR3ΔP +

∞∑
l=1

l=m∑
l=−m

ζlYl,mY ∗
l,m, (A.6)

где

ζl = RΔP [l(l + 1)/4− 1/2]+

+
k

2R2
[(l − 1)l(l+ 1)(l + 2)] .

Заметим, что мода с l = 1 является безэнергетиче-
ской и соответствует движению везикулы как цело-
го, так как равенство нулю коэффициента ζ1 никак
не связано с потерей устойчивости. Анализ ζl при
l > 1 показывает, что сферическая липидная мем-
брана устойчива при ΔP > 0 и теряет устойчивость
при ΔP < ΔP0 по модам с l = 2, где

ΔP0 = −12k/R3. (A.7)
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