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В рамках приближения связанных медленно меняющихся амплитуд волновых функций развита много-
волновая динамическая теория дифракции ультрахолодных нейтронов на движущейся фазовой решетке.
Проанализировано влияние скорости движения решетки, ее периода, высоты штрихов и спектрально-уг-
лового распределения интенсивности падающих нейтронов на дискретный энергетический спектр и ин-
тенсивности дифракционных отражений различных порядков.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Эксперименты, в которых впервые наблюдалась
дифракция тепловых нейтронов в кристаллах [1–4],
явились первыми прямыми свидетельствами пред-
сказанного в [5] наличия у нейтрона волновых
свойств. Много позже были осуществлены классиче-
ские эксперименты по наблюдению дифракции теп-
ловых нейтронов на оптической дифракционной на-
резной решетке при скользящем падении [6]. Впо-
следствии дифракционное отражение от гравиро-
ванной решетки наблюдалось также и для холодных
нейтронов [7].

С появлением источников длинноволновых нейт-
ронов — от холодных (λ ≈ 20 Å) до ультрахолод-
ных нейтронов (УХН, λ ≈ 103 Å), эксперименталь-
ные возможности существенно расширились. В ра-
боте [8] наблюдалась дифракция квазимонохрома-
тических нейтронов с длинами волн порядка 20 Å
при нормальном падении на амплитудную дифрак-
ционную решетку с периодом 60 мкм, причем уда-
лось зарегистрировать дифракционные пики вплоть
до третьего порядка.

Специально для нейтронно-оптических экспери-
ментов с УХН был создан гравитационный дифрак-
тометр, в котором использовалась отражательная
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гравированная решетка с блеском в первом порядке
дифракции с соизмеримым для длины волны ней-
тронов 1500 Å периодом, приблизительно равным
8300 Å [9, 10].

В начале 1980 гг. появилась идея о создании
нейтронного интерферометра, действие которого ос-
новано на разделении и последующем совмещении
нейтронных пучков при дифракции на решетках.
В работе [11] обсуждалась схема интерферометра
для тепловых нейтронов с решетками в геометрии
на отражение. Позднее такой прибор был создан
для нейтронов с λ = 3.15 Å [12], однако величина
пространственного разведения пучков (≈ 0.8 мм)
оказалась слишком малой для практического при-
менения. Более перспективными оказались схемы
интерферометров типа Маха –Цендера с тремя па-
раллельно расположенными фазовыми решетками в
геометрии на пропускание. Об опыте создания и ис-
следовании таких интерферометров для очень хо-
лодных нейтронов на основе решеток с периодом
1–2 мкм сообщалось в работах [13–15]. Использова-
ние специальных полимерных структур позволило
создать нейтронные интерферометры на основе го-
лографических решеток с дифракционными эффек-
тивностями≈ 70%на длине волны 15 Å [16] и≈ 90%
при λ = 41 Å [17], что почти на порядок превосходит
эффективности решеток в работах [11, 12].

Долгое время дифракция нейтронных волн, как
и большинство иных нейтронно-оптических явле-
ний, рассматривалась под углом зрения демонстра-
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ции волновых свойств нейтрона и проверки пред-
сказаний стационарной квантовой механики. Вме-
сте с тем нейтронная оптика приобретает суще-
ственно новые качества в тех случаях, когда какие-
либо параметры, описывающие взаимодействие ней-
тронного пучка с объектами, начинают зависеть от
времени. Нестационарные воздействия на нейтрон-
ную волну позволяют существенным образом ме-
нять такие ее характеристики, как энергетический
спектр, спин, интенсивность, фаза, направление рас-
пространения и т. п. Помимо самостоятельного фун-
даментального интереса эти исследования привели
к появлению новых экспериментальных методов и
квантовых устройств.

Теоретический анализ нестационарных явлений
в оптике массивной частицы впервые был проведен,
по-видимому, в работе [18], в которой исследова-
лась эволюция волновой функции массивной части-
цы при мгновенном удалении поглощающего затво-
ра из монохроматического пучка. С использованием
формальной аналогии с пространственной дифрак-
цией Френеля на краю экрана в работе [18] был вве-
ден термин «дифракция во времени». В работе [19]
рассматривалась возможность наблюдения нестаци-
онарных явлений при прохождении УХН через зави-
сящий от времени потенциальный барьер и при вза-
имодействии со слабым осциллирующим потенциа-
лом. Более детально временна́я зависимость интен-
сивности нейтронов различных энергий и их энер-
гетические спектры при прохождении через различ-
ного рода квантовые прерыватели исследовались в
ряде последующих теоретических работ [20–28] и в
эксперименте [29].

В работе [30] наблюдалось квантование энергети-
ческого спектра поляризованных нейтронов при вза-
имодействии с осциллирующим во времени магнит-
ным полем. В работах [31,32] рассмотрен ряд неста-
ционарных нейтронно-оптических явлений, возни-
кающих при отражении и преломлении нейтро-
нов на границах вещества с переменной магнитной
индукцией. Отражение очень холодных нейтронов
от вибрирующей поверхности наблюдалось в рабо-
те [33]. При малых частотах колебаний это явление
может рассматриваться как классическое. В то же
время, при большой частоте и малой амплитуде оно
становится существенно квантовым.

В определенных условиях дифракция нейтронов
также может рассматриваться в качестве нестацио-
нарного явления. Так, в работе [34] дифракция УХН
на поверхностных рэлеевских волнах рассматрива-
лась в качестве причины неупругого рассеяния ней-
тронов, приводящего к уменьшению времени хра-

нения УХН в ловушках. Это явление может трак-
товаться и как доплеровский сдвиг частоты ней-
тронной волны. Спустя примерно десять лет в ра-
боте [35] наблюдалась дифракция холодных нейтро-
нов (λ ≈ 11 Å и λ ≈ 17 Å) на поверхностной акусти-
ческой волне, которая возбуждалась на поверхно-
сти кварцевой пластины. Из теоретического анали-
за следовало, что сдвиг энергии нейтронов, соответ-
ствующий первым порядкам дифракции, составлял
примерно 10−7 эВ по отношению к исходной. Такое
изменение энергии было почти на три порядка мень-
ше самой энергии и, строго говоря, в опыте не изме-
рялось. Однако угловое распределение дифрагиро-
ванных волн хорошо совпадало с результатами кван-
тового расчета, в котором скорость поверхностной
волны являлась важным параметром. В работе [36]
наблюдалась брэгговская дифракция нейтронов на
кристалле, на поверхности которого возбуждалась
ультразвуковая волна.

Воздействие ультразвука на дифракцию нейтро-
нов в мозаичных кристаллах исследовалось в ра-
боте [37]. В работах [38, 39] теоретически исследо-
валась дифракция УХН на поверхностных волнах
вязкой жидкости, что представляет значительный
интерес для задачи долговременного хранения ней-
тронов, особенно после открытия так называемого
малого нагрева УХН.

Спустя почти двадцать лет после появления ра-
боты [34] эффект изменения энергии нейтронов при
дифракции на движущейся решетке фактически
был заново предсказан в работе [40]. Было показа-
но, что в случае движения поглощающей или фа-
зовой решетки поперек пучка УХН решетка может
действовать в качестве квантового модулятора про-
шедшей волны, дискретным образом изменяющего
спектр проходящих через нее нейтронов. Вскоре по-
явилось предложение [41] об использовании движу-
щихся решеток в нейтронном интерферометре, что
может увеличить его чувствительность.

Предсказанный в работе [40] эффект квантово-
го расщепления спектра был обнаружен в экспе-
рименте [42] и более детально исследован в рабо-
те [43]. Позже это явление нашло свое применение
в экспериментах [44–46] по проверке слабого прин-
ципа эквивалентности для нейтрона. Апериодиче-
ская движущаяся решетка может служить нейтрон-
ной временно́й линзой, с помощью которой можно
фокусировать нейтроны во времени. Возможность
такой фокусировки была предложена в статье [47]
и впоследствии была продемонстрирована экспери-
ментально в [48, 49]. В относительно недавней ра-
боте [50] обсуждалась возможность замедления и
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ускорения нейтронов с помощью решетки с блеском
в первом порядке. Был продемонстрирован плав-
ный переход от квантового рассмотрения проблемы
к классическому при постепенном увеличении раз-
меров решетки, превращающем ее в систему макро-
скопических призм. Укажем еще на теоретическую
работу [51], посвященную дифракции нейтронов и
электромагнитных волн на движущейся решетке. В
ней авторы ограничились лишь анализом возмож-
ных направлений дифрагированных волн в случае
простейшей гармонической решетки, причем в ки-
нематическом приближении.

Остановимся несколько подробнее на теоретиче-
ских аспектах проблемы дифракции нейтронов на
решетках. В работах [40, 42, 43] дифракция УХН
на движущейся решетке рассматривалась в рамках
кинематического приближения, в котором решетка
фактически полагается плоским объектом. В целом
это приближение удовлетворительно объясняло по-
лученные экспериментальные результаты, однако не
вполне правильно описывало интенсивности разных
порядков дифракции и их зависимости от скорости
движения решетки, от высоты и периода штрихов.
Хотя в работе [52] обращалось внимание на то об-
стоятельство, что трехмерный характер структуры
движущейся решетки должен приводить к отличи-
ям от количественных предсказаний [40], последняя
долгое время оставалась основой для планирования
экспериментов. Практическое использование явле-
ния дифракции УХН на движущейся дифракцион-
ной решетке требует создания как более корректной
теории, так и новых экспериментальных исследова-
ний. Очень важно получить информацию об интен-
сивностях линий всех низших дифракционных по-
рядков, их взаимосвязи и возможностях оптимиза-
ции интенсивностей заданных линий.

Строгая, т. е. без каких-либо приближений, тео-
рия дифракции на решетках достаточно полно раз-
вита для оптического диапазона электромагнитных
волн (см., например, [53–58]). Необходимость в та-
ком строгом рассмотрении обусловлена тем, что по-
казатель преломления оптического излучения за-
метно больше единицы, поэтому принципиально
следует учитывать отражения от границ раздела
и многократные переотражения внутри трехмерной
решетки, что, помимо зеркального отражения, при-
водит к появлению различных порядков дифракции
в верхнем и нижнем полупространствах.

Существуют два основных подхода, полностью
эквивалентных с точки зрения физической поста-
новки задачи, но различающиеся методами реше-
ния уравнений Максвелла в оптике или уравне-

ния Шредингера в оптике массивных частиц. Это
метод связанных волн (the coupled-wave approach)
[53–57,57] и фурье-модальный метод (the modal
approach) [55, 58]. Решение задачи сводится к ре-
шению бесконечных систем дифференциальных или
алгебраических уравнений. Рассматривались гармо-
нические слоистые среды с произвольным наклоном
слоев к поверхности [53–55], решетки с прямоуголь-
ным [57] и произвольным профилями [56,58]. Следу-
ет также отметить недавнюю публикацию [59], в ко-
торой модальный подход был применен для описа-
ния динамической дифракции нейтронов на решет-
ке с прямоугольным профилем при падении нейтро-
нов с углами скольжения вблизи угла полного внеш-
него отражения практически вдоль направления ка-
навок решетки. Показано, что при этом может реа-
лизоваться режим каналирования нейтронов вдоль
этих канавок. В работе [55] содержится доказатель-
ство эквивалентности двух названных выше подхо-
дов, а также приведен краткий анализ как мини-
мум шести различных приближений, используемых
при решении задачи о дифракции света на решетке,
основным из которых является пренебрежение вто-
рыми производными от амплитуд полей по глубине
решетки.

В настоящей работе задача о дифракции УХН
на фазовой решетке анализируется, как и ранее
[34, 40, 42, 43, 52], в движущейся системе координат,
в которой решетка покоится. Для перехода в ла-
бораторную систему координат достаточно выпол-
нить галилеевское преобразование волновой функ-
ции нейтронов. В работе приводятся результаты по
развитию многоволновой динамической теории ди-
фракции нейтронов на движущейся решетке, кото-
рая основана на решении уравнения Шредингера
с трехмерным потенциалом взаимодействия нейт-
ронов с веществом методом медленно меняющих-
ся связанных амплитуд. Такой подход естественным
образом учитывает взаимное влияние волн разных
порядков по мере прохождения нейтронов в глубь
трехмерной фазовой решетки и приводит к луч-
шему согласию с экспериментами. Проанализиро-
вано влияние скорости движения решетки, ее пе-
риода, высоты штрихов и спектрально-углового рас-
пределения интенсивности падающих нейтронов на
дискретный энергетический спектр и интенсивно-
сти различных дифракционных порядков. Исполь-
зуемое в теории приближение заключается в прене-
брежении вторыми производными от медленно ме-
няющихся амплитуд волновых функций нейтронов
по глубине. Это приближение оправдано тем, что в
экспериментах [42–46, 52] вертикальная составляю-
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щая скорости нейтронов заметно превышает крити-
ческую скорость полного внешнего отражения, по-
этому можно пренебречь слабым зеркальным отра-
жением нейтронов и волнами, дифрагированными в
верхнее полупространство.

2. КИНЕМАТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ

Прежде чем переходить к изложению динамиче-
ской теории дифракции нейтронов на движущей-
ся фазовой решетке, обратимся, следуя [42–44], к
простейшему кинематическому приближению и рас-
смотрим основные особенности формирования дви-
жущейся решеткой квантового состояния нейтронов
с дискретным энергетическим спектром.

В лабораторной системе координат волновая
функция плоской нейтронной волны, падающей с
единичной амплитудой на решетку, имеет следую-
щий вид:

Ψin(x, z, t) = exp [i(k0xx+ k0zz − ω0t)] , (1)

где k0x =MV0x/�, k0z =MV0z/�, V0x и V0z — танген-
циальная и нормальная компоненты скорости ней-
тронов,M — масса нейтрона, � — постоянная План-
ка, ω0 = �k20/2M — частота, k0 = (k20x + k20z)

1/2 —
модуль волнового вектора. В отличие от цитирован-
ных выше работ, здесь изначально рассмотрен бо-
лее общий случай наклонного падения нейтронов на
решетку. Полагая, что штрихи решетки ориентиро-
ваны вдоль оси y, мы исключили из рассмотрения
компоненту волнового вектора k0y, наличие которой
не влияет на результат. Везде ниже будем рассмат-
ривать только прошедшие волны.

Дифракция нейтронов на неподвижной решетке
приводит к появлению плоских волн разных поряд-
ков с x-проекциями волновых векторов kmx = k0x +

Рис. 1. Схемы дифракции УХН на решетке: a — неподвиж-
ная решетка, ωm = ω0; б — система координат движется
вместе с решеткой, ωm = ω′; в — движущаяся решетка в

лабораторной системе координат, ωm = ω0 +mΩ

+ gm, где gm = mg0, g0 = 2π/d — величина векто-
ра обратной решетки, d — пространственный период
решетки, m = 0,±1,±2, . . . — целые числа (рис. 1а).
В силу упругости процесса дифракционного рассе-
яния нейтронов волновые числа и частоты всех ди-
фрагированных волн одинаковы: km = k0, ωm = ω0.

Пусть теперь решетка движется с постоянной
скоростью Vgr в положительном направлении вдоль
оси x (рис. 1б ). Перейдем в движущуюся систему ко-
ординат (x′, z), в которой решетка покоится. В этой
системе нейтроны падают на решетку уже под дру-
гим углом, а также с другим волновым числом и с
другой энергией:

Ψ′
in(x

′, z, t) = Ain(x
′) exp [i(k0zz − ω′t)] , (2)

где
Ain(x

′) = exp(ik′0xx
′), (3)

k′0x = k0x − kV , kV =
MVgr
�

,

ω′ =
�k

′2
0

2M
, k′0 = (k

′2
0x + k20z)

1/2.

Волновую функцию нейтронов, прошедших че-
рез решетку, в движущейся системе координат в об-
ласти z > h, где h — толщина решетки, можно пред-
ставить в виде стандартного разложения по плоским
волнам:

Ψ′(x′, z, t) =

=

∞∫
−∞

F (q) exp [iqx′ + ikz(z − h)− iω′t] dq, (4)

где kz = (k
′2
0 − q2)1/2, F (q) — угловой спектр функ-

ции F (x) = Ain(x)T (x), T (x) — функция пропус-
кания решетки. В случае периодической решетки
функцию T (x) можно представить в виде ряда

T (x) =

∞∑
m=−∞

am exp(igmx), (5)

где

am =
1

d

d∫
0

T (x) exp(−igmx) dx. (6)

С учетом (3) и (5) для углового спектра F (q) в
(4) получим выражение

F (q) =

∞∑
m=−∞

amδ(q − kmx + kV ). (7)
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Подстановка соотношения (7) в интеграл (4)
приводит к следующему выражению для волновой
функции дифрагированных нейтронов (4):

Ψ′(x′, z, t) =

=
∑
m

am exp [i(k′mxx
′ + kmz(z − h)− ω′t)] , (8)

где k′mx = kmx − kV ,

kmx = k0x + gm,

kmz =
[
k20z + 2(kV − k0x)gm − g2m

]1/2
.

(9)

Здесь, как и в случае неподвижной решетки, вол-
новые числа k′m = k′0 и частоты ω′ волн различ-
ных порядков дифракции одинаковы, но из-за дви-
жения решетки они отличаются, соответственно, от
k0 и от ω0 (рис. 1б ). Относительные интенсивно-
сти порядков дифракции определяются выражени-
ями Im = |am|2. Отметим также, что для произ-
вольной периодической фазовой (т. е. не поглощаю-
щей) решетки выполняется условие сохранения по-
тока

∑
m Im = 1.

Переходя теперь в выражении (8) в лаборатор-
ную систему координат x = x′ + Vgrt, получим вол-
новую функцию дифрагированных нейтронов в ви-
де суперпозиции плоских волн с амплитудами Am,
дискретными частотами ωm и волновыми векторами
km = (kmx, kmz) (рис. 1в):

Ψ(x, z, t) =
∑
m

Am exp [i(kmxx+kmzz−ωmt)] , (10)

где проекции kmx и kmz определены в (9), а час-
тоты ωm = ω0 + mΩ. Для величины спектрально-
го расщепления Ω справедливы следующие эквива-
лентные выражения:

Ω = 2π/τ = g0Vgr, (11)

где τ = d/Vgr . Подчеркнем, что волны с разными
порядками m в (10) никак не связаны и не влияют
друг на друга.

Остающееся справедливым соотношение∑
m |am|2 = 1 теперь не является демонстраци-

ей сохранения потока, поскольку волновые числа
km для волн разных дифракционных порядков
различаются. Амплитуды волн Am в (10) в ла-
бораторной системе определяются из условия
сохранения потока j(z < 0) = j(z > h), где
j = (i�/2M)(Ψ∇Ψ∗ −Ψ∗∇Ψ):

Am = am

(
k20x + k20z
k2mx + k2mz

)1/4

. (12)

Рис. 2. а — Профиль решетки. б — Профиль фазы

Рассмотрим прямоугольную решетку с шириной
штрихов d/2 и высотой h такой, что разность фаз
Δϕ = k0z(1 − n)h = π, где n — показатель прелом-
ления нейтронов. Из формулы (6) следует, что при
нормальном падении нейтронов для амплитуд чет-
ных порядков, включая нулевой, выполняется ра-
венство am = 0, а амплитуды нечетных порядков
равны am = 2i/πm и монотонно уменьшаются с уве-
личением номера порядка m. В рассматриваемом
приближении они не зависят от скорости движения
решетки.

Из соотношений (11) видно, что для увеличения
спектрального расщепления Ω = 2πVgr/d необходи-
мо увеличивать скорость движения решетки Vgr и
(или) уменьшать величину периода d. Однако из-за
наклонного падения нейтронов при увеличении ско-
рости Vgr профиль фазы меняется и принимает вид
трапеций [52] (рис. 2). Поэтому движение решет-
ки приводит к появлению краевого эффекта и, как
следствие, к иным выражениям для амплитуд ди-
фракционных порядков. С использованием соотно-
шения (6) можно показать, что для четных поряд-
ков am = cBm, а для нечетных am = −Bm/m, где

Bm =
1 + exp(−iπmc)
iπ(1−m2c2)

. (13)

Здесь, как и в работе [52], введен безразмерный па-
раметр

c = 2h(Vgr − V0x)/dV0z .

При c� 1 краевой эффект достаточно мал и ампли-
туды am близки к приведенным выше выражениям
для случая нормального падения. При величине па-
раметра c = 1 профиль фазы принимает треуголь-
ный вид. В случае движущейся решетки (c �= 0) ам-
плитуды нулевого и четных порядков уже не равны
нулю, интенсивности соответствующих волн Im уве-
личиваются с увеличением параметра c, тогда как
интенсивности волн нечетных порядков, напротив,
уменьшаются (см. также рис. 3). В эксперименте [44]
действительно наблюдалось уменьшение интенсив-
ности минус первого порядка с увеличением скоро-
сти решетки (см. рис. 3 в работе [44]).
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3. ДИНАМИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ

Необходимость более строгого описания карти-
ны, возникающей при дифракции нейтронов на дви-
жущейся решетке, диктуется не только теоретиче-
ским интересом к явлению, но и потребностями кон-
кретных экспериментов с ультрахолодными нейтро-
нами. Как уже отмечалось во Введении, квантовая
модуляция нейтронной волны движущейся решет-
кой является методической основой экспериментов
по проверке принципа эквивалентности для нейтро-
на [44–46]. В настоящем разделе излагаются резуль-
таты динамической теории дифракции нейтронов на
движущейся фазовой решетке. Они получены в рам-
ках определенных допущений, оправданных услови-
ями этих экспериментов. Теория основана на методе
связанных медленно меняющихся амплитуд волно-
вых функций и учитывает взаимное влияние волн
разных порядков по мере прохождения нейтронов в
глубь трехмерной фазовой решетки.

Распространение нейтронов в среде описывается
уравнением Шредингера

Δψ(r) +
[
k2 − χ(r)

]
ψ(r) = 0, (14)

гдеΔ— оператор Лапласа, k — волновое число нейт-
ронов в вакууме, χ(r) = 4πN(r)b(r), N(r) — плот-
ность ядер, b(r) — длина когерентного рассеяния
нейтронов в среде. Представим периодическую в об-
ласти 0 ≤ z ≤ h функцию χ(x) в виде ряда

χ(x) =

∞∑
n=−∞

χn exp(ignx), (15)

где, как и ранее, gn = ng0, g0 = 2π/d, n = 0, ±1,
±2, . . . — целые числа, а

χn =
1

d

d∫
0

χ(x) exp(−ignx) dx. (16)

Нулевая фурье-амплитуда χ0 определяет вели-
чину среднего показателя преломления решетки
ne = (1− χ0/k

2)1/2 в слое толщиной h.
Как и ранее, решение дифракционной задачи бу-

дем искать в движущейся системе координат. Вол-
новую функцию нейтронов в области 0 ≤ z ≤ h за-
пишем, с учетом (2) и (3), в виде суммы блоховских
функций с амплитудами Ψm(z), зависящими от вер-
тикальной координаты z:

Ψ′(x′, z) =
∞∑

m=−∞
Ψm(z) exp [i(qmxx

′ + q0zz)] , (17)

где проекции волновых векторов

qmx = k0x − kV + gm, q0z = (k20z − χ0)
1/2. (18)

Здесь при получении выражения для q0z в (17) учте-
но, что волновое число падающих нейтронов

k′ =
[
(k0x − kV )

2 + k20z
]1/2

и в усредненной решетке q0 = k′ne.
Подставим (15) и (17) в (14) и приравняем чле-

ны с одинаковыми экспонентами. В итоге получим
следующую бесконечную систему связанных диф-
ференциальных уравнений второго порядка:

d2Ψm

dz2
+2iq0z

dΨm

dz
−αmΨm−

∑
n�=0

χnΨm−n = 0, (19)

где
αm = gm [gm − 2(kV − k0x)] . (20)

Система (19) получена без каких-либо прибли-
жений. Ее решение в общем случае представляет со-
бой достаточно трудоемкую задачу и осуществляет-
ся численными методами в рамках строгого метода
связанных волн [54–57] или эквивалентного ему по
строгости фурье-модального подхода [55, 58, 59].

Задача существенно упрощается, если в системе
(19) пренебречь вторыми производными. Можно по-
казать, что условием малости их вклада является
соотношение χ1 � 4q20z. В экспериментальных усло-
виях [42–46] оно с разумной точностью выполняется
(χ1/4q

2
0z ≈ 0.06). Известно, что пренебрежение вто-

рыми производными автоматически означает прене-
брежение зеркальным отражением волн и дифрак-
ционным рассеянием в область отрицательных z, а
также многократными переотражениями от границ
раздела решетки в области 0 ≤ z ≤ h. В услови-
ях указанных выше экспериментов, когда френелев-
ский коэффициент отражения составляет примерно
0.6%, это не должно привести к серьезным ошиб-
кам.

В итоге получим следующую систему укорочен-
ных дифференциальных уравнений первого поряд-
ка:

dΨm

dz
= −iγmΨm − i

∑
n�=0

βnΨm−n, (21)

где γm = αm/2q0z, βn = χn/2q0z. Систему (21) необ-
ходимо дополнить следующими граничными усло-
виями: Ψ0(z = 0) = 1, Ψm �=0(z = 0) = 0.

Система укороченных уравнений вида (21) ши-
роко используется в оптике слоистых сред [53]. Ана-
логичные уравнения были получены Такаги [60] для
описания динамической дифракции электронов и
рентгеновских лучей в кристаллах с малыми ис-
кажениями кристаллической структуры. Некоторые
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отличия явного вида входящих в (21) коэффициен-
тов от соответствующих выражений в других пуб-
ликациях обусловлены спецификой законов диспер-
сии q(ω) для электромагнитных волн, электронов и
нейтронов.

Если, как это сделано, например, в работе [53],
умножить систему (21) для амплитудΨm(z) иΨ∗

m(z)

на комплексно-сопряженные амплитуды, просумми-
ровать их по всем m и вычесть из одной суммы дру-
гую, то с учетом граничных условий в случае непо-
глощающей среды получим закон сохранения

∞∑
m=−∞

|Ψm(z)|2 = 1. (22)

Это соотношение выполняется в любой произ-
вольной плоскости z, хотя по мере увеличения ко-
ординаты происходит перекачка потока из одних по-
рядков дифракции в другие.

Отметим, что задание в (17) выражения для q0z
в виде (18) приводит к правильному результату по
сравнению с выражением q0z ≈ k0z−χ0/2k0, которое
обычно следует из решения укороченных уравнений
(21) при часто используемом начальном приближе-
нии q0z = k0z .

Из уравнений (21) видно, что, в отличие от изло-
женной выше простой кинематической модели, ам-
плитуды волн произвольного m-го порядка зависят
от амплитуд других порядков. Коэффициенты свя-
зи βn, помимо номера рефлекса, определяются так-
же материалом и формой профиля решетки и уве-
личиваются с уменьшением вертикальной скорости
нейтронов V0z . В случае прямоугольной решетки с
периодом d = d1 + d2, где d1 и d2 — ширины соот-
ветственно выступов и канавок фурье-компоненты,

χn = k2b
sin(πnξ)

πn
, (23)

где ξ = d1/d — параметр заполнения (или скваж-
ность). Из формулы (23) следует, что χ0 = ξk2b , а
при ξ = 0.5, т. е. при равенстве d1 = d2, для четных
значений n величины χn = 0. Соотношение (23) при
произвольных значениях скважности ξ представля-
ет интерес при расчетах дифракционного отраже-
ния от решеток с регулярными или статистическими
отклонениями ширин d1 и d2 от заданных техноло-
гических значений.

Коэффициенты γm в (21), а вместе с ними и
функции Ψm(z), зависят от скорости движения ре-
шетки Vgr, горизонтальной проекции скорости ней-
тронов V0x, периода решетки d и порядка дифрак-
ции m. Они равны нулю как при m = 0, так и при
условии Брэгга 2(kV − k0x) = gm. Система (21) ре-

шается численно, например, методом Рунге –Кутта
четвертого порядка.

Эффективность дифракции существенным обра-
зом зависит как от величин входящих в (21) пара-
метров, так и от толщины решетки. Подробный ана-
лиз возможных режимов дифракции содержится в
работах [61,62]. Следуя этим работам, можно ввести
так называемый толщинный параметр Q = g20h/q0z
и модуляционный параметр η = χ1h/2q0z.

Ранее считалось, что приближение тонкой ре-
шетки, или область дифракции Рамана –Ната [63],
реализуется при условии Q ≤ π/12 [53]. Такой ре-
жим был впервые изучен в работе [63] при дифрак-
ции света на решетке, образованной в результате
достаточно слабой акустооптической модуляции по-
казателя преломления. В случае гармонической ре-
шетки отличны от нуля лишь фурье-амплитуды χ0 и
χ±1. При этом из (21) можно получить, что интен-
сивности многоволновой дифракции определяются
соотношением Jm = J2

Bm(2η), где JBm — функции
Бесселя первого рода.

В другом предельном случае (приближение тол-
стой решетки), когда Q достаточно велико (напри-
мер, Q > 4π [53]), передача энергии в высшие по-
рядки дифракции затруднена и реализуется так на-
зываемый брэгговский режим. В двухволновом при-
ближении при выполнении условия Брэгга α−1 = 0

из (21) следует, что J0 = cos2 η и J−1 = sin2 η. Это
так называемое маятниковое решение с полной пе-
рекачкой интенсивности из проходящей волны в ди-
фрагированную и наоборот на глубинах z, кратных
длине экстинкции Λ = πq0z/χ1.

Позднее было показано [61,62], что для характе-
ризации перечисленных выше режимов дифракции
более адекватными являются критерии, которые од-
новременно учитывают параметры Q и η. Это обу-
словлено тем, что решетка может быть, например,
геометрически толстой, но с малой модуляцией по-
тенциала, или, наоборот, тонкой, но с большой моду-
ляцией, и т. п. Критерием режима Рамана –Ната яв-
ляется условие Qη ≤ 1 [62], тогда как сильная брэг-
говская дифракция реализуется при Q ≥ 20η [61].

В следующем разделе будет показано, что при
параметрах, используемых в экспериментах [42–46],
произведение Qη � 1, т. е. выполняется условие тон-
кой решетки.

Что касается волновой функции нейтронов в ла-
бораторной системе координат, то в области наблю-
дения z > h она также определяется соотношениями
(10) и (12), в которых следует заменить амплитуды
am на величины Ψm(z = h), полученные из решения
системы уравнений (21). Условие Re(kmz) > 0 неза-

47



В. А. Бушуев, А. И. Франк, Г. В. Кулин ЖЭТФ, том 149, вып. 1, 2016

тухающего распространения волн, где z-проекции
волновых векторов kmz определены в (9), наклады-
вает определенные ограничения на допустимые зна-
чения скорости движения решетки и порядков ди-
фракции. Из сопоставления соотношений (9) и (20)
следует, что это условие имеет вид αm < k20z . Если,
например, k0x = 0 и |gm| � kV , то для положи-
тельных порядков это условие выполняется всегда,
а для отрицательных — при |m| < k20z/2kV g0. Од-
новременно с этим последнее условие означает, что
энергия дифрагированных нейтронов неотрицатель-
на, т. е. |m|Ω < ω0.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Перейдем к обсуждению результатов, получен-
ных в рамках кинематического приближения и ди-
намической теории. Вместо линейно движущейся
решетки в экспериментах [42–46] использовалась
вращающаяся решетка, изготовленная методом фо-
толитографии на поверхности кремниевого диска.
На периферической области диска, имевшей фор-
му кольца со средним радиусом R0 и шириной ΔR,
были приготовлены канавки с прямоугольным сече-
нием и стенками, направленными вдоль радиусов.
Угловой период структуры равен Δϑ = 2π/N , где
N — полное число канавок. Ширина канавок рав-
нялась половине периода. Если R — расстояние от
центра диска, а f — частота его вращения, то как
пространственный период d = 2πR/N , так и линей-
ная скорость движения решетки Vgr = 2πRf про-
порциональны радиусу. Отсюда следует, что спек-
тральное расщепление соседних порядков дифрак-
ции Ω = 2πNf не зависит от расстояния R и линей-
но увеличивается с увеличением частоты вращения
диска f . Глубина канавок выбиралась таким обра-
зом, чтобы разность фаз нейтронных волн, проходя-
щих через выступы и канавки решетки, удовлетво-
ряла условию Δϕ = π.

На рис. 3 представлены результаты расчета ин-
тенсивностей волн трех дифракционных порядков
m = 0, −1, −2 в зависимости от безразмерного па-
раметра c = 2hVgr/dV0z при нормальном падении
нейтронов на решетку (V0x = 0). Расчеты интен-
сивностей Im = |am|2 проводились в рамках кине-
матического приближения, где амплитуды am опре-
делены в (13), а интенсивностей Jm = |Ψm(h)|2 — в
рамках динамической теории, где амплитуды Ψm(h)

находились в результате численного решения систе-
мы связанных уравнений (21). Следует отметить,
что потоки, соответствующие разным дифракцион-
ным порядкам, разнонаправлены, и рассчитанные

Рис. 3. Интенсивности дифракционных порядков Im, рас-
считанные в кинематическом приближении (штриховые
кривые), и интенсивности Jm в рамках динамической тео-
рии (сплошные кривые) в зависимости от параметра c

таким образом интенсивности соответствуют пото-
кам вдоль различающихся направлений.

Из рис. 3 видно, что с увеличением параметра c,
т. е. с увеличением скорости решетки Vgr , интенсив-
ность нулевого порядка J0 увеличивается быстрее,
чем I0 в кинематическом приближении. Интенсив-
ность минус первого порядка дифракции J−1, рас-
считанная в рамках динамической теории, убывает
быстрее, чем I−1. При расчетах использовались сле-
дующие данные [44]: V0z = 4.52 м/с (E0 = 107 нэВ),
h = 0.14 мкм, R = 6 см, d ≈ 5 мкм, ξ = 0.5. При
максимальной частоте вращения диска f = 105 Гц
скорость решетки Vgr = 39.6 м/с, что соответству-
ет величине cmax = 0.49 и углу скольжения 6.5◦ по
отношению к поверхности решетки в движущейся
системе координат.

В условиях экспериментов [42–46] определенные
в предыдущем разделе параметры равны Q ≈ 0.004,
η ≈ 1, что в целом отвечает режиму дифракции
Рамана –Ната. Отличие от классического определе-
ния этого режима, введенного для гармонической
решетки, состоит в том, что для прямоугольной ре-
шетки необходимо учитывать большое число фурье-
амплитуд χn в разложении (15). Поэтому интенсив-
ности порядков Jm не описываются функциями Бес-
селя, а должны находиться из строгого решения си-
стемы (21). Расчеты показывают, что с увеличени-
ем толщины решетки перекачка из волн высоких
порядков может приводить периодически к значи-
тельному возрастанию интенсивностей низших по-
рядков, тогда как квадраты функций Бесселя и их
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Рис. 4. Энергетические спектры S(E) дифракции нейтро-
нов при частотах вращения решетки f = 40, 75, 110 Гц

сумма монотонно затухают. Легко убедиться, что
для решения системы уравнений (21) с точностью
на уровне 0.01% достаточно ограничиться членами
ряда в (15) с |n| ≤ 9.

Перейдем к обсуждению спектрального распре-
деления интенсивности дифракционных порядков
прошедших нейтронов. В экспериментах [42–46]
энергетический спектр падающих на решетку нейт-
ронов формируется монохроматором, расположен-
ным на малом расстоянии над решеткой. В каче-
стве такового использовались пятислойные интер-
ференционные фильтры [64,65] с типичной шириной
пропускания (FWHM) в вертикальном направлении
ΔV0z/V0z ≈ 0.02.

На рис. 4 изображены спектры нейтронов, про-
шедших дифракционную решетку, рассчитанные
при различных частотах вращения решетки f . Ис-
ходный спектр принимался гауссовым с дисперсией
σz ≈ 1.8 нэВ, что примерно соответствует указанной
выше ширине функции пропускания.

Видно, что с увеличением частоты вращения ве-
личины смещений энергетических положений мак-
симумов и спектральное расщепление между поряд-
ками дифракции увеличиваются, интенсивности по-
рядков дифракции с m = ±1 уменьшаются, а с m =

= ±2 — увеличиваются. Третий и четвертый поряд-
ки дифракции чрезвычайно слабы и начинают про-
являться только при очень больших частотах вра-
щения. В соответствии с условием (22) интеграль-
ные интенсивности всех спектров (т. е. площади под
кривыми на рис. 4) равны единице.

Рис. 5. Зависимости интенсивностей дифракционных по-
рядков Jm от глубины канавок h при частоте вращения

решетки f = 75 Гц

Следует, однако, отметить, что результаты рас-
чета, представленные на рис. 4, не должны в точ-
ности соответствовать результатам измерений, по-
скольку они относятся к интенсивностям разнона-
правленных дифракционных пучков, в то время
как скорость счета физического детектора пропор-
циональна проекции потока нейтронов на его ось.
В частности, в обсуждаемых здесь экспериментах
[42–46] детектор регистрирует z-компоненту пото-
ка, и приведенные выше интенсивности дифракци-
онных порядков должны быть, с учетом соотноше-
ний (9), поправлены на величины

cos θm =
kmz

(k2mx + k2mz)
1/2

=

=

[
k20z + 2(kV − k0x)gm − g2m

k20 + 2kV gm

]1/2
. (24)

Прямое сравнение с экспериментом затрудня-
ется необходимостью учитывать распределение па-
дающих нейтронов по горизонтальным скоростям
V0x = �k0x/M , как правило, плохо известным.

Выше мы считали глубину канавок фиксирован-
ной (h = 0.14 мкм). Интересно проследить, как зави-
сят интенсивности порядков отражения Jm от h. Из
рис. 5 видно, например, что при частоте вращения
f = 75 Гц и глубине h1 ≈ 0.19 мкм интенсивность
нулевого порядка полностью погашена, а интенсив-
ность минус второго порядка выросла. При значе-
нии h = h2 ≈ 0.22 мкм интенсивности минус пер-
вого и минус второго порядков сравниваются, а при
дальнейшем увеличении глубины h главным стано-
вится минус второй порядок. Следует отметить, что
вид функций Jm(h) и указанные выше особенности
их поведения зависят также и от частоты враще-

4 ЖЭТФ, вып. 1
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ния решетки f . Так, с увеличением f величины h1
и h2 смещаются в область несколько бо́льших зна-
чений. Эти расчеты представляют интерес для вы-
бора параметров решетки с наиболее оптимальны-
ми соотношениями между интенсивностями разных
порядков, например, для подавления нулевого по-
рядка или усиления минус первого порядка и т. д.
Кроме того, имеется еще возможность варьирования
коэффициентов связи βn в системе (21) в результа-
те изменения параметра скважности ξ в соотноше-
нии (23).

При рассмотрении дифракции УХН на решетке
выше мы считали, что на нее падает плоская, т. е. не
расходящаяся волна. В действительности же в ти-
пичных экспериментальных условиях [42–46] суще-
ствует достаточно широкое распределение нейтро-
нов по горизонтальным скоростям V0x. Вид этого
распределенияW (V0x), вообще говоря, неизвестен, а
максимальное значение скорости Vmax может, види-
мо, превышать вертикальную скорость V0z . Распре-
деление по горизонтальным скоростям может вли-
ять на амплитуды волн Ψm(h), поскольку величины
k0x входят в коэффициенты αm (20). Однако при
больших скоростях решетки Vgr 	 |V0x| этим вли-
янием можно, по-видимому, пренебречь, поскольку
в этих условиях коэффициенты αm в системе (21)
слабо зависят от горизонтальных скоростей нейтро-
нов.

Кроме того, как видно из формулы (9), распреде-
ление по горизонтальным скоростям непосредствен-
но входит в распределение вертикальных скоростей,
приводя к спектральному уширению соответствую-
щих дифракционных пиков. Грубую оценку тако-
го уширения можно получить, если аппроксимиро-
вать функцию W (V0x) гауссовой функцией с неко-
торой эффективной дисперсией σV x. Это приведет
к появлению дополнительной энергетической дис-
персии σx, которая вместе с исходной дисперсией
σz определяет дисперсию σm пиков соответствую-
щих дифракционных порядков и явный вид выра-
жения для спектрального распределения интенсив-
ности нейтронов:

S(E) =
∑
m

|Ψm(h)|2
σm

√
2π

exp

[
− (E − Em)2

2σ2
m

]
, (25)

где
σ2
m = σ2

z +m2σ2
x, σx = �g0σV x. (26)

Ширины пиков σm в (25) не зависят от скорос-
ти решетки и увеличиваются как с увеличением но-
мера дифракционного порядка m, так и с умень-
шением периода решетки d. Предположив, что го-
ризонтальная скорость нейтронов может быть по-

Рис. 6. Влияние величины дисперсии горизонтальной ско-
рости падающих нейтронов на спектральное распределе-
ние нейтронов при дифракции на движущейся решетке;
ΔVx = 0 (1 ), 9 м/с (2 ). Частота вращения решетки

f = 100 Гц

рядка вертикальной, положим, что полная ширина
гауссова распределения по горизонтальным скоро-
стям (FWHM) составляет величину ΔVx = 9 м/с,
откуда σx ≈ 3.2 нэВ. Это приводит к оценке диспер-
сии линий первого и минус первого порядков σ±1 ≈
≈ 3.7 нэВ и к полной ширине (FWHM) ΔE±1 ≈
≈ 8.7 нэВ, тогда как полная ширина нулевого по-
рядка ΔE0 ≈ 4.3 нэВ. Из рис. 6 видно, что учет го-
ризонтального распределения скоростей нейтронов,
падающих на решетку, приводит к некоторому уши-
рению дифракционных пиков и, соответственно, к
уменьшению интенсивностей в их максимумах.

Отметим теперь еще одно важное обстоятель-
ство. Известно, что для уверенного наблюдения ди-
фракции нейтронов на неподвижной решетке по-
ток падающих нейтронов необходимо коллимиро-
вать так, чтобы их угловая расходимость Δθ ≈
≈ k0x/k0 удовлетворяла условию Δθ � Δθd, где
Δθd ≈ λ/2d — угловое расстояние между порядка-
ми дифракции. В экспериментах [42–46] это условие
заведомо не выполнялось ввиду полного отсутствия
коллимации. Таким образом, Δθ ≈ 1, а при исполь-
зуемых значениях длины волны 0.09 мкм и периоде
решетки 5 мкм величина Δθd ≈ 0.02. Тем не ме-
нее дифракция на движущейся решетке наблюдает-
ся вполне отчетливо, что видно также и из рис. 6.

Дело в том, что обсуждаемое явление не являет-
ся, строго говоря, обычной дифракцией. Скорее все-
го, здесь следует говорить о нестационарном кван-
товом процессе, и представление о временно́й мо-
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дуляции потока нейтронов вследствие поперечного
движения периодической структуры является более
адекватным физике явления. Уместным является и
понятие о дифракции во времени [18]. Во всех слу-
чаях речь идет о квантовом расщеплении энергети-
ческого спектра нейтронов, которое может быть на-
блюдено, если величина характерного расщепления
спектра ΔE = �Ω = �g0Vgr , пропорциональная ско-
рости решетки, превышает ширину линии.

Впрочем, кажущийся парадокс может быть объ-
яснен и в терминах обычной дифракции, рассмат-
риваемой в движущейся системе координат. В этой
системе уменьшенный в силу большой горизонталь-
ной скорости угловой разброс пучка должен быть
меньше угла дифракции при скользящем падении
на решетку.

При любой интерпретации ключевым моментом
здесь является движение решетки.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Развитый в настоящей работе вариант мно-
говолновой динамической теории позволил более
строго описать явление дифракции ультрахолод-
ных нейтронов на движущейся фазовой решетке.
Проведенный в работе анализ влияния скоро-
сти движения решетки, ее периода, материала
решетки, высоты и ширины штрихов на интен-
сивности различных дифракционных порядков
представляется полезным в связи с тем, что задача
улучшения качества квантовых нейтронных моду-
ляторов становится все более актуальной. Очень
важно получить информацию об интенсивностях
линий всех низших дифракционных порядков, их
взаимосвязи, возможностях оптимизировать интен-
сивность заданной линии. С привлечением методов
и подходов, развитых в статистической оптике и
радиофизике, необходимо провести учет влияния
на дифракцию пространственной и временно́й
когерентности потоков нейтронов, реализуемых в
реальных экспериментальных условиях.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РФФИ (гранты №№15-02-02367, 15-02-02509).
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