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ÒÎ�ÌÎÇÍÎÅ ÈÇËÓ×ÅÍÈÅ ÌÅÄËÅÍÍÛÕ ÝËÅÊÒ�ÎÍÎÂÂ ÊÓËÎÍÎÂÑÊÎÌ ÏÎËÅ: ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÉ Ï�ÅÄÅËÈ ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÏÎÏ�ÀÂÊÀÍ. Ë. Ìàíàêîâ *, À. À. Êðûëîâåöêèé, Ñ. È. ÌàðìîÂîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò394006, Âîðîíåæ, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 9 íîÿáðÿ 2014 ã.Ïðÿìûì ðàçëîæåíèåì ïî ~! 0 ïîëó÷åíû êîìïàêòíûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîéàìïëèòóäû êóëîíîâñêîãî òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ (ÒÈ), äè��åðåíöèàëüíîãî (ïî ÷àñòîòå è óãëàì ðàññåÿí-íîãî ýëåêòðîíà) ñå÷åíèÿ ÒÈ è òðèæäû äè��åðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ ÒÈ, ó÷èòûâàþùåãî íàïðàâëåíèå èïîëÿðèçàöèþ òîðìîçíîãî �îòîíà è íàïðàâëåíèå ðàññåÿííîãî ýëåêòðîíà, êîòîðûå ñîäåðæàò êëàññè÷åñêèéïðåäåë è êâàíòîâóþ ïîïðàâêó ïîðÿäêà ~ ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè ÷àñòîòû ÒÈ !, à òàêæå íàéäåíîÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ êâàíòîâîé ïîïðàâêè ïîðÿäêà ~ ê êëàññè÷åñêîìó ñïåêòðó ÒÈ.DOI: 10.7868/S00444510151100121. ÂÂÅÄÅÍÈÅÈíòåðåñ ê òîðìîçíîìó èçëó÷åíèþ (ÒÈ), âîçíèêà�þùåìó ïðè ðàññåÿíèè ýëåêòðîíîâ íà ÿäðàõ, íàðÿäóñ ðîëüþ ÒÈ â ïëàçìåííûõ è ëàçåðíûõ ïðèëîæåíè�ÿõ, îáóñëîâëåí åãî �óíäàìåíòàëüíûì çíà÷åíèåì êàêïðîñòåéøåãî èçëó÷àòåëüíîãî ïðîöåññà. Òàê, íåðåëÿ�òèâèñòñêîå äèïîëüíîå ÒÈ ýëåêòðîíà â êóëîíîâñêîìïîëå äàåò óäîáíóþ âîçìîæíîñòü äëÿ èññëåäîâàíèÿñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó êâàíòîâîé è êëàññè÷åñêîé òåî�ðèÿìè èçëó÷åíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [1℄). Äåéñòâèòåëü�íî, ïîñêîëüêó êóëîíîâñêîå ÒÈ (â íåðåëÿòèâèñòñêîìäèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè) ðàññ÷èòûâàåòñÿ àíàëèòè�÷åñêè êàê â êëàññè÷åñêîé, òàê è â êâàíòîâîé òåî�ðèè, âîçíèêàåò âîçìîæíîñòü àíàëèòè÷åñêîé ïðîâåð�êè ïðèíöèïà ñîîòâåòñòâèÿ íà ïðèìåðå íåóïðóãèõ ïå�ðåõîäîâ â íåïðåðûâíîì ñïåêòðå.Òîðìîçíîå èçëó÷åíèå íà êóëîíîâñêîì öåíòðåâïåðâûå áûëî èññëåäîâàíî Êðàìåðñîì [2℄, ðàññ÷èòàâ�øèì ìåòîäàìè êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè ñïåê�òðàëüíîå ý��åêòèâíîå èçëó÷åíèå d{(!); ïîëíîå ðå�øåíèå çàäà÷è î êëàññè÷åñêîì êóëîíîâñêîì ÒÈ áû�ëî äàíî âî âòîðîì èçäàíèè (1948 ã.) êíèãè [3℄. �àç�äåëèâ âåëè÷èíó d{(!) íà ýíåðãèþ òîðìîçíîãî �î�òîíà ~!, ïîëó÷èì ñå÷åíèå d�(!) = d{(!)=~!, êîòî�ðûì îáû÷íî õàðàêòåðèçóþò ÒÈ â êâàíòîâîé ìåõàíè�*E-mail: manakov�phys.vsu.ru

êå. Äëÿ óäîáñòâà ñðàâíåíèÿ êëàññè÷åñêèõ è êâàíòî�âûõ ðåçóëüòàòîâ ñå÷åíèå d�(!) èñïîëüçóþò òàêæå èâ êëàññè÷åñêîé òåîðèè, õîòÿ ýòà âåëè÷èíà è ñîäåð�æèò ïîñòîÿííóþ Ïëàíêà ~. Êâàíòîâûé ðàñ÷åò ñå÷å�íèÿ ÒÈ áûë ïðîâåäåí Çîììåð�åëüäîì [4, 5℄, ïîëó�÷èâøèì àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ d�(!) ÷åðåçãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè. Êëàññè÷åñêèé ïðå�äåë �îðìóëû Çîììåð�åëüäà äëÿ d�(!) âïåðâûå áûëíàéäåí Áèäåíõàðíîì [6℄, íî íå íåïîñðåäñòâåííî, à ïó�òåì ðàçëîæåíèÿ ñå÷åíèÿ ÒÈ â ðÿä ïî îðáèòàëüíîìóìîìåíòó l è ïåðåõîäà ê ïðåäåëó ~ ! 0 â ðàäèàëü�íûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòàõ ñ ïîñëåäóþùåé çàìåíîéñóììèðîâàíèÿ ïî l íà èíòåãðèðîâàíèå ïî ïðèöåëü�íîìó ïàðàìåòðó. Ïåðåõîä ê êëàññè÷åñêîìó ñå÷åíèþÒÈ íåïîñðåäñòâåííûì óñòðåìëåíèåì ~ ê íóëþ â �îð�ìóëå Çîììåð�åëüäà áûë âûïîëíåí â ðàáîòå [7℄ (ñì.òàêæå [8℄). Íåîäíîêðàòíî ïðåäïðèíèìàëèñü è ïîïûò�êè íàéòè êâàíòîâûå ïîïðàâêè ê êëàññè÷åñêèì ñå�÷åíèÿì [9�13℄, îäíàêî ïðàâèëüíî áûëè âû÷èñëåíû,ïî-âèäèìîìó, òîëüêî âûñîêî÷àñòîòíàÿ [10℄ è íèçêî�÷àñòîòíàÿ [13℄ ïîïðàâêè ê d�(!). Â ðàáîòàõ [14�16℄ïîëó÷åíû êâàçèêëàññè÷åñêèå ñå÷åíèÿ êóëîíîâñêîãîÒÈ, áîëåå òî÷íûå, ÷åì êëàññè÷åñêèå, îäíàêî ÿâíî èõòî÷íîñòü ïî îòíîøåíèþ ê êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòàìóñòàíîâëåíà íå áûëà.Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â âû÷èñëåíèèêâàíòîâûõ ïîïðàâîê ïîðÿäêà ~ ê êëàññè÷åñêèì ñå�÷åíèÿì ÒÈ � êàê äè��åðåíöèàëüíîìó (ïî óãëàìðàññåÿííîãî ýëåêòðîíà è ïî ÷àñòîòå èçëó÷åííîãî �î�835



Í. Ë. Ìàíàêîâ, À. À. Êðûëîâåöêèé, Ñ. È. Ìàðìî ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 5 (11), 2015òîíà), òàê è ñïåêòðàëüíîìó ý��åêòèâíîìó èçëó÷å�íèþ � ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè ÷àñòîòû !. Î÷å�âèäíî, ÷òî èìåííî ðåçóëüòàòû òàêèõ âû÷èñëåíèéïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè êëàñ�ñè÷åñêîé òåîðèè è ïîëó÷èòü çàìêíóòûå àíàëèòè÷å�ñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ãëàâíîé êâàíòîâîé ïîïðàâêè êêëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì äëÿ êóëîíîâñêîãî ÒÈ. Âðàçä. 2 ïðèâåäåíû îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ êâàíòîâîéòåîðèè íåðåëÿòèâèñòñêîãî ÒÈ è âûïèñàíà àìïëèòó�äà êóëîíîâñêîãî ÒÈ êàê â �îðìå, âïåðâûå ïîëó÷åí�íîé Çîììåð�åëüäîì [4, 5℄, òàê è â ñèììåòðè÷íîé, îò�ëè÷íîé îò çîììåð�åëüäîâñêîé �îðìå. Â ðàçä. 3 ïðè�âåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû êëàññè÷åñêîé òåîðèèÒÈ. Â ðàçä. 4 ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèììåòðè÷íîé �îð�ìû çàïèñè ïîëó÷åíû äâà ÷ëåíà (ãëàâíûé è ïåðâûéïîïðàâî÷íûé) ðàçëîæåíèÿ àìïëèòóäû ÒÈ ïî ~! 0.Â ðàçä. 5 âû÷èñëåíû êâàíòîâûå ïîïðàâêè ê êëàñ�ñè÷åñêèì òðèæäû äè��åðåíöèàëüíîìó (d�
lekp0(!)),äè��åðåíöèàëüíîìó ïî óãëàì ðàññåÿííîãî ýëåêòðî�íà è ÷àñòîòå èçëó÷åíèÿ (d�
lp0(!)) è äè��åðåíöèàëü�íîìó ïî ÷àñòîòå (d�
l(!)) ñå÷åíèÿì ÒÈ. Â ðàçä. 6íàéäåíà àñèìïòîòèêà êâàíòîâîé ïîïðàâêè ê d�
l(!)ïðè âûñîêèõ è íèçêèõ ÷àñòîòàõ ÒÈ. Â Ïðèëîæåíèèâû÷èñëåíû äâà ÷ëåíà àñèìïòîòèêè ãèïåðãåîìåòðè�÷åñêèõ �óíêöèé ñ áîëüøèìè âåðõíèìè ïàðàìåòðàìèè áîëüøèì àðãóìåíòîì, ÷åðåç êîòîðûå âûðàæàþòñÿàìïëèòóäà è ñå÷åíèÿ êóëîíîâñêîãî ÒÈ.2. ÇÎÌÌÅ�ÔÅËÜÄÎÂÑÊÀß ÈÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÀß ÔÎ�ÌÛÀÌÏËÈÒÓÄÛ ÊÓËÎÍÎÂÑÊÎ�Î ÒÈÇàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà ïðè ðàññåÿíèè (òîðìîæå�íèè) âî âíåøíåì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå èñïóñêàåò ýëåê�òðîìàãíèòíîå (òîðìîçíîå) èçëó÷åíèå, êîòîðîå ñ ïî�äàâëÿþùåé âåðîÿòíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ îäíî�îòîííûì.Ñîãëàñíî ïðàâèëó Ôåðìè ñå÷åíèå íåðåëÿòèâèñòñêî�ãî äèïîëüíîãî ÒÈ �îòîíà (ñ ÷àñòîòîé !, âåêòîðîìïîëÿðèçàöèè e (e � e� = 1) è âîëíîâûì âåêòîðîì k(jkj = !=
)) ýëåêòðîíîì ñ íà÷àëüíûì èìïóëüñîì p èêîíå÷íûì èìïóëüñîì p0 (p0 = pp2 � 2m~!) äàåòñÿâûðàæåíèåìd�ekp0(!)d!d
p0d
k = e2(2�)4~3
3 p0!p je� �Mj2 : (1)Çäåñü M = D (�)p0 jp̂j (+)p E (2)� àìïëèòóäà ïåðåõîäà ìåæäó íà÷àëüíûì ñîñòîÿíè�åì  (+)p ñ èìïóëüñîì p è àñèìïòîòèêîé ðàñõîäÿùèõ�ñÿ âîëí è êîíå÷íûì ñîñòîÿíèåì  (�)p0 ñ èìïóëüñîì p0è àñèìïòîòèêîé ñõîäÿùèõñÿ âîëí íà áåñêîíå÷íîñòè.

Òðèæäû äè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå d�ekp0(!)ñîäåðæèò ïîëíóþ èí�îðìàöèþ î ïîëÿðèçàöèè, ÷àñ�òîòå è óãëîâîì ðàñïðåäåëåíèè èçëó÷åííûõ �îòîíîâè óãëîâîì ðàñïðåäåëåíèè ðàññåÿííûõ ýëåêòðîíîâ.Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñòîëü äåòàëüíîå çíàíèå íå òðå�áóåòñÿ è ñå÷åíèå (1) ìîæíî óïðîñòèòü. Íàïðèìåð,ïðè èçó÷åíèè ý��åêòà Ìàðêóçà [13, 17, 18℄ �èêñèðó�þòñÿ ÷àñòîòà, íàïðàâëåíèå è ïîëÿðèçàöèÿ èçëó÷åí�íîãî �îòîíà, à ïî íàïðàâëåíèÿì êîíå÷íîãî ýëåêòðî�íà ñå÷åíèå (1) ñëåäóåò ïðîèíòåãðèðîâàòü. Åñëè æå âýêñïåðèìåíòå èçìåðÿåòñÿ òîëüêî ÷àñòîòà �îòîíà, òîñå÷åíèå ñëåäóåò ïðîñóììèðîâàòü ïî ïîëÿðèçàöèÿìè ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî íàïðàâëåíèÿì èçëó÷åííîãî�îòîíà. Ýòè îïåðàöèè ñâîäÿòñÿ ê çàìåíå [19℄eie�kd
k ! 8�3 Æik; (3)â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ïîëó÷àåìd�p0(!)d!d
p0 = e26�3~3
3 p0!p jMj2 : (4)Èíòåãðèðîâàíèå (4) ïî íàïðàâëåíèÿì ðàññåÿííîãîýëåêòðîíà, êîòîðîå íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî â îá�ùåì âèäå, äàåò ñå÷åíèå ÒÈ â èíòåðâàëå ÷àñòîò d!:d�(!)d! = e26�3~3
3 p0!p Z jMj2 d
p0 : (5)Ïðè ðàññåÿíèè â öåíòðàëüíîì ïîëå U = U(r) àì�ïëèòóäà M ïåðåõîäà ìåæäó íà÷àëüíûì  (+)p è êî�íå÷íûì  (�)p0 ñîñòîÿíèÿìè, ÷åðåç êîòîðóþ âûðàæà�þòñÿ ñå÷åíèÿ (1), (4), (5), èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé ìî�æåò áûòü çàïèñàíà â âèäåM = Q1(p; p0; �)n+Q2(p; p0; �)n0; (6)ãäå n = pp ; n0 = p0p0� åäèíè÷íûå âåêòîðû â íàïðàâëåíèè íà÷àëüíîãî èêîíå÷íîãî èìïóëüñîâ, � � óãîë ðàññåÿíèÿ (
os � == n �n0), à ñêàëÿðíûå ïàðàìåòðû Q1;2 ñâÿçàíû ìåæ�äó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì ñèììåòðèè:Q1(p; p0; �) = Q2(p0; p; �); (7)ò. å. Q1 è Q2 îïðåäåëÿþòñÿ îäíîé êîìïëåêñíîé �óíê�öèåé.Ïðè ðàññåÿíèè â êóëîíîâñêîì ïîëå U = �Ze2=r(äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîëå ïðè�òÿæåíèÿ, ïðèìåíåíèå ðåçóëüòàòîâ ê ïîëþ îòòàëêèâà�íèÿ U = Ze2=r áóäåì îãîâàðèâàòü îòäåëüíî) àìïëè�òóäàM âû÷èñëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêè. �àñ÷åò, âïåðâûå836



ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 5 (11), 2015 Òîðìîçíîå èçëó÷åíèå ìåäëåííûõ ýëåêòðîíîâ : : :âûïîëíåííûé Çîììåð�åëüäîì [4, 5℄ (ñì. òàêæå [19℄),ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþM = exp��2 (a0 � a)� 8�i~3(p� p0)3 jp� p0jia+ia0(p+ p0)ia+ia0+1 �� �(1� ia)�(1� ia0)(1� z)ia+ia0�1 �� [ia p(p0 � p)F (ia; ia0; 1; z) ++ (1� z)F 0(ia; ia0; 1; z)(p0p� pp0)℄; (8)ãäå a = Ze2m~p ; a0 = Ze2m~p0 ; (9)z = � 2aa0(a0 � a)2 (1� 
os �); (10)F (ia; ia0; 1; z) � 2F1(ia; ia0; 1; z) � ãèïåðãåîìåòðè�÷åñêàÿ �óíêöèÿ, F 0(ia; ia0; 1; z) � åå ïðîèçâîäíàÿïî àðãóìåíòó. Áåçðàçìåðíûå êóëîíîâñêèå (çîììåð��åëüäîâñêèå) ïàðàìåòðû a; a0 è àðãóìåíò z óäîáíîçàïèñûâàòü òàêæå ÷åðåç ñêîðîñòè íà÷àëüíîãî è êî�íå÷íîãî ýëåêòðîíà v = p=m è v0 = p0=m.Çîììåð�åëüäîâñêîå ïðåäñòàâëåíèå àìïëèòó�äû (8) ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü èíòåãðèðîâàíèå ïîóãëàì ýëåêòðîíà â (5) è ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîåâûðàæåíèå äëÿ ñå÷åíèÿ d�(!). Èäåÿ âû÷èñëåíèéñîñòîèò â òîì, ÷òî ñ èñïîëüçîâàíèåì äè��åðåí�öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé�óíêöèè óäàåòñÿ çàïèñàòü êâàäðàò ìîäóëÿ àì�ïëèòóäû (8) êàê ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ íåêîòîðîãîâûðàæåíèÿ. Ôîðìà (8) äëÿ M óäîáíà äëÿ òàêîãîïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîñêîëüêó ñîäåðæèò �óíêöèþF (ia0; ia; 1; z) è åå æå ïðîèçâîäíóþ. Îêîí÷àòåëüíîåâûðàæåíèå äëÿ ñå÷åíèÿ ÒÈ â èíòåðâàëå ÷àñòîò d!(�îðìóëà Çîììåð�åëüäà) èìååò âèäd�(!) = 16�23 e2~
 �Ze2mv2�2 v2
2 �� 1(1� e�2�a0)(e2�a � 1)z0 ddz0 jF (z0)j2 d!! : (11)Çäåñü F (z0) = F (ia; ia0; 1; z0);z0 = � 4pp0(p� p0)2 = � 4aa0(a0 � a)2 : (12)Ôîðìóëó Çîììåð�åëüäà ÷àñòî çàïèñûâàþò ÷åðåçêðàìåðñîâñêîå ñå÷åíèå [2℄d�Kr(!) = 16�3p3 e2~
 � Ze2mv2�2 v2
2 d!! (13)

(êîòîðîå, ÿâëÿÿñü âûñîêî÷àñòîòíûì ïðåäåëîì êëàñ�ñè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ ÒÈ (26), ñì. íèæå, çàäàåò åñòå�ñòâåííûé ìàñøòàá âåëè÷èíû d�) è ãàóíò-�àêòîð g:d�(!) = gd�Kr(!): (14)Çîììåð�åëüäîâñêàÿ �îðìà (8) àìïëèòóäû M íåèìååò ÿâíî ñèììåòðè÷íîãî âèäà (6), íî ïðèâîäèòñÿê íåìó ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøå�íèé äëÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé �óíêöèè F [20, 21℄.Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû Q1;2 â (6) îïðåäåëÿþòñÿ îäíîé�óíêöèåéQ1(p; p0; �) = Q2(p0; p; �) = 8�~3 a0p0p(p� p0)3 �� exp h�2 (a0 � a)sign(p� p0)i jp� p0jia+ia0(p+ p0)ia+ia0+1 �� �(2� ia)�(1� ia0)F (2� ia; 1� ia0; 2; z) (15)â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé (7). Ñèììåòðè÷íàÿ �îð�ìà àìïëèòóäû ÒÈ íåïîñðåäñòâåííî âîçíèêàåò ïðèåå ðàñ÷åòå â ïàðàáîëè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, ñì. [22℄.Îáðàòèì âíèìàíèå íà óíèâåðñàëüíîñòü çàïèñè àì�ïëèòóäû ðàäèàöèîííîãî ïåðåõîäà â êîíòèíóóìå â�îðìàõ (8) è (6), (15): ýòè âûðàæåíèÿ ñïðàâåäëèâûíå òîëüêî äëÿ òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ (êîãäà p > p0è sign(p� p0) = 1), íî è äëÿ òîðìîçíîãî ïîãëîùåíèÿ(êîãäà p < p0 è sign(p� p0) = �1) â êóëîíîâñêîì ïî�ëå ïðèòÿæåíèÿ (Ze2 > 0). Àìïëèòóäû òîðìîçíîãîèçëó÷åíèÿ è ïîãëîùåíèÿ â ïîëå îòòàëêèâàíèÿ ñëå�äóþò èç íèõ ïðè çàìåíå Ze2 ! �Ze2.Çîììåð�åëüäîâñêàÿ �îðìà (8) íåóäîáíà äëÿ ðàñ�÷åòà àñèìïòîòèêè M ïðè ~! 0, ïîñêîëüêó ãëàâíûå÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ îòäåëüíûõ ñëàãàåìûõ âM âçàèì�íî óíè÷òîæàþòñÿ; ñèììåòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå (6)áîëåå óäîáíî äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, ñì. ðàçä. 4.Êðîìå òîãî, äëÿ àíàëèçà êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ óäîá�íî ââåñòè ¾êâàíòîâóþ¿ ÷àñòîòó~! = ~!mv2=2 ; (16)êîòîðóþ âìåñòå ñ êóëîíîâñêèì ïàðàìåòðîìa = Ze2=~v è óãëîâûì ïàðàìåòðîì" = 1sin (�=2) (17)îáû÷íî èñïîëüçóþò êàê íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå,âûðàæàÿ ÷åðåç íèõ a0, z0 è z. Ïðîèçâåäåíèå a è ~!íå ñîäåðæèò ~ è îïðåäåëÿåò ¾êëàññè÷åñêóþ¿ ÷àñòî�òó � = 12a~! = Ze2!mv3 : (18)837



Í. Ë. Ìàíàêîâ, À. À. Êðûëîâåöêèé, Ñ. È. Ìàðìî ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 5 (11), 20153. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÔÎ�ÌÓËÛÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÉ ÒÅÎ�ÈÈÒÎ�ÌÎÇÍÎ�Î ÈÇËÓ×ÅÍÈßÂ êëàññè÷åñêîé òåîðèè ÒÈ îáû÷íî èñïîëüçóþò�ñÿ âåëè÷èíû, íå ó÷èòûâàþùèå ïîëÿðèçàöèþ è íà�ïðàâëåíèå �îòîíîâ, à òàêæå íàïðàâëåíèå ðàññåÿí�íûõ ýëåêòðîíîâ, íàïðèìåð, ñïåêòðàëüíîå ðàñïðåäå�ëåíèå (ýíåðãèÿ äèïîëüíîãî èçëó÷åíèÿ â èíòåðâàëåd! ïðè ðàññåÿíèè ÷àñòèöû íà ìèøåíè) [3℄. Îäíàêîìåòîäàìè êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè ìîæíî ïî�ëó÷èòü è âåëè÷èíû, àíàëîãè÷íûå êâàíòîâûì ñå÷åíè�ÿì (ñì. ðàçä. 2). Íàïðèìåð, â [23℄ â ðàìêàõ ãàìèëü�òîíîâà ïîäõîäà êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè [24℄ïîëó÷åíî òðèæäû äè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèåd�
lekp0(!)d! d
kd
p0 = e2~
 !4�2
2 ~�0je� � v! j2; (19)ãäå v! = 1Z�1 v(t) exp (i!t) dt� �óðüå-êîìïîíåíòà êëàññè÷åñêîé ñêîðîñòè è ~�0 �� d�0=d
p0 � ñå÷åíèå óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ; â êóëî�íîâñêîì ñëó÷àå ~�0 = � Ze22mv2�2 "�4� ðåçåð�îðäîâñêîå ñå÷åíèå. Ñóììèðóÿ (19) ïî ïîëÿ�ðèçàöèÿì è èíòåãðèðóÿ ïî d
k ñîãëàñíî (3), ïîëó÷à�åì d�
lp0(!)d!d
p0 = e2~
 2!3�
2 ~�0jv! j2: (20)Èíòåãðèðîâàíèå (20) ïî íàïðàâëåíèÿì ðàññåÿííîãîýëåêòðîíà äàåò ñïåêòðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå:d�
l(!)d! = e2~
 2!3�
2 Z ~�0jv!j2d
p0 : (21)Óìíîæèâ d�
l(!) íà ~!, ïîëó÷èì âåëè÷èíó, íå çàâè�ñÿùóþ îò ~, � ñïåêòðàëüíîå ý��åêòèâíîå èçëó÷å�íèå [3℄: d{(!) = ~! d�
l(!): (22)Ñå÷åíèÿ (19)�(21) ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìèàíàëîãàìè êâàíòîâûõ ñå÷åíèé ñîîòâåòñòâåííî (1),(4), (5): êâàíòîâûå �îðìóëû äîëæíû ïåðåõîäèòü âêëàññè÷åñêèå â ïðåäåëå ~! 0.Ôóðüå-îáðàç v! îáëàäàåò, î÷åâèäíî, òåìè æåñâîéñòâàìè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñèììåòðèè,

÷òî è êâàíòîâàÿ àìïëèòóäà ÒÈ (2). Ñîîòâåòñòâåííî,â öåíòðàëüíîì ïîëå U = U(r) äëÿ v! ìîæåò áûòü çà�ïèñàíî ñëåäóþùåå îáùåå âûðàæåíèå (ñð. ñ (6)):v! = f(!; v; �)n+ f(�!; v; �)n0: (23)ßâíûå âûðàæåíèÿ ïàðàìåòðîâ f(�!; v; �), îïðåäåëÿ�þùèõ �óðüå-îáðàç v! ñêîðîñòè ýëåêòðîíà, äâèæó�ùåãîñÿ ïî ãèïåðáîëè÷åñêîé òðàåêòîðèè â êóëîíîâ�ñêîì ïîëå ïðèòÿæåíèÿ, ëåãêî íàõîäÿòñÿ [23℄ ïî åãîèçâåñòíûì [3℄ �óðüå-êîìïîíåíòàì ïðîåêöèé ñêîðî�ñòè â ïëîñêîñòè îðáèòû:v! = �Ze2mv2 e��=2 [Ki�(�")(n + n0) ++ i"K 0i�(�")(n � n0)℄ ; (24)èëèv! = i" Ze2mv2 e��=2 �� [K1+i�(�")n�K1�i�(�")n0℄ ; (25)ãäå K�(z) è K 0�(z) � �óíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà è ååïðîèçâîäíàÿ ïî z.Ôóðüå-îáðàç v! â ïîëå îòòàëêèâàíèÿ ïîëó÷àåò�ñÿ èç (24), (25) èçìåíåíèåì îáùåãî çíàêà è çàìåíîé� ! �� â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû è â èíäåêñàõ �óíê�öèé Ìàêäîíàëüäà (â �îðìóëå (24) íàäî åùå ïîìå�íÿòü çíàê ïåðåä ïðîèçâîäíîé �óíêöèè Ìàêäîíàëü�äà).Ïîäñòàâëÿÿ (24) â (20), ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðå�îáðàçîâàíèé ïîëó÷èì êëàññè÷åñêîå ñå÷åíèå ÒÈ â êó�ëîíîâñêîì ïîëå ïðèòÿæåíèÿ:d�
lp0(!)d!d
p0 = 2Z2e63�~
3 �2!p2 e��"4 �� [(1� "�2)K2i�(�") +K 02i�(�")℄: (26)Èíòåãðèðîâàíèå ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ïî íàïðàâ�ëåíèÿì ðàññåÿííîãî ýëåêòðîíà ñâîäèòñÿ ê ïîäâå�äåíèþ åãî ïîä äè��åðåíöèàë ñ èñïîëüçîâàíèåìñâîéñòâ áåññåëåâûõ �óíêöèé [3℄ è ïðè çàïèñè ÷åðåçêëàññè÷åñêèé ãàóíò-�àêòîð g
l äàåò ñëåäóþùèé ðå�çóëüòàò: d�
l(!) = g
l(�)d�Kr ;g
l(�) = �p3� �e��Ki�(�)K 0i�(�): (27)Îáùèé çíàê ìèíóñ â ýòîì âûðàæåíèè êîìïåí�ñèðóåò îòðèöàòåëüíóþ âåëè÷èíó ïðîèçâåäåíèÿKi�(�)K 0i� (�).838



ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 5 (11), 2015 Òîðìîçíîå èçëó÷åíèå ìåäëåííûõ ýëåêòðîíîâ : : :4. ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÀÌÏËÈÒÓÄÛ�ÀÄÈÀÖÈÎÍÍÎ�Î ÏÅ�ÅÕÎÄÀ ÂÊÓËÎÍÎÂÑÊÎÌ ÊÎÍÒÈÍÓÓÌÅ ÂÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÉ ÎÁËÀÑÒÈÏåðåõîä ê ïðåäåëó ~ ! 0 â êâàíòîâîìåõàíè÷å�ñêèõ �îðìóëàõ äëÿ àìïëèòóäû ÒÈ îçíà÷àåò âûïîë�íåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé äëÿ ïàðàìåòðîâ a è ~! â (9)è (16): a = Ze2~v � 1; ~! = ~!mv2=2 � 1; (28)â òî âðåìÿ êàê ïàðàìåòð� = 12a~! = Ze2!mv3îñòàåòñÿ êîíå÷íûì. Çàìåòèì äëÿ äàëüíåéøèõ âû�÷èñëåíèé, ÷òî ðàçíîñòü � = a0 � a èìååò ïðè ~ ! 0ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå:� = � �1 + 3�2a�+O(~2) == � �1 + 3~!2mv2�+O(~2): (29)Áóäåì èñêàòü àñèìïòîòèêó M, èñïîëüçóÿ ïðåä�ñòàâëåíèå àìïëèòóäû (6) ñ Q1;2 èç (15). Î÷åâèä�íî, îñíîâíàÿ òðóäíîñòü ñîñòîèò â ðàçëîæåíèè ãè�ïåðãåîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé F (2� ia; 1� ia0; 2; z) èF (1 � ia; 2 � ia0; 2; z) â Q1;2 â äâóõ ïîðÿäêàõ ïî ~.Ýòî ðàçëîæåíèå äàåòñÿ �îðìóëîé (57) Ïðèëîæåíèÿ.Óïðîùàÿ òàêæå ãàììà-�óíêöèè â (15) ïî �îðìóëåÑòèðëèíãà, ïîëó÷èì àñèìïòîòèêó àìïëèòóäûM as= ei
Ax����K1+i�(x) + i x2paa0K 01+i�(x)�n �� �K1�i�(x) + i x2paa0K 01�i�(x)�n0� ; (30)ãäå x = "j�j; (31)A = �Ze2m~2 �� exp h�2 (a0 � a) sign(p� p0)i "2pp0(p� p0) ; (32)à �àçîâûé ìíîæèòåëü èìååò âèäei
 = �i exp 2i3paa0� ipaa0z !�ae��ia �a0e ��ia0 �� (�z)(ia+ia0)=2 ����p� p0p+ p0 ����ia+ia0 : (33)

Óêàæåì, ÷òî âûðàæåíèå (30), êàê è àíàëîãè÷íûåàñèìïòîòèêè íèæå, çàïèñàíî ñ ïðåâûøåíèåì òî÷íî�ñòè. Òàêàÿ çàïèñü áîëåå êîìïàêòíà è ïîçâîëÿåò ÿâíîñîõðàíèòü ñèììåòðèþ �îðìóë îòíîñèòåëüíî a è a0(èëè p è p0); ÿâíîå ðàçëîæåíèå ïî ~ ìû âûïîëíèìëèøü â îêîí÷àòåëüíîì âûðàæåíèè (39) äëÿ d�(!).Ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ�óíêöèé Ìàêäîíàëüäà [25℄ ìîæíî ïðèâåñòè àñèì�ïòîòèêó (30) ê äðóãîé �îðìå, êîòîðóþ óäîáíîèñïîëüçîâàòü äëÿ ðàñ÷åòà ñå÷åíèé:M as= ie�i=2paa0ei
A� ����Ki�(x) + i x2paa0K 0i�(x)� (n+ n0) ++ �i sign(�)"K 0i�(x)+ �(1�"2)2paa0 Ki�(x)� (n�n0)� : (34)Îáðàòèì âíèìàíèå íà î÷åâèäíîå ñîîòâåòñòâèå àñèì�ïòîòèêè (34) êëàññè÷åñêîìó �óðüå-îáðàçó ñêîðîñòèâ �îðìå (24) è àñèìïòîòèêè (30) �óðüå-îáðàçó (25).Àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû (30), (34) ñïðàâåäëè�âû êàê äëÿ ÒÈ, òàê è äëÿ òîðìîçíîãî ïîãëîùåíèÿ.Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññ ÒÈ è îïó�ñòèì çíàêè ìîäóëÿ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî p > p0. Çàìåòèìòàêæå, ÷òî, èñïîëüçóÿ àñèìïòîòèêó (57), ëåãêî óáå�äèòüñÿ, ÷òî â �îðìóëå (8) ãëàâíûå ïî ~ ÷ëåíû ïðè~ ! 0 êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà. Ïðè èñïîëüçîâà�íèè æå ñèììåòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (6), (15), êàêìû âèäåëè â ýòîì ðàçäåëå, òàêîé êîìïåíñàöèè íåâîçíèêàåò., 5. ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÏÎÏ�ÀÂÊÀ ÊÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÌ ÑÅ×ÅÍÈßÌÒÎ�ÌÎÇÍÎ�Î ÈÇËÓ×ÅÍÈßd�
lekp0(!), d�
lp0(!) È d�
l(!)Íàéäåì àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ òðè�æäû äè��åðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿd�ekp0(!)d! d
p0d
k ;ïîäñòàâëÿÿ àìïëèòóäó (34) â îáùåå âûðàæåíèå (1).Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ÷åòûðå ñëàãàåìûõ, êàæäîå èçêîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå èíâàðè�àíòíîãî (íå çàâèñÿùåãî îò ïîëÿðèçàöèè) ïàðàìåòðàíà ïîëÿðèçàöèîííî-óãëîâîé êîý��èöèåíò:d�appekp0(!)d! d
p0d
k = A1j(e�;n+ n0)j2 ++A2j(e�;n�n0)j2+A3 Ref(e�;n+n0)(e;n�n0)g++A4 Imf(e�;n+ n0)(e;n� n0)g; (35)839



Í. Ë. Ìàíàêîâ, À. À. Êðûëîâåöêèé, Ñ. È. Ìàðìî ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 5 (11), 2015ãäå èíâàðèàíòíûå ïàðàìåòðû A1�4 äàþòñÿ âûðàæå�íèÿìèA1 = BK2i�("�); A2 = B"2K 02i�("�);A3 = B �paa0 [(1� "2)K2i�("�) + "2K 02i�("�)℄;A4 = �2B"Ki�("�)K 0i�("�);B = Z2e616�2~
3 �2!p2 e��"4: (36)Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî A3 èìååò ìàëîñòü ïîðÿäêà~ îòíîñèòåëüíî îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ Ai, ïðè ýòîìA3 � åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð, â êîòîðûé äàåò âêëàäïîïðàâî÷íîå ñëàãàåìîå � 1=paa0 � ~ è êîòîðûé,ñîîòâåòñòâåííî, íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç êëàññè�÷åñêèõ âûðàæåíèé çàìåíîé � ! �. ×åòâåðòîå ñëà�ãàåìîå â (35) ìåíÿåò çíàê ïðè çàìåíå e � e� è,ñëåäîâàòåëüíî, îïèñûâàåò ý��åêò öèðêóëÿðíîãî äè�õðîèçìà â ÒÈ, ò. å. ðàçëè÷èå â ñå÷åíèÿõ ÒÈ ñ èç�ëó÷åíèåì �îòîíîâ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ñïèðàëüíî�ñòÿìè (èëè çíàêàìè ñòåïåíè öèðêóëÿðíîé ïîëÿðèçà�öèè) ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ [23℄.Ñóììèðóÿ ñå÷åíèå (35) ïî ïîëÿðèçàöèÿì è èíòå�ãðèðóÿ ïî íàïðàâëåíèÿì èñïóñêàíèÿ �îòîíà ñîãëàñ�íî (3), ïîëó÷àåì äè��åðåíöèàëüíîå ïî ÷àñòîòå è íà�ïðàâëåíèÿì ðàññåÿííûõ ýëåêòðîíîâ ñå÷åíèåd�appp0 (!)d!d
p0 = 2Z2e63�~
3 �2!p2 e��"4 �� [(1� "�2)K2i�(�") +K 02i�(�")℄: (37)Ýòîò ðåçóëüòàò îòëè÷àåòñÿ îò (26) òîëüêî çàìåíîé� íà � (çàìåòèì, ÷òî òðèæäû äè��åðåíöèàëüíîå ñå�÷åíèå d�appekp0(!) íåëüçÿ ïîëó÷èòü èç d�
lekp0(!) òàêîéçàìåíîé), ïîýòîìó äè��åðåíöèàëüíîå ïî ÷àñòîòå ñå�÷åíèå d�(!) ñðàçó âûïèñûâàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ (27):d�app(!) = g
l(�) d�Kr : (38)Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò (38) ìîæíî ïîëó÷èòü è íåïî�ñðåäñòâåííî èç òî÷íîãî êâàíòîâîãî âûðàæåíèÿ (11)äëÿ d�(!): âû÷èñëÿÿ êâàäðàò ìîäóëÿ F (ia; ia0; 1; z0)â (11) ñîãëàñíî �îðìóëå (57), ñíîâà ïðèõîäèì ê (38).Ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ (37), (38) âïåðâûå áû�ëè ïîëó÷åíû â 1924 ã. (ò. å. åùå äî ñîçäàíèÿ êâàí�òîâîé ìåõàíèêè) Âåíòöåëåì [14℄, êîòîðûé çàìåíèëâ êëàññè÷åñêîì âûðàæåíèè (26) ïàðàìåòð � íà ïà�ðàìåòð �, îñíîâûâàÿñü íà ïðèíöèïå ñîîòâåòñòâèÿ.Òàêîé æå ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí Áèäåíõàðíîì [6℄è Àëüäåðîì è äð. [15℄. Â ðàáîòå [6℄ äëÿ àìïëèòóäûÒÈ (â êàëèáðîâêå óñêîðåíèÿ) áûëî çàïèñàíî ìóëü�òèïîëüíîå ðàçëîæåíèå è âûïîëíåí ïåðåõîä ê ïðåäå�ëó ~ ! 0 ïðè êîíå÷íîì �, à â [15℄ ñå÷åíèå ÒÈ áû�ëî ðàññ÷èòàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàçèêëàññè÷åñêèõ

êóëîíîâñêèõ âîëíîâûõ �óíêöèé. Ôîðìóëà (38) ïî�ëó÷åíà òàêæå â ðàáîòå [16℄, â êîòîðîé àâòîðû èñ�õîäèëè èç ïðåäñòàâëåíèÿ (8) äëÿ àìïëèòóäû è, âñèëó óïîìèíàâøèõñÿ âûøå êîìïåíñàöèé, âûíóæäå�íû áûëè ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíûé (òðåòèé) ÷ëåíðàçëîæåíèÿ â �îðìóëå (55). Ýòî ïðèâåëî ê âåñüìàãðîìîçäêèì ïðîìåæóòî÷íûì âûðàæåíèÿì, êîòîðûåóäàëîñü ïðèâåñòè ê îêîí÷àòåëüíîìó âèäó (38) ëèøüêîìïüþòåðíûìè ñðåäñòâàìè. Ñóùåñòâåííî, ÷òî òî÷�íîñòü àïïðîêñèìàöèè (38) àâòîðàìè ðàáîò [6; 14�16℄óñòàíîâëåíà íå áûëà, â òî âðåìÿ êàê èç íàøèõ ðå�çóëüòàòîâ ÿâíî ñëåäóåò, ÷òî ïðè ~ ! 0 �îðìóëû(37), (38), íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêèì ïðåäåëîì, âêëþ�÷àþò òî÷íûå êâàíòîâûå ïîïðàâêè ïîðÿäêà ~.Ó÷èòûâàÿ ðàçëîæåíèå (29) è ðàçëàãàÿ ïî ~ �îð�ìóëó Âåíòöåëÿ (38), ïîëó÷àåì â ÿâíîì âèäå äâà ÷ëå�íà ðàçëîæåíèÿ ïî ~ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé �îðìó�ëû (11) äëÿ ñå÷åíèÿ êóëîíîâñêîãî ÒÈ â ïîëå ïðèòÿ�æåíèÿ: d�(!) � d�
l(!) + d�
orr(!): (39)Çäåñü d�
l(!) îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (27), à ïîïðàâ�êà èìååò âèäd�
orr(!) = d�Kr 3�22a dd� g
l(�): (40)Ïîñêîëüêó �2=a � ~, ïîïðàâêà d�
orr èìååò ìà�ëîñòü ïîðÿäêà ~ ïî îòíîøåíèþ ê êëàññè÷åñêîìó ñå�÷åíèþ d�
l.Äëÿ èëëþñòðàöèè ñîãëàñèÿ êâàíòîâîãî è êëàñ�ñè÷åñêîãî ðåçóëüòàòîâ íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû êâàíòî�âûé g, êëàññè÷åñêèé g
l è óòî÷íåííûé êëàññè÷åñêèég
l+g
orr ãàóíò-�àêòîðû êàê �óíêöèè çîììåð�åëü�äîâñêîãî ïàðàìåòðà a, à íà ðèñ. 2 ýòè æå âåëè÷èíûïðèâåäåíû êàê �óíêöèè êâàíòîâîé ÷àñòîòû ~!. Êàêâèäíî èç ãðà�èêîâ, êâàíòîâàÿ ïîïðàâêà ñóùåñòâåí�íî óëó÷øàåò êëàññè÷åñêîå ñå÷åíèå, à ñîãëàñèå êëàñ�ñè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ ñ êâàíòîâûì âïîëíå óäîâëåòâîðè�òåëüíî óæå ïðè a = 2 è ëèøü íåçíà÷èòåëüíî óõóäøà�åòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû äî åå ìàêñèìàëüíîãîçíà÷åíèÿ ~! = 1. Òåì ñàìûì íà ÷àñòíîì (íî âåñüìàâàæíîì) ïðèìåðå êóëîíîâñêîãî ÒÈ ïîäòâåðæäàåòñÿîáùèé âûâîä ðàáîò [26; 27℄ î òîì, ÷òî äëÿ êëàññè÷�íîñòè ñïåêòðà ÒÈ â öåíòðàëüíîì ïîëå ïðèòÿæåíèÿäîñòàòî÷íî òîëüêî êâàçèêëàññè÷íîñòè (âûïîëíåíèÿóñëîâèÿ a� 1) äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà.�àññìîòðèì òåïåðü ÒÈ â ïîëå îòòàëêèâàíèÿ.Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî ñèììåòðèè �óíêöèè Ìàêäî�íàëüäàK�i�(�) = Ki�(�), ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîìñëó÷àå âìåñòî (38) áóäåì èìåòüd�apprep = e�2��g(�) d�Kr : (41)840
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�èñ. 1. Êâàíòîâûé ãàóíò-�àêòîð g (ñïëîøíàÿ ëè-íèÿ), êëàññè÷åñêèé ãàóíò-�àêòîð g
l (øòðèõîâàÿëèíèÿ) è êëàññè÷åñêèé ãàóíò-�àêòîð ñ êâàíòîâîéïîïðàâêîé g
l+g
orr (øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) äëÿÒÈ â êóëîíîâñêîì ïîëå ïðèòÿæåíèÿ êàê �óíêöèèçîììåð�åëüäîâñêîãî ïàðàìåòðà a = Ze2=~v ïðèäâóõ çíà÷åíèÿõ êâàíòîâîé ÷àñòîòû ~! = ~!mv2=2 :~! = 0:3 (à), 0:9 (á )Ñîîòâåòñòâåííî, êëàññè÷åñêèé ãàóíò-�àêòîð â ïîëåîòòàëêèâàíèÿ åñòü [3℄g
lrep = e�2��g
l(�); (42)à êâàíòîâàÿ ïîïðàâêà ê íåìó èìååò âèäg
orrrep = 3�22a dd� [e�2��g
l(�)℄: (43)Íàëè÷èå ìíîæèòåëÿ e�2�� ïîä çíàêîì ïðîèçâîäíîéïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ â ïîïðàâêå ñëàãàåìîãî, èìå�þùåãî îòíîñèòåëüíóþ òî÷íîñòü 3��2=a � �a~!2. Ýòî
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�èñ. 2. Òå æå âåëè÷èíû, ÷òî è íà ðèñ. 1, íîêàê �óíêöèè êâàíòîâîé ÷àñòîòû ~! = ~!mv2=2 ïðèäâóõ çíà÷åíèÿõ çîììåð�åëüäîâñêîãî ïàðàìåòðà a:a = 2 (à), 5 (á )ñëàãàåìîå ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü ïðèìå�íèìîñòè êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ. Â ÷àñòíîñòè, âîòëè÷èå îò ÒÈ â ïîëå ïðèòÿæåíèÿ, êëàññè÷åñêîå ñå�÷åíèå ÒÈ â ïîëå îòòàëêèâàíèÿ íå ñîãëàñóåòñÿ ñ êâàí�òîâûì ïðè ~! � 1, a � 1 (ò. å. âíå îáëàñòè (28)).Ôèçè÷åñêàÿ ïðè÷èíà òàêîé ñèòóàöèè (íà ïîëóêëàñ�ñè÷åñêîì ÿçûêå) îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â ïîëå ïðè�òÿæåíèÿ âûñîêî÷àñòîòíûé ñïåêòð �îðìèðóåòñÿ èç�ëó÷åíèåì ýëåêòðîíîâ, êîòîðûå äâèæóòñÿ ïî ñèëüíîèñêðèâëåííûì òðàåêòîðèÿì âáëèçè öåíòðà. Ìàêñè�ìàëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íà òàêèõ òðàåêòîðè�ÿõ ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò ïîëíóþ ýíåðãèþ, ïîýòî�ìó èçëó÷åíèå êâàíòà ~! � mv2=2 ñëàáî èñêàæàåòòðàåêòîðèþ [1; 27℄. Â ïîëå îòòàëêèâàíèÿ íåò òðàåê�841
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�èñ. 3. Êâàíòîâûé ãàóíò-�àêòîð grep (ñïëîøíàÿëèíèÿ), êëàññè÷åñêèé ãàóíò-�àêòîð g
lrep (øòðèõî-âàÿ ëèíèÿ) è êëàññè÷åñêèé ãàóíò-�àêòîð ñ êâàí-òîâîé ïîïðàâêîé g
lrep + g
orrrep (øòðèõïóíêòèðíàÿëèíèÿ) äëÿ ÒÈ â êóëîíîâñêîì ïîëå îòòàëêèâà-íèÿ êàê �óíêöèè çîììåð�åëüäîâñêîãî ïàðàìåòðàa = Ze2=~v ïðè � = Ze2!=mv3 = 2òîðèé, ïðîõîäÿùèõ âáëèçè öåíòðà, ïîýòîìó óñëîâèå~! � mv2=2 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Ïðè âûïîëíå�íèè íåðàâåíñòâ (28) è �a~!2 � 1 èìååòñÿ óäîâëåòâî�ðèòåëüíîå (íî ïðè òåõ æå a è ~! ñóùåñòâåííî õóäøåå,÷åì â ñëó÷àå ïðèòÿæåíèÿ) ñîãëàñèå êëàññè÷åñêîãîg
lrep è êâàíòîâîãî grep ãàóíò-�àêòîðîâ äëÿ ïîëÿ îò�òàëêèâàíèÿ, à ó÷åò ïîïðàâêè g
orrrep çàìåòíî óëó÷øàåòðåçóëüòàò, ñì. ðèñ. 3.
6. ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÏÎÏ�ÀÂÊÀ Ï�ÈÂÛÑÎÊÈÕ È ÍÈÇÊÈÕ ×ÀÑÒÎÒÀÕÈç-çà íàëè÷èÿ ïðîèçâîäíîé ïî � êâàíòîâàÿ ïî�ïðàâêà (40) èìååò äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ ñòðóêòóðó,ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ïðåäåëüíûå îáëàñòèâûñîêèõ (� � 1) è íèçêèõ (� � 1) ÷àñòîò, â êîòîðûõîíà óïðîùàåòñÿ äî ýëåìåíòàðíîãî âèäà. Äëÿ ýòîãîïðîùå âñåãî èñõîäèòü èç �îðìóëû (38), ïîñêîëüêóîíà ëèøü çàìåíîé � íà � îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêî�ãî ñå÷åíèÿ (27), ïðåäåëüíûå �îðìû êîòîðîãî èçâåñò�íû.

6.1. Âûñîêèå ÷àñòîòû: � � 1Ïîñêîëüêó � = lim � ïðè ~! 0, ïðè áîëüøèõ çíà�÷åíèÿõ � áîëüøèìè áóäóò è �. Çàïèøåì òðè ÷ëåíààñèìïòîòèêè âåíòöåëåâñêîãî ñå÷åíèÿ (38) ïðè � � 1,âîñïîëüçîâàâøèñü èçâåñòíûì [7℄ ðàçëîæåíèåì êëàñ�ñè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ (27):d�(!) = d�Kr "1 + p3�2(1=3)10�61=3�2=3 +O(��4=3)# : (44)Ïîäñòàâèì ñþäà (29) è âûäåëèì ãëàâíûé ïðè ~! 0è � ! 1 ÷ëåí. Î÷åâèäíî, ÷òî âòîðîé ÷ëåí â êâà�äðàòíûõ ñêîáêàõ èìååò âåëè÷èíó ïîðÿäêà ~��2=3, àòðåòèé � ïîðÿäêà ~��4=3 è åãî, êàê è ïîñëåäóþùèå÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ, ñëåäóåò îïóñòèòü. Â ðåçóëüòàòåäëÿ ñå÷åíèÿ ÒÈ â âûñîêî÷àñòîòíîé îáëàñòè ïîëó÷à�åìd�hf (!) = d�
lhf + d�
orrhf = d�Kr �� "1 + �2(1=3)p310�61=3�2=3 �1� ~!mv2�# : (45)Êàê âèäíî èç ïîñëåäíåé �îðìóëû, êðàìåðñîâñêîåñå÷åíèå (13) ÿâëÿåòñÿ âûñîêî÷àñòîòíûì ïðåäåëîìêëàññè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ (27). Ïîïðàâî÷íûé ÷ëåíâ (45) ñêëàäûâàåòñÿ èç êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîéïîïðàâîê ê êðàìåðñîâñêîìó ñå÷åíèþ (13). Ïîâèäó âûðàæåíèÿ (45) ìîæíî îæèäàòü, ÷òî îíîñïðàâåäëèâî ïðè ~! . mv2 (ò. å. �îðìàëüíî çàïðåäåëàìè îáëàñòè (28), â êîòîðîé îíî áûëî ïî�ëó÷åíî), ïîñêîëüêó êâàíòîâàÿ ïîïðàâêà ïðè ýòîìîñòàåòñÿ ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ êðàìåðñîâñêèì ñå�÷åíèåì. Äåéñòâèòåëüíî, âûðàæåíèå (45) â òî÷íîñòèñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [10℄, â êîòîðîéìåòîäàìè êîíòóðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íàéäåíû äâà÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ �îðìóëû Çîììåð�åëüäà (11)ïî ïàðàìåòðó a � 1, ïðè ýòîì îòíîøåíèå ~!=mv2ñ÷èòàëîñü êîíå÷íûì.6.2. Íèçêèå ÷àñòîòû: �� 1Ïîñêîëüêó âåëè÷èíû � è � ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ îä�íîâðåìåííî, óäîáíî ñíîâà âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìó�ëîé Âåíòöåëÿ (38), çàïèñàâ åå íèçêî÷àñòîòíîå ðàç�ëîæåíèå:d�(!) = d�Kr(!)p3� �� �ln 2
� (1 + ��) +O(�2 ln3(��1))� ; (46)842
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 = � (1) = 0:57721 : : : � ïîñòîÿííàÿ Ýéëå�ðà. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ýòî ðàçëîæåíèå íå ñîâ�ïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì ðåçóëüòàòîì (1.23) â [7℄: â ïî�ñëåäíåì ïðîïóùåí ÷ëåí ñ ��, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ÷èñëåííîé ïðîâåðêîé. Ïîäñòàâëÿÿ â (46) ðàçëîæåíèå(29) äëÿ �, ðàçäåëèì â íèçêî÷àñòîòíîì ñå÷åíèè d�lfêëàññè÷åñêèé ïðåäåë d�
llf è íèçêî÷àñòîòíóþ êâàíòî�âóþ ïîïðàâêó d�
orrlf :d�lf = d�
llf + d�
orrlf ; (47)ãäå d�
llf = d�Krp3� ln 2
� ; (48)d�
orrlf = �d�Krp3� 3�2a = �d�Krp3� 3~!2mv2 : (49)Íèçêî÷àñòîòíàÿ êâàíòîâàÿ ïîïðàâêà (49) òîæå íåñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íîé ïîïðàâêîé â [7℄ (�îðìóëà(1.22)), ãäå îíà ïîëó÷åíà èç èçâåñòíîé �îðìóëû Ýëü�âåðòà [28℄. Íî íàøè ðåçóëüòàòû (46), (49) ñîâïàäàþòñ àíàëîãè÷íûìè â [13℄, �îðìóëà (10).Îòìåòèì òàêæå, ÷òî àñèìïòîòèêè d�
orrhf (!) èd�
orrlf (!) êâàíòîâîé ïîïðàâêè ïðè âûñîêèõ è íèç�êèõ ÷àñòîòàõ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû è íåïîñðåäñòâåí�íî èç ÿâíîãî âûðàæåíèÿ (40) äëÿ êâàíòîâîé ïîïðàâ�êè, îäíàêî ýòî òðåáóåò çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíûõâû÷èñëåíèé, êîòîðûå ìû çäåñü íå ïðèâîäèì.7. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÏðåäñòàâèâ àìïëèòóäó îäíî�îòîííîãî äèïîëüíî�ãî ïåðåõîäà â êóëîíîâñêîì êîíòèíóóìå â ñïåöèàëü�íîì ñèììåòðè÷íîì âèäå è âû÷èñëèâ äâà ÷ëåíà àñèì�ïòîòèêè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé âèäàF (m� ia;m0 � ia0; 1 + n; aa0=�)(ãäå m;m0; n � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà) ïðèa; a0 ! 1, � � O(1), ìû íàøëè êîìïàêòíîå ïðè�áëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ àìïëèòóäû êóëîíîâñêîãîÒÈ, êîòîðîå ñïðàâåäëèâî â äâóõ ïîðÿäêàõ ïî ~! 0ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè ÷àñòîòû òîðìîçíîãî �î�òîíà (�îðìóëû (34) è (30)) è ïîëíîñòüþ çàêðûâà�åò âîïðîñ î ðàñ÷åòå ãëàâíîé êâàíòîâîé ïîïðàâêèê êëàññè÷åñêîé àñèìïòîòèêå àìïëèòóäû îäíî�îòîí�íîãî ïåðåõîäà â íåïðåðûâíîì ñïåêòðå äëÿ êóëîíîâ�ñêîãî ïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèÿ è îòòàëêèâàíèÿ. Ýòîâûðàæåíèå îïðåäåëÿåò, î÷åâèäíî, íå òîëüêî êëàñ�ñè÷åñêèé ïðåäåë è êâàíòîâóþ ïîïðàâêó äëÿ òðè�æäû äè��åðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ ÒÈ è ñïåêòðàëü�

íîãî ý��åêòèâíîãî èçëó÷åíèÿ (ñì. ðàçä. 5), íî è ëþ�áûå õàðàêòåðèñòèêè êóëîíîâñêèõ îäíî�îòîííûõ ðà�äèàöèîííûõ ïðîöåññîâ (êàê ñïîíòàííîãî ÒÈ, òàê èâûíóæäåííûõ ïðîöåññîâ) â êâàçèêëàññè÷åñêîé îáëà�ñòè: ïàðàìåòðû óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÒÈ, êîìïî�íåíòû ïîëÿðèçàöèîííîãî òåíçîðà, âåëè÷èíó ý��åê�òà Ìàðêóçà è ò. ï.Îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ðàáî�òû ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè êâàíòîâîé ïîïðàâêè ïîðÿä�êà ~ ê êëàññè÷åñêîìó ñïåêòðó êóëîíîâñêîãî ÒÈ (27),êîòîðàÿ âûãëÿäèò âåñüìà êîìïàêòíî â çàïèñè ÷å�ðåç êëàññè÷åñêèé ãàóíò-�àêòîð � ñì. �îðìóëû (40)äëÿ ïîëÿ ïðèòÿæåíèÿ è (43) äëÿ ïîëÿ îòòàëêèâà�íèÿ. Â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ âûñîêèõ è íèçêèõ ÷àñ�òîò ÒÈ êâàíòîâàÿ ïîïðàâêà ïåðåõîäèò â èçâåñòíûåýëåìåíòàðíûå âûðàæåíèÿ (45) è (49), à â ïðîìåæó�òî÷íîé îáëàñòè îíà áûëà èññëåäîâàíà ÷èñëåííî. Âû�ïîëíåííûé àíàëèç ïîäòâåðæäàåò èçâåñòíûé ðåçóëü�òàò [27℄ î òîì, ÷òî â ñëó÷àå ïîëÿ ïðèòÿæåíèÿ ìà�ëîñòü êâàíòîâîé ïîïðàâêè (íåîáõîäèìàÿ äëÿ ïðè�ìåíèìîñòè êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ) îáóñëîâëåíàìàëîñòüþ òîëüêî îäíîãî ïàðàìåòðà a�1 = ~v=Ze2,îáðàòíîãî êâàíòîâîìó ïàðàìåòðó Çîììåð�åëüäà, òî�ãäà êàê âòîðîé íåçàâèñèìûé ïàðàìåòð~! = ~!mv2=2 ;â êîòîðûé âõîäèò ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, ìîæåò ïðè�íèìàòü ëþáûå äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ 0 < ~! � 1, ïðèýòîì îòíîñèòåëüíàÿ âåëè÷èíà ïîïðàâêè âîçðàñòàåòñ óâåëè÷åíèåì ~!. Íàïðèìåð, ïðè a = 2 ïîïðàâêàñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 1.5% äëÿ ~! = 0:1 èîêîëî 8% íà êîðîòêîâîëíîâîé ãðàíèöå ~! = 1; ïðèa = 10 ïîïðàâêà ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 1% äëÿ~! = 0:1 è ïðèáëèçèòåëüíî 3% äëÿ ~! = 1. Íà÷èíàÿ ña = 2, îòëè÷èå êëàññè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ ñ êâàíòîâîéïîïðàâêîé îò òî÷íîãî êâàíòîâîãî ñå÷åíèÿ (11)ÿâëÿåòñÿ ìàëûì äàæå íà êîðîòêîâîëíîâîé ãðàíèöåñïåêòðà ÒÈ: îíî ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 2.2% äëÿa = 2 è îêîëî 0.25% äëÿ a = 10. Ñ òàêîé æå òî÷íî�ñòüþ ïðèáëèæàåò êâàíòîâîå ñå÷åíèå (11) (�îðìóëóÇîììåð�åëüäà) è ïîëó�åíîìåíîëîãè÷åñêàÿ �îðìó�ëà Âåíòöåëÿ (38). Â îòëè÷èå îò ïîëÿ ïðèòÿæåíèÿ,äëÿ ïðèìåíèìîñòè êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ â êó�ëîíîâñêîì ïîëå îòòàëêèâàíèÿ íåîáõîäèìà ìàëîñòüîáîèõ êâàíòîâûõ ïàðàìåòðîâ � a�1 è ~!, ïðè÷åìâ ýòîì ñëó÷àå êâàíòîâàÿ ïîïðàâêà áûñòðî ðàñòåòñ óâåëè÷åíèåì ¾êâàíòîâîé¿ ÷àñòîòû ~!. Òàê, äàæåïðè a = 10 êâàíòîâàÿ ïîïðàâêà ñîñòàâëÿåò ïðèáëè�çèòåëüíî 6.5% äëÿ ~! = 0:05 è äîñòèãàåò 25% óæåïðè ~! = 0:1. Çàìåòèì, ÷òî �îðìóëà Âåíòöåëÿ â ïîëåîòòàëêèâàíèÿ ïðèáëèæàåò �îðìóëó Çîììåð�åëüäà843



Í. Ë. Ìàíàêîâ, À. À. Êðûëîâåöêèé, Ñ. È. Ìàðìî ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 5 (11), 2015òàê æå õîðîøî, êàê è â ïîëå ïðèòÿæåíèÿ, òàêêàê òî÷íî ó÷èòûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíûé �àêòîð â�îðìóëå (43), ñîäåðæàùèé ¾êëàññè÷åñêóþ¿ ÷àñòîòó�. Ôèçè÷åñêèå ïðè÷èíû ðàçëè÷èÿ ïðèìåíèìîñòèêëàññè÷åñêîé òåîðèè ÒÈ â ïîëå îòòàëêèâàíèÿ èïîëå ïðèòÿæåíèÿ îáñóæäàþòñÿ â ðàçä. 5.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîéïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò �13-02-00420) è Ìèíè�ñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè �Ô â ðàìêàõ ãîñóäàð�ñòâåííîãî çàäàíèÿ ÂÓÇàì â ñ�åðå íàó÷íîé äåÿòåëü�íîñòè íà 2014�2016 ã.ã. (ïðîåêò �1019).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÀñèìïòîòèêà �óíêöèè 2F1 ñ áîëüøèìèâåðõíèìè ïàðàìåòðàìè è áîëüøèìàðãóìåíòîìÀìïëèòóäà è ñå÷åíèÿ êóëîíîâñêîãî ÒÈ âûðàæà�þòñÿ ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè âèäàF (m� ia;m0 � ia0; 1 + n; z): (50)Çäåñü m, m0, n � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, ïà�ðàìåòðû a, a0 çàäàþòñÿ �îðìóëàìè (9), à àðãóìåíòz � �îðìóëîé (10). Ïðè ~! 0a; a0 � ~�1; z � ~�2; (51)òàê ÷òî aa0=z � 
onst ïðè ~! 0. �àçíîñòü a0� a � �òàêæå îñòàåòñÿ êîíå÷íîé ïðè ~! 0. Äëÿ èññëåäîâà�íèÿ �óíêöèè (50) ïåðåéäåì ê ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì�óíêöèÿì ñ îáðàòíûì àðãóìåíòîì1) [29℄:F (m� ia;m0 � ia0; 1 + n; z) == �(1 + n)(�z)�(m+m0�ia�ia0)=2(F1 + F2); (52)ãäåF1 = �(m0 �m� ia0 + ia)�(m0 � ia0)�(1 + n�m+ ia) �� (�z)�(m�m0+ia0�ia)=2 ��F (m�ia;m�n�ia; 1+m�m0�ia+ia0; z�1) (53)è F2(m;m0; a; a0) = F1(m0;m; a0; a): (54)1) Àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá ðàñ÷åòà àñèìïòîòèêè (50) èñ�ïîëüçîâàí â ðàáîòå [30℄.

Äâà ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ 2F1 ïî îáðàòíûì ñòåïåíÿìâåðõíèõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûõ íàì çäåñü äîñòàòî÷íî,ïîëó÷åíû2) â ðàáîòå [9℄:F �a; b; 
; 1z� = �(
)� zab�(
�1)=2 �� "I
�1 2rabz !+ 12 �1a + 1b� abz �� I
+1 2rabz !+O(a�2; b�2)# ; (55)ãäå I�(x) � ìîäè�èöèðîâàííàÿ �óíêöèÿ Áåññå�ëÿ [25℄. Îñíîâíàÿ èäåÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèéñîñòîèò â ïðèâåäåíèè âñåõ �óíêöèé Áåññåëÿ, âîçíè�êàþùèõ â F1;2, ê ñèììåòðè÷íîìó ïî a; a0 àðãóìåíòóx = 2raa0�z ; (56)ïðè÷åì âû÷èñëåíèÿ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ òàê, ÷òî�áû �îðìóëû áûëè ñïðàâåäëèâû â äâóõ íèçøèõ ïî�ðÿäêàõ ïî ~. Ïðè ýòîì â �óíêöèè F1 âîçíèêàþò ìî�äè�èöèðîâàííûå �óíêöèè Áåññåëÿ Im�m0+ia0�ia(x),I 0m�m0+ia0�ia(x) è I2+m�m0+ia0�ia(x), ãäåI 0�(x) = ddxI�(x):Ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ �óíê�öèé Áåññåëÿ óäàåòñÿ óñòðàíèòü I2+m�m0+ia0�ia(x) èïðåäñòàâèòü F1 â âèäå êîìáèíàöèè Im�m0+ia0�ia(x) èI 0m�m0+ia0�ia(x). Óïðîùàÿ êîý��èöèåíòû ïðè ýòèõ�óíêöèÿõ ñ ïîìîùüþ äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûõ, íî ãðî�ìîçäêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, è çàïèñûâàÿ àíàëîãè÷íîåâûðàæåíèå äëÿ F2 ïî �îðìóëå (54), íàõîäèì îêîí�÷àòåëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå:F (m�ia;m0�ia0; 1+n; z) as= (�1)n+1� im+m0+n+1�� �(1 + n)(�z)(ia+ia0�m�m0)=2(aa0)�n=2 �� exp��2 (a+ a0)��� exp ipaa0�z � i2paa0n(m+m0 � n� 1)!�� �Km�m0+ia0�ia(x) ++ ip�z (m+m0 � n� 1)K 0m�m0+ia0�ia(x)� ; (57)2) Â �îðìóëå (32) èç [9℄ èìååòñÿ îïå÷àòêà: â ëåâîé ÷àñòèñëåäóåò çàìåíèòü x íà x�1.844
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