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�ÀÄÈÀËÜÍÎÅ ÓÑÊÎ�ÅÍÈÅ ÈÎÍÎÂ ËÀÇÅ�ÍÛÌ ÈÌÏÓËÜÑÎÌÂ ÏËÀÇÌÅÍÍÎÌ ÊÀÍÀËÅÂ. Ô. Êîâàëåâ a;*, Â. Þ. Áû÷åíêîâ b;aÈíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì. Â. Êåëäûøà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê125047, Ìîñêâà, �îññèÿbÔèçè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ï. Í. Ëåáåäåâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119991, Ìîñêâà, �îññèÿÖåíòð �óíäàìåíòàëüíûõ è ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèé, ÂÍÈÈÀ, �îñàòîì127055, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 28 îêòÿáðÿ 2014 ã.Ïîñòðîåíî ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèéýëåêòðîí-èîííîé ïëàçìû, îïèñûâàþùèõ óñêîðåíèå èîíîâ è áåññòîëêíîâèòåëüíûé íàãðåâ ýëåêòðîíîâ ïîääåéñòâèåì ðàäèàëüíîé ïîíäåðîìîòîðíîé ñèëû ëàçåðíîãî ïó÷êà, ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ â ïðîçðà÷íîéïëàçìå ãàçîâîé èëè èíîé ìàëîïëîòíîé ìèøåíè. Â óñëîâèÿõ, êîãäà äåáàåâñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíîâ rDeîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ëîêàëèçàöèè L ëàçåðíîãî ïó÷êà ïî ðà-äèóñó, " = rDe=L � 1, ýòî ðåøåíèå íàõîäèòñÿ â ðåçóëüòàòå ãðóïïîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàäàâàåìîãîîïåðàòîðîì ïðèáëèæåííûõ ðåíîðìãðóïïîâûõ ñèììåòðèé ïî ìàëûì ïàðàìåòðàì " è � = pZm=M , íà-÷àëüíûõ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèé ÷àñòèö. Äëÿ îñåñèììåòðè÷íîé ãåîìåòðèè ëàçåðíîãî ïó÷êà ïîëó÷åíûâðåìåííûå è ïðîñòðàíñòâåííûå çàâèñèìîñòè �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö è íàéäåíû èõ èíòåãðàëüíûåõàðàêòåðèñòèêè, òàêèå êàê ïëîòíîñòü, ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü, òåìïåðàòóðà è ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð. Àíàëè-òè÷åñêè îïèñàíû �îðìèðîâàíèå öèëèíäðè÷åñêîãî êàñïà ïëîòíîñòè è ëîêàëèçîâàííûé íàãðåâ ýëåêòðîíîâíà ãðàíèöå ëàçåðíîãî êàíàëà.DOI: 10.7868/S00444510150700191. ÂÂÅÄÅÍÈÅÑî âðåìåíè ïóáëèêàöèè ðàáîòû �óðåâè÷à, Ïà�ðèéñêîé è Ïèòàåâñêîãî [1℄ ïî ðàçëåòó ïëàçìû â âà�êóóì çàäà÷à óñêîðåíèÿ èîíîâ ðàññìàòðèâàëàñü â ñà�ìûõ ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ, âêëþ÷àÿ êàê ðàçëè÷�íóþ ãåîìåòðèþ (ïëîñêóþ, öèëèíäðè÷åñêóþ è ñ�å�ðè÷åñêóþ), òàê è îòëè÷àþùèåñÿ �èçè÷åñêèå ìîäåëèîïèñàíèÿ ïëàçìû, ãèäðîäèíàìè÷åñêèå è êèíåòè÷å�ñêèå. Â îñíîâå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ èîíîââ ïëàçìå ïîä äåéñòâèåì ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ ëåæèòý��åêò óñêîðåíèÿ èîíîâ ïîëåì ðàçäåëåíèÿ çàðÿäîâ,êîãäà ýëåêòðîíû ïëàçìû â ðåçóëüòàòå óñêîðåíèÿ èëèíàãðåâà ëàçåðîì ¾îòðûâàþòñÿ¿ îò èîíîâ. Ýòî ðàçäå�ëåíèå çàðÿäîâ ìîæåò áûòü ïðàêòè÷åñêè ïîëíûì, êî�ãäà ýëåêòðîíû óäàëåíû èç ïëàçìû ëàçåðíûì ïîëåìè èîíû óñêîðÿþòñÿ ñîáñòâåííûì êóëîíîâñêèì ïîëåì*E-mail: vfkvvfkv�gmail.om

(êóëîíîâñêèé âçðûâ [2�4℄), èëè æå áûòü ïðåíåáðåæè�ìî ìàëûì (êâàçèíåéòðàëüíûé [5, 6℄ èëè áëèçêèé êêâàçèíåéòðàëüíîìó [7℄ ðåæèì ðàçëåòà). Êðîìå òîãî,âîçìîæåí è ïðîìåæóòî÷íûé âàðèàíò ìåæäó òàêèìèïðåäåëüíûìè ñëó÷àÿìè (ñì., íàïðèìåð, [8, 9℄), ÷òîîáóñëîâëèâàåò ìíîãîâàðèàíòíîñòü äèíàìèêè ïëàç�ìû ïîä äåéñòâèåì ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ.Äëèòåëüíîñòü ëàçåðíîãî èìïóëüñà, äåéñòâóþùå�ãî íà ïëàçìó è ñîçäàþùåãî óñêîðÿþùåå ýëåêòðè÷åñ-êîå ïîëå, ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì �àêòîðîì, çàäà�þùèì äèíàìèêó ÷àñòèö ïëàçìû. Ïðè êîðîòêîì èì�ïóëüñå, êîãäà åãî äëèòåëüíîñòü �L ìàëà ïî ñðàâíå�íèþ ñ õàðàêòåðíûì âðåìåíåì óñêîðåíèÿ èîíîâ, äëÿðàçëåòà ïëàçìû òèïè÷íûì ÿâëÿåòñÿ àäèàáàòè÷åñêèéðåæèì, õàðàêòåðèçóåìûé îõëàæäåíèåì ýëåêòðîíîâ,òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ êîòîðûõ, ïðèîáðåòåííàÿ îò ëàçåð�íîãî èçëó÷åíèÿ, ïåðåõîäèò â ýíåðãèþ óñêîðåííûõèîíîâ (íàïðèìåð, [3, 6℄). Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó�÷àå, êîãäà äëèòåëüíîñòü ëàçåðíîãî èìïóëüñà çíà÷è�òåëüíî ïðåâîñõîäèò âðåìÿ óñêîðåíèÿ èîíîâ, îáû÷�5



Â. Ô. Êîâàëåâ, Â. Þ. Áû÷åíêîâ ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 1 (7), 2015íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåæèì èçîòåðìè÷åñêîãî ðàçëå�òà ñ çàäàííîé òåïëîâîé ýíåðãèåé ýëåêòðîíîâ [7�9℄.Òàêèå ¾êëàññè÷åñêèå¿ ðåæèìû õàðàêòåðíû äëÿ ðàç�ëåòà ïëîòíûõ (òâåðäîòåëüíûõ) ìèøåíåé, òîãäà êàêâ ìàëîïëîòíîé ïëàçìå äèíàìèêà óñêîðåíèÿ èîíîâïðåòåðïåâàåò ñóùåñòâåííûå èçìåíåíèÿ, ïîñêîëüêó âçíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îáóñëîâëåíà ñèëîâûì (ïîíäå�ðîìîòîðíûì) âîçäåéñòâèåì ëàçåðíîãî èìïóëüñà íàýëåêòðîíû ïëàçìû. Õàðàêòåðíûì ïðèìåðîì ñëóæèòðàäèàëüíîå óñêîðåíèå ÷àñòèö èç ëàçåðíîãî êàíàëà(òðàäèöèîííî èçó÷àåìîé ðàçðåæåííîé ãàçîâîé ïëàç�ìû [10, 11℄ èëè ïëàçìû ìàëîïëîòíûõ ìèøåíåé íî�âîãî ïîêîëåíèÿ, òàêèõ êàê àýðîãåëè, ïîðèñòûé íàíî�óãëåðîä è ò. ï.), ðàññìîòðåíèþ êîòîðîãî ïîñâÿùåíàíàñòîÿùàÿ ðàáîòà.Àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå óñêîðåíèÿ ÷àñòèö ëà�çåðíûì èìïóëüñîì èç ïëàçìåííîãî êàíàëà, �îð�ìèðóþùåãîñÿ â ðåçóëüòàòå ñàìî�îêóñèðîâêè, ïðåä�ñòàâëÿåò ñîáîé íåïðîñòóþ çàäà÷ó äàæå äëÿ ïðèáëè�æåííûõ ïîäõîäîâ. Ñîîòâåòñòâåííî, èçó÷åíèå ïðîñò-ðàíñòâåííî-âðåìåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ëàçåðíî-óñ-êîðåííûõ ÷àñòèö ïðîâîäèòñÿ áîëüøåé ÷àñòüþ ñèñïîëüçîâàíèåì êèíåòè÷åñêîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëè�ðîâàíèÿ, êàê ïðàâèëî, ìåòîäîì ¾÷àñòèöà â ÿ÷åé�êå¿ (PIC) [12�14℄. Îïðåäåëåííîå óïðîùåíèå âíî�ñèò îäíîìåðíàÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ ïîíäåðîìîòîð�íàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó ðàçëåòà ïëàç�ìû ïîä äåéñòâèåì çàäàííîãî ðàäèàëüíîãî ðàñïðå�äåëåíèÿ ëàçåðíîé èíòåíñèâíîñòè èìïóëüñíîãî òèïà[10, 11℄ ïî ðàäèóñó ïëàçìåííîãî êàíàëà. Ïðè ýòîìó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî ìåäëåííàÿ äèíàìèêà ýëåêòðî�íîâ ïëàçìû, ÷òî îòâå÷àåò óñðåäíåíèþ ïî èõ áûñò-ðûì îñöèëëÿöèÿì â ëàçåðíîì ïîëå. Íåñìîòðÿ íàóïðîùåííîñòü òàêîãî îïèñàíèÿ, îñíîâíûå ðåçóëü�òàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ïîíäå�ðîìîòîðíîé ìîäåëè, òàêæå áàçèðóþòñÿ íà ÷èñëåí�íîì PIC-ìîäåëèðîâàíèè, ÷òî çàòðóäíÿåò ïðåäñêà�çàíèå çàâèñèìîñòåé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ èñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê óñêîðåííûõ ÷àñòèö îòïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ ëàçåðà è ïëàçìû. Ïðîâå�äåííîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå âûÿâèëî äâà ÿðêîâûðàæåííûõ ý��åêòà: (1) â ðåçóëüòàòå óñêîðåíèÿèîíîâ ïîíäåðîìîòîðíîé ñèëîé �îðìèðóåòñÿ öèëèí�äðè÷åñêèé êàñï ïëîòíîñòè íà ãðàíèöå ëàçåðíîãî êà�íàëà [11℄, ãäå (2) ïðîèñõîäèò ñèëüíûé ëîêàëüíûé íà�ãðåâ ýëåêòðîíîâ [11℄. Îñíîâíîé öåëüþ íàøåé ðàáîòûÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ýòèõ ý��åêòîâ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðåäëàãàåì àíàëèòè÷å�ñêóþ òåîðèþ, èñïîëüçóþùóþ ïðèáëèæåííûå ðåíîð�ìãðóïïîâûå ñèììåòðèè äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèéêèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ �óíêöèé ðàñïðåäåëå�íèé ýëåêòðîíîâ è èîíîâ ïëàçìû â ýëåêòðîñòàòè÷åñ-

êîé ïîíäåðîìîòîðíîé ìîäåëè. Íàìè óæå ïîêàçàíî,÷òî òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ ý��åê�òèâíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿçàäà÷ ëàçåðíî-ïëàçìåííîãî óñêîðåíèÿ çàðÿæåííûõ÷àñòèö [6, 15, 16℄. Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ðàäè�àëüíîãî ïîíäåðîìîòîðíîãî óñêîðåíèÿ ÷àñòèö èç ëà�çåðíîãî êàíàëà ïîìèìî ñàìîñîãëàñîâàííîãî ýëåêòðè�÷åñêîãî ïîëÿ ïëàçìû â óñðåäíåííîì ïî áûñòðûì ëà�çåðíûì îñöèëëÿöèÿì êèíåòè÷åñêîì óðàâíåíèè äëÿýëåêòðîíîâ ó÷èòûâàåòñÿ ¾ñòîðîííåå¿ ýëåêòðè÷åñêîåïîëå, êîòîðîå çàäàåò äåéñòâèå ðàäèàëüíîé ïîíäåðî�ìîòîðíîé ñèëû ëàçåðíîãî ïó÷êà íà ýëåêòðîíû ïëàç�ìû. Ïëàçìà ñ÷èòàåòñÿ ìàëîïëîòíîé, ïðîçðà÷íîé äëÿëàçåðíîãî ïó÷êà è îáðàòíûì äåéñòâèåì ïëàçìåííûõïîëåé íà ëàçåðíûé ïó÷îê ïðåíåáðåãàåòñÿ.�àáîòà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â ðàçä. 2�îðìóëèðóþòñÿ èñõîäíûå óðàâíåíèÿ äëÿ òåîðåòè÷å�ñêîãî àíàëèçà ïðîöåññà ðàçëåòà ÷àñòèö ïëàçìû ïîääåéñòâèåì ïîíäåðîìîòîðíîé ñèëû ëàçåðíîãî ïó÷êà.Â ðàçä. 3 ñ ïîìîùüþ òåîðåòèêî-ãðóïïîâîãî ïîäõî�äà äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé íàõîäÿòñÿ òî÷íàÿ è ïðèáëè�æåííàÿ ãðóïïû òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïðè÷åìá�îëüøàÿ ÷àñòü �îðìóë, ñâÿçàííûõ ñ íàõîæäåíèåìãðóïïû, âûíåñåíà â Ïðèëîæåíèå. Â ðàçä. 4 ýòè ãðóï�ïû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðå�øåíèé èñõîäíîé íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ êèíåòè÷å�ñêèõ óðàâíåíèé ïëàçìû. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàçä. 4ñîäåðæèò àíàëèç àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé íà ïðèìå�ðå ïëàçìû ñ íà÷àëüíûìè ìàêñâåëëîâñêèìè �óíêöè�ÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî ñêîðîñòÿì. Îïèñûâà�åòñÿ óñêîðåíèå èîíîâ, ñîïðîâîæäàþùååñÿ âûòåñíå�íèåì ïëàçìû èç îáëàñòè ëîêàëèçàöèè ïó÷êà ñ îá�ðàçîâàíèåì îáëàñòè ñ ðåçêèìè ïðîñòðàíñòâåííûìèãðàäèåíòàìè òåìïåðàòóðû è ïëîòíîñòè ïëàçìû íàãðàíèöå ëàçåðíîãî ïó÷êà. Â ðàçä. 5 îáñóæäàåòñÿ ïðî�ñòàÿ ìîäåëü óñêîðåíèÿ èîíîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì êè�íåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ çàäàííûì ïîëåì. Çàêëþ÷è�òåëüíûé ðàçä. 6 ïîñâÿùåí îáñóæäåíèþ ïîëó÷åííûõðåçóëüòàòîâ è ïîäâåäåíèþ èòîãîâ ðàáîòû.2. ÈÑÕÎÄÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß:ÝËÅÊÒ�ÎÍ-ÈÎÍÍÀß ÏËÀÇÌÀ�àññìàòðèâàåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå öèëèíäðè÷å�ñêè-ñèììåòðè÷íîãî ëàçåðíîãî ïó÷êà â ïðîçðà÷íîéïëàçìå. Íåîäíîðîäíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ëàçå�ðà ïî ðàäèóñó ïðèâîäèò ê âûòåñíåíèþ ýëåêòðîíîâïëàçìû èç îáëàñòè äåéñòâèÿ ñèëüíîãî ýëåêòðè÷åñ-êîãî ïîëÿ, ò. å. ê âîçíèêíîâåíèþ íåîäíîðîäíîñòèýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâî�äèò ê ïåðåðàñïðåäåëåíèþ èîííîé ïëîòíîñòè è óñêî�6



ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 1 (7), 2015 �àäèàëüíîå óñêîðåíèå èîíîâ ëàçåðíûì èìïóëüñîì : : :ðåíèþ èîíîâ äî âûñîêèõ ýíåðãèé. Äèíàìèêó ýòîãîïðîöåññà ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ êèíåòè÷åñêèõóðàâíåíèé äëÿ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïëàç�ìû, â êîòîðûõ âëèÿíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ëàçåðàó÷èòûâàåòñÿ â êèíåòè÷åñêîì óðàâíåíèè äëÿ ýëåêò-ðîíîâ â âèäå äîïîëíèòåëüíîãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãîñëàãàåìîãî, çàäàþùåãî äåéñòâèå óñðåäíåííîé ïî âû�ñîêîé ÷àñòîòå ëàçåðà ïîíäåðîìîòîðíîé ñèëû [17, 18℄.Ó÷èòûâàÿ ñèììåòðèþ ëàçåðíîãî ïó÷êà, ðàñïðîñòðà�íÿþùåãîñÿ âäîëü îñè z, áóäåì ðàññìàòðèâàòü êè�íåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîèíòåãðèðîâàííûõ ïîïðîäîëüíîé è àêñèàëüíîé êîìïîíåíòàì ñêîðîñòåé�óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö â öèëèíäðè÷åñêîéñèñòåìå êîîðäèíàò fr; '; zg ñ ó÷åòîì èõ çàâèñèìîñòèòîëüêî îò âðåìåíè t, ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû r è ðà�äèàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ÷àñòèö ve(i)r ñîîòâåò�ñòâóþùåãî ñîðòà. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþ�ùèì èñõîäíûì êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì äëÿ ýëåê�òðîííîé è èîííîé �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèöïëàçìû1), g(�; x; u) è f(�; x; w):���g + "u (�xg + g=x)� (p+ q � "=x) �ug = 0;��f + "w (�xf + f=x) + �p+ "�2=x� �wf = 0: (1)Çäåñü m è M � ìàññû ýëåêòðîíîâ è èîíîâ ñ çàðÿ�äàìè ee = �e è ei = Ze, ãäå Z � çàðÿäîâîå ÷èñëîèîíîâ; � = pZm=M � 1, �2 = Ti0=ZTe0. Â óðàâ�íåíèÿõ (1) èñïîëüçóþòñÿ áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå:áåçðàçìåðíîå âðåìÿ � = !Lit, !Li � ëåíãìþðîâñêàÿ÷àñòîòà èîíîâ; áåçðàçìåðíàÿ êîîðäèíàòà x = r=L,L � ìàñøòàá ëîêàëèçàöèè ëàçåðíîãî ïó÷êà ïî ðàäè�óñó; áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü ýëåêòðîíîâ u = ver=VTe,VTe = pTe0=m, áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü èîíîâ w == vir=s, s = pZTe0=M , áåçðàçìåðíîå ýëåêòðè÷å�ñêîå ïîëå p = "(eEL=Te0), " = rDe=L � 1 è áåçðàç�ìåðíûå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ fe = (ne0=VTe)g,f i = (ne0=Zs)f , ne(i)0 � íåâîçìóùåííàÿ ïëîòíîñòüýëåêòðîíîâ (èîíîâ). Âåëè÷èíà q = ��x, ãäå � == "(2=V 2Te), � ñêîðîñòü ñâåòà,  =p1 + a2(�; x)=2,a2(�; x) = A(�)a20I0(x) � áåçðàçìåðíàÿ èíòåíñèâ�íîñòü ëàçåðà, a0 = 0:85 �10�9�pI , ãäå � [ìêì℄ � äëè�íà âîëíû ëàçåðà, I [Âò/ñì2℄ � èíòåíñèâíîñòü ëàçåð�íîãî èìïóëüñà â ìàêñèìóìå, à �óíêöèÿ A(�) îïðå�äåëÿåò �îðìó ëàçåðíîãî èìïóëüñà. Ôóíêöèÿ I0(x)õàðàêòåðèçóåò ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè ëàçåð�íîãî èçëó÷åíèÿ ïî ðàäèóñó; íàïðèìåð, â ðàáîòå [11℄áûë ïðîàíàëèçèðîâàí âàðèàíò I0(x) = exp(�x2).1) �àñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî ñêîðîñòÿì ve;i' è ve;iz äëÿîïðåäåëåííîñòè ïîëàãàåì ìàêñâåëëîâñêèìè ñ òåìïåðàòóðàìèýëåêòðîíîâ è èîíîâ ñîîòâåòñòâåííî Te è Ti. Ïðè îòñóòñòâèèðàçáðîñà ïî ñêîðîñòÿì ve;i' ñëåäóåò îïóñòèòü âêëàäû, ïðîïîð�öèîíàëüíûå "�ug è "�wf , â óðàâíåíèÿõ (1).

Êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (1) ñëåäóåò èñïîëüçî�âàòü ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè äëÿ ñàìîñîãëàñîâàí�íîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ p:"��xp+ px� = Z dw f � Z du g;���p = �� Z dw wf + Z duug: (2)Óðàâíåíèÿ (1), (2) èçâåñòíû êàê ñèñòåìà óðàâíåíèÿÂëàñîâà �Ìàêñâåëëà äëÿ áåññòîëêíîâèòåëüíîé ïëàç�ìû. Íàñ èíòåðåñóåò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ êèíå�òè÷åñêèõ óðàâíåíèé (1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìègj�=0 = g0(x; u); f j�=0 = f0(x;w); (3)êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïîñòàíîâêîé êîíêðåòíîé �è�çè÷åñêîé çàäà÷è. Â äàëüíåéøåì ðàññìîòðåíèè íà�ìè áóäåò àíàëèçèðîâàòüñÿ ýâîëþöèÿ ÷àñòèö ïëàç�ìû, äëÿ êîòîðûõ íà÷àëüíûå �óíêöèè ðàñïðåäåëå�íèÿ ÷àñòèö ïîëàãàþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè �óíê�öèÿìè (íàïðèìåð, ìàêñâåëëîâñêèìè) ñ ïðîñòðàí-ñòâåííî-îäíîðîäíîé íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðîé ýëåêò-ðîíîâ Te0 è èîíîâ Ti0 è íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþ ýëåêò-ðîíîâ ne0(x) = R du g0 è èîíîâ ni0(x) = R dw f0 ñ õà�ðàêòåðíûì ïðîñòðàíñòâåííûì ìàñøòàáîì L. Íèæåðàññìàòðèâàåòñÿ òèïè÷íàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà L çíà�÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò äåáàåâñêèé ðàäèóñ ýëåêòðî�íîâ rDe = pTe0=4�ne0e2, ò. å. rDe=L � 1. Çàìåòèì,÷òî èìåííî çàäàíèå êîíå÷íîé èñõîäíîé òåìïåðàòóðû÷àñòèö îòâå÷àåò �èçè÷åñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è, ïî�ñêîëüêó ðàñïðîñòðàíÿþùåìóñÿ ìîùíîìó ëàçåðíîìóèìïóëüñó, êàê ïðàâèëî, âñåãäà ïðåäøåñòâóåò äëèí�íûé ïðåäûìïóëüñ, óñïåâàþùèé íàãðåòü ïëàçìó êïðèõîäó îñíîâíîãî èìïóëüñà.3. ÑÈÌÌÅÒ�Èß Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ È�ÅÍÎ�Ì��ÓÏÏÎÂÀß ÑÈÌÌÅÒ�Èß ÄËß�ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÊÎØÈÏðè èññëåäîâàíèè óðàâíåíèé âèäà (1) ñòàíäàðò�íûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä õàðàêòåðèñòèê (ñì., íàïðèìåð,[1℄). Óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê äëÿ (1) ñîäåðæàòýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èí�òåãðàëû îò �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñêîðîñòÿìñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (2), ÷òî çàòðóäíÿåò àíàëèòè�÷åñêîå èññëåäîâàíèå ýòèõ óðàâíåíèé è çàñòàâëÿåòïðèáåãàòü ê ÷èñëåííûì ìåòîäàì. Â íàñòîÿùåé ðà�áîòå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè (1)�(3)èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèèäîïóñêàåìûõ óðàâíåíèÿìè (1), (2) ãðóïï òî÷å÷íûõñèììåòðèé (òî÷íûõ è ïðèáëèæåííûõ) è ïîñòðîåíèÿñ èõ ïîìîùüþ èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé. Äëÿ ïîñòðî�åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1)�(3)7



Â. Ô. Êîâàëåâ, Â. Þ. Áû÷åíêîâ ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 1 (7), 2015èñïîëüçóåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðîäîëæåíèÿ ýòîãî ðåøå�íèÿ, çàïèñàííîãî â ìàëîé îêðåñòíîñòè � ! 0 â âè�äå ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé ïî ñòåïåíÿì ïåðåìåí�íîé � , íà îáëàñòü ñóùåñòâåííî á�îëüøèõ çíà÷åíèéâðåìåíè � 6= 0 ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé, ðåíîðìãðóï�ïîâîé, ñèììåòðèè. Äëÿ òàêîãî ïðîäîëæåíèÿ èñïîëü�çóþòñÿ êîíå÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðóïïû, êîòîðûåñâÿçûâàþò íà÷àëüíûå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (3)ñî çíà÷åíèÿìè ýòèõ �óíêöèé â ìîìåíòû âðåìåíè� 6= 0. Èñêîìàÿ ðåíîðìãðóïïîâàÿ ñèììåòðèÿ íà�õîäèòñÿ êàê ïîäãðóïïà äîïóñêàåìîé ñèñòåìîé (1),(2) ãðóïïû ïðèáëèæåííûõ òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâà�íèé Ëè. Ïîäðîáíîñòè åå âû÷èñëåíèÿ äàíû â Ïðè�ëîæåíèè.Êàê ñëåäóåò èç �îðìóëû (70) (ñì. íèæå), ãðóï�ïà òî÷íûõ òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèé (1),(2), (59) çàäàåòñÿ òðåìÿ îïåðàòîðàìè, ñîîòâåòñòâóþ�ùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿì ïåðåíîñà ïî âðåìåíè è ðàñ�òÿæåíèÿì. Ýòà ãðóïïà íå îáëàäàåò äîñòàòî÷íûì ïðî�èçâîëîì â âûáîðå êîîðäèíàò åå îïåðàòîðîâ, êîòîðûéíóæåí äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî òåîðèè âîçìó�ùåíèé ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè ñðåäíèõñêîðîñòåé ÷àñòèö íà îáëàñòü êîíå÷íûõ � , � 6= 0.Òðåáóåìûé ïðîèçâîë ðåàëèçóåòñÿ ïðè èñïîëüçîâà�íèè îïåðàòîðîâ ïðèáëèæåííûõ ñèììåòðèé ñ êîîð�äèíàòàìè (72). Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèé íà÷àëüíîéçàäà÷è (1)�(3) òðåáóåòñÿ çíàíèå íå âñåõ îïåðàòîðîâäîïóñêàåìîé ãðóïïû, à òîëüêî òàêîé èõ ëèíåéíîéêîìáèíàöèè, êîòîðàÿ îñòàâëÿåò èíâàðèàíòíûì ðå�øåíèå çàäà÷è ïî òåîðèè âîçìóùåíèé ïî ñòåïåíÿì � ,èíûìè ñëîâàìè, ðåíîðìãðóïïîâûõ ñèììåòðèé [19℄.Ñëåäîâàòåëüíî, ìû äîëæíû êîíêðåòèçèðîâàòü âèäíà÷àëüíûõ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ f0 è g0. Ïóñòü âíà÷àëüíûé ìîìåíò ÷àñòèöû èìåþò ìàêñâåëëîâñêèåðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñêîðîñòÿì:g0 = ne0(x)p2� exp��u22 � ;f0 = ni0(x)p2�� exp�� w22�2� ; (4)ñ íà÷àëüíûìè ïëîòíîñòÿìè ne0(x) è ni0(x) è íóëåâû�ìè çíà÷åíèÿìè ñðåäíèõ ñêîðîñòåé. Òàêèì íà÷àëü�íûì �óíêöèÿì ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñëåäó�þùåå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïî�ëÿ, ïîä÷èíÿþùåãîñÿ ïåðâîìó èç óðàâíåíèé (2):"��xp0(x) + p0(x)x � = ni0(x)� ne0(x): (5)Ïåðòóðáàòèâíîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèé çàäà÷è Êîøèâ ðÿä ïî ñòåïåíÿì � äàåò ñëàãàåìûå, ïðîïîðöèî�íàëüíûå O(�), äëÿ ýëåêòðîííîé è èîííîé �óíêöèé

ðàñïðåäåëåíèÿ, è ïðîïîðöèîíàëüíûå O(�2), � äëÿýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Óñëîâèÿ èíâàðèàíòíîñòè äëÿýòèõ ðåøåíèé óòî÷íÿþò êîîðäèíàòû (72) ãåíåðàòîðàãðóïïû (60), à èìåííî, êîíêðåòèçèðóþò âèä �óíê�öèè � è ñâÿçûâàþò íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ýëåêòðîí�íîé è èîííîé ïëîòíîñòåé ñ ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóê�òóðîé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ëàçåðà ïðè � = 0, ò. å. ñâåëè÷èíîé q0(x) = q0(0; x):�(x) = �"��xne0ne0 + �2 �xni0ni0 � ;p0 = �q0 � "�xne0ne0 : (6)Ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè èîííîéïëîòíîñòè ni0 óðàâíåíèå (5) è âòîðîå èç óðàâíå�íèé (6) îáðàçóþò ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäå�íèÿ ne0. Åñëè èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ëàçåðà íå ìà�ëà, q0 � "�xne0=ne0, òî äëÿ ne0 ìîæíî çàïèñàòü ïðè�áëèæåííîå âûðàæåíèå,ne0(x) � ni0 + " ��xq0 + q0=x� : (7)Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå íàéäåííûå â Ïðèëîæåíèèãðóïïû ñèììåòðèé èñïîëüçóþòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿðåøåíèé çàäà÷è (1)�(3).4. ÊÎÍÅ×ÍÛÅ Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈß��ÓÏÏÛ È ÈÍÂÀ�ÈÀÍÒÍÛÅ �ÅØÅÍÈß4.1. Òî÷íàÿ ñèììåòðèÿ�àññìîòðèì âíà÷àëå ñëåäñòâèÿ, êîòîðûå âîçíèêà�þò èç èñïîëüçîâàíèÿ ãðóïïû òî÷å÷íîé òî÷íîé ñèì�ìåòðèè, çàäàâàåìîé ãåíåðàòîðàìè (70). Îñòàíîâèì�ñÿ íà äâóõ õàðàêòåðíûõ ïðèìåðàõ.1. Ïåðâûé îòâå÷àåò èíâàðèàíòíîìó ðåøåíèþóðàâíåíèé (1), (2) è (59), êîòîðîå âîçíèêàåò íà êîì�áèíàöèè îïåðàòîðîâ ïåðåíîñà X0 è îïåðàòîðîâ ðàñ�òÿæåíèÿ X2 èç (70):R1 = �0�� + x�x + u�u ++ w�w � g�g +�p+ 2"�2x � �p � f�f : (8)Èñïîëüçîâàíèå èíâàðèàíòîâ îïåðàòîðà (8)fx = F̂ ; gx = Ĝ; px + "�2x2 = P̂ ;wx = �̂; ux = �̂; x exp�� ��0� = �̂ (9)ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü èíâàðèàíòíîå ðåøåíèå â âè�äå8



ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 1 (7), 2015 �àäèàëüíîå óñêîðåíèå èîíîâ ëàçåðíûì èìïóëüñîì : : :f = x�1F̂ (�̂; �̂); g = x�1Ĝ(�̂; �̂);p = xP̂ (�̂)� "�2x ; q = xR̂(�̂) + "(1 + �2)x : (10)Ïîäñòàíîâêà (10) â (1), (2) äàåò ñèñòåìó óðàâíå�íèé (�àêòîð-ñèñòåìó) äëÿ �óíêöèé F̂ , Ĝ è P̂ , êî�òîðóþ çàïèøåì â ïðåíåáðåæåíèè èíåðöèåé ýëåêòðî�íîâ, � = 0,"�̂�̂��̂Ĝ� (P̂ + R̂+ "�̂2)��̂Ĝ = 0;("�̂�̂� 1=�0)��̂F̂ + (P̂ � "�̂2)��̂F̂ = 0;"(�̂��̂P̂ � 2P̂ ) = Z d�̂ F̂ � Z d�̂ Ĝ;Z d�̂ �̂Ĝ = 0: (11)
�åøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èç íàáîðà (11) èìååòâèä Ĝ = Ĥ(Î); Î = �̂2�̂2 + 2" Z d�̂ P̂ + R̂�̂ ; (12)ãäå ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ ñâîåãî àðãóìåíòà Ĥ(Î)ìîæåò áûòü âûáðàíà èñõîäÿ èç âèäà �óíêöèè ðàñ�ïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ ïî ñêîðîñòÿì ïðè � = 0. Â÷àñòíîñòè, äëÿ ìàêñâåëëëîâñêîé �óíêöèè ðàñïðåäå�ëåíèÿ ýëåêòðîíîâ èìååì Ĥ = (1=p2� ) exp(�Î=2).�åøåíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ èç íàáîðà (11) òàêæåçàïèñûâàåòñÿ êàê ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ îò ïåðâî�ãî èíòåãðàëà F̂ = K̂(Ĵ) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ�íåíèÿ: �̂�"�̂ � 1�0� d�̂ + ("�̂2 � P̂ ) d�̂ = 0: (13)Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèé Ĥ è K̂ â òðåòüå óðàâíåíèå ñè�ñòåìû (11) äàåò óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ �óíê�öèè P̂ (�̂), â êîòîðîì �óíêöèè R̂, Ĥ è K̂ ïîëàãàþòñÿèçâåñòíûìè, è ìîãóò áûòü âûáðàíû, èñõîäÿ èç âè�äà �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö è ðàñïðåäåëåíèÿèíòåíñèâíîñòè ëàçåðíîãî ïîëÿ ïðè � = 0.

2. Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì èíâà�ðèàíòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (1), (59), êîòîðîå âîç�íèêàåò íà êîìáèíàöèè îïåðàòîðà ïåðåíîñà X0 è îïå�ðàòîðà ðàñòÿæåíèÿ X1 èç (70),R2 = (� + �0)�� + x2�x � u2�u � w2 �w �� 3g2 �g ��3p2 � "�2x � �p � 3f2 �f : (14)Èñïîëüçîâàíèå èíâàðèàíòîâ îïåðàòîðà (14)fx3 = �F ; gx3 = �G; x3p+ "�2x2 = �P ;xw = ��; xu = ��; xp1 + �=�0 = �� (15)ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü èíâàðèàíòíîå ðåøåíèå â âè�äå f = x�3 �F (��; ��); g = x�3 �G(��; ��);p = x�3 �P (��)�"�2x ; q = x�3 �R(��)+"(1+�2)x : (16)Ïîäñòàíîâêà (16) â (1), (2) äàåò ñèñòåìó óðàâíå�íèé (�àêòîð-ñèñòåìó) äëÿ �óíêöèé F , G è P , êî�òîðóþ çàïèøåì â ïðåíåáðåæåíèè èíåðöèåé ýëåêòðî�íîâ, � = 0:� 2"�� �G� ( �P + �R � "��2)��� �G+ "������� �G = 0;�2"�� �F+( �P+"��2)��� �F+����� �F �"��� ��22�0� = 0;"(����� �P � 2 �P ) = Z d�� �F � Z d�� �G;Z d�� �� �G = 0: (17)
�åøåíèÿ ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé èìåþò âèä�G = ��2 �H(�I); �I = ��2��2 + 2" Z d�� �P + �R��3 ;�F� = ��2 exp0BB��2 Z d��r4"�20 �J + ��2 + 8"�20 Z d�� �P=��31CCA �K( �J);�J = "��2��2 � ���0 � 2 Z d�� �P��3 : (18)
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Â. Ô. Êîâàëåâ, Â. Þ. Áû÷åíêîâ ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 1 (7), 2015Âûáîð çíàêà â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû, îïðåäåëÿþ�ùåé �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ èîíîâ ïî ñêîðîñòÿì,äåëàåòñÿ èñõîäÿ èç �èçè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà�÷è. Íèæå äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòüòîëüêî ïîëîæèòåëüíûé çíàê, F = F+. Ïîäñòàíîâ�êà ðåøåíèé óðàâíåíèé äëÿ �G è �F â òðåòüå óðàâíå�íèå (17) äàåò óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ �óíêöèè�P (��). Åñòåñòâåííî, ÷òî �óíêöèè �R, �H è �K ïðè ýòîìïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè è ìîãóò áûòü âûáðàíû èçâèäà �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö è ðàñïðåäåëå�íèÿ èíòåíñèâíîñòè ëàçåðíîãî ïîëÿ ïðè � = 0. Òàê,íàïðèìåð, äëÿ ìàêñâåëëîâñêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëå�íèÿ ýëåêòðîíîâ ïî ñêîðîñòÿì è ¾õîëîäíûõ¿ èîíîâ,�H = 1p2� exp�� ��22��2 � �2"� ;� = 2 Z d�� �P + �R��3 ;�K( �J) = 1"j�0jÆ( �J="); (19)
èìååì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïî�ëÿ �P (��):"���� �P��2�+ exp��1" Z d����3 � �P + �R���� 1S(��) exp�2 Z d��S(��)� = 0;S(��) =s��2 + 8"�20 Z d�� �P��3 : (20)
Íà óðàâíåíèå (20) ìîæíî ïîñìîòðåòü è ñ äðóãîé òî÷�êè çðåíèÿ, à èìåííî: åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåêàê óðàâíåíèå äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ �P (��), à êàêñîîòíîøåíèå, çàäàþùåå âíåøíåå ïîëå �R(��) â ïðåäïî�ëîæåíèè, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â ïëàçìå �P (��) íàìèçâåñòíî. Ïî ñóòè äåëà, ìû ïðèõîäèì ê îáðàòíîéçàäà÷å î íàõîæäåíèè âíåøíåãî ëàçåðíîãî ïîëÿ ïîèçâåñòíîìó ïîëþ â ïëàçìå. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ �îð�ìóëà èìååò âèä�R = � �P � "��3��� �� ln � 1S exp�2 Z d��S �� "��� � �P��2�� : (21)Îòìåòèì, ÷òî ïîèñê ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è, ò. å.ïîñòðîåíèå �R(��) ïî èçâåñòíîìó �P (��), îêàçûâàåòñÿ

ñóùåñòâåííî áîëåå ïðîñòûì, ÷åì ïîèñê �P (��) ïî èç�âåñòíîìó �R(��) ïóòåì ðåøåíèÿ èíòåãðîäè��åðåíöè�àëüíîãî óðàâíåíèÿ (20). Ýòîò �àêò äàåò îñíîâàíèÿíàäåÿòüñÿ, ÷òî ïðè ðàçóìíûõ (ñ �èçè÷åñêîé òî÷êèçðåíèÿ) ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ çàâèñèìîñòÿõ�P (��) è �R(��) �îðìóëû (18), (21) ïîçâîëÿò êîððåêò�íî îïèñàòü äèíàìèêó ïëàçìû ïî êðàéíåé ìåðå äëÿêàêîãî-òî îïðåäåëåííîãî êëàññà íà÷àëüíûõ äàííûõ.Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ðàçäåëà ïðèâåäåì �îðìó�ëû, çàäàþùèå ãëîáàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè èîíîâ èýëåêòðîíîâ ïëàçìû äëÿ íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé(19), à èìåííî, èõ ñðåäíþþ ñêîðîñòü viav è ïëîòíîñòüniav, neav:viav = 12�0" �1 + ��0��1=2 V i(��);ni(e)av = �1 + ��0��2N i(e)(��);V i = ��+S(��); N i = 1��S(��) exp�2 Z d��S(��)� ;Ne = N i � "��� � �P=��2� :
(22)

Íàïðèìåð, âûáèðàÿ �P (��) = ��6 exp(���2)P0, ÷òî ñî�îòâåòñòâóåò ëîêàëèçîâàííîìó â íà÷àëüíûé ìîìåíòýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþ â ïëàçìå, ïîëó÷èì ñëåäóþùååâûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè S:S(��) =q��2 + 4"�20P0(1� (1 + ��2) exp(���2)): (23)Íà ðèñ. 1�3 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè îò ïåðåìåííîé�� âåëè÷èí V i è Ne;i, õàðàêòåðèçóþùèõ ïðîñòðàí�ñòâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè èîíîâ è ýëåêòðî�íîâ, à òàêæå ñðåäíåé ñêîðîñòè èîíîâ ïëàçìû. Â îò�ñóòñòâèå ïëàçìåííîãî ïîëÿ, êîãäà S � ��, ðåøåíèÿ(22) îòâå÷àþò ðàäèàëüíîìó ðàçëåòó èîíîâ ïëàçìåí�íîãî öèëèíäðà ñ ïîñòîÿííûìè â ïðîñòðàíñòâå ïëîò�íîñòÿìè èîíîâ è ýëåêòðîíîâ è ëèíåéíîé ïî ðàäèóñóñðåäíåé ñêîðîñòüþ èîíîâ2). Ïðè íàëè÷èè ïëàçìåííî�ãî ïîëÿ ïðî�èëü èîííîé è ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòåéóæå íå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì: íàèáîëüøåå åãî èñêà�æåíèå ïðîèñõîäèò â îáëàñòè ëîêàëèçàöèè ýëåêòðè-2) �åøåíèå (22) ïðè P0 = 0 äàåò ìîíîòîííîå óáûâàíèå ñîâðåìåíåì ïëîòíîñòè ÷àñòèö, ÷òî ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿâîçìîæíî â óñëîâèÿõ, êîãäà ýòî ðåøåíèå îïèñûâàåò ïëàçìåí�íûé öèëèíäð ëèøü â êîíå÷íîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, ãðàíè�öà êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî ÷èñ�ëà ÷àñòèö. Äëÿ îáñóæäåíèÿ âëèÿíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ëà�çåðíîãî ïó÷êà íà óñêîðåíèå èîíîâ íà êîíå÷íûõ �� ýòîò �àêòíå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì.10
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�� ���èñ. 1. Ïðîñòðàíñòâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïî êîîðäèíàòå x ïëîòíîñòåé ýëåêòðîíîâ è èîíîâ (à), à òàêæå ñðåäíåéñêîðîñòè èîíîâ (á ) äëÿ �0 = 2, P0 = 0:1, " = 0:1
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012
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2468Ne N i ���èñ. 2. Ïðîñòðàíñòâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïî êîîðäèíàòå x ïëîòíîñòåé ýëåêòðîíîâ è èîíîâ (à), à òàêæå ñðåäíåéñêîðîñòè èîíîâ (á ) äëÿ �0 = 5, P0 = 2, " = 0:1
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�èñ. 3. Ïðîñòðàíñòâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïî êîîðäèíàòå x ïëîòíîñòåé ýëåêòðîíîâ è èîíîâ (à), à òàêæå ñðåäíåéñêîðîñòè èîíîâ (á ) äëÿ �0 = 20, P0 = 0:1, " = 0:111



Â. Ô. Êîâàëåâ, Â. Þ. Áû÷åíêîâ ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 1 (7), 2015÷åñêîãî ïîëÿ. Ïðè ýòîì òàêæå íàáëþäàåòñÿ äîïîëíè�òåëüíîå, îáóñëîâëåííîå ïðèñóòñòâèåì ýëåêòðè÷åñêî�ãî ïîëÿ, óñêîðåíèå èîíîâ ïëàçìû. Îòëè÷èå S îò ��õàðàêòåðèçóåòñÿ âåëè÷èíîé ïàðàìåòðà ¾èíòåãðàëü�íîé èíòåíñèâíîñòè¿ J = "�20P0: äëÿ ìàëîé âåëè÷è�íû ýòîãî ïàðàìåòðà, íàïðèìåð, J = 0:04 äëÿ ðèñ. 1,ïðî�èëü ñêîðîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíûì,à âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè ìàëû. Íàïðîòèâ, äëÿ ðèñ. 2è ðèñ. 3 çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ¾èíòåãðàëüíîé èíòåí�ñèâíîñòè¿ ñîñòàâëÿþò ñîîòâåòñòâåííî J = 5 è J = 4,è âîçìóùåíèÿ ïðî�èëÿ ñêîðîñòè èîíîâ, îáóñëîâëåí�íûå ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì, òàêæå îêàçûâàþòñÿ çà�ìåòíûìè. Ïðèâåäåííûå â ýòîì ðàçäåëå òî÷íûå àíà�ëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïîçâîëÿþò îöåíèòü âëèÿíèå íàïðîöåññ óñêîðåíèÿ èîíîâ îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ ïëàç�ìû è ïó÷êà, âûðàæåííûõ ÷åðåç �0, P0 è ", îäíà�êî îáëàäàþò òåì íåäîñòàòêîì, ÷òî íå ïîçâîëÿþò çà�äàòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëå�íèå ÷àñòèö ïëàçìû è ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäå�ëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïó÷êà. Ýòî îêàçûâàåòñÿâîçìîæíûì ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèáëèæåííûõ ñèì�ìåòðèé, êîòîðûå îáñóæäàþòñÿ â ñëåäóþùåì ðàçäå�ëå. 4.2. Ïðèáëèæåííàÿ ñèììåòðèÿÏðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è(1)�(3) âûðàæàþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì â òåð�ìèíàõ èíâàðèàíòîâ ãðóïïû (60), (71), êîòîðûåâîçíèêàþò èç ðåøåíèé óðàâíåíèé Ëè äëÿ ãåíå�ðàòîðà ãðóïïû (60) ñ êîîðäèíàòàìè (72) ïîñëåèñêëþ÷åíèÿ èç ýòèõ ðåøåíèé ãðóïïîâîãî ïàðàìåò�ðà. Çàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèå èíâàðèàíòû â äâóõñëó÷àÿõ, ïåðâûé èç êîòîðûõ îòâå÷àåò ïîñòîÿííîìó,íå çàâèñÿùåìó îò âðåìåíè � ýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþq = q(x), à âòîðîé îòâå÷àåò ëàçåðíîìó èìïóëüñóêîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè.4.2.1. Ëàçåðíûé èìïóëüñ áîëüøîé äëèòåëüíîñòèq = q(x)Ïóñòü ëàçåðíûé èìïóëüñ èìååò äîñòàòî÷íî êðó�òîé �ðîíò íàðàñòàíèÿ, òàê ÷òî èîíû ïëàçìû ïðàêòè�÷åñêè íå óñïåâàþò ñäâèíóòüñÿ çà âðåìÿ ðîñòà èíòåí�ñèâíîñòè ëàçåðà äî ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.Äàëåå èíòåíñèâíîñòü ìîæíî ïîëàãàòü ïîñòîÿííîé,ò. å. èñïîëüçîâàòü �îðìóëû (71), â êîòîðûõ èíòåí�ñèâíîñòü q íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Òîãäà ïîðîæäàå�ìûå îïåðàòîðîì (60) ñ êîîðäèíàòàìè (71) èíâàðèàí�òû ãðóïïû èìåþò âèä

I1 = xf � x0f 0; I2 = xg � x0g0;I3 = (p+ q)(� � q)3 � (p0 + q0)(� 0 � q0)3;I4 = �22(� � q)2 � Z(y) � �Z(y0);Z(y) = yZy0 d�(�(�) � q(�))3 ; y = x" ;I5 = (� � q)u+ �3 (4q � �)(� � q)2rZ(y)2 ���2 yZy0 d� "13s 2Z(�)�p2Z(�)�(��q)��(��q) ++ �p2Z(�)(� � q)# = (� 0 � q0)u0;I6 = (� � q)w + 13(4q � �)(� � q)2rZ(y)2 ��12 yZy0 d� "13s 2Z(�)�p2Z(�)�(��q)��(��q) ++ �p2Z(�)(� � q)# = (� 0 � q0)w0:
(24)

Çäåñü ïåðåìåííûå ñî øòðèõîì ñîîòâåòñòâóþò çíà÷å�íèÿì âåëè÷èí ïðè � ! 0:f 0 = f0(x0; w0); g0 = g0(x0; u0);p0 = p0(x0); q0 = q0(x0): (25)Ïåðâûå òðè èíâàðèàíòà, I1, I2 è I3, ïî ñóòè äåëàçàäàþò èñêîìîå ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøå�íèå íà÷àëüíîé çàäà÷è,f = x0x f0(x0; w0); g = x0x g0(x0; u0);p = �q + (p0 + q0)(� 0 � q0)3(� � q)�3; (26)ãäå ïåðåìåííûå ñî øòðèõîì x0, u0 è w0 âûðàæàþòñÿ÷åðåç � , x, u è w ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòîâ I4, I5 è I6.Äëÿ íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé f0, g0 è p0, çàäàâàå�ìûõ �îðìóëàìè (4), (6), ðåøåíèå (26) çàïèñûâàåòñÿâ âèäåf = x0ni0(x0)xp2�� exp�� (� 0 � q0)2(w �W )22(� � q)2�2 � ;p = �q � " (� 0 � q0)3(� � q)3 �x0(ne0(x0))ne0(x0) ;g = x0ne0(x0)xp2� exp�� (� 0 � q0)2(u� U)22(� � q)2 � : (27)
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ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 1 (7), 2015 �àäèàëüíîå óñêîðåíèå èîíîâ ëàçåðíûì èìïóëüñîì : : :ÇäåñüW = �13(4q � �)(� � q)rZ(y)2 + 12(� � q) �� yZy0 d� "13s 2Z(�)�p2Z(�)�(��q)��(��q) ++ �p2Z(�)(� � q)# ; U = �W: (28)
Çíàíèå �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö (27) ïîçâî�ëÿåò âû÷èñëèòü ãëîáàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè èîíîâïëàçìû, èõ ñðåäíþþ ñêîðîñòü viav è ïëîòíîñòü niav ,à òàêæå òåìïåðàòóðû èîíîâ T i è ýëåêòðîíîâ T e,viav = W; niav = ni0(x0)x0(� 0 � q0)x(� � q) ;T i(e) = T i(e)0 (� 0 � q0)2(� � q)2 : (29)Ïîìèìî �îðìóë (29), çàäàþùèõ ïðîñòðàíñòâåí�íîå ðàñïðåäåëåíèå ñðåäíåé ñêîðîñòè èîíîâ è èõïëîòíîñòü, ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ òàêæå �îðìóëû,îïðåäåëÿþùèå ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð óñêîðåííûõèîíîâ, N�. Îí çàäàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî èíòåãðàëîò N� ïî âñåì äîïóñòèìûì çíà÷åíèÿì ýíåðãèé èîíîâ0 < � < 1 ñîâïàäàåò ñ ïîëíûì ÷èñëîì èîíîâ ïëàç�ìû,N� = � 1Z0 dx xr2� �� hf �x;p2��+ f �x;�p2��i : (30)Ïîäñòàíîâêà â ýòó �îðìóëó ðåøåíèÿ (27) äàåò ñëåäó�þùåå âûðàæåíèå äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ýíåð�ãèè èîíîâ:N� =r�� 1� 1Z0 dx x0ni0(x0)�� "exp � (� 0 � q0)2 �p2��W �22(� � q)2�2 ! ++ exp � (� 0 � q0)2 �p2�+W �22(� � q)2�2 !# : (31)Ïðè ìàëîé òåìïåðàòóðå èîíîâ, �2 � 1, äëÿ íàõî�æäåíèÿ ñïåêòðà èîíîâ (31) ìîæíî èñïîëüçîâàòü áî�ëåå ïðîñòûå �îðìóëû, îñíîâàííûå íà àñèìïòîòè÷å�ñêèõ ïîäõîäàõ ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëîâ. Â ðåçóëü�òàòå èíòåãðèðîâàíèå â (31) çàìåíÿåòñÿ ñóììèðîâàíè�åì ïî âêëàäàì îò îòäåëüíûõ ¾ñòàöèîíàðíûõ¿ òî÷åê,îïðåäåëÿåìûõ èç óñëîâèÿ W (xk) = p2�:

N� � �r2� Xk x0kni0(x0k)j�xWjx=xk j�1 ���� 0 � q0� � q �jx=xk ;�xWjx=xk 6= 0: (32)Âûðàæåíèå äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèèèîíîâ, ñîãëàñíî (32), èìååò îñîáåííîñòü â òî÷êå x == xm, ãäå �xWjx=xm ! 0 (òàêèõ òî÷åê, âîîáùå ãîâî�ðÿ, ìîæåò áûòü íåñêîëüêî), è äîëæíî áûòü çàìåíåíîíà ñëåäóþùåå:Nm� �r ��� �(1=4)21=4 x0mni0(x0m)pj�xxWjx=xm j ���� 0 � q0� � q �1=2jx=xm ;�xWjx=xm = 0; �xxWjx=xm 6= 0: (33)Âíå îáëàñòè 0 < � < �m � W (xm)2=2 âåëè÷èíà N�îêàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëîé, ò. å. �m �àêòè�÷åñêè çàäàåò âåðõíþþ ãðàíèöó ñïåêòðà. Âåëè÷èíà�m çàäàåòñÿ ïàðîé óðàâíåíèé,W (�; xm)�p2�m = 0; �xWjx=xm = 0; (34)êîòîðûå â ÿâíîì âèäå èìåþò âèä8<:p2�m � �(� � q) + 12(� � q) �� yZy0 d�p2Z(�)(� � q) [3(2� � q)��� ++ (2q � 5�)��q℄9=;jy=ym = 0; ym = xm" ;8<:��y(��q)+�y(��q)2(��q)2 yZy0 d�p2Z(�)(��q) �� [3(2��q)���+(2q � 5�)��q℄ + 12(��q)4 �� �1+�2�y(��q)� yZy0 d� ��qp2Z(�) �3(2��q)��� �� �2(� � q) + (2q � 5�)��q ��� [3(2� � q)�y� + (2q � 5�)�yq℄9=;jy=ym = 0:
(35)
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�èñ. 4. Ïðîñòðàíñòâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïî áåçðàçìåðíîé êîîðäèíàòå r íîðìèðîâàííîé ñðåäíåé ïëîòíîñòè (à),ñêîðîñòè (á ) èîíîâ, òåìïåðàòóðû ýëåêòðîíîâ (â), à òàêæå ñïåêòð èîíîâ (ã) äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ëàçåðíîãî ïó÷êà ïðèðàçëè÷íûõ � = 2, 3, 4, 5, 6 (ðîñòó � ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîä ìåæäó êðèâûìè ñâåðõó âíèç (ïðè r ! 0) äëÿ à, â, ñíèçóââåðõ � äëÿ á, ñëåâà íàïðàâî � äëÿ êðèâûõ ñïåêòðàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ) è ïðè Z = 2, A = 4, a20 = 50, � = 1," = 0:01, � =p1=4000, n=ne0 = 100 (n � êðèòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü), ne0 = 1, ni0 = 0:5, � = 0:001Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû êðèâûå ïðîñòðàíñòâåííûõðàñïðåäåëåíèé ñðåäíåé ñêîðîñòè èîíîâ è ïëîòíîñòèèîíîâ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè ïðè äåéñòâèèñòàöèîíàðíîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ, êîãäà A(�) = 1.Íà ýòèõ êðèâûõ âèäíî èçìåíåíèå ñî âðåìåíåì � ïðî�ñòðàíñòâåííûõ ðàñïðåäåëåíèé ïëîòíîñòè è ñêîðîñòèèîíîâ ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ëàçåðíî�ãî ïó÷êà. Óñêîðåíèå èîíîâ ñîïðîâîæäàåòñÿ îáðàçî�âàíèåì êàñïà èîííîé ïëîòíîñòè ñ ìèíèìóìîì â öåí�òðå ëàçåðíîãî ïó÷êà è ìàêñèìóìîì íà åãî ïåðè�å�ðèè. Àíàëîãè÷íîå ïîâåäåíèå õàðàêòåðíî è äëÿ òåì�ïåðàòóðû ýëåêòðîíîâ ïëàçìû: îíà ïîíèæàåòñÿ â öåí�òðàëüíîé îáëàñòè ëàçåðíîãî ïó÷êà è ðàñòåò íà åãîïåðè�åðèè. Øòðèõîâûå êðèâûå ïðè � = 6 �îðìàëü�íî íàõîäÿòñÿ çà ãðàíèöåé ïðèìåíèìîñòè íàøåé òåî�ðèè, îñíîâàííîé íà ïðèáëèæåííîé ñèììåòðèè, è ïî�ýòîìó ãîâîðÿò ëèøü î òåíäåíöèè â èçìåíåíèè ïëîò�íîñòè è ñêîðîñòè èîíîâ è òåìïåðàòóðû ýëåêòðîíîâ,à íå îá èõ òî÷íûõ êîëè÷åñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ.Ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå (��q)�3(� 0�q0)3, ñîãëàñ�

íî �îðìóëàì (29), ïðîïîðöèîíàëüíî (x=x0)T eniav ,ðîñò ïëîòíîñòè ïëàçìû è òåìïåðàòóðû ýëåêòðîíîâíà âíåøíåé ãðàíèöå ëàçåðíîãî ïó÷êà ìîæåò ïðèâî�äèòü ñ óâåëè÷åíèåì � ê îòëè÷èþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïî�ëÿ â ïëàçìå â ýòîé ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè îò ïî�ëÿ ëàçåðíîãî ïó÷êà. Äëÿ ïàðàìåòðîâ ïëàçìû è ïó÷�êà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðèñ. 4, îòëè÷èå p îò �q ïðè� = 6 è r � 1:95 ñîñòàâëÿåò 4%. Áîëåå ñóùåñòâåííîåîòëè÷èå, à èìåííî óìåíüøåíèå p áîëåå ÷åì â äâà ðà�çà (ïî ñðàâíåíèþ ñ �q), íàáëþäàåòñÿ ïðè � = 7 èr � 2:155, õîòÿ òàêîå çíà÷åíèå � è íàõîäèòñÿ çà ïðå�äåëàìè ïðèìåíèìîñòè òåîðèè.4.2.2. Ëàçåðíûé èìïóëüñ êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòèÏðè èññëåäîâàíèè íåñòàöèîíàðíîãî ëàçåðíîãîèìïóëüñà, èíòåíñèâíîñòü êîòîðîãî ìåäëåííî èçìå�íÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ïðåä�ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ �óíêöèé,q = S(x)���U(�), îäíà èç êîòîðûõ çàâèñèò òîëüêî îò14



ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 1 (7), 2015 �àäèàëüíîå óñêîðåíèå èîíîâ ëàçåðíûì èìïóëüñîì : : :x, à äðóãàÿ � òîëüêî îò � . Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ðå�àëèçóåòñÿ äëÿ äîñòàòî÷íî èíòåíñèâíûõ èìïóëüñîâ,êîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a2 � 1, ïîýòîìó ìîæíîïðèáëèæåííî ïîëàãàòü  � a(�; x)=p2 (è òåì áîëååq � �). Èñïîëüçóÿ ýòî ñâîéñòâî q, çàïèøåì ñîîòâåò�ñòâóþùèå èíâàðèàíòû ãðóïïû äëÿ q = S���U :I1 = xf � x0f 0; I2 = xg � x0g0;q = S���U; F (U) = ��U;I3 = S3�p+ q1 + �2� � S03�p0 + q01 + �2� ;I4 = US2 + Z(y) � Z(y0);Z(y) = yZy0 d�S(�)3 ; y = x" ;I5 = Su+ � yZy0 d� ����S �UF+ 11+�2S��S(F+2U�UF )� = S0u0;I6 = Sw + yZy0 d� ����S �UF+ 11+�2S��S(F+2U�UF )� = S0w0:
(36)

Çäåñü, êàê è âûøå, ïåðåìåííûå ñî øòðèõîì ñîîòâåò�ñòâóþò çíà÷åíèÿì âåëè÷èí ïðè � ! 0.Ôîðìóëû, çàäàþùèå ñðåäíþþ ñêîðîñòü viav èïëîòíîñòü niav èîíîâ ïëàçìû, à òàêæå òåìïåðàòóðóèîíîâ (ýëåêòðîíîâ) T i(e), èìåþò âèäviav = 1S yZy0 d� �� �S�UF � 11 + �2S��S(F + 2U�UF )� ;niav = ni0(x0)x0S0xS ; T i(e) = T i(e)0 S02S2 : (37)
Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû êðèâûå ïðîñòðàíñòâåííîãîðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäíåé ñêîðîñòè è ïëîòíîñòè èîíîâè ýëåêòðîííîé òåìïåðàòóðû â ðàçëè÷íûå ìîìåíòûâðåìåíè ïðè äåéñòâèè íåñòàöèîíàðíîãî ëàçåðíîãîèçëó÷åíèÿ, õàðàêòåðèçóåìîãî ñëåäóþùåé, âûáðàí�íîé äëÿ ïðèìåðà çàâèñèìîñòüþ îò êîîðäèíàò è âðå�ìåíè �óíêöèé S è U :

S(x) = ��a0x exp��x22 � ;U(�) = u1� ��L�4 � u2� ��L�8 ; (38)÷òî ñîîòâåòñòâóåò êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè ëàçåðíî�ãî èìïóëüñà â ïëàçìå. Èç âèäà ýòèõ êðèâûõ ñëåäóåò,÷òî ïðè ñðàâíèòåëüíî ìàëîé äëèòåëüíîñòè ëàçåðíî�ãî èìïóëüñà èîíû ïëàçìû óñïåâàþò óñêîðèòüñÿ äîçíà÷èòåëüíûõ ñêîðîñòåé, ïðè ýòîì èçìåíåíèå òåìïå�ðàòóðû ýëåêòðîíîâ è èîííîé ïëîòíîñòè îêàçûâàåòñÿíåñóùåñòâåííûì. Ïðè á�îëüøèõ äëèòåëüíîñòÿõ ëà�çåðíûõ èìïóëüñîâ êàðòèíà ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñ�ïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè è ñêîðîñòè èîíîâ è òåìïåðà�òóðû ýëåêòðîíîâ ïëàçìû êà÷åñòâåííî ïîõîæà íà àíà�ëîãè÷íóþ êàðòèíó äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ëàçåðíîãî èì�ïóëüñà.5. ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ ÑÇÀÄÀÍÍÛÌ ÂÍÅØÍÈÌÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÈÌ ÏÎËÅÌÏîëó÷åííûå â ðàçä. 4 ðåçóëüòàòû, ïîêàçûâàþ�ùèå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ çàâèñèìîñòü ýëåê�òðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïëàçìå, ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì,÷òî äëÿ îáñóæäàåìûõ çäåñü ïàðàìåòðîâ ïëàçìû èëàçåðíîãî ïó÷êà è äëÿ õàðàêòåðíûõ âðåìåí óñêîðå�íèÿ èîíîâ ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â ïëàçìå ìàëî îòëè÷à�åòñÿ îò ëàçåðíîãî, çà èñêëþ÷åíèåì îáëàñòè íà ïåðè��åðèè ïó÷êà, ãäå ïðîèñõîäèò íàãðåâ ýëåêòðîíîâ è îá�ðàçóþòñÿ îáëàñòè ñ ðåçêèìè ãðàäèåíòàìè ïðîñòðàí�ñòâåííûõ ðàñïðåäåëåíèé ïëîòíîñòè è ýëåêòðîííîéòåìïåðàòóðû. Åñëè íå ðàññìàòðèâàòü ýòè ïðîöåññû,à ñîñðåäîòî÷èòüñÿ íà èññëåäîâàíèè ïðîöåññà óñêîðå�íèÿ èîíîâ, òî ìîæíî ïîïûòàòüñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿýòîãî êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ èîíîâ ñ çàäàí�íûì ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì. Ïðåèìóùåñòâîì òàêîãîïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ñðàâíèòåëüíàÿ ïðîñòîòà èñïîëüçó�åìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è îòñóòñòâèå �îðìàëü�íîãî îãðàíè÷åíèÿ äëÿ ïðåäåëà ïðèìåíèìîñòè ïîëó�÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïî âðåìåíè � , êîòîðîå èìåëî ìå�ñòî äëÿ ïðèáëèæåííûõ èíâàðèàíòíî-ãðóïïîâûõ ðå�øåíèé, ïðèâåäåííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.�àññìîòðèì êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ èîíîââ çàäàííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå p, ïðè÷åì òåïëîâîåäâèæåíèå ó÷èòûâàòüñÿ íå áóäåò, �! 0:�� ~f + "w �x ~f + p �w ~f = 0; ~f = xf: (39)Íàèáîëåå ïðîñòî ýòî óðàâíåíèå èññëåäóåòñÿ ïðè íåçàâèñÿùåì îò âðåìåíè ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, p = p(x).Â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ (39) èíòå�15



Â. Ô. Êîâàëåâ, Â. Þ. Áû÷åíêîâ ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 1 (7), 2015
а

б г

в

n
i

av

v
i

av

T
e

Uττ

0 1 2 3 4

r

0 1 2 3 4

r

0

r

1 2 3 4 1 2 3 4 5

τ

0.5

0.6

0.8

1.0

1.2

1.6

0.6

0.8

1.0

1.2

40

80

120

1

2

0�èñ. 5. Ïðîñòðàíñòâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïî áåçðàçìåðíîé êîîðäèíàòå r íîðìèðîâàííîé ñðåäíåé ïëîòíîñòè (à) èñêîðîñòè (á ) èîíîâ, à òàêæå òåìïåðàòóðû ýëåêòðîíîâ (â) äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî ëàçåðíîãî ïó÷êà ïðè ðàçëè÷íûõ � = 2,3, 4, 5 (ðîñòó � ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîä ìåæäó êðèâûìè ñâåðõó âíèç (ïðè r ! 0) äëÿ à, â è ñíèçó ââåðõ � äëÿ á )ïðè Z = 2, A = 4, a20 = 50, � = 1, " = 0:01, � = p1=4000, n=ne0 = 100, ne0 = 1, ni0 = 0:5, � = 0:001, u1 = 25=2,u2 = 150=56, �L = 5, ã � çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè � èíòåíñèâíîñòè ëàçåðíîãî èìïóëüñàãðèðóþòñÿ è åãî ðåøåíèå ~f = F (j1; j2) çàïèñûâàåòñÿ÷åðåç èíâàðèàíòû j1 è j2:j1 = "w22 ��; j2 = �� Z d�	(�)p2"(j1+�) ; (40)ãäå ïîòåíöèàëû � è 	(�) ñâÿçàíû íåÿâíûìè ñîîòíî�øåíèÿìè: p(x) = �x� = 	(�): (41)Äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðîöåññà óñêîðåíèÿ èîíîâ íàèáîëü�øèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òàêèå ïðîñòðàíñòâåííûåðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ p è ïîòåíöèàëà�, ïðè êîòîðûõ èíòåãðàëû (40) âû÷èñëÿþòñÿ â ÿâ�íîì âèäå. Îñòàíîâèìñÿ íà ïðîñòîì ïðèìåðå âû÷èñ�ëåíèÿ èíâàðèàíòîâ è çàïèñè ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ (39) äëÿ ëîêàëèçîâàííîãî ïî ðàäèóñó ïðî��èëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿp = � thx h�2 x: (42)Òàêàÿ çàâèñèìîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îò êîîðäè�íàòû x îòâå÷àåò ëèíåéíîìó âîçðàñòàíèþ ñ óâåëè÷å�

íèåì x ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ëàçåðíîãî ïó÷êà â ïëàç�ìåííîì öèëèíäðå ïðè x� 1 è åãî ýêñïîíåíöèàëüíî�ìó óáûâàíèþ ïðè áîëüøèõ ðàäèóñàõ x� 1. Èñïîëü�çîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ (42) â (40) ïðèâîäèò ê ðåøå�íèþ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (39) ñëåäóþùåãî âè�äà: ~f = F (�x; ��); �� = �p"�p�2 + h�2 x;�2 = "w2� ;sh �x = shx h �� � � hx sh ��p�2 + h�2 x ;�� h �x = � hx h �� �p�2 + h�2 x shx sh �� : (43)
Ïðåäåë õîëîäíûõ èîíîâ äëÿ îáñóæäàâøåéñÿ â ýòîéðàáîòå ìàêñâåëëîâñêîé íà÷àëüíîé �óíêöèè ðàñïðå�äåëåíèÿ èîíîâ ñ îäíîðîäíûìè íà÷àëüíûìè ïëîòíî�ñòüþ è òåìïåðàòóðîé ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëó �2 ! 0â (4), ÷òî äàåò Fj�=0 = ni0Æ(w), è ðåøåíèå (43) çàïè�ñûâàåòñÿ â âèäå16



ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 1 (7), 2015 �àäèàëüíîå óñêîðåíèå èîíîâ ëàçåðíûì èìïóëüñîì : : :f = ni0 ~xxÆ�r�" ��� : (44)Äîìíîæàÿ (44) íà 1 è w è èíòåãðèðóÿ ïî w, ïîëó÷èìâûðàæåíèÿ äëÿ èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê èîíîâñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ (44) � èõ ïëîòíîñòè èñðåäíåé ñêîðîñòè:niav = ni0Xk �xkx �j�� ��jx=onstj�1	j�=�k ;�iav = ni0niav Xk �xkx r�" ��k �j�� ��jx=onstj�1	j�=�k : (45)Çäåñü �xk = �x(x; �k) è ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïîâñåì çíà÷åíèÿì êîðíåé �k óðàâíåíèÿ �� = 0, êîòîðîåâ ïåðåìåííûõ x, � èìååò ïðîñòîé âèä:�p�2+h�2 x� thx th �~�p�2+h�2 x� = 0;~� = �p"�: (46)�ðà�èêè êðèâûõ �� = 0 íà ïëîñêîñòè (x; �) ïðè ðàç�ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè ~� ïðèâåäåíû íà ðèñ. 6.Èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ ~� > ~�?çàâèñèìîñòü �(x) íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé âî âñåéîáëàñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé x. Âåðõíÿÿ xu è íèæ�íÿÿ xl ãðàíèöû îáëàñòè ìíîãîçíà÷íîñòè ðåøåíèÿxl < x < xu îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì îáðàùåíèÿ âíóëü ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé �óíêöèè ��x = 0, ÷òîïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì äâóì óðàâíåíèÿì äëÿ êîîð�äèíàò ãðàíèö:~�� � ! thx th! = 0; ! � ~�� thx th! = 0;! = ~�p�2 + h�2 x: (47)Ìîìåíò ~�? âîçíèêíîâåíèÿ ìíîãîïîòîêîâîãî ðåæèìàíàõîäèòñÿ èç óñëîâèé îäíîâðåìåííîãî îáðàùåíèÿ âíóëü ïðîèçâîäíûõ ��x = ���x = 0. Ýòè óñëîâèÿ çà�ïèñûâàþòñÿ â âèäå òðåõ óðàâíåíèé, îáúåäèíÿþùèõ(47) è óðàâíåíèåh2 !? th!? + !? �� �1 + 2 h2 x?�2?(1� !? th!?)� = 0;!? = ~�?q�2? + h�2 x?: (48)×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (47), (48) äàåò ¾óíè�âåðñàëüíûå¿ (ò. å. ñïðàâåäëèâûå ïðè ëþáûõ âåëè÷è�íàõ " è �) çíà÷åíèÿ ~�? � 2:78989, x? � 2:01412, �? �� 0:55715.Èñïîëüçîâàíèå (46) â (45) ïðèâîäèò ê áîëåå ïðîñ-òîìó âèäó ñîîòíîøåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ïëîòíîñòü èñðåäíþþ ñêîðîñòü èîíîâ:

niav = ni0Xk 1x Arsh� shxh!k� j�� ��j�=�k j�1;�iav = ni0niav Xk �kx Arsh� shxh!k� j�� ��j�=�k j�1;�� ��j��=0 = hxpsh2 x+ h2 ! �� �h2 ! � th2 x �sh2 ! + ! th!�� : (49)
Ïîäñòàíîâêà (44) â (30) îïðåäåëÿåò ñïåêòð óñêîðåí�íûõ ëàçåðíûì ïîëåì èîíîâ,N� = 2� ni0p2��Xk Arsh� shxh!k� j�x��jx=xk j�1;�� = �22 ;�x��j��=0 = ~�hxpsh2 x+ h2 ! ���th2 x� h2 ! th!! (1 + �2 � 2 th2 x)� : (50)
Çäåñü, â îòëè÷èå îò (49), ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèòïî âñåì çíà÷åíèÿì êîðíåé xk óðàâíåíèÿ �� = 0.Òèïè÷íûå êðèâûå ðàñïðåäåëåíèé ïëîòíîñòè èñðåäíåé ñêîðîñòè èîíîâ è èõ ýíåðãåòè÷åñêèå ñïåê�òðû ïðèâåäåíû íà ðèñ. 7. Âèäíî, ÷òî ýíåðãèÿ èîíîâäîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ íà ïðàâîéãðàíèöå ñïåêòðà. Ïðè ~� & 5 ýòî ìàêñèìàëüíîå çíà�÷åíèå ñòðåìèòñÿ ê �� � 1=2 è  äàëüíåéøèì ðîñòîì ~�ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿåòñÿ. Ïåðåõîä ê ìíîãîïîòîêî�âîìó ðåæèìó ñîïðîâîæäàåòñÿ îáðàçîâàíèåì îñîáåí�íîñòåé â ðàñïðåäåëåíèè ïëîòíîñòè èîíîâ è ñêà÷êà�ìè â ðàñïðåäåëåíèè èõ ñðåäíåé ñêîðîñòè. Òàêîãî ðî�äà îñîáåííîñòè íåîäíîêðàòíî îáñóæäàëèñü â ðàçëè÷�íûõ ðàáîòàõ, ñâÿçàííûõ ñ âîçíèêíîâåíèåì ìíîãîïî�òîêîâûõ äâèæåíèé ïðè èçó÷åíèè äèíàìèêè íåâçàè�ìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö [20℄, ïðè àíàëèçå äèíàìèêèáåçäèññèïàòèâíîãî ãàçà â ðàñøèðÿþùåéñÿ Âñåëåí�íîé [21℄ è â çàäà÷àõ î êóëîíîâñêîì âçðûâå ïëàçìû(ñì., íàïðèìåð, [22; 23℄).�åøåíèå (43) î÷åâèäíûì îáðàçîì âîñïðîèçâîäèò�ñÿ â ðàìêàõ èñïîëüçóåìîãî çäåñü ãðóïïîâîãî ïîäõî�äà. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî óòâåðæäåíèå íà ïðèìåðåáîëåå ïðîñòîãî, ÷åì (42), ëèíåéíîãî ïî êîîðäèíàòåx ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ,pl = �x; (51)êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç (42) â ïðåäåëå ìàëûõ çíà÷å�íèé x � 1 è äëÿ êîòîðîãî ðåøåíèå (43) ïðèíèìàåòâèä ~f = F (�xl; ��l); �xl = x h ~� � � sh ~� ;��l = � h ~� � x sh ~� : (52)2 ÆÝÒÔ, âûï. 1 (7) 17
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4321 x 1 2 4 xxl xu
à á

00:20:40:60:81:0
00:20:40:60:81:0��

�èñ. 6. Êðèâûå íà ïëîñêîñòè (x; �), îïèñûâàþùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (46) ïðè ðàçëè÷íûõ âðåìåíàõ ~� = 2:5 (à), 4(á ). Íà êðèâîé ðèñ. á äëÿ âðåìåíè ~� > ~�? âûäåëåíû ãðàíèöû îáëàñòè òðåõïîòîêîâîãî òå÷åíèÿÄåéñòâèòåëüíî, ãðóïïà ñèììåòðèè, äîïóñêàåìàÿóðàâíåíèåì (39), îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ãðóïïû(ñð. ñ (60))X = �1�� + �2�x + �4�w + ~�3� ~f ; (53)êîîðäèíàòû êîòîðîãî çàäàþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìûîïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèéK ~�2 � "~�4 = 0; K ~�4 � (�xp)~�2 = 0;�K + "wx � ~�3 = 0: (54)Çäåñü îïåðàòîð K è êîîðäèíàòû ~�i îïðåäåëåíû �îð�ìóëàìèK = ��+"w�x+p�w�"wx f�f ; ~�2 = �2�"w�1;~�4 = �4 � p�1: (55)Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â (54) ñîâïàäàåò ñ èñõîä�íûì, ÷òî îáóñëîâëåíî ëèíåéíîñòüþ èñõîäíîãî óðàâ�íåíèÿ (39). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèÿ óðàâíå�íèé (54) âèäà �2~f = �4~f = ~�3 = 0, ÷òî äëÿ ëèíåéíîãîïî êîîðäèíàòå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ pl äàåò ñëåäóþ�ùèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò îïåðàòîðà (53):~�2 = j3(�xl; ��l) h ~� � j4(�xl; ��l) sh ~� ;~�4 = �r�" �j4(�xl; ��l) h ~� � j3(�xl; ��l) sh ~�� ; (56)ãäå j3, j4 � ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè ñâîèõ àðãóìåí�òîâ. Âûáîð ÿâíîãî âèäà ýòèõ �óíêöèé ïðîâîäèòñÿèñõîäÿ èç ïðîâåðêè óñëîâèé èíâàðèàíòíîñòè ðåøå�íèÿ óðàâíåíèÿ (39) â ïðåäåëå � ! 0 îòíîñèòåëüíîòî÷å÷íîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ñ îïåðàòîðîì (53).

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìàêñâåëëîâñêîé íà÷àëüíîé �óíê�öèè ðàñïðåäåëåíèÿ èîíîâ (4) òàêàÿ ïðîâåðêà äàåòñâÿçü ìåæäó �óíêöèÿìè j3 è j4,"�2j3(�xl; ��l) + �xl��l�j4(�xl; ��l) = 0; (57)êîòîðàÿ âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿj3 = �p"���l; j4 =r "� "�2�xl :Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíèå âûðàæåíèÿ â (56), âûáèðàÿ�1 = 1= h2 ~� è ïåðåõîäÿ ê ïåðåìåííûì ~� , �xl, ��l, ~f ,ïîëó÷èì èç (53) ñëåäóþùèé îïåðàòîð ðåíîðìãðóïïî�âîé ñèììåòðèè:X = 1h2 ~� �~� � ��l��xl � �2"��xl ���l : (58)Âû÷èñëÿÿ èíâàðèàíòû îïåðàòîðà (58) è ïåðåõîäÿ âïîëó÷åííûõ âûðàæåíèÿõ ê ïðåäåëó �2 ! 0, ïðèõî�äèì ê ðåøåíèþ (52) ñ Fj�=0 = ni0Æ(w).Ïîëó÷åííîå ñîîòâåòñòâèå ñòàíäàðòíîãî è ãðóï�ïîâîãî ïîäõîäîâ ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïîñòðîåí�íûå â ýòîì ðàçäåëå ðåçóëüòàòû äëÿ îöåíêè ãðà�íèö ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãîðåøåíèÿ, íàéäåííîãî èç ïðèáëèæåííûõ ñèììåòðèé.Â ÷àñòíîñòè, ñðàâíåíèå ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿýíåðãèè óñêîðÿåìûõ èîíîâ íà ïðåäåëå âðåìåííûõîãðàíè÷åíèé ïîëó÷åííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ,� � 1=p"�, êîððåëèðóåò ñ îöåíêîé ìàêñèìàëüíîéýíåðãèè èîíîâ èç �îðìóë (49), ïî êðàéíåé ìåðå äîòàêèõ âðåìåí, êîãäà ïëàçìåííîå ïîëå �àêòè÷åñêèñîâïàäàåò ñ ëàçåðíûì.18
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�èñ. 7. Ïðîñòðàíñòâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïî êîîðäèíàòå x ïëîòíîñòè è ñðåäíåé ñêîðîñòè èîíîâ, à òàêæå èõ ýíåðãå-òè÷åñêèå ñïåêòðû äëÿ äâóõ ìîìåíòîâ âðåìåíè: ~� = 2:5 (à), 4 (á )6. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ �ÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ ÈÂÛÂÎÄÛÏîëó÷åííûå â ðàáîòå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòûìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà òðè êëàññà: âî-ïåðâûõ,ýòî òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå èíâàðèàíòíî-ãðóïïîâûåðåøåíèÿ (ñì. ðàçä. 4.1), âî-âòîðûõ, ýòî ïðèáëèæåí�íûå àíàëèòè÷åñêèå èíâàðèàíòíî-ãðóïïîâûå ðåøå�íèÿ, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåíîðìãðóïïî�âûõ ñèììåòðèé (ñì. ðàçä. 4.2), è, â-òðåòüèõ, ýòî ðå�øåíèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ çàäàííûì ýëåê�òðè÷åñêèì ïîëåì (ñì. ðàçä. 5). �åøåíèÿ, ïðèíàäëå�æàùèå ê ðàçíûì êëàññàì èìåþò êàê äîñòîèíñòâà,òàê è íåäîñòàòêè. Òàê, íàïðèìåð, òî÷íûå ðåøåíèÿ

èç ðàçä. 4.1 îòâå÷àþò íåíóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðî�ñòè èîíîâ ñ ëèíåéíûì ïî ðàäèóñó ïðî�èëåì ñêîðî�ñòè, ÷òî, âïðî÷åì, íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì îãðà�íè÷åíèåì è ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìîæåò ñîîò�âåòñòâîâàòü ïðåäâàðèòåëüíîìó óñêîðåíèþ èîíîâ çàñ÷åò äåéñòâèÿ ïðåäûìïóëüñà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòèðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè è ïîçâîëÿþò ñäåëàòüâûâîä î òîì, ÷òî ñóùåñòâåííîãî óñêîðåíèÿ èîíîâ çàñ÷åò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ëàçåðà ìîæíî îæèäàòü, åñ�ëè ïàðàìåòð J = "�20P0, íàçâàííûé â ðàçä. 4.1 ¾èíòå�ãðàëüíîé èíòåíñèâíîñòüþ¿, îêàçûâàåòñÿ íå ìàëûì.Ñ ýòèì âûâîäîì êîððåëèðóåò ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûéâ ðàçä. 4.2.2: äëÿ ðèñ. 5 îöåíêà ýòîãî ïàðàìåòðà äà�åò 1:6. Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ïó÷êà, îáñóæäàåìîãî â19 2*



Â. Ô. Êîâàëåâ, Â. Þ. Áû÷åíêîâ ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 1 (7), 2015ðàçä. 4.2.1, îöåíêà ýòîãî ïàðàìåòðà äëÿ ìàêñèìàëü�íîãî âðåìåíè � = 6, èñïîëüçîâàííîãî íà ðèñ. 4, äà�åò âåëè÷èíó ïîðÿäêà åäèíèöû. Òàêîé æå ðåçóëüòàòïîëó÷àåòñÿ è èç ðàññìîòðåíèÿ óñêîðåíèÿ èîíîâ çà�äàííûì ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì (ðàçä. 5): áëèçêîå êìàêñèìàëüíî âîçìîæíîìó çíà÷åíèå ñðåäíåé ñêîðî�ñòè èîíîâ îòâå÷àåò âåëè÷èíå ~�2 & 1, ÷òî êàê ðàç èñîîòâåòñòâóåò îáñóæäàåìîìó óñëîâèþ "��2 & 1. Òà�êèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ èç âñåõ òðåõ êëàññîâ â ýòîìñëó÷àå ïîêàçàëè îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò.�åçóëüòàòû ðàçä. 5 áûëè ïîëó÷åíû áåç îãðàíè÷å�íèÿ äëÿ âåëè÷èí " è �2. Èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî ïðè çà�äàííîì ïëàçìåííîì ïîëå, óñêîðÿþùåì èîíû è ñîâïà�äàþùåì ñî ñòàöèîíàðíûì ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì ëà�çåðíîãî ïó÷êà, ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà ýíåðãèè �mèîíîâ íå ïðåâûøàåò çíà÷åíèÿ �=2", êîòîðîå äîñòè�ãàåòñÿ çà âðåìÿ � , áëèçêîå ê âðåìåíè âîçíèêíîâåíèÿìíîãîïîòîêîâîãî äâèæåíèÿ �?. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçðåçóëüòàòîâ ðàçä. 4.1 ñëåäóåò, ÷òî âîçíèêíîâåíèå ñðîñòîì � íà âíåøíåé ãðàíèöå ïó÷êà ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ ñ ìàëûì ïðîñòðàíñòâåííûì ìàñøòàáîì, ñðàâ�íèìûì ñ äåáàåâñêèì ðàäèóñîì ýëåêòðîíîâ, ìîæåòñóùåñòâåííî èñêàçèòü äèíàìèêó óñêîðåíèÿ èîíîâ èïðèâåñòè ê èíûì çíà÷åíèÿì ìàêñèìàëüíûõ ýíåðãèéóñêîðåííûõ èîíîâ. Â òàáëèöå óêàçàíû ìàêñèìàëü�íûå ýíåðãèè èîíîâ ïî ðåçóëüòàòàì ðàçä. 4.1 è ðàçä. 5ïðè îäèíàêîâûõ âðåìåíàõ � . Âåëè÷èíà � â �îðìóëàõðàçä. 5 ïðè ýòîì âûáèðàëàñü òàêîé, ÷òîáû ìàêñè�ìàëüíûå çíà÷åíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïëàçìå â�îðìóëàõ ðàçä. 4.1 è 5 ñîâïàäàëè.Ñðàâíåíèå ýíåðãèé îòñå÷êè �m äëÿ äâóõ âàðèàí�òîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî èõ çíà÷åíèÿ áëèçêè ïðè � < 6, àðàçëè÷èå ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè çíà÷åíèÿõ ~� > 1:64 (ò. å.ïðè � > 6). Ýòî ðàçëè÷èå ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñíåïðèìåíèìîñòüþ íà òàêèõ âðåìåíàõ ðåçóëüòàòîâ íàîñíîâå ïðèáëèæåííîé ðåíîðìãðóïïîâîé ñèììåòðèè,ñ íàðóøåíèåì íà ýòèõ æå âðåìåíàõ ïðåäïîëîæåíèÿ îòîì, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â ïëàçìå ñîâïàäàåò ñ ïî�ëåì ëàçåðíîãî ïó÷êà, à òàêæå ñ ðàçëè÷èåì ïðîñòðàí�ñòâåííûõ ñòðóêòóð ëàçåðíîãî ïîëÿ, àíàëèçèðóåìûõâ ðàçä. 4.1 è 5, è òðåáóåò äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ.×èñëåííàÿ îöåíêà ìàêñèìàëüíîé ýíåðãèè èîíîâäëÿ èñïîëüçóåìûõ ïðè ïîñòðîåíèè êðèâûõ íà ðèñ. 4ïàðàìåòðîâ ïëàçìû è ëàçåðíîãî ïó÷êà ñ L=� � 10ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 1 ÌýÂ.Ñóùåñòâåííûì äîñòèæåíèåì òåîðåòè÷åñêîãî ðàñ�ñìîòðåíèÿ íà îñíîâå ïðèáëèæåííûõ ðåíîðìãðóïïî�âûõ ñèììåòðèé (ðàçä. 4.1) ÿâèëàñü âîçìîæíîñòü îïè�ñàòü íå òîëüêî ýâîëþöèþ èîíîâ ñ îáðàçîâàíèåì âáëè�çè îñè ïó÷êà êàñïà èîííîé ïëîòíîñòè, íî òàêæå èíåîäíîðîäíûé íàãðåâ ýëåêòðîíîâ âáëèçè âíåøíåéãðàíèöû ïó÷êà è èõ îñòûâàíèå â ïðèîñåâîé îáëà�

ñòè. Îáíàðóæåííàÿ òåíäåíöèÿ íàãðåâà ýëåêòðîíîâ ñîáðàçîâàíèåì ðåçêèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ãðàäèåíòîâìîæåò ÿâèòüñÿ îñíîâîé äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðîöåññîâ äè�íàìèêè ïëàçìû ïîñëå îêîí÷àíèÿ ëàçåðíîãî èìïóëü�ñà. Ïîäâåäåì èòîã. Â äàííîé ðàáîòå ïðîâåäåí àíà�ëèç óñêîðåíèÿ èîíîâ â íåîäíîðîäíîé öèëèíäðè÷å�ñêîé ìàëîïëîòíîé ïëàçìå ïîä äåéñòâèåì ëàçåðíîãîèçëó÷åíèÿ, ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ âäîëü îñè öèëèí�äðà. Ïðè÷èíîé óñêîðåíèÿ èîíîâ ÿâëÿåòñÿ ïîíäåðî�ìîòîðíûé ìåõàíèçì âîçäåéñòâèÿ ëàçåðíîãî ïó÷êà íàýëåêòðîíû ïëàçìû, âûòåñíÿþùåãî ýëåêòðîíû èç îá�ëàñòè ëîêàëèçàöèè ñèëüíîãî íåîäíîðîäíîãî ïî ðàäè�óñó ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ: ðàññìîòðåíî ãàóññîâî ðàñ�ïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè ëàçåðà ïî ðàäèóñó. Âîçíè�êàþùåå ïðè ýòîì ïîëå ðàçäåëåíèÿ çàðÿäîâ îáóñëîâ�ëèâàåò óñêîðåíèå èîíîâ â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè(îò öåíòðà ëàçåðíîãî ïó÷êà). Èíñòðóìåíòîì èññëåäî�âàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñòðóêòóðû óñêî�ðÿåìûõ ÷àñòèö ïëàçìû ïîñëóæèëà òåîðèÿ òî÷íûõ èïðèáëèæåííûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé.Ïîêàçàíî, ÷òî ðàçëåò ïëàçìû ìàëîïëîòíîé ìè�øåíè â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè ïðèâîäèò ê �îð�ìèðîâàíèþ îáëàñòè ñ ïîíèæåííîé ïëîòíîñòüþ ïëàç�ìû â öåíòðå ïó÷êà è âîçíèêíîâåíèþ ïèêîâ ïëîò�íîñòè ýëåêòðîíîâ è èîíîâ íà åãî ïåðè�åðèè, ïðèýòîì ïðîèñõîäèò óñêîðåíèå ÷àñòèö ïëàçìû â ðàäè�àëüíîì íàïðàâëåíèè. Íàðÿäó ñ ýòèì âîçíèêàþò îá�ëàñòè ñ íåîäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðûýëåêòðîíîâ è èîíîâ ïëàçìû � òåìïåðàòóðà óìåíü�øàåòñÿ íà îñè ïó÷êà è âîçðàñòàåò íà åãî ïåðè�åðèè.Äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè ïîñòðîåíû ïðî�ñòðàíñòâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè, òåì�ïåðàòóðû è ñðåäíåé ñêîðîñòè ÷àñòèö ïëàçìû. Íàé�äåíû ñïåêòðàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèé óñêîðåí�íûõ èîíîâ. Ýòè ðåçóëüòàòû ïðîàíàëèçèðîâàíû êàêäëÿ ñòàöèîíàðíîãî ïó÷êà, òàê è äëÿ ëàçåðíîãî èì�ïóëüñà êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè. Ïîëó÷åííûå äàííûåäàþò òåîðåòè÷åñêîå îáúÿñíåíèå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåí�íûõ ýêñïåðèìåíòîâ [10, 11℄ è ìîãóò ñëóæèòü îñíîâîéäëÿ òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ÷àñòèö ïëàç�ìû íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ïîñëå âûêëþ÷åíèÿ ëàçåð�íîãî èìïóëüñà.Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü öèëèíäðè÷åñêîãî ëàçåðíî�ãî êàíàëà õàðàêòåðíà äëÿ ëàçåðà ñ äëèòåëüíîñòüþèìïóëüñà ïîðÿäêà èëè ïðåâîñõîäÿùåé 100 �ñ,êîòîðûé �îêóñèðóåòñÿ â ïÿòíî ðàçìåðîì ìåíüøåèëè ïîðÿäêà 10 ìêì. Ïðè èíòåíñèâíîñòè ëàçåðà1019�1020 Âò/ñì2 ðàññìîòðåííîå ïîíäåðîìîòîðíîåóñêîðåíèå îáåñïå÷èâàåò ðàäèàëüíîå óñêîðåíèå,íàïðèìåð, ïðîòîíîâ (åñëè ðå÷ü èäåò î âîäîðîäî�ñîäåðæàùèõ ãàçàõ) äî ýíåðãèé â íåñêîëüêî ÌýÂ.20



ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 1 (7), 2015 �àäèàëüíîå óñêîðåíèå èîíîâ ëàçåðíûì èìïóëüñîì : : :Òàáëèöà� 1 2 3 4 5 6�m èç ðàçä. 4.1 4.16 16.64 37.33 65.88 101.72 322.5�m èç ðàçä. 5 4.17 16.65 37.28 65.48 99.86 138.15Òàêèå ïîíäåðîìîòîðíî óñêîðåííûå ïðîòîíû ìîãóòâûçûâàòü ÿäåðíûå ðåàêöèè [24℄ â îêðóæàþùåì ãàçåèëè ñïåöèàëüíîì êîàêñèàëå ñ ïîäõîäÿùèì àòîìíûìñîñòàâîì. Íà ýòîì ïðèíöèïå ìîãëè áû áûòü ñîçäà�íû ëàçåðíûå èñòî÷íèêè ìåäèöèíñêèõ èçîòîïîâ äëÿïîçèòðîííî-ýìèññèîííîé òîìîãðà�èè èëè îäíî�î�òîííîé ýìèññèîííîé êîìïüþòåðíîé òîìîãðà�èè,êàê òîëüêî îêàæåòñÿ âîçìîæíûì äîáèòüñÿ âûñîêîé(ê�ö) ÷àñòîòû ñëåäîâàíèÿ èìïóëüñîâ. Ïîñëåäíååóæå äåìîíñòðèðóåòñÿ â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ äëÿèíòåíñèâíîñòè & 1018 Âò/ñì2 [25℄.Ìàòåìàòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ïî�ñòðîåíèÿ ãðóïïîâûõ è ðåíîðìãðóïïîâûõ ñèììåòðèéäëÿ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé çàðÿæåííûõ ÷àñòèöïëàçìû ñ ó÷åòîì äåéñòâèÿ ïîíäåðîìîòîðíîé ñèëû èïîëÿ ðàçäåëåíèÿ çàðÿäà, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåìÏóàññîíà, ïîëó÷åíû ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíòû��14-01-00828à, 15-01-04677à), à òàêæå ãðàíòàÍØ-3003.2014.2. Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ñèììåòðèéäëÿ ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèÿ ïî óñêîðåíèþ èîíîâèç ìàëîïëîòíûõ ìèøåíåé âûïîëíåíî â ðàìêàõèññëåäîâàíèé ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî íàó÷íîãî�îíäà (ãðàíò �14-12-00194).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÂû÷èñëåíèå ãðóïïû Ëè òî÷å÷íûõïðåîáðàçîâàíèéÄëÿ íàõîæäåíèÿ äîïóñêàåìîé ãðóïïû òî÷å÷íûõïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìà óðàâíåíèé (1), (2) äîëæíàáûòü äîïîëíåíà ÷åòûðüìÿ ðàâåíñòâàìè,�wg = 0; �uf = 0; �up = 0; �wp = 0; (59)èìåþùèìè òðèâèàëüíûé �èçè÷åñêèé ñìûñë, íî î÷å�âèäíî íóæíûìè ïðè âû÷èñëåíèè ãðóïïû äîïóñêàå�ìûõ ïðåîáðàçîâàíèé. �ðóïïà Ëè òî÷å÷íûõ ïðåîáðà�çîâàíèé, äîïóñêàåìàÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (1), (2) è(59) çàäàåòñÿ èí�èíèòåçèìàëüíûì îïåðàòîðîì (ãå�íåðàòîðîì) ãðóïïû

X = �1�� + �2�x + �3�u + �4�w ++ �1�g + �2�p + �3�f : (60)Â êàíîíè÷åñêîé �îðìå ýòîò îïåðàòîð ïðèíèìàåò âèäY = �1�g + �2�p + �3�f ; (61)�1 = �1 � �1��g � �2�xg � �3�ug;�2 = �2 � �1��p� �2�xp;�3 = �3 � �1��f � �2�xf � �4�wf:Äåéñòâóÿ îïåðàòîðîì ãðóïïû (61) íà (1), (2) è (59),ïðèõîäèì ê ñèñòåìå îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé äëÿêîîðäèíàò �i, �i îïåðàòîðà (60):�D��1 + "u �Dx�1 + �1=x��� (p+ q � "=x)Du�1 � �2�ug = 0;D��3 + "w �Dx�3 + �3=x�++ �p+ "�2=x�Dw�3 � �2�wf = 0;Dw�1 = 0; Du�3 = 0; Du�2 = 0;Dw�2 = 0; (62)
" �Dx�2 + �2=x�� Z dw �3 + Z du�1 = 0;�D��2 + � Z dww�3 � Z duu�1 = 0: (63)Óðàâíåíèÿ (62), (63) äîëæíû ðåøàòüñÿ ñ ó÷åòîì èñ�õîäíûõ óðàâíåíèé (1), (2), (59) è âñåõ èõ äè��å�ðåíöèàëüíûõ ñëåäñòâèé. Çäåñü D� , Dx, Du è Dw �îïåðàòîðû ïîëíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî ñîîòâåò�ñòâóþùåé ïåðåìåííîé, �èãóðèðóþùåé â êà÷åñòâåíèæíåãî èíäåêñà:D� = �� + g��g + f��f + p��p + g���g� ++ g�x�gx + g�u�gu + f���f� + f�x�fx ++ f�w�fw + p���p� + p�x�px ;Dx = �x + gx�g + fx�f + px�p + g�x�g� ++ gxx�gx + gxu�gu + f�x�f� + fxx�fx ++ fxw�fw + p�x�p� + pxx�px ;Du = �u + gu�g + g�u�g� + gxu�gx + guu�gu ;Dw = �w + fw�f + f�w�f� + fxw�fx + fww�fw : (64)
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Â. Ô. Êîâàëåâ, Â. Þ. Áû÷åíêîâ ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 1 (7), 2015Äëÿ êîìïàêòíîñòè çäåñü èñïîëüçîâàíû íèæíèå èí�äåêñû äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ g, f èp ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì.Äëÿ ïîèñêà êîîðäèíàò �i, �i èç ñèñòåìû îïðåäåëÿ�þùèõ óðàâíåíèé ìû èñïîëüçóåì ïîäõîä, ðàçâèòûéâ [26℄ (ñì. òàêæå [27, �ë. 4℄). Ïðèìåíÿÿ ýòîò ïîäõîä,ìû ðàçäåëÿåì îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ �i è �iíà ëîêàëüíûå îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ (62), êîòî�ðûå âîçíèêàþò èç óñëîâèÿ èíâàðèàíòíîñòè äëÿ (1),(59), è íåëîêàëüíûå îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ (63),êîòîðûå ñëåäóþò èç èíâàðèàíòíûõ óñëîâèé äëÿ (2).�åøåíèå ëîêàëüíûõ îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé äàåòòàê íàçûâàåìóþ ïðîìåæóòî÷íóþ ñèììåòðèþ [26℄.Îïóñêàÿ ïîäðîáíûå âû÷èñëåíèÿ, çàïèøåì ïîñëåíåêîòîðîãî óïðîùåíèÿ îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ,çàäàþùèå ïðîìåæóòî÷íóþ ñèììåòðèþ:����1+"u�x�1��p+q� "x��u�1�"ux g�g�1++ "ugx ��� �1 + "u� �x�1 + �1g + �3u � �2x � = 0;���3+"w�x�3+�p+"�2x � �w�3�"wx f�f�3++ "ufx ��� �1 + "w�x�1 + �3f + �4w � �2x � = 0;"u��� �1+"u� �x�1������2�"u�x�2+"�3 = 0;"w ��� �1+"w�x�1���� �2�"w�x�2+"�4 = 0;�2 + �p+ q � "x���� �1 + "u� �x�1 � �u�3�++ ����3 + "u�x�3 + �1��q + �2�xq + "�2x2 = 0;�2 +�p+ "�2x ���� �1 + "w�x�1 � �w�4��� ���4 � "w�x�4 � "x2�2�2 = 0:
(65)

Çäåñü êîîðäèíàòû �i è �i õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäóþ�ùåé çàâèñèìîñòüþ îò ïåðåìåííûõ:�1 = �1(�; x); �2 = �2(�; x);�3 = �30(�; x) + u�31(�; x);�4 = �40(�; x) + w�41(�; x);�1 = �1(�; x; u; g); �2 = �2(�; x; p);�3 = �3(�; x; w; f): (66)Èñïîëüçóÿ ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò �3 è �4îò ñêîðîñòåé ñîîòâåòñòâåííî u è w, ïîëó÷èì ïîñëåïîäñòàíîâêè â (65) è ¾ðàñùåïëåíèÿ¿ ïî ñòåïåíÿì u

è w ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò îïåðàòî�ðà ïðîìåæóòî÷íîé ñèììåòðèè:�1 = �1(�); �2 = x�C1 + 12�� �1�+ �2(�);C1;2 = onst;�3 = �" �x2����1 + �� �2�+ u�C1 � 12�� �1� ;�4 = 1" �x2����1 + ���2�+ w�C1 � 12�� �1� ;�2 = �p+ "�2x ��C1 � 32�t�1�+ x2"�����1 ++ 1"����2 + "�2x2 �x�C1 + 12�� �1�+ �2� ;�1 = �g (C1 � C2 + (1=2)���1 + �2=x) ;�3 = �f �C1 � C2 + 12�� �1 + �2x � :
(67)

Ñèììåòðèÿ (67) ðåàëèçóåòñÿ ïðè ñïåöèàëüíîé çàâè�ñèìîñòè îò êîîðäèíàò f�; xg ëàçåðíîãî ýëåêòðè÷åñêî�ãî ïîëÿ q:q = "(1 + �2)x + 1�3=21 exp�Z d� C1�1 ��� �Q(�)� 1 + �2" Z d��1 �� "12�����1 �+ Z d� �2�3=21 �� exp�� Z d� C1�1 ��+ ����2�1=21 �� exp�� Z d� C1�1 �## ;� = x�1=21 exp�� Z d� C1�1 ��� Z d� �2�3=21 exp�� Z d� C1�1 � ;
(68)

ãäå Q � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ ñâîåãî àðãóìåíòà.Èñïîëüçóÿ ïðîìåæóòî÷íóþ ñèììåòðèþ (67) âíåëîêàëüíûõ îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèÿõ (63) è ðå�øàÿ èõ ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîãî äè��åðåíöèðî�âàíèÿ (ïîäðîáíåå ñì. [26℄ è [27, �ë. 4℄), ïîëó÷àåì âû�ðàæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò îïåðàòîðà (60) è ïðåäñòàâ�ëåíèå äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ q:22



ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 1 (7), 2015 �àäèàëüíîå óñêîðåíèå èîíîâ ëàçåðíûì èìïóëüñîì : : :�1 = B �A�; �2 = x�C1 � A2 � ;�3 = u�C1 + A2 � ; �4 = w�C1 + A2 � ;�1 = g�3A2 � C1� ; �3 = f �3A2 � C1� ;� = x(B �A�)C1=A�1=2;�2 = p�C1 + 3A2 �+ "�2x (2C1 +A) ;q = "(1 + �2)x + (B �A�)�C1=A�3=2Q(�):
(69)

Êîîðäèíàòàì (69) îòâå÷àåò ñëåäóþùèé íàáîð òðåõîïåðàòîðîâ ãðóïïû òî÷å÷íîé ñèììåòðèè óðàâíå�íèé (1), (2), (59), ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåîáðàçîâàíè�ÿì ïåðåíîñà ïî âðåìåíè è ðàñòÿæåíèÿì:X0 = �� ; X1 = 2��� + x�x � u�u � w�w �� 3g�g ��3p+ 2"�2x � �p � 3f�f ;X2 = x�x + u�u + w�w � g�g ++�p+ 2"�2x � �p � f�f : (70)
Ïðèìåðû èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåìòî÷íûõ ñèììåòðèé (70) ïðèâåäåíû â ðàçä. 4.1.�ðóïïà (69) ÿâëÿåòñÿ óçêîé è (êàê áóäåò ÿñíî âäàëüíåéøåì) íå îáëàäàåò äîñòàòî÷íûì ïðîèçâîëîìâ âûáîðå êîîðäèíàò �i, êîòîðûé íóæåí äëÿ ïðîäîë�æåíèÿ ðåøåíèÿ ïî òåîðèè âîçìóùåíèé ñ íóëåâûìèíà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè ñðåäíèõ ñêîðîñòåé ÷àñòèöíà îáëàñòü êîíå÷íûõ � 6= 0, ïîýòîìó ìîæíî èñïîëü�çîâàòü íàëè÷èå â (1), (2) ìàëûõ ïàðàìåòðîâ " è � è,êàê ýòî ïðèíÿòî â òåîðèè ïðèáëèæåííûõ ãðóïï ïðå�îáðàçîâàíèé [28℄, ïðåäñòàâèòü êîîðäèíàòû îïåðàòî�ðà ãðóïïû â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ ïî ýòèì ïàðàìåò�ðàì:�i = 1Xk;l=0 "k�l�i(k;l); �i = 1Xk;l=0 "k�l�i(k;l): (71)Èñïîëüçóÿ ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò �3 è �4îò ñêîðîñòåé ñîîòâåòñòâåííî u è w, ïîñëå ïîäñòàíîâ�êè (71) â (65) è óäåðæàíèÿ òîëüêî ëèíåéíûõ ïî " è� âêëàäîâ ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ êî�îðäèíàò îïåðàòîðà (60):

�1 = 1 + 2" Z d� 0 Z d� 00�x(� � q);�2 = " Z d� 0(� � q); � = �(x);�3 = �(� � q)� "� �2q Z d� 0 Z d� 00�x(� � q) ++ �x Z d� 0 Z d� 00(��q)�+"u Z d� 0�x(��q);�4 = � � q � " �2q Z d� 0 Z d� 00�x(� � q) ++ �x Z d� 0 Z d� 00(��q)�+"w Z d� 0�x(��q);�2 = �� (� � q)�� " �2�� �q Z d� 0 Z d� 00�x(� � q)� ++ �x Z d� 0(� � q)�� 3"p Z d� 0�x(� � q);�1 = "gC2 � "gx Z d� 0(� � q);�3 = "fC2 � "fx Z d� 0(� � q):
(72)
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