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ÊÎËÅÁÀÒÅËÜÍÎÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÂßÇÊÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈÂ ÏÎ�ÈÑÒÎÉ Ñ�ÅÄÅ�. �. Ñèðàåâ *Ïåðìñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò614000, Ïåðìü, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 8 äåêàáðÿ 2014 ã.Òåîðåòè÷åñêè èññëåäóåòñÿ îñöèëëèðóþùåå òå÷åíèå íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â íàñûùåííîé ïîðèñòîé ñðå-äå ïðè íàëè÷èè òâåðäîãî âêëþ÷åíèÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ íåñòàöèîíàðíîé �èëüòðàöèè ïðèìåíÿåòñÿ óðàâíåíèåÁðèíêìàíà�Ôîðöãåéìåðà, â êîòîðîì ó÷èòûâàþòñÿ èíåðöèîííûå ý��åêòû è ñëàãàåìûå ñ óñêîðåíèåì,õàðàêòåðíûå äëÿ âûñîêèõ ñêîðîñòåé �èëüòðàöèè è íàëè÷èÿ ïóëüñàöèé. Êîíâåêòèâíàÿ ÷àñòü óñêîðåíèÿîòâå÷àåò çà íåëèíåéíûå ý��åêòû âáëèçè ìàêðîíåîäíîðîäíîñòåé. Ýòè ý��åêòû ìîãóò èãðàòü çàìåòíóþðîëü â íåñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèÿõ â ïîðèñòîé ñðåäå, ÷òî ïîêàçàíî íà çàäà÷å îáòåêàíèÿ òâåðäîãî øàðàîñöèëëèðóþùèì ïîòîêîì, èìåþùèì íà áåñêîíå÷íîñòè çàäàííóþ ñêîðîñòü. �åçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò,÷òî â ñëó÷àå âûñîêèõ ÷àñòîò âîçíèêàåò âòîðè÷íîå óñðåäíåííîå òå÷åíèå, êîòîðîå íå ìîæåò áûòü îïèñàíîíà îñíîâàíèè çàêîíîâ �èëüòðàöèè Äàðñè èëè Ôîðöãåéìåðà.DOI: 10.7868/S00444510150802101. ÂÂÅÄÅÍÈÅÈçâåñòíî, ÷òî ïåðèîäè÷åñêîå âîçäåéñòâèå íàæèäêîñòü ÷àñòî ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ óñðåä�íåííîãî òå÷åíèÿ. Ïðèðîäà âîçäåéñòâèÿ ìîæåòáûòü ðàçëè÷íîé: êîëåáàíèÿ ïîëîñòè ñ íåîäíîðîäíîíàãðåòîé æèäêîñòüþ, âèáðàöèè òåë, ïîìåùåííûõâ æèäêîñòü, ïåðèîäè÷åñêîå âíåøíåå òå÷åíèå è ò. ä.Èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, â êîòîðûõèññëåäóþòñÿ óñðåäíåííûå òå÷åíèÿ, âîçíèêàþùèå âîáû÷íîé æèäêîñòè. Â òî æå âðåìÿ ìàëîèçó÷åííûìîñòàåòñÿ âîïðîñ î âëèÿíèè ïåðèîäè÷åñêîãî âîçäåé�ñòâèÿ íà �èëüòðàöèþ æèäêîñòè â íàñûùåííîéïîðèñòîé ñðåäå.�àçíîîáðàçèå ïðèðîäíûõ è èñêóññòâåííûõ ïîðè�ñòûõ ìàòåðèàëîâ îáóñëîâëèâàåò èñïîëüçîâàíèå ðàç�ëè÷íûõ ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ �èëüòðàöèè æèäêî�ñòåé. Òåîðåòè÷åñêîå èçó÷åíèå ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå óðàâíåíèÿ Äàðñè, óñòàíàâëè�âàþùåãî ñâÿçü ìåæäó ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ è ñêîðî�ñòüþ: rp = � �K v: (1)Çäåñü è íèæå ïîðèñòàÿ ñðåäà õàðàêòåðèçóåòñÿ êî�ý��èöèåíòîì ïîðèñòîñòè " è ïðîíèöàåìîñòüþ K,*E-mail: romauld�mail.ru

à æèäêîñòü � äèíàìè÷åñêîé � è êèíåìàòè÷åñêîé �âÿçêîñòüþ è ïëîòíîñòüþ �f .Çàêîí Äàðñè ìîæåò áûòü îáîñíîâàí ïðè ïîìî�ùè îáùèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ãèäðîäè�íàìèêè � óðàâíåíèé Íàâüå �Ñòîêñà � ïðè óñëîâèè,÷òî ñèëàìè èíåðöèè ïðåíåáðåãàþò. Åñëè ñêîðîñòü�èëüòðàöèè íå ìàëà (÷èñëî �åéíîëüäñà, îïðåäåëåí�íîå ïî ðàçìåðó ïîðû, áîëüøå åäèíèöû), âåëè÷èíûè íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòåé æèäêèõ ÷àñòèö çíà÷èòåëü�íî èçìåíÿþòñÿ ïî ïðè÷èíàì èçâèëèñòîñòè ïîðîâûõêàíàëîâ è íåïîñòîÿíñòâà èõ ïîïåðå÷íûõ ðàçìåðîâ,÷òî ïðèâîäèò ê âîçðàñòàíèþ ðîëè èíåðöèîííûõ ñèëè íàðóøåíèþ çàêîíà Äàðñè. Ïðè ýòîì ÷àñòî èñïîëü�çóþò óðàâíåíèå Ôîðöãåéìåðà, â êîòîðîì âñëåäñòâèåó÷åòà èíåðöèîííûõ ý��åêòîâ ïîÿâëÿåòñÿ ñëàãàåìîå,êâàäðàòè÷íîå ïî ñêîðîñòè �èëüòðàöèè æèäêîñòè(ñì. [1℄): rp = � �K v � FK�1=2�f jvjv: (2)Çäåñü F � áåçðàçìåðíûé êîý��èöèåíò (òðåíèÿ èëèòîðìîæåíèÿ) Ôîðöãåéìåðà, âåëè÷èíà êîòîðîãî çàâè�ñèò îò ïðèðîäû ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà. Â ðàñ÷åòàõ àâ�òîðîâ çíà÷åíèå F èçìåíÿëîñü îò íóëÿ (äëÿ ìîäåëèÄàðñè) äî åäèíèöû äëÿ ñðåä ñ óìåðåííîé ïîðèñòî�ñòüþ.Äëÿ âûñîêîïîðèñòîé ñðåäû ÷àñòî èñïîëüçóþò ìî�äåëü Áðèíêìàíà [2�4℄, â êîòîðîé óðàâíåíèå ïåðåíî�ñà èìïóëüñà íàðÿäó ñ ñèëîé ñîïðîòèâëåíèÿ Äàðñè386



ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 2 (8), 2015 Êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå âÿçêîé æèäêîñòè : : :âêëþ÷àåò ñèëó âÿçêîãî òðåíèÿ. Â èçâåñòíîì ñìûñëåìîäåëü Áðèíêìàíà ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîé ìåæ�äó ìîäåëüþ íàñûùåííîé ïîðèñòîé ñðåäû Äàðñè èîáû÷íîé æèäêîñòüþ. Â ðàáîòå [2℄ èç óðàâíåíèÿ Íà�âüå �Ñòîêñà ìåòîäîì ëîêàëüíîãî óñðåäíåíèÿ ïî îáú�åìó ïîëó÷åíî óðàâíåíèå Áðèíêìàíà �Ôîðöãåéìåðà:1" �f ��v�t + 1"r�v 
 v" �� == �rp+ �"r2v � �Kv � FK�1=2�f jvjv: (3)×èñëåííûé àíàëèç íà îñíîâå ýòîãî óðàâíåíèÿ èýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå [3℄ ïîêàçàëè, ÷òîâëèÿíèå òâåðäîé ãðàíèöû è ñèë èíåðöèè çàìåòíîâ ñðåäàõ ñ âûñîêîé ïðîíèöàåìîñòüþ, æèäêîñòÿõ ñáîëüøèì ÷èñëîì Ïðàíäòëÿ, áîëüøèìè ãðàäèåíòàìèäàâëåíèÿ è â îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ó ïåðåäíåéêðîìêè.Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷å�ñêîå èññëåäîâàíèå êîëåáàòåëüíûõ òå÷åíèé íåñæèìà�åìîé æèäêîñòè â ïîðèñòîé ñðåäå. Îáîñíîâûâàþòñÿóðàâíåíèÿ �èëüòðàöèè, ïðè ýòîì ó÷èòûâàþòñÿ ãèä�ðîäèíàìè÷åñêèå ý��åêòû, õàðàêòåðíûå äëÿ íåñòà�öèîíàðíûõ òå÷åíèé. �åøàåòñÿ çàäà÷à î ïåðèîäè÷å�ñêîì òå÷åíèè æèäêîñòè â ïîðèñòîé ñðåäå âáëèçèòâåðäîé ñ�åðû.2. Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÔÈËÜÒ�ÀÖÈÈÍåñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå â ïîðèñòîé ñðåäå èìå�åò ðÿä îñîáåííîñòåé, êîòîðûå íå ó÷èòûâàþòñÿ âóðàâíåíèè Äàðñè. Â ÷àñòíîñòè, â îñöèëëèðóþùåìòå÷åíèè ñêîðîñòü è åå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè ìî�ãóò ïðèíèìàòü áîëüøèå çíà÷åíèÿ, ïðè ýòîì âîçðàñ�òàåò ðîëü ñèë èíåðöèè. Â ðÿäå èññëåäîâàíèé [4; 5℄ðàññìàòðèâàþòñÿ òå÷åíèÿ, â êîòîðûõ îïðåäåëÿþ�ùóþ ðîëü èãðàþò ïóëüñàöèè ñêîðîñòè, ÷òî ñâèäå�òåëüñòâóåò î íåîáõîäèìîñòè âêëþ÷èòü â óðàâíåíèåñëàãàåìûå ñ óñêîðåíèåì. Ýòèì òðåáîâàíèÿì óäîâëå�òâîðÿåò óðàâíåíèå Áðèíêìàíà �Ôîðöãåéìåðà (3).Äàííîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü íåñêîëüêî óïðî�ùåíî, åñëè èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò �èëüòðàöèîííûåòå÷åíèÿ â ïîðèñòûõ ñðåäàõ ñî ñðåäíåé è íèçêîé ïðî�íèöàåìîñòüþ, äëÿ êîòîðûõ ïàðàìåòð Äàðñè, ðàâíûéîòíîøåíèþ ïðîíèöàåìîñòè ê êâàäðàòó õàðàêòåðíî�ãî ðàçìåðà, ìàë: Da < 10�6. Êðîìå òîãî, íå ðàñ�ñìàòðèâàþòñÿ òå÷åíèÿ ñ ïðèñòåíî÷íûìè ïîãðàíè÷�íûìè ñëîÿìè. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ â óðàâíåíèè Áðèíêìà�íà �Ôîðöãåéìåðà ñëàãàåìîå ñ âÿçêèì ñîïðîòèâëåíè�åì ñòàíîâèòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëûì ïî ñðàâíåíèþñ îñòàëüíûìè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïèñàíèÿ íåñòà�

öèîíàðíîé �èëüòðàöèè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëå�äóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:1" ��v�t + 1" (vr)v� = �rp�f � �K v �� FK�1=2jvjv � 12v2 �r 1"2� ; (4)r � v = 0: (5)Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â �îðìóëå (4) îïèñûâàåòý��åêòû, ñâÿçàííûå ñ íåîäíîðîäíîñòüþ ïîðèñòîéñðåäû. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè ïîðè�ñòîé ñðåäû � ïðîñâåòíîñòü, ïîðèñòîñòü, ïðîíèöàå�ìîñòü � íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàò, äàííîå ñëàãàåìîåîáðàùàåòñÿ â íóëü.Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èìïóëüñà (4) ñî�äåðæèò êîíâåêòèâíîå óñêîðåíèå, êîòîðîå îòâå÷àåòçà íåëèíåéíûå ý��åêòû âáëèçè ìàêðîíåîäíîðîäíî�ñòåé. Ïîêàæåì íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå, ÷òî ýòè ý���åêòû ìîãóò èãðàòü çàìåòíóþ ðîëü â íåñòàöèîíàð�íûõ òå÷åíèÿõ â ïîðèñòîé ñðåäå.3. ÊÎËÅÁÀÒÅËÜÍÎÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅÆÈÄÊÎÑÒÈ Â ÎÊ�ÅÑÒÍÎÑÒÈ ØÀ�ÀÂ êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì îáòåêàíèå òâåð�äîãî øàðà îñöèëëèðóþùèì ïîòîêîì, èìåþùèì íàáåñêîíå÷íîñòè çàäàííóþ ñêîðîñòü u sin
t. Îêðóæà�þùàÿ øàð ïîðèñòàÿ ñðåäà áåçãðàíè÷íà è îäíîðîäíà,â ðåçóëüòàòå ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (4) èñ÷åçàåò.Ñîïîñòàâëåíèå õàðàêòåðíûõ âðåìåí �èëüòðàöèèè ðàñïðîñòðàíåííûõ â òåõíèêå êîëåáàíèé óêàçûâà�åò íà öåëåñîîáðàçíîñòü ðàññìîòðåíèÿ âûñîêî÷àñòîò�íûõ ïóëüñàöèé ìàëîé àìïëèòóäû. Â ýòîì ñëó÷àå ìå�òîä óñðåäíåíèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü çàìêíóòóþ ñè�ñòåìó óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ óñðåäíåííûå ïîëÿñêîðîñòè è äàâëåíèÿ.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé âîñïîëü�çóåìñÿ ìåòîäîì ìíîãèõ ìàñøòàáîâ [6℄. Ïðè âûñîêî�÷àñòîòíûõ âèáðàöèÿõ ñèñòåìà (4), (5) ñîäåðæèò ìà�ëûé ïàðàìåòð � = 
�1. Âûäåëèì ïàðàìåòð � â óðàâ�íåíèè (4) ÿâíûì îáðàçîì, ïðîâåäÿ ïåðåíîðìèðîâêóâðåìåíè t0 = 
t:1" �v�t0 + �"2 (vr)v == ��rp�f � ��K v � �FK�1=2jvjv: (6)�àçëîæèì ïåðåìåííûå, îïèñûâàþùèå äâèæåíèå,â ðÿä ïî �:v = v0 + �v1 + : : : ; p = ��1p�1 + p0 + : : : (7)387 12*



�. �. Ñèðàåâ ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 2 (8), 2015Â ðàçëîæåíèè (7) ñëàãàåìîå ��1p�1 ó÷èòûâàåò áîëü�øóþ àìïëèòóäó ïóëüñàöèé äàâëåíèÿ, âîçíèêàþùåãîâ ðåçóëüòàòå âèáðàöèé. Ïðè âûñîêî÷àñòîòíûõ âèáðà�öèÿõ äâèæåíèå ìîæíî ðàçáèòü íà áûñòðîîñöèëëèðó�þùóþ è ìåäëåííóþ ÷àñòè. Âîçíèêàåò èåðàðõèÿ âðå�ìåí: t0 = t0, t1 = �t0, t2 = �2t0 è òàê äàëåå, ãäåt0 � ¾áûñòðîå¿ âðåìÿ, ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíîåïåðèîäó âèáðàöèé; t1, t2 � âðåìåíà ìåäëåííûõ ïðî�öåññîâ, õàðàêòåðíûõ äëÿ âòîðè÷íûõ (óñðåäíåííûõ)òå÷åíèé.ÏðîíèöàåìîñòüK äëÿ áîëüøèíñòâà ïðèðîäíûõ èèñêóññòâåííûõ ïîðèñòûõ ñðåä ÿâëÿåòñÿ ìàëîé âåëè�÷èíîé, ïîýòîìó ïîëàãàåì �K�1 � 1. Â òî æå âðåìÿñ÷èòàåì �K�1=2 � 1.Ïîäñòàâëÿÿ ðÿäû (7) â óðàâíåíèå (6), â ãëàâíîìïîðÿäêå ðàçëîæåíèÿ ïî � èìååì"�1 �v0�t0 = �rp�1�f � �K v0; r � v0 = 0: (8)�åøåíèÿ ñèñòåìû ìîæíî çàïèñàòü â âèäåv0 = Re (w exp(i
t0)) ; p�1 = Re (q exp(i
t0)) :Óðàâíåíèå äëÿ àìïëèòóä ïóëüñàöèîííûõ ïîëåéèìååò âèä i
" w = �rq�f � �K w: (9)Èçìåíèì ìàñøòàá ïåðåìåííîé w, âûäåëèâ èç íååìíîæèòåëü "=("+ i
K=�):wr = �K� rq�f : (10)Â ðåçóëüòàòå íîðìèðîâêè ïîëå wr ñòàíîâèòñÿ âåùå�ñòâåííûì, òàê êàê ïîëå q âåùåñòâåííî âñëåäñòâèåäèâåðãåíòíîñòè w.Óðàâíåíèÿ äëÿ óñðåäíåííûõ âåëè÷èí v1, p0 âû�âîäÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåäóðû óñðåäíåíèÿ ïîâðåìåíè ñèñòåìû óðàâíåíèé (4), (5). Â óðàâíåíèè�èëüòðàöèè æèäêîñòè íå ó÷èòûâàåòñÿ ñëàãàåìîå ñóñêîðåíèåì ââèäó åãî ìàëîñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó�÷àåòñÿ ñèñòåìà�v1K = �rp0�f �B(wrr)wr; wr = �K� rq�f ;r � v1 = 0; r �wr = 0: (11)Â (11) äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ââåäåíà âåëè÷èíàB = 12 1"2 + !2 ;âêëþ÷àþùàÿ ïàðàìåòð ! = 
K=� � áåçðàçìåðíóþ÷àñòîòó âèáðàöèè.

Äëÿ ïåðåõîäà ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì âûáå�ðåì ìàñøòàáû ðàññòîÿíèÿ, âðåìåíè, ñêîðîñòè, äàâ�ëåíèÿ, ïóëüñàöèîííûõ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ ñîîòâåò�ñòâåííî L, L2=u, u, �fu2, u, �fu2, ãäå L � õàðàêòåð�íûé ðàçìåð. Â áåçðàçìåðíîé �îðìå ñèñòåìà óðàâíå�íèé (11) ïðèìåò âèä1Re V = �rP �B(Wr)W; W = �Rerq;r �V = 0; r �W = 0: (12)Â óðàâíåíèÿõ (12) V, W, P � áåçðàçìåðíûå óñðåä�íåííàÿ è ïóëüñàöèîííàÿ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè è äàâ�ëåíèå. Ñèñòåìà ñîäåðæèò ïàðàìåòð Re = uK=�L.Ââåäåì ñ�åðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (r; �; '),íà÷àëî êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì øàðà, à àçèìó�òàëüíàÿ îñü íàïðàâëåíà âäîëü u. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿíà ïîâåðõíîñòè øàðà è íà áîëüøîì óäàëåíèè îò íåãîèìåþò âèä r = R : Vr = 0; Wr = 0;r !1 : V = 0; W = u: (13)Çàäà÷à (12), (13) ìîæåò áûòü ðåøåíà àíàëèòè�÷åñêè. Â ïåðâóþ î÷åðåäü çàìåòèì, ÷òî ïîëå ïóëü�ñàöèîííîé ñêîðîñòè W äèâåðãåíòíî è ïîòåíöèàëü�íî. Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå(Wr)W = rW 2=2, óñðåäíåííàÿ ñêîðîñòü òàêæå ïî�òåíöèàëüíà: V = Re(�rP �BrW 2): (14)Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à â ìàòå�ìàòè÷åñêîì ïëàíå ïîäîáíà çàäà÷å î ïðÿìîëèíåéíîìè ðàâíîìåðíîì äâèæåíèè øàðà â âÿçêîé æèäêîñòè,è, ïîëüçóÿñü àíàëîãèåé [7℄, ìîæíî íàïèñàòü ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (12) äëÿ ïóëüñàöèîííîé êîìïîíåíòû ñêî�ðîñòè: W = u� R32r3 (3n(u � n)� u) : (15)Óñðåäíåííóþ ñêîðîñòü îïðåäåëÿåì ñîãëàñíî �îð�ìóëå (14). Ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëèì rW 2:rW 2 = rW 2D +rW 2P ;rW 2D = 3R3r4 �n �5(u � n)2 � u2�� 2u(u � n)� ;rW 2P = 3R62r7 �u (u � n)� n �4(u � n)2 + u2�� : (16)Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òîdivrW 2D = 0; BdivrW 2P = �divrP: (17)388



ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 2 (8), 2015 Êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå âÿçêîé æèäêîñòè : : :Ïåðåíîðìèðóåì äàâëåíèå òàê, ÷òîáû âûïîëíÿ�ëîñü ðàâåíñòâî rP = �BrW 2P . Òîãäà âûðàæåíèåäëÿ ñêîðîñòè (14) ïðèíèìàåò âèäV = �BRerW 2D = 3BRe�Rr2 � R3r4 ��� hn�u2 � 5 (u � n)2�+ 2u (u � n)i : (18)Êîìïîíåíòû ñêîðîñòè â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõçàïèñûâàþòñÿ êàêVr = 3BReu2�Rr2 � R3r4 � (3 os2 � � 1);V� = 3BReu2�Rr2 � R3r4 � sin 2�: (19)�åøåíèå (19) ïîëó÷åíî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî òå�÷åíèå îáëàäàåò ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî àêñèàëü�íîé îñè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âî âñåé îáëàñòè V' == W' = 0, ò. å. âñå âåëè÷èíû çàâèñÿò îò êîîðäè�íàò r, � è íå çàâèñÿò îò óãëà '. Ïî ýòîé ïðè÷èíåâ ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò äâèæåíèå ìîæíîðàññìàòðèâàòü êàê äâóìåðíîå, ïðîèñõîäÿùåå â ïëîñ�êîñòè ' = onst. Òå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûìòàêæå îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè � = 0.Ââåäåì �óíêöèþ òîêà  âåêòîðà óñðåäíåííîéêîìïîíåíòû ñêîðîñòè:Vr = 1r sin � ��� ( sin �); V� = �1r ��r (r ): (20)Â òåðìèíàõ �óíêöèè òîêà ðåøåíèå (19) èìååòâèä  = 32BReu2�Rr � R3r3 � sin 2�: (21)Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíà êàðòèíà ëèíèé òîêà ñòà�öèîíàðíîãî âòîðè÷íîãî òå÷åíèÿ. Æèäêîñòü ïðèòå�êàåò ê øàðó âäîëü ïëîñêîñòè � = �=2 è ðàñòåêàåòñÿâ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ âäîëü ïîëÿðíîéîñè. Èíòåíñèâíîñòü òå÷åíèÿ áûñòðî óáûâàåò ñ óâå�ëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ îò øàðà.Àíàëèç ïðîöåäóðû âûâîäà óñðåäíåííûõ óðàâíå�íèé ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè÷èíîé âòîðè÷íîãî òå÷åíèÿÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå êîíâåêòèâíîãî ÷ëåíà â (4) è âçàè�ìîäåéñòâèå ìåæäó èíåðöèåé è âÿçêîñòüþ. Ïîñêîëü�êó êîíâåêòèâíîå ñëàãàåìîå ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñîñòàëüíûìè, óñðåäíåííîå òå÷åíèå îêàçûâàåòñÿ ñëà�áåå ïóëüñàöèé. Äëÿ ìàêñèìàëüíîé ïî îáëàñòè óñðåä�íåííîé ñêîðîñòè èìååì����Vmaxu ���� � 3uBReR : (22)Çàìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîãî ðàçìåðàL ìîæåò áûòü âûáðàí ðàäèóñ øàðà R. Òîãäà Re == uK=�R, è âî âñåõ âûðàæåíèÿõ (13)�(22) íåîáõîäè�ìî ïîëîæèòü R = 1.
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Ëèíèè òîêà âòîðè÷íîãî òå÷åíèÿ: Re = 10�4, ! == 10�2, " = 0:3, R = 10�2Ïðèâåäåì îöåíêó âåëè÷èíû óñðåäíåííîé ñêîðî�ñòè. Äîïóñòèì, îáëàñòü ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîìL = 1 ì, çàïîëíåííàÿ ïîðèñòûì ìàòåðèàëîì ñ ïðî�íèöàåìîñòüþ K = 10�8 ì2 è ïîðèñòîñòüþ " = 0:3,ñîäåðæèò òâåðäîå âêëþ÷åíèå â âèäå øàðà ðàäèóñîìR = 10�2 ì. Ïîðèñòûé ìàòåðèàë íàñûùåí âîäîé ïðèòåìïåðàòóðå 25 ÆÑ, êîòîðàÿ ñîâåðøàåò îñöèëëèðóþ�ùåå äâèæåíèå ñ àìïëèòóäîé ñêîðîñòè u = 10�2 ì/ñè ñ ÷àñòîòîé 
 = 1 �ö. Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî �åé�íîëüäñà ðàâíî 10�4 è ñîãëàñíî (22) Vmax=u � 10�1.Äëÿ òâåðäûõ âêëþ÷åíèé ìåíüøåãî ðàçìåðà âòîðè÷�íîå òå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ áîëåå èíòåíñèâíûì. Ñ óìåíü�øåíèåì æå ïðîíèöàåìîñòè ý��åêò îñëàáåâàåò. Òàê,ïðè K = 10�12 ì, R = 10�4 ì èìååì Vmax=u � 10�3.4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÈññëåäîâàíèå êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ æèäêî�ñòè â ïîðèñòîé ñðåäå ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ åãî òåîðå�òè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿáîëåå îáùèå, ÷åì çàêîíû �èëüòðàöèè Äàðñè è Ôîðö�ãåéìåðà. �àçëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîìèìîó÷åòà èíåðöèîííûõ ý��åêòîâ, õàðàêòåðíûõ äëÿ âû�ñîêèõ ñêîðîñòåé �èëüòðàöèè, ïðèíèìàþòñÿ âî âíè�ìàíèå ñëàãàåìûå ñ óñêîðåíèåì, ïîñêîëüêó äëÿ íåñòà�öèîíàðíûõ òå÷åíèé çàìåòíóþ ðîëü èãðàþò ïóëüñà�öèè ñêîðîñòè.389
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