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ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÀß Ï�ÎÂÎÄÈÌÎÑÒÜ Ï�ßÌÎÓ�ÎËÜÍÎ�ÎÈ �ÅÊÑÀ�ÎÍÀËÜÍÎ�Î ÇÀÌÎÙÅÍÈÉ ÏËÎÑÊÎÑÒÈË. Þ. Áàðàø *, È. Ì. ÕàëàòíèêîâÈíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè èì. Ë. Ä. Ëàíäàó �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóêÍàó÷íûé öåíòð �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê â ×åðíîãîëîâêå142432, ×åðíîãîëîâêà, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 11 äåêàáðÿ 2014 ã.Ý��åêòèâíàÿ ïðîâîäèìîñòü äâóìåðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ çàìîùåíèé ïëîñêîñòè ìíîãîóãîëüíèêàìè íàéäå-íà êàê â ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé, òàê è ÷èñëåííî. Ïîëó÷åíû ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ äèàãðàìì òåîðèèâîçìóùåíèé äëÿ ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè çàìîùåíèé ïëîñêîñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè êîñîóãîëüíûõêîîðäèíàò. Ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû äëÿ òðåõöâåòíîãî ãåêñàãîíàëüíîãî çàìîùåíèÿ ïëîñêîñòè. Ïðåäñòàâëåí÷èñëåííûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëèòü ý��åêòèâíóþ ïðîâîäèìîñòü ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ êàê â îá-ëàñòè ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé, òàê è â ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðîâîäèìîñòè êîìïîíåíò ñóùåñòâåííîðàçëè÷íû. Äëÿ ìàëûõ ðàçëè÷èé ìåæäó ïðîâîäèìîñòÿìè êîìïîíåíò ïîäõîä òåîðèè âîçìóùåíèé ñîãëàñó-åòñÿ ñ ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè.DOI: 10.7868/S00444510150800881. ÂÂÅÄÅÍÈÅÒåîðèè ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè ãåòåðîãåí�íûõ ñèñòåì è êîìïîçèòîâ ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëè�òåðàòóðà (ñì., íàïðèìåð, [1�3℄). Â ðàííèõ òåîðåòè÷å�ñêèõ ðàáîòàõ ïî òåîðèè ïðîâîäèìîñòè ìàêðîñêîïè�÷åñêè íåóïîðÿäî÷åííûõ ñðåä áûëè ðàññìîòðåíû ñëà�áîíåîäíîðîäíûå ñðåäû è ïðîñòåéøèå ñèñòåìû ñ ìà�ëîé êîíöåíòðàöèåé âêëþ÷åíèé ñ�åðè÷åñêîé �îðìûè ïðåäëîæåíû ïðèáëèæåííûå àíàëèòè÷åñêèå ïîä�õîäû ê îïèñàíèþ èõ ñâîéñòâ [4�6℄. Ïîçæå èíòåðåñê òàêèì ñèñòåìàì âîçðàñòàë, â ÷àñòíîñòè, â ñâÿçèñ èçó÷åíèåì �àçîâîãî ïåðåõîäà ìåòàëë�äèýëåêòðèêïî êîíöåíòðàöèè âêëþ÷åíèé [7℄. Â ñâÿçè ñ ðàçâèòè�åì íàíîòåõíîëîãèé â ïîñëåäíèå äåñÿòü ëåò â ëèòåðà�òóðå îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü ý��åêòèâíîé ïðî�âîäèìîñòè êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ ñ óãëåðîäíûìèíàíîòðóáêàìè, ñ ãðà�åíîâûìè íàíîëèñòàìè, à òàê�æå ý��åêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè êîëëîèäíûõ íà�íîæèäêîñòåé è ðÿäó äðóãèõ çàäà÷ [8�10℄.Çàäà÷å î ïðîâîäèìîñòè äâóìåðíûõ êîìïîçèòîâ âëèòåðàòóðå òàêæå óäåëÿåòñÿ áîëüøîå âíèìàíèå. Äëÿïðîâîäèìîñòè äâóìåðíûõ áèíàðíûõ ñèñòåì áûë ïî�ëó÷åí ðÿä òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, íà�ïðèìåð, ñîîòíîøåíèå âçàèìíîñòè [11�16℄. Èç ñîîò�*E-mail: barash�itp.a
.ru

íîøåíèÿ âçàèìíîñòè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíî-íå-îäíîðîäíîé äâóìåðíîé ñðåäû ñ ðàâíûìè êîíöåíòðà�öèÿìè êîìïîíåíò (à òàêæå äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñè�ñòåìû ñî ñòðóêòóðîé øàõìàòíîé äîñêè) ý��åêòèâ�íàÿ ïðîâîäèìîñòü ðàâíà ñðåäíåìó ãåîìåòðè÷åñêîìóèç ïðîâîäèìîñòåé êîìïîíåíò. Äâóìåðíûå ñëó÷àéíûåñèñòåìû è ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåòêè îòíîñÿòñÿ ê îä�íîìó êëàññó óíèâåðñàëüíîñòè âáëèçè òî÷êè �àçîâî�ãî ïåðåõîäà [12; 17℄. Ý��åêòèâíàÿ ïðîâîäèìîñòü ðÿ�äà äâóìåðíûõ äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì, â îñíîâ�íîì ñ äèýëåêòðè÷åñêèìè èëè èäåàëüíî ïðîâîäÿùè�ìè âêëþ÷åíèÿìè, áûëà íàéäåíà àíàëèòè÷åñêè [3℄.Äëÿ ñòðóêòóðû øàõìàòíîé äîñêè èçâåñòíà òî÷íàÿçàâèñèìîñòü ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè îò îòíîøå�íèÿ ïðîâîäèìîñòåé êîìïîçèòîâ h = �1=�2 (çäåñü�1;2 � ïðîâîäèìîñòè êîìïîíåíò êîìïîçèòà), à òàê�æå àñèìïòîòèêà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðÿäîì ñ óãëà�ìè ðåøåòêè, ïðèâîäÿùàÿ ê íàðóøåíèþ ëèíåéíîãîðåæèìà ïðîòåêàíèÿ òîêà ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõh [12; 14; 17�19℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàçâèâàþòñÿ äâà ïîäõîäàê èçó÷åíèþ ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè äâóìåðíûõêîìïîçèòîâ. Ïåðâûé èç íèõ èñïîëüçóåò òåîðèþ âîç�ìóùåíèé ïî ïàðàìåòðó 1�h è áàçèðóåòñÿ íà ïîñòðî�åííîé â ðàáîòå [20℄ äèàãðàììíîé òåõíèêå, îáçîð êî�òîðîé ïðèâåäåí â ðàçä. 2. Â ðàçä. 3 ïîëó÷åíû ïðàâè�ëà ïîñòðîåíèÿ äèàãðàìì òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ý���åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè çàìîùåíèé ïëîñêîñòè ïðè266



ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 2 (8), 2015 Ý��åêòèâíàÿ ïðîâîäèìîñòü : : :èñïîëüçîâàíèè êîñîóãîëüíûõ êîîðäèíàò. Ñ èñïîëü�çîâàíèåì íîâûõ ïðàâèë â ðàçä. 4 ïðîâåäåíû ðàñ�÷åòû äëÿ òðåõöâåòíîãî ãåêñàãîíàëüíîãî çàìîùåíèÿïëîñêîñòè. Â ðàçä. 5 ïðåäñòàâëåí âòîðîé ðàññìàò�ðèâàåìûé ïîäõîä: ÷èñëåííûé ìåòîä äëÿ ïîëó÷åíèÿý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè äâóìåðíûõ çàìîùåíèéïëîñêîñòè ìíîãîóãîëüíèêàìè. Äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõñòðóêòóð èñïîëüçóåòñÿ ñåòî÷íûé ìåòîä ñ ðåëàêñàöè�åé äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ñ ñîîòâåòñòâó�þùèìè óñëîâèÿìè ñøèâêè íà ãðàíèöàõ ìåæäó îá�ëàñòÿìè êîìïîíåíò êîìïîçèòà è ñ ñîîòâåòñòâóþùè�ìè ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ìåòîäïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ý��åêòèâíóþ ïðîâîäèìîñòüñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ êàê â îáëàñòè ïðèìåíèìîñòèòåîðèè âîçìóùåíèé, òàê è â ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðîâîäè�ìîñòè êîìïîíåíò ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû. Â ðàçä. 6ïðîâåäåíû òåñòèðîâàíèå ðàçâèòîãî ïîäõîäà äëÿ ïå�ðèîäè÷åñêèõ çàìîùåíèé ïëîñêîñòè ñ äâóõöâåòíûìèè òðåõöâåòíûìè ðàñêðàñêàìè è ñðàâíåíèå ñ àíàëè�òè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè.Çàêîí Îìà äëÿ ëîêàëüíî-èçîòðîïíîé ñðåäû èìå�åò âèä j = ��r':Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òîêîâ èìååò ìåñ-òî óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòèdiv j = 0:Ñëåäîâàòåëüíî,�'+r ln� � r' = 0:Ïðåäñòàâèì ïîòåíöèàë ' â âèäå' = �E � r+  (x; y);ãäå ñðåäíåå ïîëå E = �hr'i, ò. å. hr i = 0. Óã�ëîâûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò çäåñü óñðåäíåíèå ïî âñåéïëîñêîñòè. Èòàê, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ âåëè÷è�íû  (x; y): � +r ln� � (�E +r ) = 0: (1)Åñëè ðàñïðåäåëåíèå ïðîâîäèìîñòè â ïðîñòðàí�ñòâå â ñðåäíåì èçîòðîïíî, òî ý��åêòèâíàÿ ïðîâîäè�ìîñòü �eff ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîò�íîøåíèåì J = �effE , ãäå J = hji. Çíàÿ �óíêöèþ (x; y), ìîæíî îïðåäåëèòü ý��åêòèâíóþ ïðîâîäè�ìîñòü, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå�effE = hji = h�iE � h�r i: (2)

2. ÒÅÎ�Èß ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉÏðèâåäåì êðàòêèé îáçîð òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè, ïîñòðîåííîé â ðàáîòå[20℄. Ïðè ðàññìîòðåíèè òåîðèè âîçìóùåíèé, ñ÷èòà�åì, ÷òî ' = �E � r+  
(x; y);ãäå E � ñðåäíåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå áåç ó÷åòà âëè�ÿíèÿ îòêëîíåíèé îò ñðåäíåé ïðîâîäèìîñòè, ò. å. ïðè�(x; y) = h�(x; y)i. Äàëåå ïîëàãàåìh�(x; y)i = 1; �(x; y) = �(x; y) � 1:Ïåðåõîäÿ â óðàâíåíèè íåïðåðûâíîñòè ê �óðüå-ïðå-îáðàçîâàíèÿì äëÿ ìàëûõ âåëè÷èí � è  
, ïîëó÷àåìk2 
;k == �r����22 +�33 ��44 + : : :� � (�E+r 
)�k : (3)�åøàÿ óðàâíåíèå (3) èòåðàöèÿìè ïî ñòåïåíÿì ìà�ëîãî ïàðàìåòðà �, ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå îñíîâíûõâåëè÷èí ïî òåîðèè âîçìóùåíèé:�eff;
 = 1Xn=0�(n)eff;
;  
 = 1Xn=1 (n)
 :Ïðè ýòîìr (0)
 = (ik (0)
;k)k!0 = �E; �(0)eff;
 = 1;à êàæäûé ñëåäóþùèé ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèéâûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèé ïî �îðìóëàì (n)
;k = �Xp k � pk2 �k�p (n�1)
;p ; (4)�(n)eff;
 = �iXk k � EE2  (n�1)
;k ��k: (5)Ñëåäîâàòåëüíî,�(n)eff;
 = (�1)n+1 �� Xk1;:::;kn�1(k1 � E)(k1 � k2) : : : (kn�2 � kn�1)(kn�1 �E)E2k21 : : :k2n�1 �� �k1�k2�k1 : : : �kn�1�kn�2��kn�1 : (6)Âûðàæåíèå (6) îïèñûâàåò âêëàä âñåõ ñâÿçíûõäèàãðàìì â êàæäîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé.Íàéäåííàÿ òàêèì îáðàçîì âåëè÷èíà  
, âîîáùå ãî�âîðÿ, íå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ hr 
i = 0.Çíà÷èò, ñðåäíåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå åñòüE = hr(E � r�  
(x; y))i = E� hr 
i;267



Ë. Þ. Áàðàø, È. Ì. Õàëàòíèêîâ ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 2 (8), 2015à äëÿ ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè èìååì�eff (E� hr 
i) = E� h(1 + �)r 
i;â òî âðåìÿ êàê âåëè÷èíà, íàéäåííàÿ ïî �îðìóëå (6),îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì�eff;
E = E� h�r 
i:Ñëåäîâàòåëüíî,hr 
i = �eff � �eff;
�eff � 1 E (7)è, â ÷àñòíîñòè, âåêòîð hr 
i íàïðàâëåí âäîëü âåêòî�ðà E. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõhr 
i =Xk ik 
;kÆ(k) == 1� 2�Z0 1Z0 ik 
;kÆ(k) dk d'k == 12� 2�Z0 (ik 
;k)k!0 d'k: (8)Ïîýòîìó, ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè (4), (5) è2�Z0 
os(t� t1) 
os(t� t2) dt = � 
os(t1 � t2);ïîëó÷àåìhr (n)
 i = �iXp ��p (n�1)
;p2� 2�Z0 (ik � p)ikd'k == � i2Xp ��p (n�1)
;p p; (9)�(n)eff;
E = 2�hr (n)
 i � iE� iE = 2hr (n)
 i; (10)ãäå ik è iE � åäèíè÷íûå âåêòîðû âäîëü k è E. Ñëå�äîâàòåëüíî, hr 
i = 12 (�eff;
 � 1)E:Ñîïîñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñ (7), ïîëó÷àåì�eff � �eff;
 = 12(�eff � 1)(�eff;
 � 1); (11)�eff = 1 + �eff;
3� �eff;
 = 1 + 1Xn=1 (�eff;
 � 1)n2n�1 : (12)

Ñîîòíîøåíèå (12) â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò ïðà�âèëó òåîðèè âîçìóùåíèé, ñ�îðìóëèðîâàííîìó â ðà�áîòå [20℄: èç ñóììû äèàãðàìì n-ãî ïîðÿäêà ñëåäó�åò âû÷åñòü âñå íåñâÿçíûå äèàãðàììû, ñîñòîÿùèå èçäâóõ çâåíüåâ, çàòåì äîáàâèòü íåñâÿçíûå äèàãðàììû,ñîñòîÿùèå èç òðåõ çâåíüåâ è ò. ä. Îòìåòèì, ÷òî âêëàääèàãðàììû, ñîñòîÿùåé èç n çâåíüåâ ðàâåí ïðîèç�âåäåíèþ âêëàäîâ ýòèõ çâåíüåâ, íàéäåííûõ ïî �îð�ìóëå (6), óìíîæåííîìó íà (�1=2)n�1. Ìîæíî ñ÷è�òàòü, ÷òî ïðîìåæóòêè ìåæäó çâåíüÿìè ñîîòâåòñòâó�þò ïðîïàãàòîðàì ñ íóëåâûì èìïóëüñîì, êàæäûé èçêîòîðûõ ðàâåí 1=2. Ïðè ïðèìåíåíèè ýòèõ ïðàâèë�îðìóëà Êåëëåðà �Äûõíå áûëà ïîäòâåðæäåíà â ðà�áîòå [20℄ äî 10-ãî ïîðÿäêà.�àññìîòðèì áîëåå äåòàëüíî �îðìóëó (6). Ââåäåìîáîçíà÷åíèÿTi = 12 k2ix+k2iyk2i ; Gi = kixkiyk2i ; Fi = 12 k2ix�k2iyk2i ;Tij = kixkjx + kiykjy ; Fij = kixkjx � kiykjy ;Gij = kixkjy + kiykjx; Hij = kixkjy � kiykjx:Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:Ti�1;iTi;i+1=k2i = TiTi�1;i+1 +GiGi�1;i+1 ++ FiFi�1;i+1; (13)Gi�1;iTi;i+1=k2i = TiGi�1;i+1 +GiTi�1;i+1 �� FiHi�1;i+1; (14)Fi�1;iTi;i+1=k2i = TiFi�1;i+1 +GiHi�1;i+1 ++ FiTi�1;i+1; (15)Hi�1;iTi;i+1=k2i = TiHi�1;i+1 +GiFi�1;i+1 �� FiGi�1;i+1: (16)Îòñþäà ñëåäóþò ñ�îðìóëèðîâàííûå â ðàáîòå [20℄ïðàâèëà î çàìåíå ïðîïàãàòîðîâ íà F -, G- è T -ïðîïà-ãàòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàâèëà çíàêîâ, à òàêæåïðàâèëà î ÷åòíîñòè ÷èñëà F - è G-ïðîïàãàòîðîâ.Äëÿ àíèçîòðîïíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ �(x; y) íåîá�õîäèìî ðàññìàòðèâàòü òåíçîð ý��åêòèâíîé ïðîâî�äèìîñòè Ji = �eff;i;jEj . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîìñëó÷àå ïðàâàÿ ÷àñòü �îðìóëû (6) îïðåäåëÿåò çíà÷å�íèå âåëè÷èíû Ei�eff;
;i;jEj=E2, à âìåñòî (11) áóäåòñïðàâåäëèâî âûðàæåíèåEi(�eff;i;j � �eff;
;i;j)Ej == 12(�eff;i;j � 1)Ej(�eff;
;i;k � 1)Ek:268



ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 2 (8), 2015 Ý��åêòèâíàÿ ïðîâîäèìîñòü : : :Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìîòðåíèå òåîðèè âîçìóùåíèéäëÿ âåêòîðà E, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè x, ïîçâî�ëÿåò îïðåäåëèòü çíà÷åíèå �eff;x;x, à äëÿ âåêòîðà E,íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè y, � çíà÷åíèå �eff;y;y . Äëÿîïðåäåëåíèÿ òåíçîðà ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè ïîòåîðèè âîçìóùåíèé óäîáíî ïîñëåäîâàòåëüíî íàõî�äèòü âåëè÷èíû�eff;I = (�eff;x;x + �eff;y;y)=2;�eff;A = (�eff;x;x � �eff;y;y)=2; �eff;x;y :3. ÒÅÎ�Èß ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ÂÊÎÑÎÓ�ÎËÜÍÛÕ ÊÎÎ�ÄÈÍÀÒÀÕÂ ðÿäå ñëó÷àåâ, íàïðèìåð, äëÿ ãåêñàãîíàëüíî�ãî çàìîùåíèÿ (ñì. ðàçä. 4), íàõîæäåíèå ý��åêòèâ�íîé ïðîâîäèìîñòè ïðè ïîìîùè òåîðèè âîçìóùåíèé,çàïèñàííîé â ïðÿìîóãîëüíûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíà�òàõ, îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ãðîìîçäêîé è òðóäíîâûïîë�íèìîé ïðîöåäóðîé. Èñïîëüçîâàíèå êîñîóãîëüíûõ êî�îðäèíàò è ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì èçìåíåííûõïðàâèë äèàãðàììíîé òåõíèêè çíà÷èòåëüíî óïðîùà�åò ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ' óãîëìåæäó îðòàìè êîîðäèíàòíûõ îñåé x è y. Òîãäà ñêà�ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäås � t = sxtx + syty + (sxty + sytx) 
os'è, â ÷àñòíîñòè,k2i = k2ix + k2iy + 2kixkiy 
os':Ââåäåì òåïåðü îáîçíà÷åíèÿ~Ti = Ti +Gi 
os' = 12 ;~Gi = Gi + Ti 
os' = kixkiy sin2 'k2i + 
os'2 ;~Fi = Fi = 12 k2ix � k2iyk2i ;~Tij = Tij +Gij 
os'; ~Gij = Gij + Tij 
os';~Fij = Fij sin2 '; ~Hij = Hij sin2 ':Òîãäà ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà~Ti�1;i ~Ti;i+1=k2i = ~Ti ~Ti�1;i+1 + ~Gi ~Gi�1;i+1 ++ ~Fi ~Fi�1;i+1; (17)~Gi�1;i ~Ti;i+1=k2i = ~Ti ~Gi�1;i+1 + ~Gi ~Ti�1;i+1 �� ~Fi ~Hi�1;i+1; (18)

~Fi�1;i ~Ti;i+1=k2i = ~Ti ~Fi�1;i+1 + ~Gi ~Hi�1;i+1 ++ ~Fi ~Ti�1;i+1; (19)~Hi�1;i ~Ti;i+1=k2i = ~Ti ~Hi�1;i+1 + ~Gi ~Fi�1;i+1 �� ~Fi ~Gi�1;i+1: (20)Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü òåïåðü îáû÷íûå ïðàâè�ëà äèàãðàììíîé òåõíèêè. Îáîçíà÷àÿ k0 = kn = E,ïîëó÷èì~T0;n = E2; ~G0;n = (E2x +E2y) 
os'+ 2ExEy;~F0;n = (E2x �E2y) sin2 '; ~H0;n = 0:Âûáèðàÿ âåêòîð E ïàðàëëåëüíûì îñè x, èìååìEx = E; Ey = 0; ~T0;n = E2;~G0;n = E2 
os'; ~F0;n = E2 sin2 ':Âûáèðàÿ âåêòîð E îðòîãîíàëüíûì îñè x, èìååìEx = �E 
tg'; Ey = E= sin';~T0;n = E2; ~G0;n = �E2 
os'; ~F0;n = �E2 sin2 ':Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èçîòðîïíîé ÷àñòè òåíçîðà ý���åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè ïîëó÷àåì~T0;n = E2; ~G0;n = ~F0;n = ~H0;n = 0:Â ÷àñòíîñòè, âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé,�(2)eff;I = �12Xk �k��k: (21)4. Ò�ÅÕÖÂÅÒÍÎÅ �ÅÊÑÀ�ÎÍÀËÜÍÎÅÇÀÌÎÙÅÍÈÅÏóñòü �(x; y) � ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñ ïåðèî�äàìè 2�, êîòîðàÿ â îáëàñòè 0 � x < 2�, 0 � y < 2�îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:�(x; y) = �1;åñëè x+ y < 2�=3 èëè x+ y > 10�=3, èëè x > 4�=3,y < 2�=3, èëè x < 2�=3, y > 4�=3,�(x; y) = �3;åñëè x+ y > 2� è �(x; y) 6= �1,�(x; y) = �2;åñëè �(x; y) 6= �1 è �(x; y) 6= �3 (ðèñ. 1). Ïðåäïîëà�ãàåì òàêæå âûïîëíåíèå óñëîâèÿh�(x; y)i = (�1 + �2 + �3)=3 = 0:269
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�èñ. 1. à, á ) Òðåõöâåòíîå ãåêñàãîíàëüíîå çàìîùåíèå. â) Ñøèâêà âåëè÷èíû  íà ãðàíèöå ìåæäó îáëàñòÿìè ñ ïðîâî-äèìîñòÿìè �1 è �2Òîãäà ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ÿâëÿåòñÿ ðîìáîì ñ óã�ëîì ' = �=3, ðàâíûì óãëó ìåæäó êîîðäèíàòíûìèîñÿìè x è y. Ôóðüå-êîìïîíåíòû â êîñîóãîëüíûõ êî�îðäèíàòàõ èìåþò âèä�kx;ky = �kx+ky 
os';ky+kx 
os';ãäå �n;m = 1(2�)2 Z �(x; y)e�i(nx+my) dx dy;à ÷èñëà n = kx + ky 
os' è m = ky + kx 
os' � öå�ëûå. Èòàê, �óðüå-êîý��èöèåíòû äëÿ òðåõöâåòíîãîãåêñàãîíàëüíîãî çàìîùåíèÿ èìåþò âèä�3n;3m = �3n+2;3m+1 = �3n+1;3m+2 = 0; (22)�3n+1;3m+1 = 3 �2�1+ �ip3�1��2� �1+ip3 ��3�8(3m+1)(3n+1)�2 ++�2p3�1� �p3�3i��2� �p3+3i��3� Æn;m12�(3n+1) ; (23)�3n+2;3m+2 = 3 �2�1� �ip3+1��2+ �ip3�1��3�8(3m+2)(3n+2)�2 ++��2p3�1+ �p3+3i��2+ �p3�3i��3� Æn;m12�(3n+2) ; (24)�3m;3n+1 = �3n+1;3m = ��3n+1;3(n�m)+1;�3m;3n+2 = �3n+2;3m = ��3n+2;3(n�m)+2: (25)Îáîçíà÷èì A = �3(�1�2 + �1�3 + �2�3). Òîãäà âîâòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé èìååì1Xn;m=�1�3n+1;3m��3n�1;�3m == 1Xn;m=�1�3n+2;3m��3n�2;�3m = A27 ; (26)

1Xn;m=�1�3n;3m+1��3n;�3m�1 == 1Xn;m=�1�3n;3m+2��3n;�3m�2 = A27 ; (27)1Xn;m=�1�3n+1;3m+1��3n�1;�3m�1 == 1Xn;m=�1�3n+2;3m+2��3n�2;�3m�2 = A27 ; (28)�(2)eff;I = �12 1Xm;n=�1�n;m��n;�m == �A9 = �16 ��21 + �22 + �23� : (29)Ýòî ñîâïàäàåò ñ îáùèì âûðàæåíèåì äëÿ ý��åêòèâ�íîé ïðîâîäèìîñòè äâóìåðíîé èçîòðîïíîé ñëàáîíåîä�íîðîäíîé ñðåäû [5, � 9℄,�eff;I = h�i�1� 12 (� � h�i)2h�i2 � : (30)5. ÌÅÒÎÄ ×ÈÑËÅÍÍÎ�Î ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈßÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÉ Ï�ÎÂÎÄÈÌÎÑÒÈÄëÿ çàäà÷è ñ ïåðèîäè÷åñêèì çàìîùåíèåì ïëîñ�êîñòè, óðàâíåíèå (1) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ Ëàïëàñà� = 0 â êàæäîé îáëàñòè ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèé �ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè óñëîâèÿìè ñøèâêè ìåæäó îá�ëàñòÿìè. Ïðè ðàññìîòðåíèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà èñ�ïîëüçóåì ïðÿìîóãîëüíûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû x èy. Óñëîâèå hr i = 0 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, ïîñêîëüêóíàéäåííàÿ ÷èñëåííî âåëè÷èíà  (x; y) áóäåò ïåðèîäè�÷åñêîé �óíêöèåé îáåèõ êîîðäèíàò. Äëÿ ÷èñëåííîãî270



ÆÝÒÔ, òîì 148, âûï. 2 (8), 2015 Ý��åêòèâíàÿ ïðîâîäèìîñòü : : :íàõîæäåíèÿ ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè äîñòàòî÷íîíàéòè âåëè÷èíó hr i â êàæäîé îáëàñòè, ãäå âåëè÷è�íà � ïîñòîÿííà, è ïðèìåíèòü ñîîòíîøåíèå (2). Âû�âåäåì óñëîâèå ñøèâêè äëÿ ñëó÷àÿ ïðÿìîëèíåéíîéãðàíèöû ìåæäó îáëàñòÿìè (ñì. ðèñ. 1â). Áåç îãðàíè�÷åíèÿ îáùíîñòè, ãðàíèöà ïðîõîäèò ïî ëèíèè n = 0,ðÿäîì ñ êîòîðîé �(n) = �2+(�1��2)�(n), ãäå �(n) ��óíêöèÿ Õåâèñàéäà. Òîãäà ��=�n = (�1 � �2)Æ(n).Ñëåäîâàòåëüíî,"Z�" �� +(�1��2)Æ(n)�(n) ��En+� �n�� dn = 0; (31)� �n ����"�" + 2(�1 � �2)�1 + �2 ��(�En + 12 "�� �n�+0 +�� �n��0#) = 0; (32)�1�� �n�+0 � �2�� �n��0 = (�1 � �2)En: (33)Òàêèì îáðàçîì, íà ãðàíèöå ìåæäó îáëàñòÿìè,èçîáðàæåííûìè íà ðèñ. 1â, âåëè÷èíà  (x; y) íåïðå�ðûâíà, à � =�n èìååò ñêà÷îê, îïðåäåëÿåìûé �îð�ìóëîé (33). Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðèìåíèìâ êàæäîé îáëàñòè ñåòî÷íûé ìåòîä ñ ðåëàêñàöèåé, ññîîòâåòñòâóþùèìè óñëîâèÿìè ñøèâêè íà ãðàíèöàõìåæäó îáëàñòÿìè è ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïåðèîäè�÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Â êàæäîé îáëàñòèèìååì óðàâíåíèå1� � �t = �2 �x2 + �2 �y2 ; (34)ãäå çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè âåëè÷èíà  =  (x; y; t)ñòðåìèòñÿ ê èñêîìîé �óíêöèè  (x; y), à �� ïîñòîÿí�íûé ïàðàìåòð. �àçíîñòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ âòî�ðûõ ïðîèçâîäíûõ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå èìåþò âèäÆ̂2x i;j = 1h2x ( i�1;j � 2 i;j +  i+1;j); (35)Æ̂2y i;j = 1h2y ( i;j�1 � 2 i;j +  i;j+1); (36)ãäå hx è hy � øàãè ñåòêè â íàïðàâëåíèÿõ x è y. Êàêèçâåñòíî, íåÿâíûé ìåòîä ñ ïåðåìåíîé íàïðàâëåíèéäëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé.Íà ïåðâîì øàãå ìåòîäà ïðîèçâîäíàÿ ïî x ó÷èòû�âàåòñÿ íåÿâíî, è ðàçíîñòíûì ïðåäñòàâëåíèåì óðàâ�íåíèÿ (34) ÿâëÿåòñÿ n+1=2i;j �  ni;j�ht=2 = Æ̂2x n+1=2i;j + Æ̂2y ni;j : (37)

Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
0i n+1=2i�1;j +�d0i � 2�ht� n+1=2i;j + e0i n+1=2i+1;j = b0i: (38)Çäåñü
0i = e0i = 1h2x ; d0i = � 2h2x ; 
00j = e00j = � 1h2y ;d00j = 2h2y ; b0i = 
00j ni;j�1+�d00j� 2�ht� ni;j+e00j ni;j+1:Ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (38) èçâåñòíà, ïîñêîëü�êó çíà÷åíèå  íà øàãå n èçâåñòíî. Íà ãðàíèöàõ ìåæ�äó êîìïîíåíòàìè êîìïîçèòà êîý��èöèåíòû 
0i, d0i, e0iè b0i âû÷èñëÿþòñÿ îòäåëüíî ïðè ïîìîùè ïðèìåíåíèÿóñëîâèÿ ñøèâêè (33) è ñ èñïîëüçîâàíèåì çíà÷åíèÿ  íà øàãå n. Äëÿ êàæäîãî j ïðèìåíÿåì ïðîãîíêó äëÿðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (38) è ïîëó÷àåì  íàøàãå n+ 1=2.Íà âòîðîì øàãå ìåòîäà ïðîèçâîäíàÿ ïî y áåðåò�ñÿ íåÿâíî è ðàçíîñòíûì ïðåäñòàâëåíèåì äëÿ óðàâíå�íèÿ (34) ÿâëÿåòñÿ n+1i;j �  n+1=2i;j�ht=2 = Æ̂2x n+1=2i;j + Æ̂2y n+1i;j : (39)Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
00j n+1i;j�1 +�d00j + 2�ht� n+1i;j + e00j n+1i;j+1 = b00j ; (40)ãäå èçâåñòíî çíà÷åíèåb00j = 
0i n+1=2i�1;j +�d0i + 2�ht� n+1=2i;j + e0i n+1=2i+1;j ;ïîñêîëüêó  íà øàãå n+1=2 èçâåñòíî. Íà ãðàíèöàõìåæäó êîìïîíåíòàìè êîìïîçèòà êîý��èöèåíòû 
00j ,d00j , e00j è b00j , âõîäÿùèå â ëèíåéíîå óðàâíåíèå (40), âû�÷èñëÿþòñÿ îòäåëüíî ïðè ïîìîùè ïðèìåíåíèÿ óñëî�âèÿ ñøèâêè (33). Äëÿ êàæäîãî i ïðèìåíÿåì ïðîãîí�êó äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (40) è ïîëó÷àåì íà øàãå n+ 1.Äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âìåñòîòðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû A ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ,ðåøàåìîãî ìåòîäîì ïðîãîíêè, èìååì ìàòðèöó âèäàA = 0BBBBBB�d1 e1 0 0 : : : 
1
2 d2 e2 0 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :0 : : : 0 
n�1 dn�1 en�1en : : : 0 0 
n dn
1CCCCCCA : (41)
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2�y4�32�3

y2��0 � 2� x2�3 4�3 x
Æ �Æ�Æ Æ Æ�Æ0�ÆÆ Æ0 0�Æ �Æ 0Æ02�

à á â

�èñ. 2. Çàìîùåíèÿ ïëîñêîñòè, ðàññìîòðåííûå â ðàáîòå [20℄. Èçîáðàæåíî ðàñïðåäåëåíèå �(x; y), çäåñü Æ � ìàëàÿâåëè÷èíà, íå çàâèñÿùàÿ îò êîîðäèíàòÊàê ïîêàçàíî â [21℄, ìåòîä ðåøåíèÿ òàêîé ñèñòåìûóðàâíåíèé ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîìó àëãîðèòìó ïðîãîí�êè, ïðèìåíåííîìó äëÿ óñå÷åííîé ìàòðèöûA
 = 0BBBBBB�d1 e1 0 0 : : : 0
2 d2 e2 0 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :0 : : : 0 
n�2 dn�2 en�20 : : : 0 0 
n�1 dn�1
1CCCCCCA : (42)

6. �ÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉÍà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû çàìîùåíèÿ ïëîñêîñòè, ðàñ�ñìîòðåííûå â ðàáîòå [20℄. Äëÿ äâóìåðíîé äâóõöâåò�íîé øàõìàòíîé äîñêè (ðèñ. 2à) ðåçóëüòàò ÷èñëåííî�ãî îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè ñîâïà�äàåò ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ñ ý��åêòèâíîé ïðîâîäè�ìîñòüþ, âû÷èñëåííîé ïî �îðìóëå Êåëëåðà �Äûõíå.Ýòî ïðîâåðåíî ÷èñëåííî äëÿ ìíîãèõ ïàð çíà÷åíèé�1, �2. Äëÿ äâóìåðíîé òðåõöâåòíîé øàõìàòíîé äîñ�êè (ðèñ. 2á, â) ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ý��åêòèâíîéïðîâîäèìîñòè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 3. Ñïëîøíàÿ ëè�íèÿ ïîêàçûâàåò ý��åêòèâíóþ ïðîâîäèìîñòü, âû÷èñ�ëåííóþ â ðàáîòå [20℄ â øåñòîì (ðèñ. 3à) è ÷åòâåðòîì(ðèñ. 3á ) ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé. Òî÷êè ñî�îòâåòñòâóþò ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè, âû÷èñëåí�íîé ÷èñëåííî. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 3á ïîêàçû�âàåò ý��åêòèâíóþ ïðîâîäèìîñòü, ïîëó÷åííóþ ïðèïîìîùè òåîðèè ñðåäíåãî ïîëÿ Áðþãåììàíà, ïðåä�ïîëàãàþùåé êðóãëóþ �îðìó âêëþ÷åíèé. Èç ðèñóí�êà âèäíî, ÷òî ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùå�íèé â ýòîì ñëó÷àå áîëåå òî÷íî îïèñûâàåò ý��åêòèâ�íóþ ïðîâîäèìîñòü, ÷åì �îðìóëà Áðþãåììàíà (ñì.òàêæå îáñóæäåíèå â ðàáîòå [20℄). Ïðè ìàëûõ ðàç�ëè÷èÿõ ìåæäó ïðîâîäèìîñòÿìè êîìïîíåíò ðåçóëü�
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�èñ. 5. Âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí  è � =�xâäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ãðàíèöû äëÿ ñòðóêòóðû øàõ-ìàòíîé äîñêè ñ �1 = 1:3, �2 = 0:7 è ïåðèîäîì 2��åêòèâíóþ ïðîâîäèìîñòü, âû÷èñëåííóþ ïðè ïîìî�ùè �îðìóëû (29), ïóíêòèðíàÿ � âû÷èñëåííóþ ÷èñ�ëåííî. Îòìåòèì õîðîøåå ñîãëàñèå ìåæäó âòîðûì ïî�ðÿäêîì òåîðèè âîçìóùåíèé è áîëåå òî÷íûì ÷èñëåí�íûì ðàñ÷åòîì äàæå â îáëàñòè Æ � 1, ÷òî, âîîáùåãîâîðÿ, ìîãëî áûòü è íå âûïîëíåíî.Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ïîäòâåðæäàåò èí�òåãðèðóåìóþ ðàñõîäèìîñòü â ëîêàëüíîì ýëåêòðè÷å�ñêîì ïîëå âáëèçè óãëîâ ãðàíèö îáëàñòåé ñî ñòåïåí�íîé çàâèñèìîñòüþ, ïðèâåäåííîé â ðàáîòå [18℄. Íàðèñ. 5 ïðèâåäåíû ãðà�èêè âåëè÷èí  è � =�x âäîëüãîðèçîíòàëüíîé ãðàíèöû, êîòîðûå èëëþñòðèðóþòðàñõîäèìîñòü ëîêàëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âáëè�çè óãëîâ ãðàíèö ñòðóêòóðû äâóõöâåòíîé øàõìàòíîéäîñêè ñ �1 = 1:3, �2 = 0:7 è ïåðèîäîì 2�. �àñõîäè�ìîñòè íå âëèÿþò íà ïîñòðîåíèå òåîðèè âîçìóùåíèéäëÿ ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè ïî ìàëîìó ïàðàìåò�ðó (�2��1)=�2 = 1�h, ïîñêîëüêó îíè èíòåãðèðóåìûè ïîêàçàòåëü ñòåïåíè (2=�) ar
tg[(1�h)=2ph℄ â ýòîìñëó÷àå ìàë. Â ñèëó èíòåãðèðóåìîñòè îñîáåííîñòåéëîêàëüíîãî ïîëÿ ðàñõîäèìîñòü íå âîçíèêàåò â ñàìîéâåëè÷èíå  , îïðåäåëÿåìîé ÷èñëåííî.5 ÆÝÒÔ, âûï. 2 (8) 273
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