
ÆÝÒÔ, 2014, òîì 146, âûï. 5 (11), ñòð. 980�989  2014
Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎ�Î ÌÀÒ�È×ÍÎ�Î ÌÅÒÎÄÀÓÑ�ÅÄÍÅÍÈß ÄËß �ÀÑ×ÅÒÀ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÛÕ ÑÂÎÉÑÒÂÒÎÍÊÈÕ ÑËÎÅÂ ÌÓËÜÒÈÔÅ��ÎÈÊÎÂÀ. Ñ. Ñòàðêîâ a, È. À. Ñòàðêîâ b*aÈíñòèòóò õîëîäà è áèîòåõíîëîãèé Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî óíèâåðñèòåòà ÈÒÌÎ191002, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, �îññèÿbSIX Researh Centre, Brno University of Tehnology61600, Brno, Czeh RepubliÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 28 ìàðòà 2014 ã.Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ ý��åêòèâíîé ñðåäû, ýêâèâàëåíòíîé ïî ñâîèì �èçè÷åñêèì ñâîéñòâàì íàáîðóñëîåâ ìóëüòè�åððîèêîâ, ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü îáîáùåíèå ìàòðè÷íîãî ìåòîäà óñðåäíåíèÿ. Äàííûéìåòîä ïîçâîëÿåò îáõîäèòüñÿ áåç ðåøåíèÿ ñëîæíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìàãíèòîýëåêòðîóïðóãîñòè. Ïðèïîëó÷åíèè èñêîìûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû ñëîåâ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî äåéñòâèÿ ñ ìàòðèöàìè, ÷òî ñóùå-ñòâåííî óïðîùàåò âû÷èñëåíèÿ è ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü ìíîãîñëîéíûå ñèñòåìû. Ïîäõîä äàííîé ðàáîòûïðèìåíèì äëÿ ðàñ÷åòà ñâîéñòâ òîíêèõ ñëîåâ, êîãäà òîëùèíà âñåé ñèñòåìû ìíîãî ìåíüøå åå äëèíû, ðàäè-óñà êðèâèçíû è äëèí âîëí, êîòîðûå ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ â ñèñòåìå (äëèííîâîëíîâîå ïðèáëèæåíèå).Ìàòðè÷íûé ìåòîä óñðåäíåíèÿ ïîçâîëÿåò òàêæå ïîëó÷èòü ý��åêòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè ïåðèîäè÷åñêîéñòðóêòóðû, êàæäûé ïåðèîä êîòîðîé ñîñòîèò èç òîíêèõ ñëîåâ ìóëüòè�åððîèêîâ.DOI: 10.7868/S00444510141101081. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå íàáëþäàåòñÿ çíà÷èòåëü�íûé èíòåðåñ ê òîíêèì ïëåíêàì èç ìóëüòè�åððîè�êîâ, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ øèðîêèì ñïåêòðîì èõ âîçìîæ�íûõ ïðèëîæåíèé [1�6℄. Ïðèìåíåíèå ìóëüòè�åððîè�êîâ îñíîâàíî íà ìàãíèòîýëåêòðè÷åñêîì ý��åêòå, êî�òîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ïîÿâëåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî è íàîáîðîò. Â ïðè�ðîäíîì ìóëüòè�åððîèêå Cr2O3 íàèáîëüøåå çíà÷å�íèå ìàãíèòîýëåêòðè÷åñêîãî êîý��èöèåíòà äîñòèãà�åòñÿ ïðè òåìïåðàòóðå 260 Ê è ñîñòàâëÿåò 3.7 ïñ�ì�1[7℄. Ê ñîæàëåíèþ, ýòîãî íå äîñòàòî÷íî äëÿ ïðàêòè�÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ. Íà äâà ïîðÿäêà áîëüøèå âå�ëè÷èíû íàáëþäàëèñü â TbPO4 [8℄ è Ho2BaNiO5 [9℄.Îäíàêî ìàãíèòîýëåêòðè÷åñêèé ý��åêò äëÿ äàííîãîñîåäèíåíèÿ âîçíèêàåò òîëüêî ïðè íèçêèõ òåìïåðàòó�ðàõ. Êàê ñëåäñòâèå, â öåíòðå âíèìàíèÿ èññëåäîâàòå�ëåé âîçíèêëè èñêóññòâåííûå ìóëüòè�åððîèêè, â êî�òîðûõ ñâÿçü ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé îñó�ùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì óïðóãîãî ïîëÿ. Äëÿ êîì�*E-mail: ferroeletris�ya.ru

ïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ, ò. å. ñòðóêòóð, ñîñòîÿùèõ èç÷åðåäóþùèõñÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòîñòðèê�öèîííûõ ñëîåâ, óäàëîñü äîñòè÷ü ý��åêòà 20 ïñ�ì�1ïðè ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå è íåñêîëüêèõ äåñÿò�êîâ èëè ñîòåí ïñ�ì�1 â ïåðåìåííîì ìàãíèòíîì ïîëåíà ÷àñòîòå ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà, îïðåäå�ëÿåìîé ðàçìåðàìè îáðàçöà è ïàðàìåòðàìè êîìïîçè�òà [10�13℄.�àñ÷åò êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ âåñü�ìà òðóäîåìêîé çàäà÷åé â ñèëó ñëîæíîñòè óðàâíåíèé,îïèñûâàþùèõ âçàèìîñâÿçü ýëåêòðè÷åñêîãî, ìàãíèò�íîãî è óïðóãîãî ïîëåé [13, 14℄. Äëÿ óïðîùåíèÿâû÷èñëåíèé â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëü�çîâàòü îáîáùåííûé ìàòðè÷íûé ìåòîä óñðåäíåíèÿ(ÎÌÌÓ), êîòîðûé õîðîøî ñåáÿ çàðåêîìåíäîâàë âñëó÷àå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè [15,16℄. Â îòëè÷èå îò óêàçàííûõ ðàáîò, ãäå ðàññìàòðè�âàëèñü ïåðèîäè÷åñêèå ñðåäû, â íàñòîÿùåé ñòàòüå èñ�ñëåäóåòñÿ ñëîèñòàÿ ñðåäà è íå íàêëàäûâàåòñÿ íè�êàêèõ îãðàíè÷åíèé íà äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíå�íèÿ, îïèñûâàþùèå ñèñòåìó. Â äîïîëíåíèå ê ýòîìó,â ÎÌÌÓ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ý��åêòèâíûõ ïàðàìåòðîâñëîèñòîé ñðåäû íå òðåáóåòñÿ ðåøàòü äè��åðåíöè�àëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Âñå ïðå�980



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014 Ïðèìåíåíèå îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî ìåòîäà : : :îáðàçîâàíèÿ ñâîäÿòñÿ ê ñëîæåíèþ, óìíîæåíèþ è îá�ðàùåíèþ ìàòðèö. Äëÿ ïðèìåíèìîñòè ÎÌÌÓ íåîá�õîäèìî, ÷òîáû òîëùèíà ñëîèñòîé ñèñòåìû áûëà ìà�ëà êàê ïî ñðàâíåíèþ ñ åå äðóãèìè ðàçìåðàìè, òàêè ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíàìè âîëí, êîòîðûå ìîãóò ðàñ�ïðîñòðàíÿòüñÿ â ñèñòåìå. Èíûìè ñëîâàìè, ýòî îçíà�÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ äëèííîâîëíîâîå ïðèáëè�æåíèå. Äëÿ ðàñ÷åòà, íàïðèìåð, òâåðäîòåëüíûõ îõëà�äèòåëåé íà ìóëüòè�åððîèêàõ ýòîãî äîñòàòî÷íî, òàêêàê èñïîëüçóåìûå ÷àñòîòû ëåæàò â îáëàñòè 1�10 �öè äëèíà âîëíû â ýòîì ñëó÷àå çàâåäîìî áîëüøå ðàç�ìåðîâ óñòðîéñòâà [6, 17℄. Ïðè ðàññìîòðåíèè öèëèí�äðè÷åñêèõ [18℄ èëè ñ�åðè÷åñêèõ ñëîåâ ñëåäóåò åùåäîáàâèòü òðåáîâàíèå ìàëîñòè òîëùèíû ñëîÿ ïî ñðàâ�íåíèþ ñ ðàäèóñîì åãî êðèâèçíû. Åñëè �èçè÷åñêèåõàðàêòåðèñòèêè ñëîÿ çàâèñÿò îò êîîðäèíàò, òî òðå�áóåòñÿ, ÷òîáû õàðàêòåðíûé ðàçìåð íåîäíîðîäíîñòèâ ñëîå áûë ìíîãî áîëüøå åãî òîëùèíû. Êðîìå òîãî,ïîìèìî ðàñ÷åòà òîíêîé ñëîèñòîé ñòðóêòóðû, ÎÌÌÓìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ïåðè�îäè÷åñêîé ñëîèñòîé ñèñòåìû.Ñòðóêòóðà äàííîé ðàáîòû òàêîâà. Â ðàçä. 2 ðàñ�ñìàòðèâàåòñÿ îáùàÿ ñõåìà òåîðåòè÷åñêîãî ïîäõîäà,è â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð ðàñ�÷åòà òåïëîâûõ ñâîéñòâ ñëîèñòîé ñòðóêòóðû. Äàëåå,â ðàçä. 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ îñíîâíàÿ çàäà÷à îïèñà�íèÿ ìàãíèòîýëåêòðîóïðóãèõ ñâîéñòâ ñèñòåìû ñëîåâèç ìóëüòè�åððîèêîâ. Äëÿ ýòîãî ïðîâîäèòñÿ ïðåîáðà�çîâàíèå èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìàãíèòîýëåê�òðîóïðóãîñòè ê òðåáóåìîìó ÎÌÌÓ-âèäó. Ïîñëåä�íèé ðàçä. 4, ïîñâÿùåí îáîñíîâàíèþ ÎÌÌÓ. Äëÿïðîñòîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà òðàíñâåðñàëüíîèçîòðîïíûõ ñëîåâ ñ îáùåé îñüþ ñèììåòðèè. Ñëó÷àéïðîèçâîëüíîé àíèçîòðîïèè ñëîåâ ïðèâîäèò ïðîñòî êìàòðèöàì ñ á�îëüøèì ÷èñëîì íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ.2. ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÉ ÌÀÒ�È×ÍÛÉ ÌÅÒÎÄÓÑ�ÅÄÍÅÍÈßÏóñòü â ñèñòåìå êîîðäèíàò (x1; x2; x3) çàäàíàñëîèñòàÿ ñðåäà 0 � x3 � h, ñîñòîÿùàÿ èç n ñëî�åâ. Òîëùèíó ñëîÿ ñ íîìåðîì i îáîçíà÷èì ÷åðåç hi,i = 1; 2; : : : ; n (h1 + h2 + : : :+ hn = h), à îòíîñèòåëü�íóþ òîëùèíó � ÷åðåç �i = hi=h. Âûäåëåííóþ îñü x3áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü ÷åðåç z = x3. Ïðåäïîëàãàåò�ñÿ, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ñâîéñòâàñëîÿ, èìååò âèä�X�z = AX; Y = BX: (1)Çäåñü fX;Y g � ñòîëáöû íåèçâåñòíûõ, fA;Bg �ìàòðèöû, õàðàêòåðèçóþùèå ìàòåðèàëüíûå ñâîéñòâà

ñëîÿ. Äëÿ êàæäîãî ñëîÿ ìàòðèöû A è B ñâîè: A == Ai(z), B = Bi(z) â ñëîå ñ íîìåðîì i. Êðîìå òîãî,ìàòðèöû A è B ìîãóò çàâèñåòü îò fx1; x2g è îò ïðî�èçâîäíûõ ïî fx1; x2g è ïî âðåìåíè t. ÏåðåìåííûåX îòëè÷àþòñÿ îò Y òåì, ÷òî ïåðâûå âõîäÿò â ãðà�íè÷íûå óñëîâèÿ íà ãðàíèöå ñëîåâ, à âòîðûå � íåò.Áîëåå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿçàêëþ÷àþòñÿ â íåïðåðûâíîñòè X . Ýòî åñòåñòâåííûåòðåáîâàíèÿ äëÿ ñèñòåìû âèäà (1), òàê êàê â ïðîòèâ�íîì ñëó÷àå ïðîèçâîäíàÿ �X=�z ñîäåðæèò îñîáåííî�ñòè â âèäå Æ-�óíêöèè Äèðàêà. Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êèçðåíèÿ, ýòî îçíà÷àëî áû íàëè÷èå ïîâåðõíîñòíûõ çà�ðÿäîâ, òîêîâ èëè ñèë íà ãðàíèöå ðàçäåëà, êîòîðûå,êàê ìû ïðåäïîëàãàåì, îòñóòñòâóþò. Â ñâîþ î÷åðåäü,ïåðåìåííûå Y ìîãóò èìåòü ðàçðûâû íà ãðàíèöàõñëîåâ.Îêàçûâàåòñÿ (ïîäðîáíåå ñì. ðàçä. 3), ÷òî ïðèíåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà òîëùèíû hi èñõîäíàÿñëîèñòàÿ ñèñòåìà âåäåò ñåáÿ êàê ñëîé òîëùèíû h, çà�ïîëíåííûé ý��åêòèâíîé ñðåäîé, õàðàêòåðèçóþùåé�ñÿ ìàòðèöàìè Aeff è Beff . Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿýòîãî ñëîÿ èìååò âèä�X�z = AeffX; Y = BeffX; (2)à ìàòðèöû Aeff è Beff îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøå�íèÿAeff = A � nXi=1 �iAi; Beff = B � nXi=1 �iBi: (3)×åðòà íàä âåëè÷èíîé îçíà÷àåò åå óñðåäíåíèå ïîñèñòåìå ñëîåâ. Ôîðìóëû (3) ÿâëÿþòñÿ �èçè÷åñêèïðîçðà÷íûìè è îçíà÷àþò, ÷òî êàæäûé ñëîé âíîñèòâêëàä, ïðîïîðöèîíàëüíûé åãî òîëùèíå. Ïîä÷åðê�íåì, ÷òî îáîñíîâàíèå ìàòðè÷íûõ �îðìóë óñðåäíå�íèÿ (3) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî òîëüêî äëÿ óðàâíåíèéâèäà (1), à íå â ïðîèçâîëüíîì ñëó÷àå. Èñïîëüçîâà�íèå óñðåäíåííûõ çíà÷åíèé (3) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñè�ñòåìû óðàâíåíèé ìîæåò ïðèâîäèòü ê çíà÷èòåëüíûìîøèáêàì.Åñëè â ïðåäåëàõ ñëîÿ ìàòðèöû A è B çàâèñÿò îòâûäåëåííîé êîîðäèíàòû z, òî óðàâíåíèå äëÿ îïðå�äåëåíèÿ ý��åêòèâíîé ìàòðèöû Aeff â ýòîì ñëó÷àåèìååò âèä hZ0 Aeff (t) dt = nXi=1 xi+1Zxi Ai(t) dt: (4)Äëÿ íàõîæäåíèÿ Beff èìååì àíàëîãè÷íóþ �îðìóëóhZ0 Beff (t) dt = nXi=1 xi+1Zxi Bi(t) dt: (5)981



À. Ñ. Ñòàðêîâ, È. À. Ñòàðêîâ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014Èíòåãðàëû â �îðìóëàõ (4), (5) ñîäåðæàò, êàê ïðàâè�ëî, èçâåñòíûå �óíêöèè è ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ. Ïîëó�÷åííûå �îðìóëû ïîçâîëÿþò äîñòàòî÷íî ïðîñòî íà�õîäèòü êàê �èçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ý��åêòèâ�íîé ñðåäû, ýêâèâàëåíòíîé äàííîìó íàáîðó òîíêèõñëîåâ, òàê è ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà�÷è.Â êà÷åñòâå ïðîñòîé èëëþñòðàöèè îïèñàííîãî âû�øå ïîäõîäà ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè ý���åêòèâíûõ òåïëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ñëîèñòîé ñèñòå�ìû. �àñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû T â òðàíñâåðñàëü�íî èçîòðîïíîé ñðåäå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì òåïëî�ïðîâîäíîñòè [19℄C �T�t = �11 ��2T�x21 + �2T�x22 �+ �33 �2T�z2 : (6)Çäåñü C � òåïëîåìêîñòü, �11 è �33 � êîý��èöè�åíòû òåïëîïðîâîäíîñòè. Â êàæäîì ñëîå ýòè òåïëî�âûå êîý��èöèåíòû ñ÷èòàåì ïîñòîÿííûìè: C = Ci,�11 = �11i, �33 = �33i â ñëîå ñ íîìåðîì i(i = 1; 2; : : : ; n). Íà ãðàíèöàõ ìåæäó ñëîÿìè äîëæíûâûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè òåìïåðàòóðûT è òåïëîâîãî ïîòîêà q = �33�T=�z [19℄. �ðàíè÷íûåóñëîâèÿ íà âíåøíèõ ãðàíèöàõ z = 0 è z = h íà óñðåä�íåíèå íå âëèÿþò, ïîýòîìó èõ íå âûïèñûâàåì. Ïåðå�ïèøåì óðàâíåíèå (6) â âèäå ñèñòåìû îòíîñèòåëüíîT è q: �T�z = 1�33 q;�q�z = ��11��2T�x21 + �2T�x22 �+ C �T�t : (7)Åñëè â êà÷åñòâå ñòîëáöà íåèçâåñòíûõ âçÿòüX = (T; q)tr, ãäå èíäåêñ ¾tr¿ îçíà÷àåò òðàíñïî�íèðîâàíèå, òî ñèñòåìà (7) áóäåò èìåòü òðåáóåìûéÎÌÌÓ-âèä ñ ìàòðèöåé A:A = 0BBB� 0 1�33��11 ��2T�x21 + �2T�x22 �+ C �T�t 0 1CCCA : (8)Îòìåòèì, ÷òî ïåðåìåííûå Y â ðàññìàòðèâàåìîìïðèìåðå îòñóòñòâóþò, B = 0.Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ �îðìóëû ìàòðè÷íîãîóñðåäíåíèÿ (3) ê ìàòðèöå (8) ïîëó÷àåì, ÷òî ý��åê�òèâíàÿ ñðåäà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîä�íîñòèCeff �T�t = �eff11 ��2T�x21 + �2T�x22 �+ �eff33 �2T�z2 ; (9)à óñðåäíåííûå òåïëîâûå êîý��èöèåíòû çàäàþòñÿñîîòíîøåíèÿìè

1�eff33 � nXi=1 �i�33i ; �eff11 = �11 � nXi=1 �i�11i;Ceff = C � nXi=1 �iCi: (10)Çäåñü è äàëåå èíäåêñ ¾eff¿ îòíîñèòñÿ ê ìàòåðèàëü�íûì ïàðàìåòðàì ý��åêòèâíîé ñðåäû. Ôîðìóëû (10)õîðîøî èçâåñòíû â èçîòðîïíîì ñëó÷àå [20℄, íî äëÿèõ ïîëó÷åíèÿ ìû íå ðåøàëè èñõîäíîå óðàâíåíèå (6).Åñëè íå ïðåîáðàçîâûâàòü óðàâíåíèå (6) ê âèäó (7),à ïðîâîäèòü åãî ïðÿìîå óñðåäíåíèå, òî ïîëó÷àþòñÿïðàâèëüíûå �îðìóëû äëÿ �eff11 è Ceff è íåïðàâèëü�íàÿ äëÿ �eff33 .Åñëè æå ñëîè ÿâëÿþòñÿ öèëèíäðè÷åñêèìè è ãðà�íèöû ñëîåâ çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè r = r0, r == r1; : : : , r = rn, ãäå ïîëÿðíûé ðàäèóñ r îïðåäåëÿåò�ñÿ ñîîòíîøåíèåì r =px21 + x22, òî â êà÷åñòâå ñòîëá�öà X âûáèðàåì ñëåäóþùèé, X = (T ; r�11�T=�r)tr.Çàìåòèì, ÷òî ïîÿâèâøàÿñÿ â X âåëè÷èíà r�11�T=�rïðîïîðöèîíàëüíà òåïëîâîìó ïîòîêó ÷åðåç ïîâåðõ�íîñòü öèëèíäðà r = onst. Òîãäà ìàòðèöà A èìååòâèä A = 0BBB� 0 1r�11r �C �T�t � �33 �2T�z2 � 0 1CCCA : (11)Â ýòîì ñëó÷àå äàæå ïðè ïîñòîÿííûõ â ïðåäåëàõ êàæ�äîãî ñëîÿ êîý��èöèåíòàõ òåïëîïðîâîäíîñòè è òåï�ëîåìêîñòè ìàòðèöà A çàâèñèò îò âûäåëåííîé êîîð�äèíàòû. Êàê è âûøå, ìàòðèöà B = 0. Â ðåçóëüòàòåïðèìåíåíèÿ �îðìóëû (4) è âû÷èñëåíèÿ ïðîñòåéøèõòàáëè÷íûõ èíòåãðàëîâ ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ óñðåäíåí�íûõ âåëè÷èíCeff = 1r2n � r20 nXi=1(r2i+1 � r2i )Ci; (12)�eff33 = 1r2n � r20 nXi=1(r2i+1 � r2i )�33;i; (13)1�eff11 = 1ln(rn=r0) nXi=1 ln�ri+1ri � 1�r;i : (14)Äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ ñëîåâ ý��åêòèâíûå çíà÷åíèÿòåïëîåìêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè, êàê ñëåäóåò èç�îðìóë (12)�(14), çàâèñÿò íå òîëüêî îò èõ çíà÷åíèéâ ñëîÿõ, íî è îò ðàäèóñîâ ñëîåâ.982



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014 Ïðèìåíåíèå îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî ìåòîäà : : :3. Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÌÀ�ÍÈÒÎÝËÅÊÒ�ÎÓÏ�Ó�ÎÑÒÈÏåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ îñíîâíîé çàäà÷è �ïîëó÷åíèþ ý��åêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê ìàãíèòî�ýëåêòðîóïðóãîé ñëîèñòîé ñðåäû. Óðàâíåíèÿ ìàãíè�òîýëåêòðîóïðóãîñòè ïðè îòñóòñòâèè îáúåìíûõ ñèë,ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ è òîêîâ èìåþò âèä [13℄�ij;j = ��2ui�t2 ; Di;i = 0; Bi;i = 0; (15)�ij = ijklukl + ekij';k + fkij ;k:Dk = ekijuij � "kl';l � gkl ;l;Bk = fkijuij � gkl';l � �kl ;l; (16)ãäå fui; uij ; �ij ,Di; Bi; ';  g � ñîîòâåòñòâåííî êîìïî�íåíòû âåêòîðà ñìåùåíèÿ, òåíçîðîâ äå�îðìàöèè èíàïðÿæåíèÿ, ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ, ìàãíèòíîéèíäóêöèè, ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîòåíöèà�ëîâ. Çäåñü èíäåêñ ïîñëå çàïÿòîé îçíà÷àåò äè��å�ðåíöèðîâàíèå ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé. Íà�ïðèìåð, ';k = �'=�xk. Ïîñòîÿííûå f�, ijkl, ekij ,fkij , "kl, �kl, gklg îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ïëîò�íîñòü, óïðóãèå, ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå, ïüåçîìàãíèò�íûå, äèýëåêòðè÷åñêèå, ìàãíèòíûå è ìàãíèòîýëåê�òðè÷åñêèå êîý��èöèåíòû. Â ñëó÷àå òðàíñâåðñàëü�íî èçîòðîïíîé ñðåäû èç ïåðå÷èñëåííûõ êîíñòàíòîñòàþòñÿ òîëüêî 18 íåçàâèñèìûõ, êîòîðûå âêëþ÷à�þò ïÿòü óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ f11, 12, 13, 33, 44g,òðè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ fe31, e15, e33g, òðè ïüåçîìàã�íèòíûõ ff31, f15, f33g, äâå äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíè�öàåìîñòè f"11, "33g, äâå ìàãíèòíûõ ïðîíèöàåìîñòèf�11, �33g è ïëîòíîñòü �. Çäåñü ìû ïåðåøëè ê äâóõ�èíäåêñíîé çàïèñè Ôîéãòà [19℄. Òåíçîð äå�îðìàöèéîáû÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòûâåêòîðà ñìåùåíèé Uij = (ui;j + uj;i)=2. Äëÿ ïðåîá�ðàçîâàíèÿ óðàâíåíèé (15), (16) ê èñêîìîìó âèäó (1)âûïèøåì èõ â ÿâíîì âèäå äëÿ òðàíñâåðñàëüíî èçîò-ðîïíîé ñðåäû: âíà÷àëå îñíîâíûå óðàâíåíèÿ,�11;1 + �12;2 + �13;3 = ��2u1�t2 ; (17a)�12;2 + �22;2 + �23;3 = ��2u2�t2 ; (17b)�13;3 + �23;2 + �33;3 = ��2u3�t2 ; (17)D1;1 +D2;2 +D3;3 = 0; (17d)B1;1 +B2;2 +B3;3 = 0; (17e)à çàòåì îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ,

�11 = 11u1;1+12u2;2+13u3;3+e31';3+f31 ;3; (18a)�22 = 12u1;1+11u2;2+13u3;3+e31';3+f31 ;3; (18b)�33 = 13u1;1+13u2;2+33u3;3+e33';3+f33 ;3; (18)�23 = 44(u2;3 + u3;2) + e15';2 + f15 ;2; (18d)�13 = 44(u1;3 + u3;1) + e15';1 + f15 ;2; (18e)�12 = 66(u1;2 + u2;1); (18f)D1 = e15(u1;3 + u3;1)� e11';1 � g11 ;1; (18g)D2 = e15(u2;3 + u3;2)� e11';2 � g11 ;2; (18h)D3 = e31(u1;1+u2;2)+e33u3;3�"33';3�g33 ;3; (18i)B1 = f15(u1;3 + u3;1)� g11';1 � �11 ;1; (18j)B2 = f15(u2;3 + u3;2)� g11';2 � �11 ;2; (18k)B3 = f31(u1;1+u2;2)+f33u3;3�g33';3��33 ;3; (18l)ãäå 66 = (11 � 12)=2.Íà ãðàíèöàõ ìåæäó ñëîÿìè äîëæíû âûïîëíÿòü�ñÿ ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ [13, 14℄:[ui℄ = 0; [�i3℄ = 0; [D3℄ = 0; [B3℄ = 0;['℄ = 0; [ ℄ = 0: (19)Çäåñü ñèìâîë [ui℄ îçíà÷àåò ñêà÷îê âåëè÷èíû u ïðèïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó. Óñëîâèÿ (19) îçíà÷àþò íàëè�÷èå æåñòêîãî êîíòàêòà ìåæäó ñëîÿìè è ìîãóò áûòüîáîáùåíû íà ñëó÷àé íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà ñ ïðî�ñêàëüçûâàíèåì [16℄. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà âíåøíèõãðàíèöàõ íå âûïèñûâàåì, òàê êàê îíè íå âëèÿþò íàõîä ïîñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé.Ïðîöåññ ïðèìåíåíèÿ ÎÌÌÓ ðàçáèâàåòñÿ íà òðèýòàïà. Ïåðâûé ýòàï çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåîáðàçîâàíèèèñõîäíûõ óðàâíåíèé ê âèäó (1). Íà âòîðîì ýòàïå ïðî�âîäèòñÿ óñðåäíåíèå ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ïî �îð�ìóëàì (3). Íà òðåòüåì ýòàïå îñóùåñòâëÿåòñÿ îáðàò�íûé ïåðåõîä ê èñõîäíûì óðàâíåíèÿì ñ óñðåäíåííû�ìè êîý��èöèåíòàìè. Äëÿ ïåðåõîäà îò èñõîäíîãî íà�áîðà óðàâíåíèé (17), (18) ê âèäó (1) ðàçäåëèì ïå�ðåìåííûå, âõîäÿùèå â �îðìóëû (17), (18), íà äâåãðóïïû. Ê ïåðâîé ãðóïïå îòíåñåì äåñÿòü âåëè÷èí:fui, �i3, D3, B3, ',  g, íåïðåðûâíûõ íà ãðàíèöàõñëîåâ. Âòîðóþ ãðóïïó îáðàçóþò ñåìü âåëè÷èí: f�11,�12, �22,D1,D2, B1, B2g, êîòîðûå ìîãóò èñïûòûâàòüðàçðûâ íà ãðàíèöàõ. Ââåäåì òàêæå äâà ñòîëáöà íåèç�âåñòíûõ:X = (u1; u2; u3; �13; �23; �33; D3; B3; ';  )tr;Y = (�11; �12; �22; D1; D2; B1; B2)tr: (20)Âíà÷àëå èç ñèñòåìû òðåõ óðàâíåíèé (18), (18i)è (18l) âûðàçèì ïðîèçâîäíûå f�u3=�z, �'=�z,� =�zg. Ïðîèçâîäíûå ïî z îò äðóãèõ ýëåìåíòîâñòîëáöà X íå çàâèñÿò äðóã îò äðóãà è ïî îòäåëüíî�ñòè ëåãêî íàõîäÿòñÿ èç îñòàâøèõñÿ óðàâíåíèé (17),(18). Äëÿ ýòîãî ââåäåì ìàòðèöû983



À. Ñ. Ñòàðêîâ, È. À. Ñòàðêîâ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014V = 0B�33 e33 f33e33 �"33 �g33f33 �g33 ��331CA ;L = 0B��13 1 0 0�e13 0 1 0�f31 0 0 11CA (21)
è âû÷èñëèì ïî íèì ìàòðèöó K = V �1L. Äëÿ ýëå�ìåíòîâ ìàòðèöû K ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:K = 0B� k1 k2 k3 k4l1 l2 l3 l4m1 m2 m3 m41CA : (22)Çàìåòèì, ÷òî òðè ïîñëåäíèõ ñòîëáöà ìàòðèöû K ñî�ñòàâëÿþò ìàòðèöó V �1. Â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõäëÿ óêàçàííûõ âûøå ïðîèçâîäíûõ ïîëó÷àåì ñëåäó�þùèå âûðàæåíèÿ:�u3�z = k1(u1;1+u2;2)+k2�33+k3D3+k4B3;�'�z = l1(u1;1 + u2;2) + l2�33 + l3D3 + l4B3;� �z = m1(u1;1+u2;2)+m2�33+m3D3+m4B3: (23)Ïðåîáðàçîâàíèå îñòàâøèõñÿ â (17), (18) óðàâíåíèéïðîèñõîäèò ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàâåíñòâ (23). Â ðå�çóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó�u1�z = �u3;1 + �1344 � e1544';1 � f1544  ;1; (24a)�u2�z = �u3;2+�2344 �e1544';2�f1544  ;2; (24b)�u3�z = k1(u1;1+u2;2)+k2�33+k3D3+k4B3; (24)��13�z = ��2u1�t2 � (11 + p1)u1;11 � 66u1;22 �� (12 + 66 + p1)u2;12 � p2�33;1 �� p3D3;1 � p4B3;1; (24d)��23�z = ��2u2�t2 � (12 + 66 + p1)u1;12 �� 66u2;11 � (11 + p1)u2;22 � p2�33;2 �� p3D3;2 � p4B3;2; (24e)��33�z = ��2u3�t2 � �13;1 � �23;2; (24f)�D3�z = �e1544 (�13;1 + �23;2) +�e21544 + "11���(';11+';22)+�e15f1544 +g11� ( ;11+ ;22); (24g)

�B3�z = �f1544 (�13;1+�23;2)+�f15e1544 +g11���(';11+';22)+�f21544+�11� ( ;11+ ;22); (24h)�'�z = l1(u1;1 + u2;2) + l2�33 + l3D3 + l4B3; (24i)� �z = m1(u1;1 + u2;2) +m2�33 ++m3D3 +m4B3: (24j)Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ pi = 13ki + e31li + f31mi(i = 1; 2; 3; 4). Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ (24) îäíî�çíà÷íî îïðåäåëÿþò ìàòðèöó A ðàçìåðîì 10�10, êî�òîðóþ ìû íå âûïèñûâàåì â ñèëó åå ãðîìîçäêîñòè.Îñòàâøèåñÿ óðàâíåíèÿ (17), (18) çàïèñûâàåì â âèäå�11 = (11 + p1)u1;1 + (12 + p1)u2;2 ++ p2�33 + p3D3 + p4B3; (25a)�12 = 66(u1;2 + u2;1); (25b)�22 = (11 + p1)u1;1 + (11 + p1)u2;2 ++ p2�33 + p3D3 + p4B3; (25)D1 = e1544 �13 ��e21544 + "11�';1 ���e15f1544 + g11� ;1; (25d)D2 = e1544 �23 ��e21544 + "11�';2 ���e15f1544 + g11� ;2; (25e)B1 = f1544 �23 ��e15f1544 + g11�';1 ���f21544 + �11� ;1; (25f)B2 = f1544 �23 ��e15f1544 + g11�';2 ���f21544 + �11� ;2: (25g)Ìàòðèöà B ðàçìåðîì 7�7 îïðåäåëÿåòñÿ ïî êîý��è�öèåíòàì â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (25).Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé øàã ÎÌÌÓ çàâåðøåí.Ñèñòåìà óðàâíåíèé ìàãíèòîýëåêòðîóïðóãîñòè (17),(18) çàïèñàíà â âèäå (1), ãäå ìàòðèöû A è B �ìàòðè�öû ñîîòâåòñòâåííî ñèñòåì (24) è (25). Âòîðîé, äîñòà�òî÷íî ïðîñòîé øàã ÎÌÌÓ çàêëþ÷àåòñÿ â óñðåäíå�íèè ìàòðèö A è B ïî �îðìóëå (3). Òåïåðü äëÿ ïîëó�÷åíèÿ îêîí÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà � ìàòåðèàëüíûõêîý��èöèåíòîâ ý��åêòèâíîé ñðåäû � îò óñðåäíåí�íîé ñèñòåìû (24), (25) ñëåäóåò âåðíóòüñÿ ê ñòàíäàðò�íîé çàïèñè óðàâíåíèé ìàãíèòîýëåêòðîóïðóãîñòè âè�984



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014 Ïðèìåíåíèå îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî ìåòîäà : : :äà (15), (16) ñ íîâûìè óñðåäíåííûìè êîý��èöèåí�òàìè. Ýòîò ïðîöåññ îáðàòåí îïèñàííîìó âûøå è íè�êàêèõ ñëîæíîñòåé íå âûçûâàåò.Ñðàâíåíèå �îðìóë äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî z, ïîëó�÷åííûõ èç ñèñòåìû (17), à èìåííî f��12=�z, ��23=�z,��33=�z, �D3=�z, �B3=�zg, ñ �îðìóëàìè äëÿ äðó�ãèõ âåëè÷èí, ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ âõîäÿò â ñèñòå�ìó (17), ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî è äëÿóñðåäíåííûõ âåëè÷èí áóäåò ñïðàâåäëèâà ñèñòåìà,ïîäîáíàÿ (17), â êîòîðîé ïëîòíîñòü �eff = �. Èíà÷åãîâîðÿ, äîïóñòèìî ïðÿìîå óñðåäíåíèå ñèñòåìû (17).�åçóëüòàò óñðåäíåíèé ïåðâûõ äâóõ ñòðî÷åê ìàò�ðèöû A (èëè ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé (24a), (24b))çàïèñûâàåòñÿ â âèäå�13 = Ceff44 (u1;3 + u3;1) + eeff15 ';1 + feff15  ;1; (26a)�23 = Ceff44 (u2;3 + u3;1) + eeff15 ';2 + feff15  ;2; (26b)ãäå ìàòåðèàëüíûå êîý��èöèåíòû ý��åêòèâíîé ñðå�äû îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:1Ceff44 = � 144�; eeff15 = �e1544�Ceff44 ;feff15 = �f1544�Ceff44 : (27)Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî è ïîñëåäóþùèå óðàâíåíèÿìàãíèòîýëåêòðîóïðóãîñòè äëÿ ý��åêòèâíîé ñðåäûáóäóò èìåòü òàêîé æå âèä, ÷òî è èñõîäíûå. Ý��åê�òèâíàÿ ñðåäà ÿâëÿåòñÿ òàêæå òðàíñâåðñàëüíî èçî�òðîïíîé è õàðàêòåðèçóåòñÿ 18 ïàðàìåòðàìè. Âñëåä�ñòâèå ýòîãî, óðàâíåíèÿ äëÿ ý��åêòèâíîé ñðåäû âû�ïèñûâàòü íå áóäåì, à óêàæåì òîëüêî �îðìóëû äëÿìàòåðèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ.Ïðè óñðåäíåíèè êîý��èöèåíòîâ â ñèñòåìå (23)(èëè â óðàâíåíèÿõ (24), (24i) è (24j)) ïîëó÷àåìV eff = �V �1��1 ; (28)0B�Ceff13eeff31feff31 1CA = V �10B� k1l1m11CA : (29)Ìàòðè÷íûå ðàâåíñòâà (28), (29) îïðåäåëÿþò åùåäåâÿòü ìàòåðèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ, ñðåäè êîòî�ðûõ íàèáîëåå èíòåðåñåí ìàãíèòîýëåêòðè÷åñêèé êî�ý��èöèåíò geff33 , êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò ìàãíèòî�ýëåêòðè÷åñêèé ý��åêò. Èìåííî ýòîò êîý��èöèåíòîïðåäåëÿåò âåëè÷èíó âêëàäà â ìóëüòèêàëîðè÷åñêèéý��åêò, îáóñëîâëåííûé âçàèìîäåéñòâèåì ýëåêòðè÷å�ñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé [21℄. Èç îñòàâøèõñÿ êîý���èöèåíòîâ âûïèøåì òîëüêî òðè:

"eff11 = "11 +�e21544���e1544�eeff15 ; (30a)�eff11 = �11 +�f21544�� �f1544�feff15 ; (30b)geff11 = g11 +�e15f1544 ����e1544��f1544�(Ceff44 )2: (30)ßâíûé âèä äëÿ êîý��èöèåíòîâ f11; 12g íå ïðèâî�äèì â ñèëó èõ ãðîìîçäêîñòè.Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ (27)�(30) ïîçâîëÿþòáåç ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (15), (16)îïðåäåëÿòü ïàðàìåòðû ý��åêòèâíîé ñðåäû. Ïðè èõíàõîæäåíèè èñïîëüçóþòñÿ îïåðàöèè ñ ìàòðèöàìè,âõîäÿùèìè â óðàâíåíèÿ. Îïèñàííûé ìåòîä ëåãêîîáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, îòëè÷íûõîò (19). Íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êîíòàêòûñ ïðîñêàëüçûâàíèåì íà ãðàíèöàõ [16℄. Ïðîñòî â êà÷å�ñòâå ïåðåìåííûõ X ñëåäóåò â ýòîì ñëó÷àå âûáèðàòüòå, êîòîðûå íåïðåðûâíû íà ãðàíèöàõ êîíòàêòà. Âû�øå ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîï�íîé ñðåäû, íî ïåðåõîä ê ñëó÷àþ ïðîèçâîëüíîé àíèçî�òðîïèè ïðèâîäèò òîëüêî ê ïîâûøåíèþ ïîðÿäêà îáðà�ùàåìûõ ìàòðèö. Äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ àíèçîòðîïèèñëîåâ (ìîíîêëèííîé, îðòîðîìáè÷åñêîé, òåòðàãîíàëü�íîé, òðèãîíàëüíîé, êóáè÷åñêîé), êàê íåòðóäíî ïðî�âåðèòü [16℄, ý��åêòèâíàÿ ñðåäà áóäåò èìåòü òó æåàíèçîòðîïèþ, çà èñêëþ÷åíèåì êóáè÷åñêîé àíèçîòðî�ïèè. Òàêàÿ ñðåäà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåòðà�ãîíàëüíîé, è ý��åêòèâíàÿ êóáè÷åñêàÿ ñðåäà òàêæåÿâëÿåòñÿ òåòðàãîíàëüíîé.4. ÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈÅ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎ�ÎÌÅÒÎÄÀ ÌÀÒ�È×ÍÎ�Î ÓÑ�ÅÄÍÅÍÈßÏåðåìåííûå X íåïðåðûâíû â ëþáîé òî÷êå, â òîì÷èñëå è íà ãðàíèöå. Çíà÷èò, ñòîëáåöX âñþäó îïðåäå�ëåí. Òîãäà ðåøåíèå ïåðâîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿâ �îðìóëå (1) â ñëîå ñ íîìåðîì i ìîæåò áûòü ïðåä�ñòàâëåíî â âèäåX(z) = exp [Ai(z � zi)℄X(zi); (31)ãäå zi = Pi�1j=1 hj , z0 = 0. Óðàâíåíèå z = zi îïè�ñûâàåò íèæíþþ ãðàíèöó ñëîÿ ñ íîìåðîì i. Ìàòðè÷-íî-îïåðàòîðíóþ ýêñïîíåíòó â �îðìóëå (31) çàäàäèìðàâåíñòâîìexp [Ai(z � zi)℄ == I +Ai(z � zi) + A2i (z � zi)22! + : : : ; (32)985



À. Ñ. Ñòàðêîâ, È. À. Ñòàðêîâ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà(32) íåîáõîäèìà îãðàíè÷åííîñòü ýëåìåíòîâ ìàòðèöûA. ×èñëîâûå âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â A, åñòåñòâåííî,îãðàíè÷åíû. Íî â ìàòðèöó A ìîãóò âõîäèòü ïðîèç�âîäíûå ïî âðåìåíè t è êîîðäèíàòàì x1; x2. Ïîýòîìóòðåáîâàíèå îãðàíè÷åííîñòè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A,â ïåðâóþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò îãðàíè÷åííîñòü óêàçàí�íûõ ïðîèçâîäíûõ. Îñíîâíàÿ èäåÿ ÎÌÌÓ çàêëþ÷à�åòñÿ â òîì, ÷òî ïðè ìàëûõ h (hi; jz�zij) ìîæíî îãðà�íè÷èòüñÿ òîëüêî ïåðâûìè äâóìÿ ÷ëåíàìè ðÿäà (32).Òðåòüå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (32) òîãäà áóäåòîöåíèâàòü ïîãðåøíîñòü äàííîãî ïðèáëèæåíèÿ. Íà�ïðèìåð, äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòîé !ìàòðèöà A èç ðàçä. 3 ñîäåðæèò !2. Ñëåäîâàòåëüíî,ïîãðåøíîñòü áóäåò ìàëà ïðè ìàëûõ ÷àñòîòàõ, ò. å. âäëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè.Êàê ñëåäóåò èç (31), çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ X íàâåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöàõ ñëîåâ X(h) è X(0) ñâÿ�çàíû òî÷íûì ñîîòíîøåíèåìX(h) = exp(Anhn)�� exp(An�1hn�1) : : : exp(A1h1)X(0): (33)Ñîîòíîøåíèå (33) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî÷íóþ çà�ïèñü ðåøåíèÿ (1) ÷åðåç ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðè÷íûõýêñïîíåíò. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ýòî ñîîò�íîøåíèå îñîáîé öåííîñòè íå ïðåäñòàâëÿåò. Åñëè ÷èñ�ëî ñëîåâ ñîñòàâëÿåò íåñêîëüêî äåñÿòêîâ, òî âû÷èñëå�íèÿ ïî �îðìóëå (33) òðåáóþò áîëüøåãî êîëè÷åñòâàîïåðàöèé, ÷åì ñòàíäàðòíûå âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû.Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (33)ïðåîáðàçóåì åãî, èñïîëüçóÿ ìàëîñòü òîëùèíû ñëî�åâ. Ó÷èòûâàÿ �îðìóëó Êýìïáåëëà �Õàóñäîð�à äëÿïðîèçâåäåíèÿ ìàòðè÷íûõ ýêñïîíåíò [22℄exp(A1) exp(A2) = exp(A1+A2+[A1; A2℄+ : : : ); (34)ãäå [A1; A2℄ � A1A2 � A2A1 � êîììóòàòîð ìàòðèöA1 è A2, ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö â ïðàâîé ÷àñòè (33)ìîæíî ïðèáëèæåííî çàìåíèòü îäíîé ýêñïîíåíòîé,â êîòîðóþ âîéäåò áåñêîíå÷íûé íàáîð êîììóòàòîðîââèäà [Aihi; Ajhj ℄ = (AiAj � AjAi)hihj [22℄. Ïðåíå�áðåãàÿ óêàçàííûìè êîììóòàòîðàìè (îíè ñîäåðæàòäîïîëíèòåëüíûå ñòåïåíè h ïî ñðàâíåíèþ ñ ãëàâíûìñëàãàåìûì), ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííîå ñîîòíîøåíèå:X(h) �� exp [(A1�1+A2�2+ : : :+An�n)h℄X(0): (35)Ñîîòíîøåíèå (35) êàê ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî ý��åêòèâ�íàÿ ñðåäà îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûì èç ñîîòíîøåíèé (3).Âîçíèêàþùóþ ïðè îòáðàñûâàíèè êîììóòàòîðîâ ïî�ãðåøíîñòü Æ ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Æ = nXi=1 kA2i kh2i +Xi<j k[Ai; Aj ℄khihj ; (36)ãäå kAk � íîðìà îïåðàòîðà â êàêîì-ëèáî íîðìèðî�âàííîì ïðîñòðàíñòâå (íàïðèìåð, L2 [23℄). Äëÿ ïðè�ìåíèìîñòè ìåòîäà ÎÌÌÓ íåîáõîäèìà ìàëîñòü Æ. Ñ�èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøåâî Ââåäåíèè, äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìà ìàëîñòü äëèí,õàðàêòåðèçóþùèõ ñèñòåìó, ïî ñðàâíåíèþ ñ åå òîë�ùèíîé h. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîé ÷àñòîòû ñó�ùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå h�, ïðè êîòîðîì äëÿ âñåõòîëùèí, ìåíüøèõ h�, èñõîäíàÿ ñëîèñòàÿ ñèñòåìà ýê�âèâàëåíòíà ý��åêòèâíîé îäíîðîäíîé ñðåäå.Ïðè óñðåäíåíèè âòîðîãî íàáîðà óðàâíåíèé â (2)èñïîëüçóåì áîëåå ãðóáîå ïðèáëèæåíèå äëÿ X , êîãäàýêñïîíåíòà â (31) çàìåíÿåòñÿ òîëüêî íà ïåðâûé ÷ëåíðÿäà (32). Âîçíèêàþùàÿ ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü èìå�åò ïîðÿäîê O(h) è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè h ! 0.Äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ñ ãàðìîíè÷åñêîé çàâè�ñèìîñòüþ îò âðåìåíè âèäà exp(i!t) ñ ÷àñòîòîé !âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ïðîïîðöèî�íàëüíàÿ !h=v, ãäå v � õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü ðàñïðî�ñòðàíåíèÿ âîëí â ñèñòåìå. Òðåáîâàíèå ìàëîñòè ýòîéïîãðåøíîñòè íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà ïðèìåíè�ìîñòü ÎÌÌÓ.Âûâîäû î çàìåíå ñèñòåìû ñëîåâ íà îäèí ý��åê�òèâíûé ñëîé ñïðàâåäëèâû òîëüêî ïðè ðàññìîòðåíèèñèñòåìû â öåëîì. Ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòå�ìû ñëîåâ è ý��åêòèâíîãî ñëîÿ ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿâíóòðè ñëîåâ. Ñîâïàäàþò òîëüêî èíòåãðàëüíûå õà�ðàêòåðèñòèêè. Íàïðèìåð, ìàññà ñèñòåìû, çàêëþ÷åí�íîé ìåæäó íóëåì è z, èìååò âèäzZ0 �(z) dz; zZ0 �(z) dz (37)ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ñèñòåìû ñëîåâ è äëÿ ý��åêòèâ�íîãî ñëîÿ. Çíà÷åíèÿ (37) ñîâïàäàþò ïðè z = h. Èñðåäíèå çíà÷åíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïî�ëåé â ñèñòåìå ñâÿçàíû ïîñðåäñòâîì ý��åêòèâíûõìàãíèòîýëåêòðè÷åñêèõ êîý��èöèåíòîâ geff11 è geff33 .Ïåðåéäåì òåïåðü ê èññëåäîâàíèþ ñëó÷àÿ, êîãäàìàòðèöû A è B ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè, ò. å. ìàò�ðèöà A ìåíÿåòñÿ (ñêà÷êîîáðàçíî) îò ñëîÿ ê ñëîþ è,êðîìå òîãî, ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ êàæäîãî ñëîÿ. Âðàññìàòðèâàåìîì îáùåì ñëó÷àå ìàòðèöà A = Ai(z)íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîÿ ñ íî�ìåðîì i, à çàâèñèò åùå è îò êîîðäèíàòû z. Âîñïîëü�çóåìñÿ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî äëÿ òîíêèõ ñëîåâèçìåíåíèå A è B â ïðåäåëàõ îäíîãî ñëîÿ ÿâëÿåòñÿìàëûì. Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ïðèáëèæåííîå ðå�øåíèå â ñëîå i â âèäå �îðìàëüíîãî ðÿäà986



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014 Ïðèìåíåíèå îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî ìåòîäà : : :X(z) = 264I + xZxi Ai(t) dt ++ 12 0� xZxi Ai(t) dt1A2 + : : :375X(zi): (38)Åñëè ïðåíåáðå÷ü â (38) êâàäðàòè÷íûì ñëàãàåìûì,òî óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíûõ ìàò�ðèö Aeff è Beff çàïèñûâàþòñÿ â ýòîì ñëó÷àå â âè�äå (4), (5). Â ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèìåðàõ ìàòåðè�àëüíûå ïîñòîÿííûå â ïðåäåëàõ êàæäîãî ñëîÿ ñ÷èòà�ëèñü ïîñòîÿííûìè, è çàâèñèìîñòü ìàòðèö îò z çà�äàâàëàñü ïàðàìåòðàìè âûáðàííîé ñèñòåìû êîîðäè�íàò. Äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé è ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåì êî�îðäèíàò èíòåãðàëû â (4), (5) ñîäåðæàò èçâåñòíûå�óíêöèè è ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ. Ïîëó÷åííûå �îðìó�ëû ïîçâîëÿþò äîñòàòî÷íî ïðîñòî íàõîäèòü �èçè÷å�ñêèå õàðàêòåðèñòèêè ý��åêòèâíîé ñðåäû, ýêâèâà�ëåíòíîé äàííîìó íàáîðó òîíêèõ ñëîåâ, åñëè ñâîé�ñòâà ñðåäû ñëàáî ìåíÿþòñÿ ïîïåðåê ñëîÿ.Ñëó÷àé ïåðèîäè÷åñêîé ñðåäû, êîãäà èñõîäíûéíàáîð ñëîåâ ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿåòñÿ, òàê ÷òîA(z + h) = A(z), B(z + h) = B(z), ïðèâîäèò ê àíà�ëîãè÷íûì �îðìóëàì [16℄: ñâîéñòâà ý��åêòèâíîé ïå�ðèîäè÷åñêîé ñðåäû òàêæå îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðèöàìèA è B òàêèìè æå, ÷òî è â �îðìóëàõ (3).Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä íå òðåáóåò îáÿçàòåëüíîéâåùåñòâåííîñòè âñåõ êîý��èöèåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè,äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü ìîæíî ñ÷èòàòüêîìïëåêñíîé âåëè÷èíîé, âêëþ÷èâ â íåå óäåëüíóþïðîâîäèìîñòü è çàâèñèìîñòü îò ÷àñòîòû. Äëÿñëîèñòûõ ñðåä òî÷íîñòü ÎÌÌÓ âîçðàñòàåò ïðèóìåíüøåíèè òîëùèíû ñëîÿ. Â ñëó÷àå âêëþ÷åíèéïðîèçâîëüíîé �îðìû ïîãðåøíîñòü ÎÌÌÓ íåñòðåìèòñÿ ê íóëþ äàæå ïðè óìåíüøåíèè ðàçìå�ðà âêëþ÷åíèé. Ïî-âèäèìîìó, â ýòîì ñëó÷àå äëÿïîëó÷åíèÿ ý��åêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê ñëåäóåòèñïîëüçîâàòü äðóãèå ìåòîäû, íàïðèìåð, ìåòîäÌàêñâåëëà ��àðíåòòà [24℄.5. Ï�ÈÌÅ� ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈß ÌÅÒÎÄÀÄëÿ èëëþñòðàöèè ý��åêòèâíîñòè ðàçðàáîòàííî�ãî ïîäõîäà ìû ïðîâåëè ðàñ÷åòû ý��åêòèâíûõ õàðàê�òåðèñòèê ïî �îðìóëå (28) äëÿ äâóñëîéíîé è òðåõ�ñëîéíîé ñèñòåì. Çàâèñèìîñòè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Vîò ïðèâåäåííîé òîëùèíû ñëîåâ ïðåäñòàâëåíû ñîîò�âåòñòâåííî íà ðèñ. 1 è ðèñ. 2. Â êà÷åñòâå ìàòåðèàëîâðàññìîòðåíû BaTiO3 � äëÿ ïåðâîãî ñëîÿ ñ òîëùè�íîé h1, CoFe2O4 � äëÿ âòîðîãî ñëîÿ ñ òîëùèíîé h2
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�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü ý��åêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèêäâóõñëîéíîé ñòðóêòóðû {BaTiO3, CoFe2O4} îò îò-íîøåíèÿ òîëùèí ñëîåâ: à � îòíîñèòåëüíàÿ äèýëåê-òðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü "eff33 ="0 è ìîäóëü óïðóãî-ñòè eff33 , á � ìàãíèòîýëåêòðè÷åñêèé êîý��èöèåíògeff33 è ïüåçîìàãíèòíûé ìîäóëü feff33è PZT-4 � äëÿ òðåòüåãî ñëîÿ ñ òîëùèíîé h3. Çíà�÷åíèÿ ìàòåðèàëüíûõ ïîñòîÿííûõ áûëè âçÿòû èç ðà�áîò [14, 25℄. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çàâèñèìîñòü îòòîëùèíû òðåòüåãî ñëîÿ ïîñòðîåíà ïðè îòíîøåíèèòîëùèíû ïåðâûõ äâóõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþìàêñèìàëüíîñòè ìàãíèòîýëåêòðè÷åñêîãî êîý��èöè�åíòà geff33 . Êàê âèäíî íà ðèñ. 1, äëÿ äâóñëîéíîé ñòðóê�òóðû çàâèñèìîñòü îò òîëùèíû âòîðîãî ñëîÿ ÿâëÿåò�ñÿ ìîíîòîííîé äëÿ êîý��èöèåíòîâ "eff33 , feff33 è eff33 ,à ìàãíèòîýëåêòðè÷åñêèé êîý��èöèåíò èìååò ÷åòêîâûðàæåííûé ìàêñèìóì. Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ òðåõ�ñëîéíîé ñèñòåìû ìàêñèìóì ïðè îïðåäåëåííîé òîë�ùèíå òðåòüåãî ñëîÿ èìååòñÿ òàêæå è äëÿ êîý��èöè�åíòà eff33 .Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, â ñëó÷àå, êîãäà òîë�987
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ý��åêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèêòðåõñëîéíîé ñðåäû {BaTiO3, CoFe2O4, PZT-4} îòîòíîñèòåëüíîé òîëùèíû òðåòüåãî ñëîÿ: à � îòíî-ñèòåëüíàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü "eff33 ="0è ìîäóëü óïðóãîñòè eff33 , á � ìàãíèòîýëåêòðè÷åñêèéêîý��èöèåíò geff33 è ïüåçîìàãíèòíûé ìîäóëü feff33ùèíà îäíîãî ñëîÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ý��åêòèâíûåêîý��èöèåíòû äëÿ óñðåäíåííîé ñðåäû ñòðåìÿòñÿê ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷åíèÿì äëÿ êîý��èöèåíòîââòîðîãî ñëîÿ. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñêî�ìûõ çàâèñèìîñòåé äëÿ ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâóñðåäíåííîé ñðåäû íàì, â îòëè÷èå îò àâòîðîâ ðà�áîò [11, 13℄, íå ïðèøëîñü ðåøàòü ñëîæíóþ ñèñòå�ìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè íåïðîñòûõãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íà ãðàíèöàõ ñëîåâ. Íàïðèìåð,ìàãíèòîýëåêòðè÷åñêèé êîý��èöèåíò geff33 � íàèáî�ëåå èíòåðåñíûé ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé � ïîëó�÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðîñòîãî óñðåäíåíèÿ ìàòðèöûV �1 (28). Ýòîò êîý��èöèåíò îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêîâåëè÷èíàìè, âõîäÿùèìè â ìàòðèöó V (21), è íå çàâè�ñèò îò äðóãèõ ìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò. Êðîìå òîãî,

â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè óñðåäíåííûå âåëè�÷èíû îêàçûâàþòñÿ íå çàâèñÿùèìè îò ïîðÿäêà ñëå�äîâàíèÿ ñëîåâ. È ïðè íàëè÷èè íåñêîëüêèõ ñëîåâ èçîäíîãî ìàòåðèàëà â ý��åêòèâíûå õàðàêòåðèñòèêèâîéäåò òîëüêî ñóììàðíàÿ òîëùèíà ýòèõ ñëîåâ.6. ÂÛÂÎÄÛÑëîèñòàÿ ñòðóêòóðà èç n ñëîåâ ìóëüòè�åððîè�êîâ ñóììàðíîé òîëùèíû h âåäåò ñåáÿ ïîäîáíî ý���åêòèâíîìó ñëîþ òîé æå òîëùèíû. Äëÿ îïðåäåëå�íèÿ ìàòåðèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ ýòîãî ñëîÿ ïðèìàëûõ h ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü îáîáùåííûé ìàò�ðè÷íûé ìåòîä óñðåäíåíèÿ, êîòîðûé íå òðåáóåò ðåøå�íèé óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîñòè. Èñêîìûåêîý��èöèåíòû ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðîñòåé�øèõ îïåðàöèé íàä ìàòðèöàìè, õàðàêòåðèçóþùèìèñâîéñòâà îòäåëüíûõ ñëîåâ. Îò ÷èñëà ñëîåâ êîëè÷å�ñòâî âû÷èñëåíèé çàâèñèò ñëàáî. Ïîëó÷åííûå â ðàáî�òå �îðìóëû (27)�(30) ïîçâîëÿþò îïðåäåëÿòü, íàïðè�ìåð, çàâèñèìîñòü ìàãíèòîýëåêòðè÷åñêèõ êîý��èöè�åíòîâ geff11 è geff33 îò îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ñëîåâ,÷òî âàæíî ïðè ñîçäàíèè èñêóññòâåííûõ ìóëüòè�åð�ðîèêîâ. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ðàññìîòðåí ñëó�÷àé òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíûõ ñëîåâ, íî ÎÌÌÓïðèìåíèì è äëÿ ñëîåâ ñ ïðîèçâîëüíîé àíèçîòðîïè�åé. Ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå ìåòîä îñíîâûâàë�ñÿ íà ëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ. Ïîñêîëüêó ëþáîåíåëèíåéíîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ëèíåàðèçîâà�íî âáëèçè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðàíåëèíåéíîñòè, ìåòîä ïðèìåíèì è äëÿ íåëèíåéíûõóðàâíåíèé. Íàïðèìåð, äëÿ ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõñëîåâ çàâèñèìîñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòèîò íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿíåëèíåéíîé. Â ðåçóëüòàòå óñðåäíåíèÿ ïîëó÷àåìý��åêòèâíóþ ñðåäó ñ íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþîò ïîëÿ óæå âñåõ êîý��èöèåíòîâ, âõîäÿùèõ âìàòðèöó V .�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêèïðàâèòåëüñòâà �Ô (ãðàíò �074-U01), à òàêæå Òåõ�íîëîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà ã. Áðíî (SIX projetCZ.1.05/2.1.00/03.0072; CZ.1.07/2.3.00/30.0039).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. M. Fiebig, J. Phys. D Appl. Phys. 38, R123 (2005).2. W. Eerenstein, N. Mathur, and J. F. Sott, Nature442, 759 (2006).988
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