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ÈÄÅÀËÜÍÀß �ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈÊÀ ÑÍÀ�ÓÆÈ È ÂÍÓÒ�È×Å�ÍÎÉ ÄÛ�Û: �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÎ ÎÏÈÑÀÍÈÅÂ ÊÎÎ�ÄÈÍÀÒÀÕ ÏÅÍËÅÂÅ ��ÓËËÑÒ�ÀÍÄÀÂ. Ï. �óáàí *Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè èì. Ë. Ä. Ëàíäàó �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê142432, ×åðíîãîëîâêà, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 14 �åâðàëÿ 2014 ã.Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè êîîðäèíàò Ïåíëåâå � �óëëñòðàíäà â èõ äåêàðòîâîì âàðèàíòå ãàìèëüòî-íèàí ðåëÿòèâèñòñêîé èäåàëüíîé ãèäðîäèíàìèêè â îêðåñòíîñòè íåâðàùàþùåéñÿ ÷åðíîé äûðû îòëè÷àåòñÿâñåãî îäíèì ïðîñòûì ñëàãàåìûì îò ñîîòâåòñòâóþùåãî ãàìèëüòîíèàíà â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè.Ïðè ýòîì åäèíûì îáðàçîì îïèñûâàåòñÿ òàêæå è âíóòðåííÿÿ îáëàñòü ÷åðíîé äûðû, ïîñêîëüêó â êîîð-äèíàòàõ Ïåíëåâå � �óëëñòðàíäà îòñóòñòâóåò ñèíãóëÿðíîñòü íà ãîðèçîíòå ñîáûòèé. Ïðåäñòàâëåíî òî÷íîåðåøåíèå, îïèñûâàþùåå ñòàöèîíàðíóþ àêêðåöèþ ïðåäåëüíî æåñòêîé ìàòåðèè (" / n2) íà äâèæóùóþñÿ÷åðíóþ äûðó âïëîòü äî öåíòðàëüíîé ñèíãóëÿðíîñòè. Â ïðèáëèæåíèè ëîêàëüíîé èíäóêöèè âûâåäåíî óðàâ-íåíèå äâèæåíèÿ òîíêîé âèõðåâîé íèòè íà �îíå òàêîãî àêêðåöèîííîãî ïîòîêà. Â ÿâíîì âèäå âû÷èñëåíãàìèëüòîíèàí äëÿ æèäêîñòè ñ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ " / n4=3 è ðåøåíà çàäà÷à îöåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ñòàöèîíàðíîì òå÷åíèè òàêîé ìàòåðèè.DOI: 10.7868/S00444510140701161. ÂÂÅÄÅÍÈÅÎáùåðåëÿòèâèñòñêàÿ ãèäðîäèíàìèêà ÿâëÿåòñÿâàæíîé ñîñòàâíîé ÷àñòüþ ñîâðåìåííîé àñòðî�èçè�êè (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [1, 2℄ è ññûëêè â íèõ).Â ðÿäå àñòðî�èçè÷åñêèõ çàäà÷ ìîæíî ïðåíåáðå÷üòåïëîâûì èçëó÷åíèåì è äèññèïàòèâíûìè ý��åê�òàìè. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ õîðîøèì ïðèáëèæåíèåìñëóæèò ìîäåëü èäåàëüíîé æèäêîñòè. Êàê èçâåñòíî,óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ æèäêîñòè â èñêðèâëåííîìïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ìîæíî âûâîäèòü ñ ïîìîùüþïðîñòûõ �èçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé î ñòðóêòóðå òåí�çîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà [3℄. Òàêîé ïîäõîä îñîáåííîóäîáåí äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ñì., íàïðè�ìåð, ðàáîòû [2; 4�8℄ è ññûëêè â íèõ). Íî óðàâíåíèÿèäåàëüíîé ðåëÿòèâèñòñêîé ãèäðîäèíàìèêè äîïóñêà�þò òàêæå ðàçëè÷íûå âàðèàöèîííûå �îðìóëèðîâêè,÷òî èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ àíàëèòè÷åñêèõèññëåäîâàíèé (ñì. ðàáîòû [9�13℄ è ññûëêè â íèõ).Â áîëüøèíñòâå âàðèàöèîííûõ �îðìóëèðîâîêïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ëàãðàíæèàíà ñ êèíåìàòè÷å�ñêèìè ñâÿçÿìè. Â ýòîé ñâÿçè óìåñòíî ñäåëàòü äâà*E-mail: ruban�itp.a
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çàìå÷àíèÿ. Âî-ïåðâûõ, ââåäåíèå âñïîìîãàòåëüíûõïîëåé � ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà � óâåëè÷èâàåò÷èñëî íåèçâåñòíûõ �óíêöèé ñâåðõ ìèíèìàëüíîíåîáõîäèìîãî, à ýòî íåæåëàòåëüíî ïî ìíîãèì ïðè�÷èíàì. Âî-âòîðûõ, äàëåêî íå âñå êîîðäèíàòíûåñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè îäèíàêîâî óäîáíûäëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè æèäêîñòè. Âòîðîåçàìå÷àíèå îñîáåííî àêòóàëüíî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà,íåñìîòðÿ íà äâèæåíèå ìàòåðèè, ãðàâèòàöèîííîåïîëå ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì(íàïðèìåð, ìîæíî èìåòü â âèäó äèíàìèêó æèäêî�ñòè âáëèçè äîñòàòî÷íî ìàññèâíîé ÷åðíîé äûðû,êàê â äàííîé ðàáîòå, ëèáî ìåäëåííûå òå÷åíèÿ íà�îíå ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíîãî ñòàòè÷åñêîãîðàñïðåäåëåíèÿ âåùåñòâà, êàê â ðàáîòàõ [14, 15℄).×åì áîëåå ïðîñòîé âèä èìååò çàäàííàÿ ìåòðèêàds2 = gik(t; r) dxidxk , òåì êîìïàêòíåå óðàâíåíèÿäâèæåíèÿ æèäêîñòè è òåì áîëüøå èìååòñÿ øàíñîâïðîäâèíóòüñÿ â ïîíèìàíèè �èçèêè ÿâëåíèé. Âàæíîòàêæå, ÷òîáû êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðàíå èìåëè íå�èçè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé, óñòðàíèìûõïóòåì çàìåíû êîîðäèíàò [16℄.Èç ïðèâåäåííûõ âûøå çàìå÷àíèé ñëåäóåò, ÷òîïðè ðåøåíèè çàäà÷ îáùåðåëÿòèâèñòñêîé ãèäðîäèíà�ìèêè èìååò ñìûñë ïîäáèðàòü íàèáîëåå óäîáíûå êî�96



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 1 (7), 2014 Èäåàëüíàÿ ãèäðîäèíàìèêà ñíàðóæè è âíóòðè ÷åðíîé äûðû : : :îðäèíàòíûå ñèñòåìû è îãðàíè÷èâàòüñÿ ìèíèìàëü�íî íåîáõîäèìûì ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ �óíêöèé. Öå�ëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðîäåìîíñòðèðîâàòüïðåèìóùåñòâà òàê íàçûâàåìûõ êîîðäèíàò Ïåíëå�âå � �óëëñòðàíäà [17, 18℄ ïðè îïèñàíèè àêêðåöèîí�íûõ òå÷åíèé èäåàëüíîé æèäêîñòè ñíàðóæè è âíó�òðè íåâðàùàþùåéñÿ ÷åðíîé äûðû. Ýòè êîîðäèíàòûè èõ îáîáùåíèÿ ñ óñïåõîì ïðèìåíÿëèñü äëÿ ðåøå�íèÿ ðÿäà �èçè÷åñêèõ çàäà÷ [19�22℄, íî, íàñêîëüêîèçâåñòíî àâòîðó, äî ñèõ ïîð íå èñïîëüçîâàëèñü ïðèèññëåäîâàíèÿõ òðåõìåðíûõ òå÷åíèé æèäêîñòè ñ ïðî�èçâîëüíûì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ. Çäåñü áóäåò ïîêà�çàíî, ÷òî óðàâíåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ãèäðîäèíàìè�êè â êîîðäèíàòàõ Ïåíëåâå � �óëëñòðàíäà îêàçûâàþò�ñÿ ëèøü íåíàìíîãî ñëîæíåå ïî ñðàâíåíèþ ñ ïëîñ�êèì ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì. Áîëåå òî÷íî, ãàìèëü�òîíèàí ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû îòëè÷àåòñÿ âñå�ãî îäíèì ïðîñòûì ñëàãàåìûì îò ñîîòâåòñòâóþùåãîãàìèëüòîíèàíà â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî. Íàïî�ìíèì, ÷òî øèðîêî èçâåñòíàÿ ìåòðèêà Øâàðöøèëü�äà [23℄, îïèñûâàþùàÿ ÷åðíóþ äûðó ìàññûM , ïóòåìçàìåíû âðåìåííîé êîîðäèíàòûtS = t� 2p2Mr � 2M ln 1�p2M=r1 +p2M=r (1)(ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [19℄) ïðèâîäèòñÿ ê ìåòðèêåÏåíëåâå � �óëëñòðàíäàds2 = dt2 � dr +r2Mr dt!2 �� r2(d�2 + sin2 � d�2): (2)Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå åäèíèöû èçìå�ðåíèÿ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí, â êîòîðûõ ñêîðîñòü ñâå�òà 
 = 1 è ïîñòîÿííàÿ Íüþòîíà G = 1. Âåñüìà ñóùå�ñòâåííî, ÷òî ñèíãóëÿðíîñòü íà ãîðèçîíòå ñîáûòèérg = 2M òåïåðü îòñóòñòâóåò, è ýòî ñâîéñòâî êîîð�äèíàò Ïåíëåâå � �óëëñòðàíäà ïîçâîëÿåò ðàññìàòðè�âàòü âñå ïðîñòðàíñòâî åäèíûì îáðàçîì, â îòëè÷èåîò êîîðäèíàò Øâàðöøèëüäà. Åñëè âìåñòî ¾ñ�åðè�÷åñêèõ¿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò (r; �; �) ââå�ñòè ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ¾äåêàðòîâû¿ êîîðäèíàòûr = (x; y; z), òî äàííàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ìåòðèêà ïåðå�ïèøåòñÿ â îñîáåííî êîìïàêòíîì âèäå:ds2 = dt2 � (dr�Udt)2; U(r) = �rrr2Mr ; (3)ïðè÷åì ñêàëÿðíûé êâàäðàò çäåñü ïîíèìàåòñÿ â ïðî�ñòåéøåì ñìûñëå � êàê ñóììà êâàäðàòîâ òðåõ êîìïî�íåíò. Êàê ìû óâèäèì äàëåå, åùå îäíèì íåìàëîâàæ�íûì ïðåèìóùåñòâîì ìåòðèêè (3) ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿí�ñòâî åå äåòåðìèíàíòà g = detkgikk = �1.

2. ÎÁÙÀß ÑÒ�ÓÊÒÓ�À Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÌîæíî èçáåæàòü èçáûòî÷íîãî îïèñàíèÿ ñèñòå�ìû ñ ïðèâëå÷åíèåì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, åñëèïðè ðàññìîòðåíèè æèäêîé ñðåäû âîñïîëüçîâàòüñÿêîíöåïöèåé îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà [14, 24℄,ïðèìåíèìîãî ê øèðîêîìó êëàññó ìîäåëåé, ðåëÿòè�âèñòñêèõ â òîì ÷èñëå. Â ýòîì ïîäõîäå íåçàìàãíè�÷åííûå èçýíòðîïè÷åñêèå òå÷åíèÿ îïèñûâàþòñÿ äâó�ìÿ ïîëÿìè � ïîëåì îòíîñèòåëüíîé (¾êîîðäèíàò�íîé¿) ïëîòíîñòè �(t; r) è ïîëåì òðåõìåðíîé ñêîðîñòèv(t; r). Õîòÿ êîîðäèíàòû (t; r) â îáùåì ñëó÷àå � ïðî�èçâîëüíûå êðèâîëèíåéíûå, äèíàìèêà ¾ïëîòíîñòè¿�(t; r) ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè â åãîñòàíäàðòíîì ¾äåêàðòîâîì¿ âèäå,�t +r � (�v) = 0: (4)Ïðîèñõîæäåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ � ÷èñòî êèíåìà�òè÷åñêîå. Â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè åìó ñî�îòâåòñòâóåò óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ äèâåðãåíöèè4-âåêòîðà òîêà ni = n dxi=ds [3, 23℄, ãäå ñêàëÿð nåñòü ïëîòíîñòü ÷èñëà ñîõðàíÿþùèõñÿ ÷àñòèö â ñîá�ñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ò. å.ni;i � 1p�g ��xi �p�gndxids � = 0: (5)Èç ñðàâíåíèÿ óðàâíåíèé (4) è (5) íàõîäèòñÿ ñîîòíî�øåíèå, ñâÿçûâàþùåå ïîëå n ñ äèíàìè÷åñêèìè ïåðå�ìåííûìè � è v:n = �p�gqg00 + 2g0�v� + g��v�v� ; (6)ãäå � è � � òðåõìåðíûå òåíçîðíûå èíäåêñû.Íàì áóäåò óäîáíî âìåñòî ïîëÿ ñêîðîñòè èìåòüäåëî ñ ïîëåì ¾ïëîòíîñòè òîêà¿ j � �v, òàê ÷òî óðàâ�íåíèå íåïðåðûâíîñòè òåïåðü åñòü�t +r � j = 0; (7)à ñîîòíîøåíèå (6) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäån =qg00�2 + 2g0��j� + g��j�j�Æp�g: (8)Ïîìèìî êèíåìàòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (7) èìååòñÿâòîðîå � äèíàìè÷åñêîå � óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, êî�òîðîå çàâèñèò îò ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè. Îíî çà�äàåòñÿ íåêîòîðûì ëàãðàíæèàíîì Lf�; jg è èìååò ñëå�äóþùóþ ñòðóêòóðó (îáîáùåííîå óðàâíåíèå Ýéëåðà;ñì. ïîäðîáíîñòè â ðàáîòàõ [14, 24℄, ãäå îíî áûëî ïðåä�ñòàâëåíî â òåðìèíàõ � è v):��t �ÆLÆj � = � j� � rot�ÆLÆj ��+r�ÆLÆ�� ; (9)7 ÆÝÒÔ, âûï. 1 (7) 97



Â. Ï. �óáàí ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 1 (7), 2014ïðè÷åì òðåõìåðíûå âåêòîðíûå îïåðàòîðû äåéñòâó�þò çäåñü òàê, êàê åñëè áû êîîðäèíàòû áûëè ïðÿìî�óãîëüíûìè äåêàðòîâûìè. Óðàâíåíèå (9) åñòü íå ÷òîèíîå, êàê âûðàæåííîå ÷åðåç � è j âàðèàöèîííîå óðàâ�íåíèå Ýéëåðà �ËàãðàíæàÆLÆx(a) � ddt ÆLÆ _x(a) = 0 (10)äëÿ îòîáðàæåíèÿ r = x(t; a), îïèñûâàþùåãî òðàåêòî�ðèþ êàæäîãî ýëåìåíòà æèäêîé ñðåäû, ïîìå÷åííîãîìàðêåðîì a = (a1; a2; a3). Âåêòîðp = ÆLÆj = ÆLÆ _x(a) (11)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êàíîíè÷åñêèé èìïóëüñ æèäêîãîýëåìåíòà. Âàæíî åùå îòìåòèòü, ÷òî ïîëå îáîáùåí�íîé (òðåõìåðíîé) çàâèõðåííîñòè 
 = rotp îêàçûâà�åòñÿ ¾âìîðîæåííûì¿ â æèäêîñòü, ïîñêîëüêó ïîä÷è�íÿåòñÿ óðàâíåíèþ
t = rot[v �
℄; (12)êîòîðîå ñëåäóåò èç (9). Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåòêëàññ ïîòåíöèàëüíûõ òå÷åíèé, äëÿ êîòîðûõ p = r'.Êàê ìû óâèäèì äàëåå, ïîñëå ðàçðåøåíèÿ îòíîñè�òåëüíî âðåìåííîé ïðîèçâîäíîé jt óðàâíåíèå (9) ïðè�îáðåòàåò äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèé âèä äàæå â ïëîñêîìïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Êðîìå òîãî, ïåðåìåííàÿ j íåäàåò ïðåèìóùåñòâ ïðè îïèñàíèè ïîòåíöèàëüíûõ òå�÷åíèé. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü òàêæå èäðóãèå ýêâèâàëåíòíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé, âûáðàââ êà÷åñòâå îñíîâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ íå(�; j), à (�;p) ëèáî (n;p).Ñ ìåòîäè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, íàèáîëåå ïðåäïî�÷òèòåëüíà ïàðà (�;p), ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ñè�ñòåìà óðàâíåíèé (7) è (9) ïðèîáðåòàåò íåêàíîíè÷å�ñêóþ ãàìèëüòîíîâó ñòðóêòóðó [24℄:�t = �r � �ÆHÆp � ; (13)pt = �1� �ÆHÆp �� rotp��rÆHÆ� : (14)�àìèëüòîíèàí Hf�;pg ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì êëàãðàíæèàíó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà ïî âåêòîð�íîé ïåðåìåííîé j:Hf�;pg = Z (j � p) dr�L; (15)ïðè÷åì âìåñòî j çäåñü äîëæíî áûòü ïîäñòàâëåíî ðå�øåíèå óðàâíåíèÿ p = ÆLf�; jg=Æj. Çàìåòèì ïîïóòíî,

÷òî ïîòåíöèàëüíûå òå÷åíèÿ îïèñûâàþòñÿ âñåãî îä�íîé ïàðîé íåèçâåñòíûõ �óíêöèé � è ', êîòîðûå îêà�çûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûìè. Áîëåå îáùèéêëàññ òå÷åíèé ìîæåò áûòü îïèñàí äâóìÿ ïàðàìè êà�íîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ âåëè÷èí, (�; ') è (�; �), åñ�ëè ñäåëàòü ïîäñòàíîâêó Êëåáøà,p = r'+ ��r�: (16)Ê ñîæàëåíèþ, ðàçðåøèòü â çàìêíóòîì âèäå ñî�îòíîøåíèå (11) îòíîñèòåëüíî j óäàåòñÿ äàëåêî íåäëÿ âñåõ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ âåùåñòâà, êàê ìûóâèäèì äàëåå. Ïî ýòîé ïðè÷èíå áóäóò ïðåäñòàâëå�íû òàêæå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ïåðåìåííûõ (n;p),ïî-âèäèìîìó, íå îáëàäàþùèå ïðîñòîé ãàìèëüòîíî�âîé ñòðóêòóðîé, íî ñàìè ïî ñåáå äîñòàòî÷íî ýëåãàíò�íûå.3. Ó�ÀÂÍÅÍÈß �ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈÊÈ ÂÌÅÒ�ÈÊÅ (3)Ëàãðàíæèàí ðåëÿòèâèñòñêîé ãèäðîäèíàìèêèîïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ æèäêîñòè "(n),ñâÿçûâàþùèì n ñ ïëîòíîñòüþ " ýíåðãèè-ìàññû,èçìåðåííîé â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Âèäëàãðàíæèàíà Lf�; jg òàêîâ:L = � Z p�g �� "�qg00�2+2g0��j�+g��j�j�=p�g� dr: (17)Çäåñü âìåñòî n â óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ïîäñòàâëåíîâûðàæåíèå (8). Ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ I = R Ldt ÿâ�ëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì èíâàðèàíòîì, êàê è äîëæ�íî áûòü. Èìåííî òàêîé ëàãðàíæèàí ñîãëàñóåòñÿ ñèçâåñòíûì òåíçîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà èäåàëüíîéæèäêîñòè [3, 23℄. Ôèçè÷åñêè îñìûñëåííûå �óíêöèè"(n) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü îïðåäåëåííûì òðåáîâà�íèÿì, êîòîðûå ìû çäåñü íå îáñóæäàåì. Èç íåñêîëü�êèõ ïðåäëîæåííûõ ðàíåå âàðèàöèîííûõ �îðìóëèðî�âîê [9�11℄, èñïîëüçóþùèõ ðàçëè÷íûå íàáîðû äèíà�ìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, ëàãðàíæèàí (17) áëèæå âñå�ãî ê �îðìóëèðîâêå �ýÿ [11℄. Â ïëîñêîì ïðîñòðàí�ñòâå-âðåìåíè ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ äâèæåíèÿ èíòå�ãðàë (17) ñâîäèòñÿ ê ïðèâû÷íîé ðàçíèöå êèíåòè÷å�ñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé (ñ ó÷åòîì ýíåðãèè ïî�êîÿ).Òåïåðü ìû âîñïîëüçóåìñÿ ìåòðèêîé (3), êîòîðàÿïîçâîëÿåò çàïèñàòü ëàãðàíæèàí â çàìå÷àòåëüíî êîì�ïàêòíîì âèäå:L = � Z "�p�2 � (j�U�)2 � dr: (18)98



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 1 (7), 2014 Èäåàëüíàÿ ãèäðîäèíàìèêà ñíàðóæè è âíóòðè ÷åðíîé äûðû : : :Òîëüêî ïðèñóòñòâèå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ïî�ëÿ U(r) îòëè÷àåò ýòîò ëàãðàíæèàí îò ëàãðàíæèàíàâ ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Ñîîòâåòñòâóþùèåâàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå åñòüÆLÆj = Jf(n); (19)ÆLÆ� = �(�+U � J)f(n); (20)ãäå äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíîJ = j�U�; n =p�2 � J2; f(n) = "0(n)=n: (21)Óðàâíåíèå (9) ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòèïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäåJtf(n)� J[�(r � j) + J � Jt℄f 0(n)=n = Rf(n); (22)ãäå Rf(n) � ïðàâàÿ ÷àñòü:Rf = [(j=�)� rot(Jf)℄�r[(�+U � J) f ℄: (23)Èç óðàâíåíèÿ (22) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèåJ � Jt = R � Jf(n) + J2�(r � j)f 0(n)=nf(n)� J2f 0(n)=n ; (24)êîòîðîå ïîçâîëÿåò ðàçðåøèòü óðàâíåíèå (22) îòíî�ñèòåëüíî âðåìåííîé ïðîèçâîäíîé Jt = jt +U(r � j)è òåì ñàìûì ïðåäñòàâèòü äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèåäâèæåíèÿ â ïîëíîñòüþ ýâîëþöèîííîé �îðìå:jt = �U(r � j) +R++ J � �(r � j) +R � Jf(n)� J2f 0(n)=n� f 0(n)n : (25)Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ �èçè÷åñêè ïðèåìëåìûõóðàâíåíèé èìååì f(n) > 0, f 0(n) < 0, è ïîýòîìóçíàìåíàòåëü â ýòîì óðàâíåíèè íèêîãäà â íóëü íå îá�ðàùàåòñÿ.Íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (25)ïðîñòà, íî åå ãðîìîçäêîñòü íå ñâÿçàíà ñ êðèâèçíîéïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, à ïðèñóùà ðåëÿòèâèñòñêîéãèäðîäèíàìèêå êàê òàêîâîé. Íåñêîëüêî áîëåå èçÿù�íûì îêàçûâàåòñÿ îïèñàíèå â òåðìèíàõ ïîëåé n èp, õîòÿ óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè çäåñü âûãëÿäèòñëîæíåå:��t �nwpw2 + p2 �++r � �nw �p+Upw2 + p2 �� = 0; (26)ãäå w = "0(n) � ðåëÿòèâèñòñêàÿ ýíòàëüïèÿ. Äèíàìè�÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò ïðè ýòîì ñëåäóþùèé âèä:pt = " U+ ppw2 + p2!� rotp#��r�pw2 + p2 +U � p� : (27)

Óðàâíåíèÿ (26) è (27) ëåãêî âûâîäÿòñÿ ñ èñïîëü�çîâàíèåì �îðìóë (19), (20) è (21). Î÷åâèäíî, ÷òîñ ïîìîùüþ (27) ìîæíî âûðàçèòü â (26) âðåìåííóþïðîèçâîäíóþ nt ÷åðåç n, p è èõ ãðàäèåíòû, è òåì ñà�ìûì ïðåäñòàâèòü âñþ ñèñòåìó â ýâîëþöèîííîé �îð�ìå. Ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå óäîáíûì ñ÷èòàòü ýíòàëü�ïèþ w îñíîâíîé äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé, ïîëàãàÿ,÷òî n = n(w) = P 0(w), ãäå P (w) � äàâëåíèå êàê�óíêöèÿ ýíòàëüïèè (ïðè �èêñèðîâàííîé ýíòðîïèè).Çàìåòèì åùå, ÷òî â ñèñòåìå (26), (27) î÷åíü ëåãêîïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ ïîòåíöèàëüíûõ òå÷åíèé �äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü p = r' è ñíÿòü îïåðàöèþ ãðà�äèåíòà ñ óðàâíåíèÿ (27). Äåéñòâóÿ óêàçàííûì îáðà�çîì, ïîëó÷èìw =p('t +U � r')2 � (r')2: (28)Èíòåðåñíî, ÷òî ïðè ýòîì óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòèèç êèíåìàòè÷åñêîãî ïðåâðàùàåòñÿ â äèíàìè÷åñêîå:� ��t [('t +U � r')P 0(w)=w℄ ++r ��[r'�U('t +U � r')℄ P 0(w)w � = 0: (29)Âàðèàöèîííàÿ ñòðóêòóðà ýòîãî óðàâíåíèÿ î÷åâèäíà.Ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ äëÿ íåãî èìååò âèäIf'g = Z P �p('t+U � r')2�(r')2� dr dt: (30)Ýòî âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì âàðèà�öèîííîé �îðìóëèðîâêè Øóòöà [10℄, êîòîðàÿ (â èç�ýíòðîïè÷åñêîì ñëó÷àå) ïîëó÷èëàñü áû ïðè çàìåíå't ! 't + ~��t, r' ! r' + ~�r� â èíòåãðàëå (30).�àìèëüòîíîâ �îðìàëèçì äëÿ òàêîãî äåéñòâèÿ áûëðàçâèò â ðàáîòå [25℄. Íî, êàê èçâåñòíî, ïîäñòàíîâ�êîé p = r'+ ~�r� ìîæíî îïèñàòü íå ïðîèçâîëüíûåòå÷åíèÿ, à òîëüêî òàêèå, ó êîòîðûõ òîïîëîãèÿ çà�âèõðåííîñòè òðèâèàëüíà, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå
 = [r~� � r�℄ è âèõðåâûå ëèíèè â êàæäûé ìî�ìåíò âðåìåíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïåðåñå÷åíèÿ ïî�âåðõíîñòåé ~� = 
onst, � = 
onst. Âîïðîñ î ãàìèëü�òîíîâîé ñòðóêòóðå íåïîñðåäñòâåííî óðàâíåíèé (26)è (27) ïðè ïðîèçâîëüíîé òîïîëîãèè âèõðåâûõ ëèíèéàâòîðó ïîêà íå ÿñåí.4. ÑÂÎÉÑÒÂÀ �ÀÌÈËÜÒÎÍÈÀÍÀÂåðíåìñÿ ê çàäà÷å ãàìèëüòîíîâà îïèñàíèÿ òå÷å�íèé â ïåðåìåííûõ (�;p). Åñëè óäàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî J ñêàëÿðíîå óðàâíåíèåjpj = Jf �p�2 � J2 � ; (31)99 7*



Â. Ï. �óáàí ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 1 (7), 2014òî ìîæíî ÿâíî âû÷èñëèòü ãàìèëüòîíèàí. Â íàøåìñëó÷àå èìååìHf�;pg = Z (j � p) dr�L = Z �(U � p) dr++ Z " J2p�2 � J2 "0 �p�2 � J2 � ++ "�p�2 � J2 �# dr; (32)ïðè÷åì â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå âñþäó âìåñòî J äîëæ�íî áûòü ïîäñòàâëåíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (31). Âåñü�ìà ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî óêàçàííûé èíòåãðàë ïðåä�ñòàâëÿåò ñîáîé ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ëàãðàí�æèàíà ãèäðîäèíàìèêè â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêî�ãî. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè äîñòàòî÷íî èíòå�ðåñíûé ðåçóëüòàò � ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòðèêè (3)ãàìèëüòîíèàí æèäêîñòè â ïðèñóòñòâèè íåâðàùàþ�ùåéñÿ ÷åðíîé äûðû ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì ÷ëåíàR �(U � p) dr ê ãàìèëüòîíèàíó ýòîé æå æèäêîñòè âïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè:Hf�;pg = Z [�(U � p) +H(�; jpj)℄ dr: (33)�àìèëüòîíèàí, â îòëè÷èå îò ëàãðàíæèàíà, íå ÿâ�ëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì èíâàðèàíòîì, è ñòðóêòóð�íàÿ ïðîñòîòà âûðàæåíèÿ (33) îáóñëîâëåíà óäà÷íûìâûáîðîì ñèñòåìû êîîðäèíàò. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿïðèíèìàþò âèä�t = �r � (�U+Hp) ; (34)pt = [(U+Hp=�)� rotp℄�r(H� +U � p); (35)ãäå Hp = (p=jpj)Hjpj (íèæíèå èíäåêñû îáîçíà÷àþò÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå).Ïîíÿòíî, ÷òî �óíêöèÿ H(�; jpj) íå ìîæåò áûòüïðîèçâîëüíîé èìåííî ïî ïðè÷èíå åå ïðîèñõîæäåíèÿîò ïðåäñòàâèòåëÿ ñïåöè�è÷åñêîãî ñåìåéñòâà ëàãðàí�æèàíîâ, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò êîìáèíàöèèp�2 � J2.Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ãàìèëüòîíèàí æèä�êîñòè â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî îáÿçàí óäîâëå�òâîðÿòü ïðîñòîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþâ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà:H�Hjpj = �jpj: (36)Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëå�æàíäðà ê ãàìèëüòîíèàíó ìû ïîëó÷àåì ëàãðàíæèàí,ò. å. jpjHjpj �H = �"�q�2 �H2jpj � : (37)

Äàëåå ðàññìàòðèâàåì äâå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåð�âîãî ïîðÿäêà îò ýòîãî óðàâíåíèÿ è ñ èõ ïîìîùüþèñêëþ÷àåì "0. Ïîñëå óïðîùåíèÿ è îòäåëåíèÿ ìíî�æèòåëÿ Hjpjjpj ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå (36). Òàê íàçû�âàåìûé ïîëíûé èíòåãðàë åãî åñòüH = C1�22 + p22C1 + C2: (38)�åøåíèå, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó �èçè÷å�ñêè ïðèåìëåìîìó óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ, ïîëó÷àåòñÿñîãëàñíî îáùèì ïðàâèëàì ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ C1 èçñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèéH = C1�22 + p22C1 + F (C1); (39)�22 � p22C21 + F 0(C1) = 0 (40)
 ïîäõîäÿùåé �óíêöèåé F (C1) [26℄. Êàê è ïðè íåïî�ñðåäñòâåííîì âû÷èñëåíèè ãàìèëüòîíèàíà ÷åðåç ïðå�îáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà, ïðîáëåìà ñâîäèòñÿ ê ðåøå�íèþ àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Íèæå áóäóò ðàñ�ñìîòðåíû äâà êîíêðåòíûõ ïðèìåðà óðàâíåíèé ñîñòî�ÿíèÿ, êîãäà ãàìèëüòîíèàí íàõîäèòñÿ ÿâíî.5. Ï�ÅÄÅËÜÍÎ ÆÅÑÒÊÀß ÌÀÒÅ�ÈßÂ ðÿäå ðàáîò ðàññìàòðèâàëîñü ïðåäåëüíî æåñò�êîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ " = n2=2 (ñì., íàïðè�ìåð, [27�29℄ è ññûëêè â íèõ). Â ýòîì ñëó÷àå w = n,ãàìèëüòîíèàí H = (�2 + p2)=2. ×òî ñóùåñòâåííî,óðàâíåíèå (29) äëÿ ïîòåíöèàëüíûõ òå÷åíèé îêàçûâà�åòñÿ ñòðîãî ëèíåéíûì è ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì äëÿáåçìàññîâîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Â ÷àñòíîñòè, â ýòîéìîäåëè íå ìîãóò âîçíèêàòü óäàðíûå âîëíû. Ìîæíîáåç îñîáîãî òðóäà íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (29),îïèñûâàþùèå ñòàöèîíàðíóþ àêêðåöèþ ïðè íàëè÷èèíà áåñêîíå÷íîñòè îäíîðîäíîãî ïîòîêà ìàòåðèè:'a = �1 h�t+2p2Mr�4M ln�1+p2M=r �i++ (1�M=r)(r � p1); (41)ãäå �1 =pw21 + p21. Çàìåòèì, ÷òî äàííîå âûðàæå�íèå íå èìååò îñîáåííîñòè íà ãðàâèòàöèîííîì ðàäèó�ñå rg = 2M , â îòëè÷èå îò ýòîãî æå ñàìîãî ðåøåíèÿ,íî âû÷èñëåííîãî â êîîðäèíàòàõ Øâàðöøèëüäà [27℄.Ñèíãóëÿðíîñòü ñîêðàùàåòñÿ èìåííî áëàãîäàðÿ çà�ìåíå âðåìåííîé êîîðäèíàòû (1).Çàâèõðåííûå òå÷åíèÿ ïðåäåëüíî æåñòêîé ìàòå�ðèè îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé, êîòîðàÿ óæå íå ÿâëÿåò�ñÿ ëèíåéíîé:100



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 1 (7), 2014 Èäåàëüíàÿ ãèäðîäèíàìèêà ñíàðóæè è âíóòðè ÷åðíîé äûðû : : :�t = �r � (�U+ p) ; (42)pt = [(U+ p=�)� rotp℄�r(�+U � p): (43)Åñëè ìû èíòåðåñóåìñÿ äèíàìèêîé îòíîñèòåëüíî ñëà�áûõ âèõðåâûõ âîçìóùåíèé íà �îíå àêêðåöèîííîãîïîòîêà, îïèñûâàåìîãî ïîòåíöèàëîì (41), òî óðàâíå�íèå äëÿ çàâèõðåííîñòè â ïðåíåáðåæåíèè âîçìóùåíè�ÿìè ïëîòíîñòè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþ�ùåì âèäå:
t = rot��U+ r'a + rot�1
(�1 �U � r'a)��
� ; (44)ãäå ãðàäèåíò ñòàöèîíàðíîãî ïîòåíöèàëà äàåòñÿ ñëå�äóþùåé �îðìóëîé (äëÿ ïðîñòîòû, ìû îòíîðìèðîâà�ëè ìàñøòàá äëèíû íà ãðàâèòàöèîííûé ðàäèóñ rg):r'a = �1 rpr3 �1 + 1r +pr�++ p1 �1� 12r�+ r2r3 (r � p1): (45)Â ðàìêàõ óðàâíåíèÿ (44) ìîæíî èññëåäîâàòü äâè�æåíèå âìîðîæåííûõ âèõðåâûõ ñòðóêòóð ïî àíàëî�ãèè ñ òåì, êàê ýòî äåëàëîñü â ðàáîòàõ [14, 24℄. Îáî�çíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè��(r) = �1 �U � r'a == �1h1 + 1r �1 + 1r +pr�i+ (r � p1)pr3 ; (46)S(r) = ��U+r'a == ��1 rr3 + p1 �1� 12r�� r2r3 (r � p1): (47)Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïîòîê S(r) � ñîëåíîèäàëüíûé,÷òî åñòåñòâåííî â ñèëó óðàâíåíèé (42) è (43). Ñóùå�ñòâóåò åãî âåêòîðíûé ïîòåíöèàë, êîòîðûé ïðåäñòà�âèì â âèäå 	 = e�F (m; z);ãäå m = (x2 + y2)=2, e� � åäèíè÷íûé âåêòîð â àçè�ìóòàëüíîì íàïðàâëåíèè, ïðè÷åì îñü z íàïðàâëåíàâäîëü p1. ßâíîå âûðàæåíèå äàíî íèæå:	 = �1e�zp2mp2m+ z2 ++ jp1je��12 � 12p2m+ z2�p2m: (48)�àññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà òîíêóþ çàìêíóòóþ âè�õðåâóþ íèòü ñ öèðêóëÿöèåé �. Òîãäà èç óðàâíå�íèÿ (44) ñëåäóåò, ÷òî â òàê íàçûâàåìîì ïðèáëè�

æåíèè ëîêàëüíîé èíäóêöèè (ñì., íàïðèìåð, ðàáî�òû [14, 24℄ è ññûëêè â íèõ) äèíàìèêà �îðìû íèòèR(�; t) îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:[R� �Rt℄��(R) = [R� � S(R)℄� ���(R�=jR�j): (49)Çäåñü � � ïðîèçâîëüíûé ïðîäîëüíûé ïàðàìåòð, � == (�=4�) ln(L=d) � êîíñòàíòà ëîêàëüíîé èíäóêöèè,L � õàðàêòåðíûé ðàçìåð âèõðåâîé íèòè, d � åå ìà�ëàÿ òîëùèíà. Ýòî óðàâíåíèå ïîä÷èíÿåòñÿ âàðèàöè�îííîìó ïðèíöèïó ñ ëàãðàíæèàíîì âèäà [14, 24℄L� = � I �[R� �Rt℄ �D(R)� d� �H�fRg; (50)ãäå âåêòîðíàÿ �óíêöèÿD(r) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþr �D(r) = ��(r): (51)�àìèëüòîíèàí ëîêàëüíîé èíäóêöèè H�fRg â íàøåìñëó÷àå èìååò âèäH�fRg=� = I 	(R) �R� d� +� I jR�jd�: (52)Â ïðîñòåéøåé êîí�èãóðàöèè íèòü ïðåäñòàâëÿåò ñî�áîé ñîîñíîå âèõðåâîå êîëüöî ñ ðàäèóñîì p2m(t) èïîëîæåíèåì öåíòðà z(t). Ôàçîâûå òðàåêòîðèè âèõðÿâ ïëîñêîñòè (z;m) çàäàþòñÿ ëèíèÿìè óðîâíÿ åãî ãà�ìèëüòîíèàíàH� = �1zp2m+ z2 + jp1j�m� mp2m+ z2�++�p2m; (53)êîòîðûé ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóë (48)è (52). Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðè ýòîì èìåþò ïî÷òèêàíîíè÷åñêèé âèä:_z��(m; z) = �H��m ; � _m��(m; z) = �H��z : (54)Çàìåòèì åùå, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ çà�âèõðåííîñòè ïàðàìåòð � ìîæåò áûòü êàê ïîëîæè�òåëüíûì, òàê è îòðèöàòåëüíûì. Òðåáîâàíèå ñëàáî�ñòè âèõðÿ âûðàæàåòñÿ óñëîâèåì j�j=�1 . 1.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî èññëåäîâàòü ñèñòå�ìó íåñêîëüêèõ ñîîñíûõ âèõðåâûõ êîëåö â àêêðå�öèîííîì ïîòîêå S(r) ñ ïðî�èëåì ïëîòíîñòè ��(r).Â ãàìèëüòîíèàíå òîãäà íåîáõîäèìî ó÷åñòü âçàèìî�äåéñòâèå ìåæäó êîëüöàìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàå�ìûå âûðàæàþòñÿ èçâåñòíûì îáðàçîì ÷åðåç ýëëèïòè�÷åñêèå èíòåãðàëû òî÷íî òàê, êàê è â îáû÷íîé íåñæè�ìàåìîé ãèäðîäèíàìèêå (ñì. ðàáîòû [30, 31℄ è ññûëêèâ íèõ). Ìû çäåñü íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ýòîìâîïðîñå.101



Â. Ï. �óáàí ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 1 (7), 2014Èòàê, ìîäåëü ïðåäåëüíî æåñòêîé ìàòåðèè � íàè�áîëåå ïðîñòàÿ â ðåëÿòèâèñòñêîé ãèäðîäèíàìèêå. Íî,ê ñîæàëåíèþ, óëüòðàæåñòêîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿíàðóøàåò ïðèíöèï íåîòðèöàòåëüíîñòè ñëåäà òåíçî�ðà ýíåðãèè-èìïóëüñà æèäêîé ñðåäû [23℄. Áîëåå àäå�êâàòíûì ïðè ðàññìîòðåíèè òå÷åíèé âáëèçè ÷åðíîéäûðû è îñîáåííî âíóòðè íåå ïðåäñòàâëÿåòñÿ óëüòðà�ðåëÿòèâèñòñêîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ " / n4=3, ê ðàñ�ñìîòðåíèþ êîòîðîãî ìû ñåé÷àñ ïåðåéäåì.
6. ÓËÜÒ�À�ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß ÌÀÒÅ�ÈßÏîêàæåì, ÷òî ãàìèëüòîíèàí ìîæåò áûòü âû÷èñ�ëåí â çàìêíóòîì âèäå ïðè " = (3=4)n4=3 (ìíîæè�òåëü íå ïðèíöèïèàëåí, îí ââåäåí äëÿ óäîáñòâà).Äåéñòâèòåëüíî, ìû òîãäà èìååì ñîîòíîøåíèå jpj == J(�2 � J2)�1=3, êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê êóáè÷åñêîìóóðàâíåíèþ jpj3(�2 � J2) = J3: (55)�åøàÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷èì, ÷òî J = Hp, ãäåHp = p�2=30�12 +s14 � jpj627�2 1A1=3 +0�12 �s14 � jpj627�2 1A1=3 ; (56)

ïðè÷åì â ñëó÷àå ìíèìûõ çíà÷åíèé êâàäðàòíîãî êîð�íÿ ïðè âû÷èñëåíèè êîìïëåêñíûõ êóáè÷åñêèõ êîðíåéäîëæíû áðàòüñÿ ðåøåíèÿ ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíè� åì àðãóìåíòà. Ñóììà äâóõ âûðàæåíèé â çíàìåíàòå�ëå âñåãäà îñòàåòñÿ ÷èñòî äåéñòâèòåëüíîé. ÔóíêöèÿH(�; jpj) äàåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:H = jpj2�2=30�12 +s14 � jpj627�2 1A1=3 +0�12 �s14 � jpj627�2 1A1=3 ++ (3=4)�4=32640�12 +s14 � jpj627�2 1A1=3 +0�12 �s14 � jpj627�2 1A1=33752 : (57)
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé H� ìîæíîâîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèåì (36), êîòîðîå ñ ó÷å�òîì (56) äàåòH� = �1=3 24 12 +s14 � jpj627�2 !1=3 ++  12 �s14 � jpj627�2 !1=335 : (58)Âûðàæåíèÿ (56) è (58) õîòÿ è íå î÷åíü ïðîñòû, íîâñå æå âïîëíå îáîçðèìû. Îíè ìîãóò áûòü ïîäñòàâëå�íû â óðàâíåíèÿ (34) è (35).Ïîñêîëüêó ïîä ãîðèçîíòîì ñîáûòèé ìàòåðèÿ íåìîæåò ïîêîèòüñÿ, îñíîâíûì ãèäðîäèíàìè÷åñêèì ðå�æèìîì âáëèçè ÷åðíîé äûðû ïðè ëþáîì óðàâíåíèèñîñòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ àêêðåöèÿ æèäêîñòè è åå ïîñëå�äóþùåå ïàäåíèå íà öåíòðàëüíóþ ñèíãóëÿðíîñòü. Àê�

êðåöèÿ èññëåäîâàëàñü âî ìíîæåñòâå ðàáîò (ñì., íà�ïðèìåð, [16; 32�35℄ è ññûëêè â íèõ). Íàèáîëåå ïðî�ñòîé åå âèä äëÿ íåâðàùàþùåéñÿ ÷åðíîé äûðû � öåí�òðàëüíî-ñèììåòðè÷íûå ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ. Â êî�îðäèíàòàõ Ïåíëåâå � �óëëñòðàíäà îíè îïèñûâàþòñÿñèñòåìîé äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðûåñëåäóþò èç (26) è (27) (ìû çäåñü îòíîðìèðîâàëè ìàñ�øòàá äëèíû íà ãðàâèòàöèîííûé ðàäèóñ rg , à ýíòàëü�ïèþ � íà åå çíà÷åíèå íà áåñêîíå÷íîñòè):n(w)w  p�r (w2 + p2)r ! = �Ar2 ; (59)pw2 + p2 � p=pr = 1; (60)ãäå p � ðàäèàëüíàÿ êîìïîíåíòà êàíîíè÷åñêîãî èì�ïóëüñà (íå ïóòàòü ñ äàâëåíèåì P !), A � ïîëîæèòåëü�102



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 1 (7), 2014 Èäåàëüíàÿ ãèäðîäèíàìèêà ñíàðóæè è âíóòðè ÷åðíîé äûðû : : :íàÿ êîíñòàíòà, âûáîð êîòîðîé íå ïðîèçâîëåí, à îïðå�äåëÿåòñÿ �èçè÷åñêîé ïðèåìëåìîñòüþ ðåøåíèé (êðè�âàÿ äîëæíà ïðîõîäèòü ÷åðåç òàê íàçûâàåìóþ êðèòè�÷åñêóþ òî÷êó [32�35℄). Âûðàçèâ w ñ ïîìîùüþ âòîðî�ãî óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâèâ â ïåðâîå, ïîëó÷èì ñîîòíî�øåíèå âèäà r2S(p; r) = �A, êîòîðîå â íåÿâíîì âèäåîïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü p(r). Äëÿ ïðåäåëüíî æåñò�êîé ìàòåðèè ðåøåíèå ñîäåðæèòñÿ â (45), à â ñëó÷àåóëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé æèäêîñòè, êîãäà n(w) = w3,ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê êóáè÷åñêîìó óðàâíåíèþ äëÿ p:r2 "�1+ ppr �2�p2# �p�1�1r�� 1pr� = �A: (61)Êðèòè÷åñêàÿ (ñåäëîâàÿ) òî÷êà íàõîäèòñÿ èç óñëî�âèé ðàâåíñòâà íóëþ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ëåâîé ÷à�ñòè óðàâíåíèÿ (61) ïî ïåðåìåííûì r è p. Åå ÷èñëåí�íûå ïàðàìåòðû òàêîâû:A =p27=4 � 2:5981; p
r = p6�p3 � 0:71744;r
r = 3=2:Àíàëèòè÷åñêàÿ �îðìóëà äëÿ ðåøåíèÿ p(r) èìååòâèäp(r) = prr � 1 + rp3(1� r) �� 24 27(1� r)4r3 +r272(1� r)216r6 � 1!1=3 ++  27(1� r)4r3 �r272(1� r)216r6 � 1!1=335 ; (62)ïðè÷åì â ñëó÷àå ìíèìûõ êâàäðàòíûõ êîðíåé âûáè�ðàåòñÿ òà èç òðåõ âåòâåé ðåøåíèÿ, êîòîðàÿ îáåñïå�÷èâàåò ãëàäêóþ çàâèñèìîñòü p(r) íà âñåì èíòåðâà�ëå r > 0. Ïðè óêàçàííîì çíà÷åíèè A ëèíèè óðîâíÿëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (61) â ïëîñêîñòè (r; p) ïðåä�ñòàâëÿþò ñîáîé òðè êðèâûå, äâå èç êîòîðûõ ïåðåñå�êàþòñÿ â êðèòè÷åñêîé òî÷êå. Îäíà èç ïåðåñåêàþùèõ�ñÿ êðèâûõ ïðîäîëæàåòñÿ ãëàäêèì îáðàçîì ïîä ãîðè�çîíò ñîáûòèé r = 1 (èìåííî îíà è ÿâëÿåòñÿ �èçè÷å�ñêèì ðåøåíèåì, ïðè÷åì p(1) = (p27=4�1)=2 � 0:8),òîãäà êàê äâå äðóãèå êðèâûå óõîäÿò íà áåñêîíå÷�íîñòü ïðè r ! 1. ×òî èíòåðåñíî, ïðè r ! 0 �èçè�÷åñêîå ðåøåíèå p(r) íå ðàñõîäèòñÿ, à ñòðåìèòñÿ êêîíå÷íîìó çíà÷åíèþ p(0) = (27=4)1=6 � 1:38.Ñòàöèîíàðíûé ïðî�èëü ïëîòíîñòè ��(r) òåïåðüâûðàæàåòñÿ �îðìóëîé��(r) = "�1 + p(r)pr �2 � p2(r)#�1 + p(r)pr � ; (63)

êóäà ñëåäóåò ïîäñòàâèòü çàâèñèìîñòü (62). Îòíî�ñèòåëüíî ñëàáûå âèõðåâûå âîçìóùåíèÿ, ïðàêòè÷å�ñêè îñòàâëÿþùèå íåèçìåííûì ïðî�èëü ïëîòíîñòè��, îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:
t = rot���A rr3 +Hpp(r)~p�� 
��(r)� ; (64)r � (Hpp~p) = 0; (65)rot ~p = 
; (66)ãäå Hpp(r) � ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ãàìèëü�òîíèàíà (57) ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðà p, âû÷èñëåí�íàÿ íà ñòàöèîíàðíîì ðåøåíèè. Â áóäóùåì íåîáõîäè�ìî áîëåå ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ñèñòåìû (64)�(66),âêëþ÷àÿ âûâîä óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ òîíêîé âè�õðåâîé íèòè. 7. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÒàêèì îáðàçîì, â ýòîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî èñ�ïîëüçîâàíèå êîîðäèíàò Ïåíëåâå � �óëëñòðàíäà äåé�ñòâèòåëüíî ïîçâîëÿåò ïðîñëåäèòü çà ñóäüáîé ïàäà�þùåé ìàòåðèè ïîä ãîðèçîíòîì ñîáûòèé ÷åðíîé äû�ðû. Äëÿ ïðîñòåéøåãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ � ïðå�äåëüíî æåñòêîé ìàòåðèè � óäàëîñü ïîëó÷èòü ïðèí�öèïèàëüíî íîâûå ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî âèõðå�âûõ òå÷åíèé. Ïî âñåé âèäèìîñòè, ïðåäåëüíî æåñò�êàÿ ìàòåðèÿ äîïóñêàåò àíàëîãè÷íîå ðàññìîòðåíèåè â ñëó÷àå âðàùàþùåéñÿ ÷åðíîé äûðû, õîòÿ ñîîò�âåòñòâóþùàÿ ìåòðèêà Êåððà çíà÷èòåëüíî ñëîæíååè åå ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü íå ìîæåò áûòü ñâåäå�íà ê ïëîñêîìó âèäó. ×òî êàñàåòñÿ áîëåå ðåàëèñòè�÷åñêèõ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ, â ÷àñòíîñòè óëüòðàðå�ëÿòèâèñòñêîé æèäêîñòè, òî òàì èññëåäîâàíèå äèíà�ìèêè âèõðåâûõ ñòðóêòóð òðåáóåò äîñòàòî÷íî ñåðüåç�íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óñèëèé, õîòÿ â ïðèíöèïèàëü�íîì îòíîøåíèè ïóòü îòêðûò.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. N. Andersson and G. L. Comer, Living Rev. Relativity10, 1 (2007).2. J. A. Font, Living Rev. Relativity 11, 7 (2008).3. Ë. Ä. Ëàíäàó, Å. Ì. Ëè�øèö, �èäðîäèíàìèêà, Íàó�êà, Ìîñêâà (1986).103
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