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ÔËÓÊÒÓÀÖÈß ÏÎÒÅ�Ü ÝÍÅ��ÈÈ Ï�È ÑÒÎËÊÍÎÂÅÍÈÈÇÀ�ßÆÅÍÍÛÕ ×ÀÑÒÈÖ Ñ ÎÑÖÈËËßÒÎ�ÎÌÄ. Í. Ìàêàðîâ *Ñåâåðíûé (Àðêòè÷åñêèé) �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà163002, Àðõàíãåëüñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 16 àïðåëÿ 2014 ã.�àññìîòðåíû �ëóêòóàöèè ïîòåðü ýíåðãèè áûñòðûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ ñ îñöèëëÿòî-ðîì â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè çàäà÷à ðåøàåòñÿ òî÷íî è íàõîäÿòñÿ �ëóêòóàöèèïîòåðü ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ jmi = j0i â âèäå ñóììû îäíîìåðíûõ èíòåãðàëîâ.Ïîêàçàíî, ÷òî â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ìîæíî ïîëó÷èòü �îðìóëû òåîðèè Áîðà äëÿ �ëóêòó-àöèè, à ïðè ñêîðîñòÿõ èîíà, ìíîãî áîëüøèõ àòîìíûõ, ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè �îðìóëû Ôàíî â òåîðèèâîçìóùåíèé è �îðìóëû Òèòåéêà â íåïåðòóðáàòèâíîì ñëó÷àå.DOI: 10.7868/S00444510141000581. ÂÂÅÄÅÍÈÅÒåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïîòåðü ýíåðãèè è�ëóêòóàöèé ïîòåðü ýíåðãèè ïðè âçàèìîäåéñòâèè áû�ñòðûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñ ðàçëè÷íîãî ðîäà ìàòå�ðèàëàìè ïðîâîäÿòñÿ âî ìíîãèõ íàó÷íûõ öåíòðàõ.Â ñëó÷àå èçó÷åíèÿ ïðîöåññîâ ïîòåðü ýíåðãèè ïðè�ìåíÿåìûå â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèè ðàçâèâàþòñÿâïîëíå ¾ñèíõðîííî¿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè èññëå�äîâàíèÿìè, ïðè ýòîì òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ�ëóêòóàöèé ïîòåðü ýíåðãèè áûñòðûìè òÿæåëûìèèîíàìè íà ñâÿçàííûõ àòîìíûõ ýëåêòðîíàõ â çíà÷è�òåëüíîé ñòåïåíè îòñòàþò îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ïî�òðåáíîñòåé [1℄, îñîáåííî â ñëó÷àå ìíîãîçàðÿäíûõ òÿ�æåëûõ èîíîâ. Äî ñèõ ïîð ëèøü íåìíîãî ïîïûòîêáûëî ñäåëàíî, ÷òîáû óëó÷øèòü ðåçóëüòàò Áîðà [2; 3℄äëÿ �ëóêòóàöèé ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîòåðü (çäåñü è âåç�äå íèæå èñïîëüçóåòñÿ àòîìíàÿ ñèñòåìà åäèíèö):
2B = 4�Z2Na; (1)ãäå Z � çàðÿä íàëåòàþùåé ÷àñòèöû, Na � ÷èñ�ëî ýëåêòðîíîâ â àòîìå. Ôîðìóëà Áîðà îñíîâàíà íàêëàññè÷åñêîé êàðòèíå ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíîâ êóëî�íîâñêèì ïîòåíöèàëîì èîíà. Ïåðâûì êâàíòîâîìåõà�íè÷åñêèì îáîáùåíèåì �îðìóëû Áîðà ÿâëÿåòñÿ îñíî�âàííàÿ íà òåîðèè âîçìóùåíèé �îðìóëà Ëèâèíãñòî�*E-mail: makarovd0608�yandex.ru

íà è Áåòå [4℄, áîëåå ðàñïðîñòðàíåííóþ ìîäè�èêàöèþêîòîðîé ïðåäëîæèë Ôàíî [5℄:
2F = 4�Z2Na�1 + 43 Kv2 ln 2v2IF � ; (2)ãäå v � ñêîðîñòü íàëåòàþùåé ÷àñòèöû,K � ñðåäíÿÿêèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà â àòîìå, IF � ñðåä�íèé èîíèçàöèîííûé ïîòåíöèàë Ôàíî. Îäíàêî ñèëü�íûå ïîëÿ âûñîêîçàðÿäíûõ èîíîâ íå ïîçâîëÿþò èñ�ïîëüçîâàòü òåîðèþ âîçìóùåíèé. Âûõîä çà ðàìêè òå�îðèè âîçìóùåíèé íà îñíîâå ïîäõîäà Áëîõà è �îðìó�ëû Áåòå �Áëîõà [6℄ ïîçâîëèë Òèòåéêà [7℄ ïîëó÷èòüñëåäóþùóþ �îðìóëó:
2T = 4�Z2Na �1 + 43 Kv2 �LBethe +�LBlo
h�� ; (3)ãäå âåëè÷èíà LBethe = ln(2v2=I) ðàññ÷èòàíà Áåòå [8℄â íèçøåì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé, I � ñðåäíèéïîòåíöèàë èîíèçàöèè ìèøåíè,�LBlo
h = �Re (1 + i�) +  (1)� ïîïðàâêà Áëîõà [6℄, èìåþùàÿ íåïåðòóðáàòèâíûéõàðàêòåð,  (x) � ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ�-�óíêöèè, � = Z=v � êóëîíîâñêèé ïàðàìåòð.Ñêîðîñòü ñíàðÿäà âñåãäà äîëæíà áûòü ìíîãî áîëü�øå õàðàêòåðíûõ ñêîðîñòåé ýëåêòðîíîâ ìèøåíè. Ïî�ñêîëüêó ñðåäíèé èîíèçàöèîííûé ïîòåíöèàë I , ñðåä�íèé èîíèçàöèîííûé ïîòåíöèàë Ôàíî IF è âåëè÷èíà711



Ä. Í. Ìàêàðîâ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 4 (10), 2014(4=3)K ÷èñëåííî áëèçêè äðóã ê äðóãó, �îðìóëó Òè�òåéêà ÷àñòî çàïèñûâàþò â âèäå
2T = 4�Z2Na �� �1 + 43Kv2 �ln 2v2I +  (1)�Re (1 + i�)�� : (4)Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ïðåäñòàâëåííûå ïîäõîäûèñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ, êîòîðûå îñíî�âàíû íà íåòî÷íîì íåïåðòóðáàòèâíîì ðàññìîòðåíèè,÷òî ïðèâîäèò ê íåêîòîðûì îøèáêàì äëÿ �ëóêòóà�öèé [9, 10℄ è äëÿ ïîòåðü ýíåðãèè [11, 12℄. Ïðè âû÷èñ�ëåíèè ïîòåðü ýíåðãèè àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ ïîäõî�äû, â êîòîðûõ àòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê êâàíòîâûéîñöèëëÿòîð ñ ÷àñòîòîé ! è ýòà ÷àñòîòà ñîîòâåòñòâó�åò èîíèçàöèîííîìó ïîòåíöèàëó Áåòå I [13, 14℄, à çíà�÷èò ! � I � IF � (4=3)K. �àññìàòðèâàÿ àòîì êàêîñöèëëÿòîð è èñïîëüçóÿ òåîðèþ âîçìóùåíèé ìîæ�íî ïîëó÷èòü, õîòÿ è íå â àíàëèòè÷åñêîì âèäå, ïî�ïðàâêè ê òåîðèè Áåòå [13�15℄, â ÷àñòíîñòè îáîëî�÷å÷íóþ ïîïðàâêó è ïîïðàâêó Áàðêàñà äëÿ ïîòåðüýíåðãèè. Áîëüøèì íåäîñòàòêîì ýòèõ òåîðèé ÿâëÿåò�ñÿ òî, ÷òî ïîïðàâêè ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñ ïðèìåíåíèåìòåîðèè âîçìóùåíèé, êîòîðîé, êîíå÷íî, íåëüçÿ ïîëü�çîâàòüñÿ ïðè v � va, ãäå va � àòîìíàÿ ñêîðîñòü ýëåê�òðîíà, òàê êàê ïðè ýòèõ ñêîðîñòÿõ ïàðàìåòð Z=v � 1ëèáî Z=v � 1 äëÿ òÿæåëûõ èîíîâ. Ïîýòîìó îáëàñòüñêîðîñòåé, ãäå v � va, îñòàåòñÿ ìàëî èññëåäîâàííîé.Äëÿ åå èçó÷åíèÿ íóæíû íåïåðòóðáàòèâíûå ìåòîäû,ïðè÷åì ýéêîíàë è ïðèáëèæåíèå âíåçàïíûõ âîçìóùå�íèé çäåñü íå ïîäîéäåò, òàê êàê â ýòèõ ïðèáëèæå�íèÿõ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî v � va [16℄. Èññëåäîâàíèå ïî�òåðü ýíåðãèè âîçìîæíî òîëüêî ïðè èñïîëüçîâàíèèòî÷íûõ ìîäåëüíûõ ìåòîäîâ, îäèí èç êîòîðûõ ïðåä�ñòàâëåí â ýòîé ñòàòüå.2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ �ÅØÀÅÌÎÉ ÇÀÄÀ×È.ÌÅÒÎÄ �ÅØÅÍÈßÈçó÷èì ñòîëêíîâåíèå áûñòðîé çàðÿæåííîé ÷àñ�òèöû ñ íåéòðàëüíûì àòîìîì âîäîðîäà, êîòîðûé ðàñ�ñìîòðèì êàê êâàíòîâûé îñöèëëÿòîð. Ñêîðîñòü çàðÿ�æåííîé ÷àñòèöû áîëüøå èëè ðàâíà ñêîðîñòè àòîì�íûõ ýëåêòðîíîâ. Òîãäà óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà â ñè�ñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ àòîìîì, çàïèøåì â âèäåi�	�t = ���2 + !2r22 � ZjR� rj + ZjRj�	; (5)ãäå � = �2�x2 + �2�y2 + �2�z2 ; r2 = x2 + y2 + z2;

x, y, z � êîîðäèíàòû ýëåêòðîíà, R = b + vt, b �ïàðàìåòð óäàðà, t � âðåìÿ, v � ñêîðîñòü íàëåòàþ�ùåé ÷àñòèöû. Óðàâíåíèå (5) òî÷íî ðåøèòü íåëüçÿ,ïîýòîìó ðàññìîòðèì åãî â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè,ò. å. ïðè R� r, òîãäà åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàêi�	�t = ���2 + !2r22 � ZR � rR3 �	: (6)Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ìû ïðåíåáðåãëè îïåðàòîðîì��(R)=2. Ýòî äåéñòâèòåëüíî ìîæíî ñäåëàòü, òàêêàê ìû ðàññìàòðèâàåì íåéòðàëüíûé àòîì è íà áîëü�øèõ ðàññòîÿíèÿõ âçàèìîäåéñòâèå ÿäðà ñ íàëåòàþ�ùåé ÷àñòèöåé íåçíà÷èòåëüíî, à íà ìàëûõ ðàññòîÿ�íèÿõ âðåìÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñëèøêîì ìàë�î, ÷òîáûäâå ìàññèâíûå ÷àñòèöû îòêëîíèëèñü íà çàìåòíûéóãîë. Óðàâíåíèå âèäà (6) ðåøåíî [17℄, ïîêàæåì, ÷òîýòî óðàâíåíèå ìîæíî ðåøèòü â ¾ïðåäñòàâëåíèè âçà�èìîäåéñòâèÿ¿, ïðèìåíÿÿ ðàçëîæåíèå Ìàãíóñà, êîòî�ðîå ëåã÷å èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèÿõ.Ïðåäñòàâèì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6) [18℄ â âèäå	(r; t) = exp(�iĤ0t)Ŝ	(r; t = �1): (7)Çäåñü Ĥ0 = ��2 + !2r22� ãàìèëüòîíèàí äî âçàèìîäåéñòâèÿ, Ŝ � îïåðàòîðýâîëþöèè, êîòîðûé ðàâåí [18℄Ŝ = exp(Â1 + Â2 + : : : ); (8)ãäå Â1 = �i tZ�1 Ŵ (t) dt; (9)Â2 = 12(�i)2 tZ�1 dt1 t1Z�1 [Ŵ (t1); Ŵ (t2)℄dt2; (10)Ŵ (t) = exp(iĤ0t)��ZR � rR3 � exp(�iĤ0t): (11)Âûðàæåíèå (11) ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïðåä�ñòàâèòü â áîëåå ïðîñòîì âèäåŴ (t) = � ZR3 �R � r 
os(!t)� i! sin(!t)R � r� : (12)Äàëåå ðàññìîòðèì êîììóòàòîð â âûðàæåíèè (10), êî�òîðûé ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé çàïèñûâàåòñÿ êàêhŴ (t1); Ŵ (t2)i = i! � ZR2�2 sin (!(t2 � t1)) : (13)712



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 4 (10), 2014 Ôëóêòóàöèÿ ïîòåðü ýíåðãèè ïðè ñòîëêíîâåíèè : : :Î÷åâèäíî, ÷òî âñå äðóãèå ÷ëåíû (Â3; Â4; : : : ) â (8) áó�äóò ðàâíû íóëþ, à Â2 äàñò �àçó, îò êîòîðîé íå áóäåòçàâèñåòü âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà, òîãäà Ŝ = exp(Â1), ààìïëèòóäó ïåðåõîäà îñöèëëÿòîðà èç ñîñòîÿíèÿ jmiâ ñîñòîÿíèå jni ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåan;m = hnj �� exp0�iZ 1Z�1 1R(t)3 �R(t) � r 
os(!t) �� i! sin(!t)R(t) � r� dt1A jmi: (14)Ïîêà âûðàæåíèå (14) çàïèñàíî â îáùåì âèäå èíåïðèãîäíî äëÿ ðàñ÷åòîâ, ïîýòîìó íóæíî åãî ïðåä�ñòàâèòü â óäîáíîì âèäå, äëÿ ýòîãî èñïîëüçóÿ ðàçëî�æåíèå Ìàãíóñà, à òàêæå ñîîòíîøåíèåjmi = �!��3=4 (2mxmx!)�1=2(2mymy!)�1=2 �� (2mzmz!)�1=2 exp��!r22 �Hmx �!1=2x���Hmy �!1=2y�Hmz �!1=2z� ; (15)ãäå mx, my, mz � êâàíòîâûå ÷èñëà ñîîòâåòñòâåííîäëÿ êîîðäèíàò x, y, z, à Hm(t) � ïîëèíîì Ýðìèòà.Ïîëó÷èìŜjmi = exp(i�)�� exp0�iZ 1Z�1 1R(t)3R(t) � r 
os(!t)1A�� exp (dr) jmi = exp(i�)�!��3=4 �� (2mxmx!)�1=2(2mymy!)�1=2 �� (2mzmz!)�1=2 exp��!(r+ d)22 ���Hmx �!1=2(x+ dx)�Hmy �!1=2(y + dy)���Hmz �!1=2(z + dz)� ; (16)ãäå d = Z! 1Z�1 1=R(t)3 sin(!t)R(t) dt;dx, dy, dz � ïðîåêöèè âåêòîðà d íà ñîîòâåòñòâóþ�ùèå îñè, � 6=�(x; y; z) � íåñóùåñòâåííàÿ �àçà. Â èòî�ãå âûðàæåíèå (14) ñ òî÷íîñòüþ äî �àçû ïðåäñòàâèìâ âèäå

an;m = An;m exp� 12!Q2z��� Z exp (iQ � r)Hmx �!1=2x�Hmy �!1=2y���Hmz �!1=2�z � iQz! ��Hnx �!1=2x���Hny �!1=2y�Hnz �!1=2z� exp ��!r2� dr; (17)ãäå Q = 2Z!v2 �K1(!v b)bb + iK0 �!v b�k� ;An;m = �!� �3=2 (2mxmx!)�1=2(2mymy!)�1=2 ��(2mzmz!)�1=2(2nxnx!)�1=2(2nyny!)�1=2(2nznz!)�1=2:Â èòîãå, ïðîèíòåãðèðîâàâ âûðàæåíèå (17) ïî x, y,z, ïîëó÷èì ïðè nx � mx, ny � my, nz � mz, ò. å.ïðè n = nx + ny + nz � mx + my + mz [19, ñ. 503,�îðìóëà (10)℄:jan;mj2 = mz!mx!my!nz!nx!ny! � jQzj22! �nz�mz ���Q2x2!�nx�mx  Q2y2!!ny�my ���Lnz�mzmz � jQzj22! ��2�Lnx�mxmx �Q2x2!��2 �� Lny�mymy  Q2y2!!!2 exp��Q �Q�2! � ; (18)ãäå çâåçäî÷êà îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå,jxj2 = xx�, Lab � ïîëèíîì Ëàãåððà. Àíàëîãè÷íî ïðî�âîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ äëÿ mx � nx, my � ny, mz � nz(òîãäà m = mx +my +mz � nx + ny + nz), äëÿ ýòî�ãî íóæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå çàìåíû â âûðàæåíèè(18): mx ! nx, nx ! mx, my ! ny, ny ! my, mz !! nz, nz ! mz. Â èòîãå ìîæíî ïðåäñòàâèòü îáùååâûðàæåíèå äëÿ ïåðåõîäîâ, íå çàâèñÿùåå îò òîãî, ñêàêîãî óðîâíÿ ýíåðãèè íà êàêîé óðîâåíü ïåðåõîäèò÷àñòèöà, ïðåäâàðèòåëüíî ââåäÿ ñëåäóþùóþ ñòóïåí�÷àòóþ �óíêöèþ: g(x) = �(x)��(�x), êîòîðàÿ ðàâíàg(x) = f1; x > 0; 0; x = 0;�1; x < 0g;�(x) � òåòà-�óíêöèÿ Õåâèñàéäà. Òîãäà èìååì713



Ä. Í. Ìàêàðîâ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 4 (10), 2014jan;mj2 = exp�� 12!Q �Q���mz!nz! �g(nz�mz) ���mx!nx! �g(nx�mx)�my!ny! �g(ny�my) ��� jQzj22! �(nz�mz)g(nz�mz)�Q2x2!�(nx�mx)g(nx�mx) �� Q2y2!!(ny�my)g(ny�my) L; (19)ãäåL = �L(nz�mz)g(nz�mz)(mz+nz+(mz�nz)g(nz�mz))=2� jQzj22! ��2 ���L(nx�mx)g(nx�mx)(mx+nx+(mx�nx)g(nx�mx))=2�Q2x2!��2 �� L(ny�my)g(ny�my)(my+ny+(my�ny)g(ny�my))=2 Q2y2!!!2 :3. ÔËÓÊÒÓÀÖÈÈ ÏÎÒÅ�Ü ÝÍÅ��ÈÈÈçâåñòíî, ÷òî �ëóêòóàöèè ïîòåðü ýíåðãèè èçîñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ íàõîäÿòñÿ êàê [3, 5℄
2 =XAll (�n � �0)2�n;0 ==Xn;0 (�n � �0)2 Zbmin�b�bmax dbjan0j2; (20)ãäå n = nx+ ny + nz, ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåìñîñòîÿíèÿì, ãäå bmax � bmin, ïîñêîëüêó äëÿ îñöèë�ëÿòîðà ïðè ïåðåõîäàõ èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîåâñåãäà íàéäåòñÿ òàêîå n ïðè ìàëûõ ïåðåäàííûõ èì�ïóëüñàõ, à çíà÷èò, ïðè áîëüøèõ ïàðàìåòðàõ óäàðà,ãäå ýíåðãèÿ ïåðåõîäà áóäåò ðàâíà ìàêñèìàëüíî ïåðå�äàííîé ýíåðãèè, ò. å. Emax = Emin(nmax). Ñóììèðî�âàíèå âåäåòñÿ äî íåêîòîðîãî nmax, ñâÿçàííîãî ñ ìè�íèìàëüíîé ïåðåäàííîé ýíåðãèåé ýëåêòðîíó. Èçâåñò�íî, ÷òî ýíåðãèÿ òðåõìåðíîãî êâàíòîâîãî îñöèëëÿòî�ðà �n = !(n+ 3=2), òîãäà 
2 = !2PAll n2�n;0, ãäåjan;0j2 = exp�� 12!Q �Q�� 1nz!nx!ny! ��� jQzj22! �nz �Q2x2!�nx  Q2y2!!ny : (21)Ïðîâåñòè ñóììèðîâàíèå â âûðàæåíèè (20) íàïðÿ�ìóþ íåëüçÿ, òàê êàê bmax çàâèñèò îò n, õàðàêòåð çà�âèñèìîñòè ïîêàæåì íèæå. Ìîæíî óâèäåòü, ÷òî, çà�

ìåíèâ îäíî êâàíòîâîå ÷èñëî, íàïðèìåð nz = n�nx�� ny, è ñîîòâåòñòâåííî çàìåíèâ ñóììó â (20) íàXAll = nmaxxXnx=0 nmaxyXny=0 nmaxzXnz=0 = nmaxXn=0 nXny=0 n�nyXnx=0; (22)ãäå nx, ny, nz � ëþáûå êâàíòîâûå ÷èñëà ïðè âûïîë�íåíèè óñëîâèÿ nmax = nmaxx +nmaxy +nmaxz , ïîëó÷èì
2 = !2 nmaxXn=0 n2 �� Zbmin�b�bmax nXny=0 n�nyXnx=0 exp�� 12!Q �Q��(n� nx � ny)!nx!ny! ��� jQzj22! �n�nx�ny �Q2x2!�nx  Q2y2!!ny db: (23)Â ðåçóëüòàòå ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ èìååì
2 = !2 nmaxXn=0 n2n! Zbmin�b�bmax exp�� 12!Q �Q����� 12!Q �Q��n db; (24)ãäå Q �Q�=2 ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé ýíåðãèåé, ïå�ðåäàííîé ýëåêòðîíó ïðè ñòîëêíîâåíèè [3, 13℄. Äëÿäàëüíåéøèõ ðàñ÷åòîâ óäîáíî èíòåãðèðîâàòü íå ïî b,à ïî áåçðàçìåðíîé ïåðåìåííîé y = (!=v)b. Òåïåðüíóæíî îïðåäåëèòü ymin, ymax. Êàê áûëî ñêàçàíî ðà�íåå, ìèíèìàëüíîìó ïàðàìåòðó óäàðà ñîîòâåòñòâóåòìàêñèìàëüíî ïåðåäàííàÿ ýíåðãèÿ (èìïóëüñ), èçâåñò�íî, ÷òî ýòîé ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóåò Emax = 2v2, òî�ãäà 2v = Qmax [16℄. Àíàëîãè÷íî è äëÿ ìàêñèìàëü�íîãî ïàðàìåòðà óäàðà, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ìè�íèìàëüíîé ïåðåäàííîé ýíåðãèè (èìïóëüñó), òîãäà!n=v = Qmin è Emin = Q2min=2 [16℄. Òàêæå ìîæíîíàéòè è nmax, êàê áûëî ïðåäëîæåíî âûøå, èç óñëî�âèÿ Emax = Emin(nmax): nmax = [2v2=!℄, ãäå [2v2=!℄ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, ïîëó�÷åííîå ïðè îêðóãëåíèè 2v2=!. �åøàÿ ÷èñëåííî óðàâ�íåíèÿ �Z!v3 �2 �K21 (ymin) +K20 (ymin)� = 1; (25)�2Zvn�2 �K21 (ymax) +K20 (ymax)� = 1; (26)714
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�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü F (x)x2 â âûðàæåíèè (28), ïî-ëó÷àåìàÿ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (29)íàéäåì, ÷òî ymin = ymin �Z!=v3�, à òàêæå ymax == ymax (2Z=vn). Â èòîãå âûðàæåíèå (24) çàïèøåì ââèäå
2 = 2�v2 nmaxXn=0 n2n! ymaxZymin exp�� 12!Q �Q����� 12!Q �Q��n y dy: (27)Ïðè ðàñ÷åòàõ �ëóêòóàöèé ïîòåðü ýíåðãèè âûðà�æåíèåì (27) ïîëüçîâàòüñÿ íåóäîáíî, ïîýòîìó ñäåëàâçàìåíó ïåðåìåííûõ íàx = Q �Q�2! = 2Z!v3 Zv �K21 (y) +K20 (y)� ;ïîëó÷èì äëÿ ïîòåðü ýíåðãèè:
2 = �!ab [a℄Xn=0 n2n! aZn2=a exp(�x)xnF �xb � dx; (28)ãäå b = 2Z!v3 Zv ; a = 2v2! ;F (x) = y(x)K1 (y(x)) (3K0(y(x)) +K2 (y(x))) ; (29)y(x) íàõîäèòñÿ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿx = K21 (y) +K20 (y). Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå ýòîãî óðàâ�íåíèÿ �óíêöèåé F (x)x2, ãðà�èê êîòîðîé èçîáðàæåííà ðèñ. 1. Âûðàæåíèå (28) ÿâëÿåòñÿ îêîí÷àòåëüíûìïðè ðàñ÷åòàõ �ëóêòóàöèé ïîòåðü ýíåðãèè èç ñîñòîÿ�íèÿ m = 0.

4. ÒÅÎ�Èß ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ. ÔÎ�ÌÓËÀÔÀÍÎÎáû÷íî ïðè ðàñ÷åòàõ �ëóêòóàöèé ïîòåðü ýíåð�ãèè èñïîëüçóþò �îðìóëû äëÿ ïðåäåëüíûõ ñëó÷à�åâ [3, 5, 7℄, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè ñîîòâåòñòâóþ�ùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ðàññìîò�ðåòü ýòè �îðìóëû è îïðåäåëèòü áîëåå òî÷íûå ãðà�íèöû èõ èñïîëüçîâàíèÿ. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó�÷àé òåîðèè âîçìóùåíèé, ò. å. Z=v � 1. Äëÿ òîãî÷òîáû èçó÷èòü ýòîò ïðåäåëüíûé ñëó÷àé, ðàññìîòðèìF (x=b) â (28). Ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå (28) ïîñëå çà�ìåíû ïåðåìåííûõ z = x=b êàê 
2 = 4�Z2L, ãäåL = [a℄Xn=0 2n2n!ab (v2=!�)2Zn2=4�2 exp(�zb)(zb)nF (z) dz; (30)à � = Z=v. Ïðè � � 1 íóæíî áðàòü �óíêöèþF (z) ïðè áîëüøèõ z. Íà ðèñ. 1 ìîæíî óâèäåòü, ÷òîF (z)z2 ! 1=2 ïðè z � 1, ýòî ìîæíî ïîêàçàòü è àíà�ëèòè÷åñêè (ñì. Ïðèëîæåíèå A). Â èòîãå â ïåðâîìïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé, ïåðåéäÿ îáðàòíî ê ïå�ðåìåííîé x, ïîëó÷èìL = [a℄Xn=0 n2an! aZn2=a exp(�x)xn�2dx; (31)ïîõîæåå âûðàæåíèå â ñëó÷àå òåîðèè âîçìóùåíèé áû�ëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [13℄ è íå íóæäàåòñÿ â äåòàëü�íîì ðàçáîðå. Ñòîèò ñêàçàòü, ÷òî áîëüøèå a � 1 ñî�îòâåòñòâóþò áîëüøèì ñêîðîñòÿì è ïðè òàêèõ çíà�÷åíèÿõ a èç (31) ìîæíî ïîëó÷èòü �îðìóëó Ôà�íî [13℄. Áîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì �îðìóëà Ôàíî âû�âåäåíà â ðàçä. 5 ïðè a � 1. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òîâ (31) ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ áåðåòñÿ àíàëèòè�÷åñêè [20℄, è òîãäàL = [a℄Xn=0n�(�1 + n; n2=a)� �(�1 + n; a)a(n� 1)! : (32)5. ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÉ Ï�ÅÄÅË È ÔÎ�ÌÓËÀÁÎ�À ÄËß ÔËÓÊÒÓÀÖÈÉ.ÍÅÏÅ�ÒÓ�ÁÀÒÈÂÍÀß ÏÎÏ�ÀÂÊÀ ÊÔÎ�ÌÓËÅ ÔÀÍÎ È ÔÎ�ÌÓËÀ ÒÈÒÅÉÊÀÎáû÷íî ïðè ðàñ÷åòàõ �ëóêòóàöèé ïîòåðü ýíåð�ãèè èñïîëüçóþò òåîðèþ Òèòåéêà. Ïîêàæåì, ÷òî ïðèðàññìîòðåíèè ïðåäñòàâëåííîé òåîðèè ìîæíî âûäå�ëèòü ïîïðàâêó, àíàëîãè÷íóþ ïîïðàâêå Òèòåéêà êòåîðèè Ôàíî. Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ýòó ïîïðàâêóìîæíî âûäåëèòü òîëüêî â ñëó÷àå áîëüøèõ ñêîðîñòåé715



Ä. Í. Ìàêàðîâ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 4 (10), 2014(ìíîãî áîëüøå àòîìíûõ va � 1). Â îáùåì âèäå (ò. å.íå òîëüêî ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ) ýòè ïîïðàâêè âû�äåëèòü íåëüçÿ è íóæíî ïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî �îðìó�ëîé (28).�àññìîòðèì âûðàæåíèå (28). Ïðè !=v2 � 1 âåëè�÷èíà a � 1, à êîý��èöèåíò b = 2(Z=v)2!=v2 áóäåìñ÷èòàòü ïðîèçâîëüíûì, òàê êàê (Z=v)2 ìîæåò ïðèíè�ìàòü áîëüøèå çíà÷åíèÿ. �àçîáüåì âûðàæåíèå (28)íà ÷åòûðå âûðàæåíèÿ: 
2 = 
21 � 
22 � 
23 � 
24, ãäå
21 = �!ab 1Xn=0 n2n! aZ0 exp(�x)xnF �xb � dx; (33)
22 = �!ab 1Xn=[a℄ n2n! aZ0 exp(�x)xnF �xb� dx; (34)
23 = �!ab 1=aZ0 exp(�x)xF �xb � dx; (35)
24 = �!ab [a℄Xn=2 n2n! n2=aZ0 exp(�x)xnF �xb � dx: (36)Äàëåå ðàññìîòðèì âûðàæåíèÿ (33) è (35). Ïðèa � 1 â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè (35) ìîæíîïîëîæèòü exp(�x) = 1, òîãäà ïîñëå çàìåíû ïåðåìåí�íûõ íà x=b = z ïîëó÷èì
21 +
23 == �ab!0B� a=bZ1=ab zF (z) dz + b a=bZ0 z2F (z) dz1CA : (37)Ìîæíî óâèäåòü, ÷òî 
22;
24 áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê íó�ëþ ïðè a � 1, è äàëåå èõ íå áóäåì ó÷èòûâàòü. Âèòîãå 
2 = 4�Z2L, ãäåL = 2a a=bZ1=ab zF (z) dz + 2ba a=bZ0 z2F (z) dz: (38)Èç �îðìóëû (38) ìîæíî ïîëó÷èòü è êëàññè÷å�ñêèé ðåçóëüòàò (�îðìóëó Áîðà), è ðåçóëüòàò òåîðèèâîçìóùåíèé (�îðìóëó Ôàíî). Äåéñòâèòåëüíî, ïðè~! 0 ïåðâûé èíòåãðàë â (38) áóäåò ðàâåí íóëþ, òàêêàê â ñèñòåìå Ñ�Ña = 2mv2~! ; ba = Z!e2mv3 ; ab = �2Ze2~v �2 :

0 20 40 60 80 100v3=Z!0:20:40:60:81:0L
l

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü L
l îò v3=Z! â âûðàæå-íèè (39)Ïåðåéäÿ îïÿòü ê ïåðåìåííûì z, êîòîðûå èñïîëüçî�âàëèñü âûøå, ïîëó÷èì êëàññè÷åñêóþ �îðìóëó äëÿ�ëóêòóàöèè ïîòåðü ýíåðãèè:L
l = 2Z!v3 v3=Z!Z0 z2F (z) dz: (39)Çàâèñèìîñòü L
l îò v3=Z! ïðèâåäåíà íà ðèñ. 2. Ïðèóñëîâèè Áîðà Z!=v3 � 1 �îðìóëà (39) ñâîäèò�ñÿ ê êëàññè÷åñêîé �îðìóëå Áîðà äëÿ �ëóêòóàöèé,LB = 1 [3℄. Ïðè ïåðåõîäå ê òåîðèè âîçìóùåíèé, âðàìêàõ êîòîðîé Z=v � 1, èíòåãðàëû â (38) íóæíîáðàòü ïðè áîëüøèõ z ïðè F (z) = (2z2)�1, ïîñëå ÷åãîíåñëîæíî ïîëó÷èòü �îðìóëó Ôàíî äëÿ îñöèëëÿòî�ðà: LF = 1 + !v2 ln�2v2! � : (40)�àññìîòðèì ïåðåõîä â íåïåðòóðáàòèâíûé ñëó÷àéè ê �îðìóëå Òèòåéêà. �àçîáüåì ïåðâûé èíòåãðàë�îðìóëû (38) íà äâà âûðàæåíèÿ, äëÿ ýòîãî ââåäåìJ = (v3=Z!)2Z(v=2Z)2 = (v3=Z!)2Z0 � (v=2Z)2Z0 :Ïîñëå ÷åãî ïðåäñòàâèì J êàêJ = ln �2v2=!�+�L1 +�L2;ïðåäâàðèòåëüíî íàéäÿ àñèìïòîòèêó èíòåãðàëà (38)ïðè áîëüøèõ ïðåäåëàõ èíòåãðèðîâàíèÿ (Ïðèëîæå�íèå B), ãäå �L1 = �I (2�)� ln (�e
) ; (41)716
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�èñ. 3. Çàâèñèìîñòè îò � âåëè÷èíû �L1 â âûðàæå-íèè (41) è ïîïðàâêè Áëîõà
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�èñ. 4. Çàâèñèìîñòü îò v3=Z! âåëè÷èíû �L2 â âû-ðàæåíèè (42)�L2 = I �Z!v3 �� ln�2e�
v3Z! � ; (42)à I(y) = 1=y2Z0 zF (z) dz;
 � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà. Ïîïðàâêó �L1 ìîæíî ñ÷è�òàòü íåïåðòóðáàòèâíîé ïîïðàâêîé. Õîòÿ ïðèíÿòî [6℄ñ÷èòàòü íåïåðòóðáàòèâíîé ïîïðàâêó Áëîõà,�LBlo
h = 	(1)�Re	(1 + i�) ;êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ â ïðèáëèæåíèè ñâîáîäíîãî ýëåê�òðîíà. Èç ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî ýòè íåïåðòóðáàòèâíûåïîïðàâêè ñõîæè, êðîìå òîãî, ïðè � > 1=2 èõ ìîæíîñ÷èòàòü ðàâíûìè, ïðè � < 1=2 ðàçíèöà ìåæäó ïî�ïðàâêàìè ìàêñèìàëüíà, õîòÿ è íå âåëèêà, è îáóñëîâ�

ëåíà òåì, ÷òî çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ äèïîëüíîå ïðè�áëèæåíèå. Ïðåäñòàâèì ãðà�è÷åñêè (ïîñêîëüêó êàæ�äàÿ ïîïðàâêà çàâèñèò îò îäíîãî ïàðàìåòðà) çàâèñè�ìîñòè �L1 = �L1(�) (ðèñ. 3) è �L2 = �L2(v3=Z!)(ðèñ. 4). Èç ðèñ. 3, 4 âèäíî, ÷òî ïðè � & 1=2 ïîïðàâêà�L1 � �L2, è òîãäà �L1 � �LBlo
h (ñ òî÷íîñòüþäî íåñêîëüêèõ ïðîöåíòîâ). Âòîðîé èíòåãðàë â (38)ðàññìîòðåí âûøå è ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2. Ïðè áîëü�øèõ ñêîðîñòÿõ èîíà v � 1 è Z=v � 1 îñíîâíîé âêëàäâ èíòåãðàë äàåò îáëàñòü ïðè áîëüøèõ z, ÷òî ïîçâîëÿ�åò çàìåíèòü ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íà 1/2. Âèòîãå ïîëó÷èì �îðìóëó Òèòåéêà äëÿ îñöèëëÿòîðà:LT = 1 + !v2 �ln 2v2! +�L1� : (43)6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÒàêèì îáðàçîì, ðàçâèòà òåîðèÿ ïî ðàñ÷åòó �ëóê�òóàöèé ïîòåðü ýíåðãèè ïðè ñòîëêíîâåíèè áûñòðûõçàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñ àòîìîì, ãäå àòîì ðàññìàòðè�âàåòñÿ êàê ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð. Â ýòîé ìî�äåëè, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå èîíà ñ îñ�öèëëÿòîðîì äèïîëüíîå, çàäà÷à ðåøàåòñÿ òî÷íî. Âïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëü�òàòû: �îðìóëà Ôàíî â ñëó÷àå ìàëîñòè âîçìóùåíèÿ,�îðìóëà Òèòåéêà â ñëó÷àå íåïåðòóðáàòèâíîãî ðàñ�ñìîòðåíèÿ è �îðìóëà Áîðà â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå.Ìåòîä äëÿ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ ïðèìåíèì, êîãäà ñêî�ðîñòü èîíà ìíîãî áîëüøå àòîìíûõ ñêîðîñòåé; êîã-äà æå ñêîðîñòü ñðàâíèìà ñ àòîìíûìè ñêîðîñòÿìè,ðàññìîòðåííîå ðàçäåëåíèå íà ïîïðàâêè íåïðèåìëå�ìî è íóæíî ïîëüçîâàòüñÿ òî÷íûì âûðàæåíèåì (28).Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ëåãêî îáîáùèòü íà ñëó÷àéìíîãîýëåêòðîííîãî àòîìà, äëÿ ýòîãî íàäî âûðàæå�íèå (28) óìíîæèòü íà ÷èñëî ýëåêòðîíîâ â àòîìå Naè çàìåíèòü ! = I [13℄. Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ìû ðàñ�ñìàòðèâàëè çàäà÷ó â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè, íîïðåäåëüíûå ñëó÷àè ñîîòâåòñòâóþò è òåîðèÿì, â êî�òîðûõ îíî íå ïðåäïîëàãàåòñÿ.Òàêæå ñëåäóåò ñêàçàòü î ïðèìåíèìîñòè ðàñ�ñìîòðåííîãî ïîäõîäà. Ïðåäñòàâëåííûé ìåòîä íåó÷èòûâàåò ïîëÿðèçàöèîííóþ ïîïðàâêó, êîòîðàÿïîÿâëÿåòñÿ, åñëè íå èñïîëüçîâàòü äèïîëüíîå ðàç�ëîæåíèå. Ýòà ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ ñ ó÷åòîì ðàáîòäðóãèõ àâòîðîâ, íàïðèìåð [21℄, ñ ïîìîùüþ ïðèáàâ�ëåíèÿ ïîëÿðèçàöèîííîé ïîïðàâêè ê ïîëó÷åííîìóíàìè ðåçóëüòàòó. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî â ðåøåíèèèñïîëüçóþòñÿ òî÷íûå àìïëèòóäû, èç (28) âèäíî,÷òî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ïåðåäàííûé èìïóëüñáîëüøå ìèíèìàëüíî ïåðåäàííîãî ïðè âûïîëíåíèèóñëîâèÿ a > n2=a, à ñóììèðîâàíèå â (28) íà÷èíàåòñÿ717



Ä. Í. Ìàêàðîâ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 4 (10), 2014ñ n = 1. Ïîýòîìó ïîëó÷èì, ÷òî ìèíèìàëüíîå öåëîåçíà÷åíèå [a℄ = 1, çíà÷èò a = 2v2=! > 1. Êàê áûëîñêàçàíî, åñëè ñ÷èòàòü ! = I , òî ïîëó÷èì óñëîâèåïðèìåíèìîñòè ðàññìîòðåííîãî ïîäõîäà ïî ñêîðî�ñòÿì: 2v2=I > 1. Âñå ðàññìîòðåííûå ïðåäåëüíûåñëó÷àè âûïîëíÿþòñÿ, êîãäà 2v2=I � 1.Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Â. È. Ìàòâå�åâó çà îáñóæäåíèå ñòàòüè. �àáîòà âûïîëíåíà âðàìêàõ Ê�Ç Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè�Ô (�3.1726.2014/K), ñòèïåíäèè Ïðåçèäåíòà �Ô(ÑÏ-2046.2012.1) è ÷àñòè÷íî ïðè ïîääåðæêå Ïðî�ãðàììû ðàçâèòèÿ ÑÀÔÓ.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ AÏîêàæåì, ÷òî limz!1 F (z)z2 = 1=2, ãäå F (z) ��óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ñîãëàñíî (29). Ïåðåìåííàÿz íàõîäèòñÿ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ z == K21(y)+K20 (y), ïîýòîìó âûðàçèòü ÿâíî y = y(z) íåóäàåòñÿ. Íî ìû ðàññìàòðèâàåì áîëüøèå çíà÷åíèÿ z,è òîãäà íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõz = 1=y2, îòñþäà ïåðåìåííàÿ y = 1=z1=2, êîòîðóþïîäñòàâèì â (29). Â èòîãå èìååìF (z)jz!1 = nz1=2K1 �� �z�1=2��3K0(z�1=2) +K2 �z�1=2��o�1 : (44)Ïîñëå ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëàìè [19, ñ. 730℄K2(x) = 2xK1(x) +K0(x); dK0(x)dx = �K1(x);à òàêæå [22, ñ. 975℄K0(x)jx!0 = � ln(z=2)�	(1);òîãäà íàéäåì, ÷òîK1(x)jx!0 = 1x; K2(x)jx!0 = 2x2 :Â èòîãå, ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â (44), ïîëó÷èìlimz!1F (z)z2 = 1=2:Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ BÍàéäåì àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå èíòåãðàëàJ = a21Z0 zF (z) dz

ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a1. Ïåðåéäåìîáðàòíî ê ïåðåìåííîé y, èñïîëüçóÿ (29), òîãäà ïî�ëó÷èòñÿ J = 1Zy0 �K21 (y) +K20 (y)� y dy;ïîõîæèé èíòåãðàë ðàññ÷èòàí â ðàáîòå [23℄:J = y0K0(y0)K1(y0);ãäå y0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ� 1a1�2 �K21(y0) +K20 (y0)� = 1 (45)ïðè a1 ! 1, y0 ! 0. Âîñïîëüçîâàâøèñü àñèìïòî�òèêàìè äëÿ K1(y0), K0(y0), îïèñàííûìè â Ïðèëîæå�íèè A, ïîëó÷èìJ ja1!1 = ln �2e�
a1� ; (46)ãäå 
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