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ÝËÀÑÒÎÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÈÉ ÝÔÔÅÊÒ Â ÍÅÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÍÎÉÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉ ÍÅÏ�ÎÂÎÄßÙÅÉ Ñ�ÅÄÅ Ï�ÈÖÅÍÒ�ÎÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÕ ÂÍÅØÍÈÕ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈßÕÀ. Ô. Êàáû÷åíêîâ, Ô. Â. Ëèñîâñêèé *Ôðÿçèíñêèé �èëèàë Èíñòèòóòà ðàäèîòåõíèêè è ýëåêòðîíèêè èì. Â. À. Êîòåëüíèêîâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê141190, Ôðÿçèíî, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 18 àïðåëÿ 2014 ã.Â ðàìêàõ âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà ïîëó÷åíà ñèñòåìà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ àíàëèçà ýëàñòîýëåêòðè-÷åñêèõ ý��åêòîâ â íåóïîðÿäî÷åííîé îäíîðîäíîé íåïðîâîäÿùåé ñðåäå. �åçóëüòàòû àíàëèçà ïðèìåíåíû êñëó÷àþ ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ïîäâåðãàåìîé öåíòðîñèììåòðè÷íîìó ãèäðîñòàòè÷åñêîìó äàâëåíèþ èçâíåè èçíóòðè.DOI: 10.7868/S00444510140902231. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ ðàáîòàõ [1, 2℄ ìåòîäîì âàðüèðîâàíèÿ òåðìîäè�íàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà íåóïîðÿäî÷åííîé îäíîðîä�íîé íåïðîâîäÿùåé ñðåäû ñ ïðîñòðàíñòâåííîé äèñ�ïåðñèåé áûëà ïîëó÷åíà ñèñòåìà íåëèíåéíûõ óðàâ�íåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííîñòåé ýëåêòðè÷å�ñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé è óïðóãèõ äå�îðìàöèéâ îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, à òàêæå äëÿ àíàëèçà âîç�ìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ýëàñòîìàãíè�òîýëåêòðè÷åñêèõ ý��åêòîâ â ïðèñóòñòâèè âíåøíèõèëè âíóòðåííèõ âîçäåéñòâèé. Â ðàáîòå [1℄ áûëè ðàñ�ñìîòðåíû ïðèìåðû èíäóöèðîâàíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõïîëåé ðàñïðåäåëåííûìè îáúåìíûìè (ãðàâèòàöèîí�íûìè èëè öåíòðîáåæíûìè) ñèëàìè. Â íàñòîÿùåé ðà�áîòå âàðèàöèîííûé ïîäõîä èñïîëüçîâàí äëÿ àíàëè�çà ýëàñòîýëåêòðè÷åñêèõ ý��åêòîâ, âîçíèêàþùèõ âíåóïîðÿäî÷åííîé îäíîðîäíîé íåïðîâîäÿùåé ñðåäå âïðèñóòñòâèè ðàñïðåäåëåííûõ ïîâåðõíîñòíûõ ñèë, íàïðèìåðå ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ïîäâåðãàåìîé öåí�òðîñèììåòðè÷íîìó ãèäðîñòàòè÷åñêîìó äàâëåíèþ èç�âíå è èçíóòðè. Â òàêèõ óñëîâèÿõ â çàâèñèìîñòè îòñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âíóòðåííèì è âíåøíèì äàâëå�íèåì ïðîèñõîäèò ñæàòèå èëè ðàñòÿæåíèå îáîëî÷êè,ñîïðîâîæäàåìîå âîçíèêíîâåíèåì íåîäíîðîäíûõ äå��îðìàöèé, êîòîðûå ñîçäàþò âíóòðåííåå ýëåêòðè÷å�ñêîå ïîëå.*E-mail: lisf�rambler.ru

�àññìàòðèâàåìûé çäåñü ýëàñòîýëåêòðè÷åñêèé ý���åêò ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ äîëæåí ïðîÿâ�ëÿòüñÿ ãîðàçäî ñèëüíåå, ÷åì êëàññè÷åñêèé �ëåêñî�ýëåêòðè÷åñêèé ý��åêò [3�5℄, ïîñêîëüêó ïðè ðàñòÿ�æåíèè èëè ñæàòèè îáîëî÷åê äå�îðìàöèè ëèíåéíîçàâèñÿò îò óïðóãèõ ñìåùåíèé, à ïðè èçãèáå ïëà�ñòèí � êâàäðàòè÷íî [6℄.2. ÎÑÍÎÂÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÝËÀÑÒÎÝËÅÊÒ�ÎÑÒÀÒÈÊÈÂ îòñóòñòâèå âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ è îáú�åìíûõ ñèë ñîñòîÿíèå ýëåêòðè÷åñêîé è óïðóãîé ïîä�ñèñòåì îäíîðîäíîé íåïðîâîäÿùåé ñðåäû â ñòàòè÷å�ñêîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿ�ìè [7, 8℄: divD = 0; rotE = 0;div �̂� = 0; Ink û� = rot rot û� = 0; (1)ãäåD = E+4�P� ýëåêòðè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ, E � íà�ïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, P � ýëåêòðè÷å�ñêàÿ ïîëÿðèçàöèÿ, �̂ � òåíçîð óïðóãèõ íàïðÿæåíèé,û � òåíçîð óïðóãèõ äå�îðìàöèé ñ êîìïîíåíòàìèuij = 12 ��Ri�xj + �Rj�xi � ;R � âåêòîð óïðóãèõ ñìåùåíèé, à Ink = rot rot� �äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, õàðàêòåðèçóþùèéñòåïåíü íåñîâìåñòíîñòè òåíçîðíîãî ïîëÿ äå�îð�ìàöèé [8, 9℄. Äëÿ ñðåä êîíå÷íîãî ðàçìåðà íà624



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 3 (9), 2014 Ýëàñòîýëåêòðè÷åñêèé ý��åêò : : :ïîâåðõíîñòè ñ íîðìàëüþ n äîëæíû âûïîëíÿòüñÿñòàíäàðòíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå äëÿýëåêòðè÷åñêîé ïîäñèñòåìû çàêëþ÷àþòñÿ â íåïðå�ðûâíîñòè íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû D è òàíãåíöè�àëüíîé êîìïîíåíòû E, à äëÿ óïðóãîé ïîäñèñòåìûèìåþò âèä �̂n = p, ãäå p � ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîò�íîñòü âíåøíèõ ñèë. Ñëåäóÿ [1℄, ïðåäñòàâèì ïîëíûéòåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñèñòåìû â âèäåW = Z w dv = Z (w0 + we + wu + wue) dv; (2)ãäå w � ïëîòíîñòü òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà,w0 = w0(T ) � ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà â îòñóòñòâèåýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è äå�îðìàöèé, T � òåìïåðàòó�ðà, we è wu îïèñûâàþò ñîîòâåòñòâåííî âêëàäû ýëåê�òðè÷åñêîé è óïðóãîé ïîäñèñòåì, à wue � âêëàä, âîç�íèêàþùèé èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ýòèìè ïîä�ñèñòåìàìè. Ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ íå âûøå ÷åòâåð�òîé ñòåïåíè ïî íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿè óïðóãèì äå�îðìàöèÿì è âòîðîé ñòåïåíè ïî èõ ïðî�èçâîäíûì ñ ó÷åòîì ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ýòè ñëà�ãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (2) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíûâ ñëåäóþùåì âèäå:we = 12 "a0E2 + 12a1E4 + a2� �E�xi�2#++ a3E2divE; (3)wu = 12�u2ii + �u2ij ; (4)wue = 12�(e)uiiE2 + �(e)uijEiEj ++ �(en)uiidivE+ �(en)uij �Ei�xj ; (5)ãäå ai � �åíîìåíîëîãè÷åñêèå êîý��èöèåíòû, � è� � êîý��èöèåíòû Ëàìå äëÿ èçîëèðîâàííîé óïðó�ãîé ïîäñèñòåìû, �(e), �(e) è �(en), �(en) � êîý��è�öèåíòû Ëàìå äëÿ óïðóãîé ïîäñèñòåìû ñ ó÷åòîì ñî�îòâåòñòâåííî îäíîðîäíîãî è íåîäíîðîäíîãî ýëàñòî�ýëåêòðè÷åñêèõ âçàèìîäåéñòâèé. Â îáùåì ñëó÷àå âñåêîý��èöèåíòû çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû.Ñîãëàñíî [1℄, íàõîæäåíèå ýêñòðåìóìîâ �óíêöè�îíàëà W ïðè ïîñòîÿííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íàïîâåðõíîñòè ñðåäû ñ èñïîëüçîâàíèåì âàðèàöèîííûõïðîèçâîäíûõD = �w�E � ��xi �w�E=�xi ;�ij = �w�uij � ��xk �w�uij=�xk (6)

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè è óïðóãèõ íàïðÿæåíèé:Di = "ijEj � a2�Ei � �(en) �uij�xj +D(g)i ; (7)�ij = �Æijukk + 2�uij + �(e)ij + �(en)ij : (8)Çäåñü "ij = "Æij + 2�(e)uij � êîìïîíåíòû òåíçîðàíåëèíåéíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè," = "0 + a1E2 + 2a3divE+ �(e)uii� èçîòðîïíîå ñëàãàåìîå, "0 = a0 � ëèíåéíàÿ äèýëåê�òðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü,D(g) = �a3gradE2 � �(en)graduii� ãðàäèåíòíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ýëåêòðè÷åñêîé èíäóê�öèè, �(e)ij = (1=2)Æij�(e)E2 + �(e)EiEj� íàïðÿæåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì,�(en)ij = Æij�(en)divE+ �(en) �Ei�xj� íàïðÿæåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ íåîäíîðîäíîñòüþ ýëåê�òðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ïðè ó÷åòå êîîðäèíàòíîé çàâèñèìî�ñòè êîý��èöèåíòîâ ïðè ñëàãàåìûõ ñ ïðîèçâîäíûìèâ (3), (5) â âûðàæåíèÿõ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîé èíäóê�öèè è íàïðÿæåíèé ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ãðà�äèåíòíûå ÷ëåíû. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (7) è (8) â(1), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâ�íåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ E è R:div �"E� a2�E+ 2�(e)uijEjei +D(g) �� 12�(en) (graddivR+�R)� = 0;(�+ �) graddivR+ ��R++ �(e)E divE+ grad�(ee) = 0; (9)ãäå ei � áàçèñíûå âåêòîðû, à�(ee) = 12 h��(e) + �(e)�E2 + ��(en) + �(en)�divEi :Ïðè ñëàáîé òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè êîý��è�öèåíòîâ íàëè÷èå ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû T â ñðåäåìîæíî ó÷åñòü, äîáàâèâ â ïðàâóþ ÷àñòü âòîðîãî óðàâ�íåíèÿ ñèñòåìû (9) ñëàãàåìîå ��vgradT , ãäå �v � êî�ý��èöèåíò îáúåìíîãî òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ [8℄.14 ÆÝÒÔ, âûï. 3 (9) 625



À. Ô. Êàáû÷åíêîâ, Ô. Â. Ëèñîâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 3 (9), 20143. ÝËÀÑÒÎÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÈÉ ÝÔÔÅÊÒ ÂÑÔÅ�È×ÅÑÊÎÉ ÎÁÎËÎ×ÊÅ�àññìîòðèì îäíîðîäíóþ íåïðîâîäÿùóþ ñ�åðè�÷åñêóþ îáîëî÷êó ñ âíóòðåííèì ðàäèóñîì r1 è âíåø�íèì ðàäèóñîì r2, ïîäâåðãàåìóþ èçíóòðè ãèäðîñòàòè�÷åñêîìó äàâëåíèþ p1 è èçâíå � ãèäðîñòàòè÷åñêîìóäàâëåíèþ p2. Ïî ñîîáðàæåíèÿì ñèììåòðèè ýëåêòðè�÷åñêîå ïîëå âíå îáîëî÷êè îòñóòñòâóåò, à âåêòîðû E,D è R â îáîëî÷êå èìåþò òîëüêî ðàäèàëüíûå êîìïî�íåíòû, ò. å. E = Erer, D = Drer è R = Rrer, ïîýòî�ìó rotR = 0 è �R = graddivR. Ñ ó÷åòîì ïîñëåä�íåãî ñîîòíîøåíèÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (9) ñâîäèòñÿ êâèäódiv("E� a2�E+ 2�(e)uijEjei � a3gradE2 �� 
0
(en)graddivR) = 0;graddivR+ grad �
(e)E2 + 
(en) divE�++ �(e)0 E divE = 0; (10)ãäå 
0 = �+ 2�; 
(en) = �(en) + �(en)
0 ;
(e) = �(e) + �(e)2
0 ; �(e)0 = �(e)
0 :Ïîäñòàâëÿÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (10) âû�ðàæåíèå äëÿ graddivR â ïåðâîå óðàâíåíèå è ó÷èòû�âàÿ ñîîòíîøåíèå graddivE = �E, íàõîäèì, ÷òîdiv �"
E+ 2�(e)uijEjei �� a2
�E� a3
gradE2� = 0; (11)ãäåa3� = �2a3 + 
(en)�(e)� ; a2
 = a2 � �
(en)�2 
0;a3
 = a3 � 
(en)
(e)
0; "
 = "+ 
(en)�(e)divE:Â ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ ó÷åòîì ãðàíè÷�íûõ óñëîâèé äëÿ ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè óðàâíå�íèå (11) 
âîäèòñÿ ê âèäór2 �2Er�r2 + 2r�Er�r � �2 + "uar2�Er ++ a3
ar2 �E2r�r = 0; (12)ãäå "ua = "ua2
 ;"u = "0 + a1E2r + aa3� � �r2Er�r2�r + 2�(e)Rrr ++ ��(e) + 2�(e)�urr;

a3
a = a3
a2
 :�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷å�ñêîãî ïîëÿ Er(r) íà âíóòðåííåé è âíåøíåé ïîâåðõ�íîñòÿõ îáîëî÷êè èìåþò âèäEr (r2) = 4�q2 = Qr22 ;Er (r1) = �4�q1 = �Qr21 ; (13)ãäå q1 è q2 � ïëîòíîñòè ñâÿçàííûõ çàðÿäîâ íà ïî�âåðõíîñòÿõ, Q � ïîëíûé ñâÿçàííûé ïîâåðõíîñòíûéçàðÿä.Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (10) ñëåäóåò, ÷òîäëÿ ðàäèàëüíûõ ñìåùåíèé â ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìåêîîðäèíàò��r (r�2 � �r2 �Rr + 
(en)Er���r )++ 12
(e) �E2r�r + �(en)0 �(r2Er)r2�r = 0: (14)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ íîðìàëüíûõ óïðóãèõ íàïðÿ�æåíèé �rr(r) íà âíóòðåííåé è âíåøíåé ïîâåðõíîñòÿõîáîëî÷êè èìåþò âèä�rr (r2) = �p2; �rr (r1) = �p1: (15)Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèå (12) ñâîäèò�ñÿ ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ, êîòîðîå ïðè a2
 > 0 èìååòðåøåíèå [10, 11℄Er = r�1=2 �C 01I3=2(�) + C 02K(3=2)(�)� ; (16)ãäå C 01 è C 02 � êîíñòàíòû,I3=2 = � 2���1=2 ����1 sh � + 
h ��� �óíêöèÿ Èí�åëüäà,K3=2 = (2=��)1=2 �1 + ��1� exp(��)� �óíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà, � = ("0a)1=2 r � íîðìè�ðîâàííàÿ êîîðäèíàòà, "0a = "0=a2
 . Îïðåäåëÿÿ êîí�ñòàíòû C 01 è C 02 èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (13), íàõîäèìíîðìèðîâàííóþ íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïî�ëÿ â îáîëî÷êå:ErE0 = ��2 [
01 (sh ��� 
h �)�
02 (�+1) exp (��)℄ ; (17)ãäå E0 = "0aQ � èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü íàïðÿæåí�íîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ êîíñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿïîâåðõíîñòíûìè çàðÿäàìè,
01 = 1d00 [(�2 + 1) exp (��2) + (�1 + 1) exp (��1)℄ ;626



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 3 (9), 2014 Ýëàñòîýëåêòðè÷åñêèé ý��åêò : : :
02 = 1d00 (�2 
h �2 � sh �2 + �1 
h �1 � sh �1) ;d00 = (1� �2�1) sh (�2 � �1)� (�2 � �1) 
h (�2 � �1) :Â òîëñòîé îáîëî÷êå, ò. å. ïðè �2 � �1 è �2 � 1, íà�ïðÿæåííîñòü ïîëÿ ðàâíàErE0 = ��2 � � � 1�2 � 1 exp (� � �2) + � + 1�1 + 1 exp (�1 � �)� :Ïðè a2
 < 0 ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíå�íèÿ (12) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå [10, 11℄Er = r�1=2 �C 001 J3=2 (�) + C 002N3=2 (�)� ; (18)ãäå C 001 è C 002 � êîíñòàíòû,J3=2 = (2=��)1=2 ����1 sin � � 
os ��� �óíêöèÿ Áåññåëÿ,N3=2 = (2=��)1=2 ����1 
os � � sin ��� �óíêöèÿ Íåéìàíà, � = (�"0a)1=2 r � íîðìèðîâàí�íàÿ êîîðäèíàòà. Ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (13)ErE0 = ��2 [
001 (sin ��� 
os �)�
002 (
os �+� sin �)℄ ; (19)ãäå 
001 = 1d000 (
os �2 + �2 sin �2 + 
os �1 + �1 sin �1) ;
002 = 1d000 (sin �2 � �2 
os �2 + sin �1 � �1 
os �1) ;d000 = (1 + �2�1) sin (�2 � �1)� (�2 � �1) 
os (�2 � �1) ;E0 = (�"0aQ): Â ñëó÷àå òîíêîé îáîëî÷êè, ò. å. ïðè(�2 � �1)� 1, íàïðÿæåííîñòü ïîëÿErE0 = ���2 ��1(� � �1) + ��2(� � �2)�2�1(�2 � �1) :Ñ ðîñòîì âíåøíåãî ðàäèóñà íàïðÿæåííîñòü ïîëÿóìåíüøàåòñÿ è ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå ïðèñòðåìëåíèè ðàäèóñà ê áåñêîíå÷íîñòè.Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè èç (14) ñëåäóåò, ÷òîðàäèàëüíûå ñìåùåíèÿ è ðàäèàëüíûå è òàíãåíöèàëü�íûå äå�îðìàöèè îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèÿìèRr = �
(en)Er + 
0r + 
00r2 ;urr = �
(en)�Er�r + 
0 � 2 
00r3 ;u�� = u'' = �
(en)Err + 
0 + 
00r3 ; (20)

ãäå 
0 è 
00 � êîíñòàíòû. �àäèàëüíûå íàïðÿæåíèÿïðè ýòîì ñîñòàâëÿþò�rr = 
0Rrr + 2�Rrr + �E ; (21)ãäå �E = 2�(ei)Err + 
(en)
0 �Er�r� îáóñëîâëåííûå ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì íàïðÿæå�íèÿ.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ (15) äëÿ íîðìàëüíûõ óïðó�ãèõ íàïðÿæåíèé �rr(r) íà âíóòðåííåé è âíåøíåé ïî�âåðõíîñòÿõ îáîëî÷êè ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ÿâíûå âû�ðàæåíèÿ äëÿ êîíñòàíò 
0 è 
00. Ïåðâóþ èç êîíñòàíòìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ:
0 = 
0p +E0=Eu; (22)ãäå ñëàãàåìîå 
0p = p1 � p2r�3213K (�321 � 1)îïðåäåëÿåò îäíîðîäíûå äå�îðìàöèè, âûçâàííûåäàâëåíèåì, �21 = �2=�1 � îòíîøåíèå ðàäèóñîâ,K = �+(2=3)� > 0 � ìîäóëü âñåñòîðîííåãî ñæàòèÿ.Â ïðàâîé ÷àñòè (22) âî âòîðîì ñëàãàåìîì, îïðå�äåëÿþùèì âûçâàííûå ïîâåðõíîñòíûìè çàðÿäàìèäå�îðìàöèè, Eu = �Eu0 (1 + 3gu) g�1;ãäå Eu0 = �=2s00g1u � õàðàêòåðíàÿ íàïðÿæåííîñòüýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ,s00 = �(en)"1=20a ; g1u = 1� g11 + gu ;g1 = g2gu; gu = �2� ; g2 = �(en)�(en)� îòíîøåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò, g�1 == �31(�321 � 1) � �óíêöèÿ íîðìèðîâàííûõ ðàäèóñîâ.Äëÿ âòîðîé êîíñòàíòû èìååì
00 = 
00p +E0=E0uj"0aj3=2: (23)Çäåñü ïåðâîå è âòîðîå ñëàãàåìûå îïðåäåëÿþò íåîäíî�ðîäíûå äå�îðìàöèè, îáóñëîâëåííûå ñîîòâåòñòâåííîðàçíîñòüþ äàâëåíèé è ïîâåðõíîñòíûìè çàðÿäàìè,
00p = (p1 � p2) �324� (�321 � 1) j"0aj3=2 ;E0u = �4Eu0g�2 ; g�2 = �321 + 1�321 � 1 :627 14*



À. Ô. Êàáû÷åíêîâ, Ô. Â. Ëèñîâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 3 (9), 2014Â îòñóòñòâèå íåîäíîðîäíîé ýëàñòîýëåêòðè÷åñêîéñâÿçè âûðàæåíèÿ äëÿ êîíñòàíò 
0 è 
00 â (22) è (23)ïåðåõîäÿò â èçâåñòíûå âûðàæåíèÿ èç êëàññè÷åñêîéòåîðèè óïðóãîñòè [6, 9℄.Âåëè÷èíó ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ ìîæíî îïðåäå�ëèòü èç ìèíèìóìà ïîëíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïî�òåíöèàëà W , îïðåäåëÿåìîãî âûðàæåíèåì (2). Êàêñëåäóåò èç �îðìóë (3)�(5), ïëîòíîñòü òåðìîäèíàìè�÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ðàâíàw = 12 ""0E2 + a2� �E�rj�2#+ 12�u2ii + �u2ij ++ �(en)uiidivE+ �(en)uij �Ei�rj : (24)Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðîöåäóðó ìèíèìèçàöèè äëÿïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû a2
 (ðàñ÷åòû äëÿ ñëó÷àÿa2
 < 0 âûïîëíÿþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì). Èñ�ïîëüçóÿ (20), ïðèâîäèì âûðàæåíèå (24) ê âèäów =  "02 +
(en)1�2 !E2r+"02 ��Er�� �2+
(en)22� �E2r�� ++ 2Er� �
0k � 
00
�3 �+�
0� � 
00��3 � �Er�� ++ 
00 + 
001�6 ; (25)ãäå 
(en)1 = 2
�a + 
(en)2 è 
(en)2 = 4
�a (gu � 2gu2) �êîý��èöèåíòû ïðè ñëàãàåìûõ, îïðåäåëÿþùèõñîîòâåòñòâåííî íàâåäåííóþ è ïåðåíîðìèðîâàííóþóïðóãîé ïîäñèñòåìîé íåîäíîðîäíóþ ñîñòàâëÿ�þùóþ ýíåðãèè ýëåêòðè÷åñêîé ïîäñèñòåìû, 
�a == �
(en)�2 �"0a � îòíîøåíèå êâàäðàòîâ õàðàêòåðíûõìàñøòàáîâ ýëàñòîýëåêòðè÷åñêîé è ýëåêòðè÷åñêîéíåîäíîðîäíîñòåé,gu2 = 1 + gu1 + g2 ; g = 12g2 (1 + 3gu) ;g0 = 1� g1 + gu ; g2u = 1gu2� îòíîøåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò, 
0k = 
0k1 ++
0k2E0, 
0k1 = E00
0p, 
0k2 = E00=Eu, E00 = 2s00g0,
00
 = 
00
1+
00
2E0, 
00
1 = E000"3=20a 
0p, 
00
2 = E000=E0u,E000 = s00g2u, 
0� = 
0�1 + 
0�2E0, 
0�1 = E01
0p,
0�2 = E01=Eu, E01 = 2s00g1u, 
00� = 
00�1 + 
00�2E0,
00�1 = �E01"3=20a 
0p, 
00�2 = �E01=E0u � êîý��èöè�åíòû, îïðåäåëÿþùèå ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåê�òðè÷åñêîé è óïðóãîé ïîäñèñòåì,
00 = � (3 + 5gu) 
20; 
001 = 4�"30a (
00)2

� ñëàãàåìûå, îïðåäåëÿþùèå ïåðåíîðìèðîâàííóþýëåêòðè÷åñêîé ïîäñèñòåìîé ýíåðãèþ óïðóãîé ïîäñè�ñòåìû.Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (17) äëÿ Er â (25) è èíòå�ãðèðóÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïî îáúåìó îáîëî÷êè,íàõîäèì, ÷òî ïîëíûé òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöè�àë ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåW = 4�"�3=20a �W0 +W1E0 +W2E20� ; (26)ãäå W0 � íå ñâÿçàííàÿ ñ çàðÿäîì ÷àñòü ïîòåíöèàëà.Êîý��èöèåíò ïðè âòîðîì ñëàãàåìîì â êðóãëûõñêîáêàõ âûðàæåíèÿ (26) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþ�ùèì îáðàçîì:W1 = �E02 �W11
0p +W12"3=20a 
00p� ;ãäå E02 = 2s00g2,W11 = �I1 � g10�2s+ g11�3� j�=�2�=�1 ;W12 = �I2 � g10��1s� g21��3� j�=�2�=�1 ;g10 = g1u=g2; g11 = 2(3 + 5gu)g10=3(1 + 3gu)g�1;I1 = 
011I1+ � (
011 + 
02)I1�;I1� = e�� � Ei (��) ;Ei(ax) = ln jxj+ k=1Xk=1 axk!k� èíòåãðàëüíàÿ ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ [12℄,s = ��2 [
011s+ � (
011 + 
02) s�℄ ; s� = (1� �) e��;
011 = 
012 ; I2 = 
011I2+ � (
011 + 
02) I2�;I2� = 13 �f2�(e��=��� Ei (��));f2� = ���2 � ��1 + 1; g21 = 23 g10g�2 :Êîý��èöèåíò ïðè òðåòüåì ñëàãàåìîì â êðóãëûõñêîáêàõ âûðàæåíèÿ (26) ðàâåí
0
�W2 = �12 �"0I3 + 
(en)12 I4 + "0I5� ++ 
0k�I1 � I2 + I0 + I00������=�2�=�1 ;ãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:I3 = (
011)2 I3+ + (
011 + 
02) [2
011I30 � (
011 + 
02) I3�℄ ;I4 = (
011)2 I4+ + (
011 + 
02) [2
011I40 � (
011 + 
02) I4�℄ ;628



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 3 (9), 2014 Ýëàñòîýëåêòðè÷åñêèé ý��åêò : : :I5 = (
011)2 I5+ + (
011 + 
02) [2
011I50 � (
011 + 
02) I5�℄ ;I0 = 12
(en)2 �s2 + 
0�2�2s� 
00�2��1s;I00 = � (3 + 5gu)3E2u �3 � 4�3 (E0u)2 ��3;I30 = �+��1; I40 = 13��3���1; I50 = 43��5+��1;
(en)12 = 2
(en)1 � 
(en)2 ; 
0k� = 2 (
0k2 � 
0�2) ;
0
� = 2
00
2 � 
00�2; I3� = 13 �12 � ��1� e�2�;I4� = 13 �e�2�� �f2� � ��1�� 2Ei (�2�)� ;I5� = 43 �e�2�� �f2� � 3�1� 12���� 2Ei (�2�)� :Èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà (26) íàõîäèìðàâíîâåñíûé ñâÿçàííûé ïîâåðõíîñòíûé çàðÿä:Q = Q0 "s1 �p1 � p2�321�3K + s2 (p1 � p2)4� # ; (27)ãäå Q0 = 2�(en)"�1=20a � õàðàêòåðíûé ñâÿçàííûéçàðÿä, çàäàâàåìûé ìàòåðèàëüíûìè êîíñòàíòàìè,s1;2 = W11;12=2W2 ��321 � 1� � êîý��èöèåíòû, çàâè�ñÿùèå îò ïàðàìåòðîâ ñðåäû è ãåîìåòðèè îáîëî÷êè.Ñîãëàñíî (27) âåëè÷èíà çàðÿäà îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíî�ñòüþ äàâëåíèé è ðàçíîñòüþ ýíåðãèé, êîòîðûìè îáëà�äàëè áû ñ�åðà ðàäèóñîì r1, íàõîäÿùàÿñÿ ïîä äàâ�ëåíèåì p1, è ñ�åðà ðàäèóñîì r2, íàõîäÿùàÿñÿ ïîääàâëåíèåì p2. Â îòñóòñòâèå äàâëåíèé ñâÿçàííûé çà�ðÿä, íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è äå�îð�ìàöèè â îáîëî÷êå ðàâíû íóëþ, äëÿ ðàâíûõ äàâëå�íèé (p1 = p2 6= 0) çíà÷åíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ âûøåâåëè÷èí îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ïåðâûì ÷ëåíîì â êâà�äðàòíûõ ñêîáêàõ â ïðàâîé ÷àñòè (27), à äëÿ äàâëå�íèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ p1=p2 = �321, �òîëüêî âòîðûì ÷ëåíîì. Çàðÿä ëèíåéíî çàâèñèò îòäàâëåíèé è èçìåíÿåò çíàê ïðèp1Kp2K = s1�321 + s2Ks1 + s2K ;ãäå p1K;2K = p1;2=3K, à s2K = s2 (3K=4�).Ïðîèëëþñòðèðóåì âûâîäû òåîðèè ãðà�è÷åñêèììàòåðèàëîì, ïîëó÷åííûì ïðè èñïîëüçîâàíèè ïåð�âûõ ïÿòè ÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèè èíòåãðàëüíîé ïîêà�çàòåëüíîé �óíêöèè è ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé ïàðàìåò�ðîâ: � = � = 1 ýðã/ñì3, �(en) = �(en) = 0:01 ýðã/ñì3,a2 = 0:1 ñì2, "0 = 1. Íîðìèðîâêà íàïðÿæåííîñòè

1 231 2 3 4�80�60�40�20020
4060

�

Er=E02

�èñ. 1. Çàâèñèìîñòè Er=E02 îò � ïðè ðàçëè÷íûõçíà÷åíèÿõ fp1K ; p2Kg1 2 33211 2 3 4��300�200�1000100200300Er=E02

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòè Er=E02 îò � ïðè ðàçëè÷íûõçíà÷åíèÿõ �2 è fp1K ; p2Kgýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (îñü îðäèíàò íà ðèñ. 1�3) ïðî�âîäèòñÿ íà âåëè÷èíó E02, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñî�áîé êîìáèíàöèþ ìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò è íå çàâè�ñèò íè îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ îáîëî÷êè, íèîò çíà÷åíèé âíóòðåííåãî è âíåøíåãî äàâëåíèÿ.Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè íîðìèðî�âàííîé íàïðÿæåííîñòè ðàäèàëüíîãî ýëåêòðè÷åñêî�ãî ïîëÿ Er=E02 îò íîðìèðîâàííîé ðàäèàëüíîé êî�îðäèíàòû � ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ íîðìèðîâàí�íûõ âíóòðåííåãî è âíåøíåãî äàâëåíèé fp1K ; p2Kg,ðàâíûõ f0:1; 0:01g (êðèâàÿ 1 ), f0:1; 0:1g (êðèâàÿ 2 ),f0:01; 0:1g (êðèâàÿ 3 ). Âèäíî, ÷òî ñîîòíîøåíèå ìåæ�äó äàâëåíèÿìè îïðåäåëÿåò çíàê è êîîðäèíàòíóþ çà�âèñèìîñòü ïîëÿ.629
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60Er=E02

�èñ. 3. Çàâèñèìîñòè Er=E02 îò � ïðè ðàçëè÷íûõçíà÷åíèÿõ �1 è fp1K ; p2KgÍà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè Er=E02 îò �ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ íîðìèðîâàííîãî âíåøíå�ãî ðàäèóñà �2 = 2:0 (1 ), 3:0 (2 ), 4:0 (3 ). Ñïëîøíûåè øòðèõîâûå ëèíèè íà ðèñóíêå ñîîòâåòñòâóþò çà�âèñèìîñòÿì ïðè äàâëåíèÿõ fp1K ; p2Kg, ðàâíûõ ñî�îòâåòñòâåííî f0:1; 0:2g è f0:2; 0:1g. Ïðè óâåëè÷åíèèâíåøíåãî ðàäèóñà óìåíüøàåòñÿ íàïðÿæåííîñòü ïî�ëÿ è èçìåíÿåòñÿ åå çíàê. Àíàëîãè÷íûå çàâèñèìîñòèEr=E02 îò � ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ âíóòðåííåãîðàäèóñà �1 = 1:0 (1 ), 1:2 (2 ), 2:0 (3 ) äëÿ äàâëåíèéfp1K ; p2Kg, ðàâíûõ f0:1; 0:2g (ñïëîøíûå ëèíèè) èf0:2; 0:1g (øòðèõîâûå ëèíèè) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 3.Ñ ðîñòîì âíóòðåííåãî ðàäèóñà íàïðÿæåííîñòü ïîëÿóìåíüøàåòñÿ (áåç èçìåíåíèÿ çíàêà), à åå êîîðäèíàò�íàÿ çàâèñèìîñòü ñãëàæèâàåòñÿ.4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂîçíèêíîâåíèå â äå�îðìèðóåìûõ îáîëî÷êàõ çíà�÷èòåëüíûõ ïîâåðõíîñòíûõ ñâÿçàííûõ çàðÿäîâ ìî�æåò áûòü ïðè÷èíîé ðÿäà ÿâëåíèé, ïðîèñõîäÿùèõâ çåìíîé êîðå è ìàíòèè, êëåòî÷íûõ ìåìáðàíàõ,îêðåñòíîñòè ïîð è âàêàíñèé â òâåðäûõ òåëàõ è äð.
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