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ÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÅÉ ÍÀ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ�ÀÇÄÅËÀ ÆÈÄÊÎÑÒÅÉ Ï�È �ÀÇÂÈÒÈÈ ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈÊÅËÜÂÈÍÀ��ÅËÜÌ�ÎËÜÖÀÍ. Ì. Çóáàðåâ a;b, Å. À. Êóçíåöîâ b;;d*aÈíñòèòóò ýëåêòðî�èçèêè Óðàëüñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê620016, Åêàòåðèíáóðã, �îññèÿbÔèçè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ï. Í. Ëåáåäåâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119991, Ìîñêâà, �îññèÿÍîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò630090, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿdÈíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè èì. Ë. Ä. Ëàíäàó �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê142432, ×åðíîãîëîâêà, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 14 ÿíâàðÿ 2014 ã.Â ðàìêàõ ãàìèëüòîíîâñêîãî �îðìàëèçìà èññëåäîâàíà äèíàìèêà �îðìèðîâàíèÿ îñîáåííîñòåé íà ïîâåðõ-íîñòè ðàçäåëà èäåàëüíûõ æèäêîñòåé â ðåçóëüòàòå ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Êåëüâèíà � �åëüìãîëüöà. Ïî-êàçàíî, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ïîëó÷àåìûå â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè áåç ó÷åòà êàïèëëÿðíûõ èãðàâèòàöèîííûõ ñèë, äîïóñêàþò òî÷íûå ðåøåíèÿ â íåÿâíîì âèäå. Àíàëèç ýòèõ ðåøåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òîâ ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà ãðàíèöå çà êîíå÷íîå âðåìÿ �îðìèðóþòñÿ ñëàáûå êîðíåâûå îñîáåííîñòè,äëÿ êîòîðûõ êðèâèçíà îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, à õàðàêòåðíûå óãëû íàêëîíà îñòàþòñÿ ìàëûìè. Äëÿ÷èñåë Àòâóäà, áëèçêèõ ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ ê åäèíèöå, êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè âáëèçè îñîáåííîñòèèìååò îïðåäåëåííûé çíàê ñ äå�îðìàöèåé ãðàíèöû â ñòîðîíó ëåãêîé æèäêîñòè. Äëÿ æèäêîñòåé ñî ñðàâ-íèìûìè ïëîòíîñòÿìè êðèâèçíà ìåíÿåò çíàê â îñîáîé òî÷êå. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå æèäêîñòåé ñ îäèíàêîâîéïëîòíîñòüþ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè Ìóðà, ïîëó÷åííûìè íà îñíîâå àíàëèçàóðàâíåíèÿ Áèðêãî�à ��îòòà.DOI: 10.7868/S00444510140702071. ÂÂÅÄÅÍÈÅÊàê èçâåñòíî, ãðàíèöà äâóõ æèäêîñòåé ïðè íà�ëè÷èè òàíãåíöèàëüíîãî ðàçðûâà ñêîðîñòåé íåóñòîé�÷èâà. Ýòà íåóñòîé÷èâîñòü, íàçûâàåìàÿ íåóñòîé÷è�âîñòüþ Êåëüâèíà ��åëüìãîëüöà, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èçãëàâíûõ â ãèäðîäèíàìèêå. Â îòñóòñòâèå êàïèëëÿð�íûõ è ãðàâèòàöèîííûõ ñèë èíêðåìåíò ýòîé íåóñòîé�÷èâîñòè ðàñòåò ëèíåéíî ñ óâåëè÷åíèåì âîëíîâîãî÷èñëà k. Â ïðèñóòñòâèè êàïèëëÿðíûõ è ãðàâèòà�öèîííûõ ñèë, êîòîðûå ñòðåìÿòñÿ âåðíóòü ïîâåðõ�íîñòü â ïëîñêîå ñîñòîÿíèå, åå èíêðåìåíò ñèëüíîïåðåñòðàèâàåòñÿ [1�3℄, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, ïðèâîäèòê ïîÿâëåíèþ ïîðîãà. Ïðè âîçáóæäåíèè âîëí âåò�*E-mail: kuznetso�itp.a.ru

ðîì ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè ïðè íåóñòîé÷èâî�ñòè Êåëüâèíà ��åëüìãîëüöà îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëî�âèÿ ìèíèìàëüíîñòè �àçîâîé ñêîðîñòè ãðàâèòàöèîí�íî-êàïèëëÿðíûõ âîëí (â îòñóòñòâèå âåòðà). Ïîðîãî�âîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè âåòðà ïîðÿäêà 6 ì/ñ. Ïðèýòîé ñêîðîñòè âåòðà íàáëþäàåòñÿ ìàññîâîå îáðàçî�âàíèå áàðàøêîâ çà ñ÷åò îáðóøåíèÿ âîëí. Îáúÿñ�íåíèå ýòîãî ý��åêòà ñâÿçàíî ñ ÿâëåíèåì âîëíîâî�ãî êîëëàïñà. Ïðè ìàëûõ ïðåâûøåíèÿõ íàä ïîðîãîìíåóñòîé÷èâîñòè ïðîèñõîäèò âîçáóæäåíèå óçêîãî âk-ïðîñòðàíñòâå âîëíîâîãî ïàêåòà. Îãèáàþùàÿ ýòî�ãî ïàêåòà, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [4℄, ïîä÷èíÿåòñÿðåëÿòèâèñòñêîìó óðàâíåíèþ Êëåéíà ��îðäîíà ñ îò�ðèöàòåëüíûì êâàäðàòîì ìàññû è ¾íåïðàâèëüíîé¿íåëèíåéíîñòüþ, êîòîðàÿ íå ñòàáèëèçèðóåò íåóñòîé�÷èâîñòü, à ïðèâîäèò ê âçðûâíîìó ïðîöåññó íàðàñòà�íèÿ àìïëèòóäû � âîëíîâîìó êîëëàïñó.194



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 1 (7), 2014 Ôîðìèðîâàíèå îñîáåííîñòåé íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà æèäêîñòåé : : :Âåñüìà íåòðèâèàëüíûì òàêæå îêàçûâàåòñÿ íåëè�íåéíîå ïîâåäåíèå ãðàíèöû ðàçäåëà ïðè ðàçâèòèèýòîé íåóñòîé÷èâîñòè â ïðåíåáðåæåíèè ïîâåðõíîñò�íûìè ñèëàìè è ñèëîé òÿæåñòè, ò. å. êîãäà äâèæå�íèå æèäêîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ãèäðîäèíàìè÷å�ñêèì äàâëåíèåì. Ïåðâûå âàæíûå ðåçóëüòàòû â ýòîìíàïðàâëåíèè áûëè ïðåäñòàâëåíû â 1979 ã. â ðàáî�òå Ìóðà [5℄. Â ýòîé ðàáîòå, â ñëó÷àå îäíîé æèäêî�ñòè óñòàíîâëåíî, ÷òî íåëèíåéíàÿ ñòàäèÿ íåóñòîé÷è�âîñòè Êåëüâèíà ��åëüìãîëüöà ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîÿâ�ëåíèåì îñîáåííîñòåé íà ïîâåðõíîñòè òàíãåíöèàëüíî�ãî ðàçðûâà, èëè, êàê ãîâîðÿò, ïðè íàëè÷èè âèõðåâîéïåëåíû (òàíãåíöèàëüíûé ðàçðûâ ñêîðîñòåé ñîîòâåò�ñòâóåò ïëîñêîìó áåñêîíå÷íî òîíêîìó ñëîþ ñ ïîñòî�ÿííîé çàâèõðåííîñòüþ). Â ýòîì ñëó÷àå äâèæåíèå âè�õðåâîé ïåëåíû ìîæåò áûòü îïèñàíî â ðàìêàõ èíòå�ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Áèðêãî�à ��îòòà (ñì., íàïðè�ìåð, [6℄). Àíàëèç ýòîãî óðàâíåíèÿ [5℄ ïîêàçàë, ÷òîâîçíèêíîâåíèå îñîáåííîñòåé íà ïîâåðõíîñòè ðàçðû�âà ïðîèñõîäèò çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Íà ïîâåðõíîñòèðàçðûâà îáðàçóþòñÿ ñëàáûå îñîáåííîñòè, äëÿ êîòî�ðûõ ïîâåðõíîñòü îñòàåòñÿ ãëàäêîé, à ñèíãóëÿðíîéîêàçûâàåòñÿ åå êðèâèçíà. Âïîñëåäñòâèè ìíîãî÷èñ�ëåííûå ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû [7�9℄ ïîäòâåðäèëè ýòîòàíàëèòè÷åñêèé ðåçóëüòàò Ìóðà. Áûëî âûÿñíåíî, ÷òîýòè ñèíãóëÿðíîñòè ñòàíîâÿòñÿ çàðîäûøåì öåíòðîââèõðåâûõ ñïèðàëåé (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [10, 11℄).Â ñëó÷àå èíòåð�åéñà � ãðàíèöû ðàçäåëà äâóõðàçëè÷íûõ æèäêîñòåé (ò. å. ïðè ïðîèçâîëüíûõ ÷èñ�ëàõ Àòâóäà), â ðàáîòàõ [12, 13℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òîäâèæåíèå ãðàíèöû òàêæå ìîæåò áûòü îïèñàíî ñïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Áèðêãî�à ��îòòà, ê êîòîðîìóäîáàâëÿåòñÿ óðàâíåíèå, çàäàþùåå ýâîëþöèþ çàâè�õðåííîñòè. Ïîäîáíûé ïîäõîä ñ ðàçëè÷íûìè âàðèà�öèÿìè èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâà�íèÿ íåóñòîé÷èâîñòåé �ýëåÿ �Òåéëîðà è �èõòìàéå�ðà �Ìåøêîâà (ñì. ðàáîòû [14, 15℄ è ññûëêè òàì).×òî êàñàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, îòìåòèìðàáîòó [16℄, â êîòîðîé áûëà ïðåäïðèíÿòà ïîïûò�êà îáîáùèòü ðåçóëüòàòû Ìóðà íà ñëó÷àé æèäêî�ñòåé ñ ðàçëè÷íûìè ïëîòíîñòÿìè. Ïðè ýòîì ðàññìàò�ðèâàëàñü ñèòóàöèÿ, êîãäà òàíãåíöèàëüíûé ðàçðûâñêîðîñòåé âîçíèêàë â ðåçóëüòàòå ðàçâèòèÿ íåóñòîé�÷èâîñòè �ýëåÿ �Òåéëîðà, ò. å. êîãäà íåóñòîé÷èâîñòüÊåëüâèíà ��åëüìãîëüöà áûëà âòîðè÷íîé. Â ýòîìñëó÷àå òàêæå áûëà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà òåíäåíöèÿê �îðìèðîâàíèþ îñîáåííîñòåé òèïà Ìóðà, îäíàêîïðè àíàëèçå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ áûë ñäåëàí ðÿäïðèáëèæåíèé, òðåáóþùèõ äîïîëíèòåëüíîãî àíàëè�çà. Íàèáîëåå ñóùåñòâåííûì ñòàëî òàê íàçûâàåìîåëîêàëüíîå ïðèáëèæåíèå (loalized approximation),êîòîðîå ïîçâîëèëî àâòîðàì ðàáîò [16, 17℄) íàéòè

òî÷íîå ðåøåíèå óïðîùåííûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.Èäåÿ ýòèõ óïðîùåíèé çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òî âóðàâíåíèÿõ, çàïèñàííûõ â òåðìèíàõ àíàëèòè÷åñêèõïðîäîëæåíèé â âåðõíþþ è íèæíþþ ïîëóïëîñêî�ñòè ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, ïðå�íåáðåãàëîñü íåëèíåéíûìè ïåðåêðåñòíûìè ÷ëåíàìè.Òàêîãî ðîäà ïðîöåäóðà ïîçâîëèëà ïðèâåñòè óðàâíå�íèÿ ê ëîêàëüíîìó âèäó, íå ñîäåðæàùåìó íåëîêàëü�íûõ èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Îäíà�êî îòáðîøåííîå íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå, âîîáùåãîâîðÿ, íå ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ëîêàëüíûì. Â äàí�íîé ðàáîòå ìû èçó÷èì ýòîò âîïðîñ áîëåå äåòàëüíîè ïîêàæåì, ÷òî ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå ïåðåìåí�íûõ ïåðåêðåñòíûå ÷ëåíû èñ÷åçàþò åñòåñòâåííûì îá�ðàçîì.Â îòëè÷èå îò ðàáîò [16, 17℄, â îñíîâå íàøåãî îïè�ñàíèÿ ëåæèò ãàìèëüòîíîâñêèé �îðìàëèçì, êîòîðûéáûë óñïåøíî ïðèìåíåí äëÿ ïîõîæèõ çàäà÷ î âîçíèê�íîâåíèè îñîáåííîñòåé íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå [18℄ èíà èíòåð�åéñå äâóõ èäåàëüíûõ æèäêîñòåé [19℄. Êàêáóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, îñîáåííîñòè, âîçíèêàþ�ùèå ïðè íåóñòîé÷èâîñòè Êåëüâèíà ��åëüìãîëüöà,èìåþò êîðíåâîå ïîâåäåíèå: ïðî�èëü ïîâåðõíîñòè èåãî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ îêàçûâàþòñÿ íåïðåðûâíû�ìè �óíêöèÿìè, à âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñòàíîâèòñÿáåñêîíå÷íîé ïðè ïðèáëèæåíèè ê ìîìåíòó êîëëàï�ñà. Òàêèå îñîáåííîñòè â ðàáîòàõ [18, 19℄ áûëè íàçâà�íû ñëàáûìè. Èõ �îðìèðîâàíèå ìîæåò áûòü îïèñàíîàíàëèòè÷åñêè ñ ïîìîùüþ ìàëîóãëîâîãî ïðèáëèæå�íèÿ è ñîîòâåòñòâóþùåãî àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæå�íèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ÷èñåëÀòâóäà, áëèçêèõ ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ ê åäèíè�öå, êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè âáëèçè îñîáåííîñòè èìååòîïðåäåëåííûé çíàê (âîçíèêàåò òåíäåíöèÿ ê äå�îð�ìàöèè ãðàíèöû â ñòîðîíó ëåãêîé æèäêîñòè). Äëÿæèäêîñòåé ñî ñðàâíèìûìè ïëîòíîñòÿìè êðèâèçíàìåíÿåò çíàê â îñîáîé òî÷êå. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå æèä�êîñòåé ñ îäèíàêîâîé ïëîòíîñòüþ ïîëó÷åííûå ðåçóëü�òàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè Ìóðà, ïîëó÷åííû�ìè íà îñíîâå àíàëèçà óðàâíåíèÿ Áèðêãî�à ��îòòà.2. ÈÑÕÎÄÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß�àññìîòðèì äâå èäåàëüíûå, íåñæèìàåìûå æèä�êîñòè. Èõ òå÷åíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü ïîòåíöèàëüíûìè.Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì äâóìåðíûõ òå÷åíèé,êîãäà âñå âåëè÷èíû çàâèñÿò îò äâóõ ïðîñòðàíñòâåí�íûõ ïåðåìåííûõ, x è y. Ïðè ýòîì îñü y íàïðàâèìïåðïåíäèêóëÿðíî íåâîçìóùåííîé (ïëîñêîé) ïîâåðõ�íîñòè ðàçäåëà æèäêîñòåé. Ïóñòü ïîâåðõíîñòü ðàçäå�195 13*



Í. Ì. Çóáàðåâ, Å. À. Êóçíåöîâ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 1 (7), 2014ëà çàäàåòñÿ �óíêöèåé y = �(x; t) (â íåâîçìóùåííîìñîñòîÿíèè � = 0).Â ñèëó íåñæèìàåìîñòè ïîòåíöèàëû ñêîðîñòè�1;2 æèäêîñòåé óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Ëàïëà�ñà (çäåñü è íèæå èíäåêñû ¾1¿ è ¾2¿ îòíîñÿòñÿ ñîîò�âåòñòâåííî ê íèæíåé è âåðõíåé æèäêîñòÿì):r2�1 = 0; y < �(x; t);r2�2 = 0; y > �(x; t):Íà áåñêîíå÷íîì óäàëåíèè îò ãðàíèöû, y ! �1,ïîëÿ ñêîðîñòåé æèäêîñòåé ñ÷èòàåì îäíîðîäíûìè:�1;2 ! V1;2x; ãäå V1;2 � ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñòîÿí�íûå ñêîðîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè.Äâèæåíèå æèäêîñòåé â äàëüíåéøåì óäîáíî ðàñ�ñìàòðèâàòü â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ, ò. å. êîãäà âûïîë�íåíî óñëîâèå �1V1 + �2V2 = 0; (1)ãäå �1 è �2 � ïëîòíîñòè æèäêîñòåé. Äëÿ îïðåäåëåí�íîñòè áóäåì ñ÷èòàòü âåëè÷èíó V1 ïîëîæèòåëüíîé.Òîãäà, ñîãëàñíî (1), V2 = �(�1=�2)V1 < 0.Äâèæåíèå ãðàíèöû ðàçäåëà îïðåäåëÿåòñÿ èñõî�äÿ èç äèíàìè÷åñêîãî è êèíåìàòè÷åñêîãî ãðàíè÷íûõóñëîâèé:�1���1�t + (r�1)22 �� �1���2�t + (r�2)22 � == �1V 21 � �2V 222 ; y = �(x; t); (2)�t = �n�1p1+�2x = �n�2p1+�2x; y = �(x; t); (3)ãäå �n îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ â íàïðàâëåíèè íîð�ìàëè ê ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà:�n = �y � �x�xp1 + �2x :Óðàâíåíèå (2) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ðàâåíñòâà äàâëå�íèé íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà è íåñòàöèîíàðíûõ óðàâ�íåíèé Áåðíóëëè. Â íåãî íå âêëþ÷åíû ñëàãàåìûå, îò�âåòñòâåííûå çà êàïèëëÿðíûå è ãðàâèòàöèîííûå ñè�ëû. Óðàâíåíèå (3) ïîêàçûâàåò, ÷òî íîðìàëüíûå êîì�ïîíåíòû ñêîðîñòåé îáåèõ æèäêîñòåé ïðè y = �(x; t)ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé, ïðåäñòàâëÿÿ ïðè ýòîì ñêî�ðîñòü ñàìîé ïîâåðõíîñòè.Óäîáíî ââåñòè âñïîìîãàòåëüíûå ïîòåíöèàëû ñêî�ðîñòè ~�1;2 = �1;2 � V1;2x;

êîòîðûå òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ â íåâîçìóùåí�íîì ñîñòîÿíèè. Ïóñòü �óíêöèè  1;2 åñòü ïðåäåëü�íûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîòåíöèàëîâ ñêîðî�ñòè ~�1;2jS íà ãðàíèöå ðàçäåëà. Ââåäåì òàêæå íîâóþïåðåìåííóþ  (x; t) � �1 1 � �2 2. Óðàâíåíèÿ äâè�æåíèÿ ïîâåðõíîñòè äîïóñêàþò, êàê ïîêàçàíî â ðàáî�òàõ [20℄, ãàìèëüòîíîâñêóþ �îðìóëèðîâêó: t = �ÆHÆ� ; �t = ÆHÆ ;ãäå ãàìèëüòîíèàí ñîâïàäàåò ñ ïîëíîé ýíåðãèåé ñè�ñòåìû:H = �1 ZZy�� (r�1)2 � V 212 dx dy ++ �2 ZZy�� (r�2)2 � V 222 dx dy: (4)Äàííûå ïåðåìåííûå  (x; t) è �(x; t) îáîáùàþò êà�íîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå, ââåäåííûå äëÿ ïîâåðõíîñò�íûõ âîëí Çàõàðîâûì [21℄ (ñì. òàêæå ðàáîòó [22℄).3. ÑËÀÁÎÍÅËÈÍÅÉÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÄÂÈÆÅÍÈß�àññìîòðèì ïîâåäåíèå ñèñòåìû â ïðèáëèæåíèèìàëîñòè óãëîâ íàêëîíà ãðàíèöû, êîãäà j�xj � 1. Äëÿýòîãî óäîáíî ãàìèëüòîíèàí (4) ïðåäñòàâèòü â âèäåèíòåãðàëà ïî ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà:H = ZS "12 �n�1 � �1V1 ( 1 +  2) �x2p1 + �2x # dS; (5)ãäå dS � äè��åðåíöèàë ïîâåðõíîñòè, è çàòåì ðàç�ëîæèòü H â ðÿä ïî ñòåïåíÿì êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåí�íûõ  è �: H = H0 +Hint: (6)Çäåñü H0 � êâàäðàòè÷íûé ïî  è � ãàìèëüòîíèàí,Hint � ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ, ðàçëîæåíèåêîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ ñ êóáè÷åñêîãî ÷ëåíà H3. ×òîáûíàéòè ïåðâûõ äâà ÷ëåíà H , íóæíî ðàçëîæèòü âõî�äÿùèå â ãàìèëüòîíèàí (5) âåëè÷èíû �n�1,  1 è  2âïëîòü äî êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ ïî  è �. Ñ ó÷åòîìòîãî, ÷òî ~�1;2 � ãàðìîíè÷åñêèå �óíêöèè, çàòóõàþ�ùèå ïðè y ! �1 è, ñîãëàñíî (3), óäîâëåòâîðÿþùèåóñëîâèþ�n ~�1 � �n ~�2 = V1(�1 + �2) �x�2p1 + �2x ; y = �(x; t);196



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 1 (7), 2014 Ôîðìèðîâàíèå îñîáåííîñòåé íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà æèäêîñòåé : : :äîñòàòî÷íî ïðîñòî íàõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ðàç�ëîæåíèÿ:�n�1 � k̂ 1 � V1�x � (� 1x)x � k̂(�k̂ 1); 1 �  �1 + �2 + V1Ĥ� + 2�2(�1 + �2)2 �� h�k̂ + Ĥ(� x)i� V1A h��x � Ĥ(�k̂�)i ; 2 � �  �1 + �2 + �1�2V1Ĥ� + 2�1(�1 + �2)2 �� h�k̂ + Ĥ(� x)i� �1�2V1A h��x � Ĥ(�k̂�)i : (7)
Çäåñü k̂ � ��xĤ � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð, �ó-ðüå-îáðàç êîòîðîãî åñòü jkj, Ĥ � îïåðàòîð �èëüáåð�òà, îïðåäåëÿåìûé êàêĤF (x) = 1�P.V. 1Z�1 F (x0)x� x0 dx0;è A = (�1 � �2)=(�1 + �2) � ÷èñëî Àòâóäà. Îãðà�íè÷èâàÿñü â ñîîòíîøåíèÿõ (7) ëèíåéíûìè ÷ëåíàìè,ïîñëå ïîäñòàíîâêè â ãàìèëüòîíèàí ïîëó÷àåìH0 = 12(�1+�2) Z  k̂ dx�V 2�1(�1+�2)2�2 Z �k̂� dx;îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò äèñïåðñèîííîå ñîîòíî�øåíèå äëÿ íåóñòîé÷èâîñòè Êåëüâèíà ��åëüìãîëüöà:!2 = �2k2 < 0, ãäå ! � ÷àñòîòà, k � âîëíîâîå ÷èñ�ëî, à  = V1p�1=�2 = �V2p�2=�1. Ýòà íåóñòîé÷è�âîñòü ÿâëÿåòñÿ àïåðèîäè÷åñêîé. Íàïîìíèì, ÷òî ìûðàáîòàåì â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ: åñëè áû âåëè÷èíûV1;2 íå óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèþ (1), òî ó ÷àñòîòû ïî�ÿâëÿëàñü áû äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü [2℄. Îòìåòèì òàê�æå, ÷òî â ïðåäåëå �1 ! 0 (ëèáî �2 ! 0) ïàðàìåòð áóäåò êîíå÷åí ïðè óñëîâèè, ÷òî V1 ! 1 êàê ��1=21(ëèáî, ñîîòâåòñòâåííî, V2 ! �1 êàê ���1=22 ). Íè�æå ìû ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûå ñëó÷àè, êîãäà ÷èñëîÀòâóäà A ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ �1, à âåëè÷èíà  îñòà�åòñÿ êîíå÷íîé.Â óðàâíåíèÿõ (5) è (6) ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûìïåðåìåííûì: !  �(�1+�2); � ! ��; t! t�=; x! x�;ãäå � � õàðàêòåðíûé ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá. Âðåçóëüòàòå ãàìèëüòîíèàí H = H0 + H3 çàïèøåòñÿêàê

H = 12 Z h k̂ � �k̂�i dx++ A2 Z � h( x)2 � (k̂ )2 + (�x)2 � (k̂�)2i dx��p1�A2 Z � h�xk̂ +  xk̂�i dx;à ñîîòâåòñòâóþùèå åìó óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèíè�ìàþò âèä t � k̂� = �p1�A2 h�k̂ x �  xk̂� � k̂(� x)i++ A2 h(k̂ )2 � ( x)2 + (k̂�)2 � (�x)2 ++ 2(��x)x + 2k̂(�k̂�)i ; (8)�t � k̂ = �p1�A2 hk̂(��x)� (�k̂�)xi��A h(� x)x + k̂(�k̂ )i : (9)4. �ÅÄÓÖÈ�ÎÂÀÍÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÑîâåðøèì êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå îò ïåðå�ìåííûõ  è � ê íîâûì ïåðåìåííûìf = ( + �)=2; g = ( � �)=2:Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ïåðåìåííûõ f è g ñîõðàíÿþòãàìèëüòîíîâó �îðìó,ft = ÆHÆg ; gt = �ÆHÆf ;à ãàìèëüòîíèàí ïðåîáðàçóåòñÿ:H ! 2H . Â íîâûõ ïå�ðåìåííûõ ïðåîáðàçîâàííûé ãàìèëüòîíèàí H èìååòâèäH = Z fk̂g dx+ A2 �� Z (f � g) h(fx)2 � (k̂f)2 + (gx)2 � (k̂g)2i dx��p1�A2 Z (f � g) hfxk̂f � gxk̂gi dx: (10)Ïðè ýòîì ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿïðåâðàùàþòñÿ â äâà îòäåëüíûõ óðàâíåíèÿ:ft � k̂f = 0; gt + k̂g = 0:Óðàâíåíèå äëÿ f îïèñûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñòâîçìóùåíèé, â òî âðåìÿ êàê óðàâíåíèå äëÿ g � èõ çà�òóõàíèå. Òàêèì îáðàçîì, íà âðåìåíàõ ïîðÿäêà îáðàò�íîãî èíêðåìåíòà �óíêöèþ g ìîæíî ñ÷èòàòü ìàëîéïî ñðàâíåíèþ ñ f è ïðåíåáðå÷ü â ãàìèëüòîíèàíå (10)197



Í. Ì. Çóáàðåâ, Å. À. Êóçíåöîâ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 1 (7), 2014êâàäðàòè÷íûìè è êóáè÷åñêèìè ïî g ñëàãàåìûìè. ÂðåçóëüòàòåH = Z fk̂g dx+ A2 Z (f � g) h(fx)2 � (k̂f)2i dx��p1�A2 Z (f � g) hfxk̂fi dx;à ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèäft�k̂f = A2 h(k̂f)2�(fx)2i+p1�A2 hfxk̂fi ; (11)gt + k̂g = A2 h(k̂f)2�(fx)2+2(ffx)x + 2k̂(fk̂f)i++p1�A2 hk̂(ffx)� fk̂fxi�A h(gfx)x+k̂(gk̂f)i��p1�A2 hk̂(gfx)� (gk̂f)xi : (12)Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà èìååò îäíó âàæíóþ îñîáåí�íîñòü: óðàâíåíèå (11) äëÿ f îêàçûâàåòñÿ àâòîíîì�íûì, à óðàâíåíèå (12) � ëèíåéíûì îòíîñèòåëüíîg. Êàê áóäåò ïîêàçàíî â ðàçä. 5, óðàâíåíèå (11) ìî�æåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíî: åãî ðåøåíèå íàõîäèòñÿâ íåÿâíîì âèäå. ×òî êàñàåòñÿ óðàâíåíèÿ (12), òî îíîäîïóñêàåò äàëüíåéøåå óïðîùåíèå. Ïîñêîëüêó âåëè�÷èíà g ñ÷èòàåòñÿ ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ f , âñåìè ÷ëå�íàìè â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (12), ñîäåðæàùèìèg, ñëåäóåò ïðåíåáðå÷ü:gt+k̂g = A2 h(k̂f)2�(fx)2+2(ffx)x + 2k̂(fk̂f)i++p1�A2 hk̂(ffx)� fk̂fxi : (13)�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ (ëèíåéíîãî îòíîñèòåëüíîg) ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû îáùåãî ðåøåíèÿ g0îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ è ÷àñòíîãî ðåøå�íèÿ íåîäíîðîäíîãî. �åøåíèå g0, î÷åâèäíî, çàòóõàåò,à ÷àñòíîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âêëàä, èíäó�öèðîâàííûé f áëàãîäàðÿ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíî�ñòè. Ïðè ýòîì ðîñò f ïðèâîäèò ê ðîñòó g. Ïî ïî�ðÿäêó âåëè÷èíû èíäóöèðîâàííàÿ ÷àñòü g = O(f2)(ïîäðîáíåå ñì. ðàçä. 5).Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (8)è (9), èìåþùàÿ äâå âåòâè ðåøåíèé (íàðàñòàþùèå èçàòóõàþùèå ñî âðåìåíåì), ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ñó�ùåñòâåííî áîëåå ïðîñòûì óðàâíåíèÿì (11) è (13),îäíî èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ àâòîíîìíûì, à äðóãîå îïè�ñûâàåò äèíàìèêó g, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåìóþ ïîâå�äåíèåì ðàñòóùåé ìîäû.

5. �ÅØÅÍÈÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÄÂÈÆÅÍÈß�àññìîòðèì òåïåðü êëþ÷åâîå óðàâíåíèå (11), ñî�îòâåòñòâóþùåå íàðàñòàþùèì âî âðåìåíè ðåøåíèÿì.�åøåíèå óðàâíåíèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿf = f+ + f�;ãäå f� � àíàëèòè÷åñêèå ïðîäîëæåíèÿ �óíêöèè f ñî�îòâåòñòâåííî â âåðõíþþ è íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòèêîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé x. Ôóíêöèè f� ìîãóò áûòüçàïèñàíû êàê äåéñòâèÿ ïðîåêòîðîâ P̂� = (1� iĤ)=2íà �óíêöèþ f : f� = P̂�f . Áëàãîäàðÿ ñâîéñòâàì ïðî�åêòîðîâ P̂ 2� = P̂� è P̂�P̂� = 0, ÷òî ýêâèâàëåíòíîóñëîâèþ Ĥ2 = �1, íåëèíåéíûå ÷ëåíû â ïðàâîé ÷à�ñòè óðàâíåíèÿ (11) ðàñïàäàþòñÿ íà ñóììó �óíêöèé,àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèìûõ â âåðõíþþ è íèæíþþïîëóïëîñêîñòè:(k̂f)2 � (fx)2 � (Ĥfx)2 � (fx)2 = �2 �f2+x + f2�x� ;fxk̂f � �fxĤfx = �i �f2+x � f2�x� :Î÷åâèäíî, ÷òî è ëèíåéíûå ÷ëåíû â óðàâíåíèè (11)òàêæå ïðåäñòàâèìû â âèäå ñóììû �óíêöèé, àíàëè�òè÷åñêè ïðîäîëæèìûõ â âåðõíþþ è íèæíþþ ïîëó�ïëîñêîñòè. Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ äëÿ f� ðàñùåïëÿþò�ñÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ f+ � F èìååì àâòîíîìíîå óðàâ�íåíèå, íå ñîäåðæàùåå f�:Ft + iFx = �eiF 2x ; (14)ãäå ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå  = arosA. Âåùåñòâåí�íûé ïàðàìåòð , îïðåäåëÿåìûé ÷èñëîì Àòâóäà, ëå�æèò â äèàïàçîíå 0 �  � �. Òàê, çíà÷åíèÿì  = 0,�=2, � ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ A = 1, 0, �1. Àíà�ëîãè÷íîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ äëÿ f� (îíî ïî �îð�ìå ñîâïàäàåò ñ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûì óðàâíåíè�åì (14)).Âàæíî, ÷òî óðàâíåíèå (14), â îòëè÷èå îò èñ�õîäíûõ, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì, ò. å. íå ñîäåðæèò èí�òåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Äè��åðåíöèðîâàíèå ýòîãîóðàâíåíèÿ ïî x ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ òèïà Õîï�à:Vt + iVx = �2eiV Vx; (15)ãäå V = Fx èìååò ñìûñë ñêîðîñòè. �åøåíèå ýòîãîóðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà õàðàêòåðè�ñòèê: V = V0(~x); x = ~x+ it+ 2eiV0(~x)t; (16)ãäå �óíêöèÿ V0 îïðåäåëÿåòñÿ èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿV0(x) = V jt=0, à ~x èìååò ñìûñë ëàãðàíæåâîé êîîðäè�íàòû. Ôóíêöèÿ V , áóäó÷è àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé198



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 1 (7), 2014 Ôîðìèðîâàíèå îñîáåííîñòåé íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà æèäêîñòåé : : :â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, âñå ñâîè îñîáåííîñòè èìå�åò â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè. Êàê ýòî áûëî ïîêàçàíîâ ðàáîòàõ [18; 19℄, ïðè t > 0 ëþáàÿ òî÷å÷íàÿ îñîáåí�íîñòü ïðåâðàùàåòñÿ â ðàçðåç, òî÷êè âåòâëåíèÿ êî�òîðîãî îêàçûâàþòñÿ äâèæóùèìèñÿ. Èõ ïîëîæåíèÿîïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ �x=�~x = 0, ò. å.1 + 2eiV 00(~x)t = 0 (17)(çäåñü øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî àðãóìåíòó).Â ìîìåíò âðåìåíè t = t, êîãäà ñàìàÿ áûñòðàÿ òî÷�êà âåòâëåíèÿ äîñòèãíåò äåéñòâèòåëüíîé îñè, àíàëè�òè÷íîñòü �óíêöèè V , î÷åâèäíî, áóäåò íàðóøåíà, ñî�îòâåòñòâåííî ó ðåøåíèÿ ïîÿâèòñÿ îñîáåííîñòü. �àñ�ñìîòðèì ýòîò ïðîöåññ áîëåå ïîäðîáíî.Óðàâíåíèå (17) çàäàåò òðàåêòîðèè, ïî êîòîðûìòî÷êè âåòâëåíèÿ äâèæóòñÿ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè~x. Ïóñòü ~x = ~X(t) � îäíà èç òàêèõ òðàåêòîðèé. Ñî�ãëàñíî (16), äâèæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè âåòâ�ëåíèÿ x â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ óðàâ�íåíèåìx = X(t) = ~X(t) + it+ 2eiV0 � ~X(t)� t:Ïóñòü ýòà òî÷êà âåòâëåíèÿ ïåðâîé äîñòèãàåò âåùå�ñòâåííîé îñè, òîãäà ìîìåíò âîçíèêíîâåíèÿ îñîáåííî�ñòè áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ èç ðàâåíñòâà ImX(t) = 0.�àçëîæåíèå âûðàæåíèé (16) â îêðåñòíîñòè òî÷êèt = t, x = x � X(t), ~x = ~x � ~X(t) â îñíîâíîìïîðÿäêå äàåòV = V0(~x) + V 00 (~x)Æ~x+ : : : ;Æx = iÆt+ 2eiV0(~x)Æt+ teiV 000 (~x)(Æ~x)2 + : : : ;ãäå Æt = t� t, Æx = x� x è Æ~x = ~x� ~x. Èñêëþ÷àÿîòñþäà ïàðàìåòð Æ~x, ïîëó÷èìV (x; t) = V0(~x) ++ V 00(~x)"Æx� �i+ 2eiV0(~x)� ÆtteiV 000 (~x) #1=2 + : : : (18)Îòñþäà âèäíî, ÷òî ñèíãóëÿðíûìè ñòàíîâÿòñÿ ïðîèç�âîäíûå Vx è Vt. Êàê ðåçóëüòàò �îðìà ãðàíèöû ïðè�îáðåòàåò êîðíåâûå îñîáåííîñòè. Â ÷àñòíîñòè, èç âû�ðàæåíèÿ (18) ñëåäóåòVx(x; t) � V 00(~x)2pteiV 000 (~x) �� �Æx� �i+ 2eiV0(~x)� Æt��1=2 ; (19)ò. å. â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ Vx(x; t) �� jÆtj�1=2.

Èòàê, íàì óäàëîñü ñâåñòè íåëîêàëüíîå óðàâíå�íèå (11) äëÿ �óíêöèè f ê ëîêàëüíîìó óðàâíåíèþâ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà (14) äëÿ�óíêöèè F , àíàëèòè÷åñêîé â âåðõíåé ïîëóïëîñêî�ñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé x. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòîóðàâíåíèå äîïóñêàåò òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøå�íèå. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè �îðìó ãðàíèöû, îïðå�äåëÿåìóþ �óíêöèåé � = f � g, ïîìèìî f íåîáõî�äèìî çíàòü �óíêöèþ g, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ èç ðåøå�íèÿ óðàâíåíèÿ (13). Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ýòîóðàâíåíèå îïèñûâàåò ðåëàêñàöèþ g ê íóëþ, îäíàêîíàëè÷èå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (13) ÷ëåíîâ, êâà�äðàòè÷íûõ ïî f; ïðèâîäèò ê èíäóöèðîâàííîìó ðîñòó�óíêöèè g. Ïðè ìàëûõ óãëàõ íàêëîíà ïîâåðõíîñòèâåëè÷èíà g áóäåò èìåòü ïîðÿäîê O(f2) è, ñëåäîâà�òåëüíî, åå ðîëü â ñëàáîíåëèíåéíîé ýâîëþöèè ñèñòå�ìû áóäåò íåçíà÷èòåëüíîé. Îäíàêî ýòî óòâåðæäåíèåòðåáóåò ïðîâåðêè â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè, ãäåñèíãóëÿðíîé ñòàíîâèòñÿ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíê�öèè f .Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (13), ââîäÿ G = P̂+g �àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå �óíêöèè g â âåðõíþþïîëóïëîñêîñòü:Gt � iGx = �eiF 2x + 2e�i P̂+(F �Fx)x; (20)ãäå �F � êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå F . Ôóíêöèÿ �F ÿâ�ëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè, à ååîñîáåííîñòè ëåæàò â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè x. Åñëèáû óðàâíåíèå (20) íå ñîäåðæàëî ïðîåêöèîííîãî îïå�ðàòîðà P̂+, òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè áûëîáû ñèíãóëÿðíûì çà ñ÷åò âòîðîé ïðîèçâîäíîé îò �F ,íî äåéñòâèå ïðîåêòîðà P̂+ ïîäàâëÿåò ïîÿâëåíèå îñî�áåííîñòè ïðè Imx > 0. Îòñþäà ëåãêî ïîíÿòü, ÷òîñëàãàåìîå ñî âòîðîé ïðîèçâîäíîé îò �F â ñèëó äåé�ñòâèÿ ïðîåêòîðà áóäåò èìåòü òàêîé æå ïîðÿäîê, êàêè ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (20),â òîì ÷èñëå è â îêðåñòíîñòè òî÷êè êàñàíèÿ x = x.Â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè �óíêöèÿ G äîëæíà ñëåäî�âàòü àñèìïòîòèêå (18), ò. å. G ñëåäóåò èñêàòü â âèäåG = G �Æx� �i+ 2eiV0(~x)� Æt� :Â ýòîì ñëó÷àå èç óðàâíåíèÿ (20) ïîëó÷àåì�2 �i+ eiV0(~x)�Gx = �eiF 2x + 2e�i P̂+(F �Fx)x:Äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü Gx äàåò îöåíêó äëÿ âêëàäàâ õàðàêòåðíûé óãîë íàêëîíà. Î÷åâèäíî, ÷òî îí îêà�çûâàåòñÿ ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ äåéñòâèòåëüíîé ÷à�ñòüþ Fx, ò. å. âáëèçè îñîáåííîñòè �îðìà ïîâåðõíîñòèâ ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöè�åé F : � � 2ReF . Ýòà �óíêöèÿ çàäàåò ïðè ïðèáëè�æåíèè t ! t ñîîòâåòñòâóþùèå îñîáåííîñòè ïîâåðõ�íîñòè y = �(x; t).199



Í. Ì. Çóáàðåâ, Å. À. Êóçíåöîâ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 1 (7), 2014Îáñóäèì òåïåðü äèíàìèêó ïîâåðõíîñòè ðàç�äåëà. Êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè, îïðåäåëÿåìàÿ êàê�xx(1 + �2x)�3=2, â ðàìêàõ êâàäðàòè÷íî-íåëèíåéíîãîïðèáëèæåíèÿ åñòü�xx � 2ReFxx = 2ReVx: (21)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå jV0(~x)j �� 1. Îíî ðåàëèçóåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ñïðàâåäëèâîìàëîóãëîâîå ïðèáëèæåíèå (�óíêöèÿ V0(~x) îïðåäå�ëÿåò íàêëîí ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà â îñîáîé òî÷êå).Òîãäà ðàçëîæåíèå (18) äëÿ �óíêöèè V âáëèçè îñî�áîé òî÷êè x = x è t = t ìîæíî ïðèáëèæåííî çàïè�ñàòü êàêV (x; t) � V0(~x) + V 00(~x) � Æx� iÆtteiV 000 (~x)�1=2 : (22)Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïîâåäåíèå ñèñòåìû âáëèçè îñî�áåííîñòè íîñèò óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð: �óíêöèÿV ïðè ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ çàâèñèòòîëüêî îò êîìáèíàöèè ïåðåìåííûõ (Æx�iÆt). Íà÷àëü�íûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿþò òîëüêî àääèòèâíóþ ïîñòî�ÿííóþ è ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü â âûðàæåíèè (22).Ïîäîáíàÿ çàâèñèìîñòü õàðàêòåðíà äëÿ ðåøåíèé ëè�íåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ (15):Vt + iVx = 0: (23)Ïðè ïîäñòàíîâêå ñþäà (22) ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî.Ýòî, êîíå÷íî, íå îçíà÷àåò, ÷òî �îðìèðîâàíèå îñîáåí�íîñòè ìîæíî îïèñûâàòü â ðàìêàõ ëèíåéíîãî óðàâ�íåíèÿ (23). Íåëèíåéíûé ÷ëåí óðàâíåíèÿ (15) îïðå�äåëÿåò òèï �îðìèðóþùåéñÿ îñîáåííîñòè, çàäàâàÿêîíêðåòíóþ çàâèñèìîñòü �óíêöèè V îò êîìáèíàöèè(Æx � iÆt). Â ÷àñòíîñòè, èìåííî íåëèíåéíîñòü îïðå�äåëÿåò âëèÿíèå ÷èñëà Àòâóäà íà ïîâåäåíèå ñèñòåìû:ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå (23) íå ñîäåðæèò ÷èñëàA (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïàðàìåòðà ) â ÿâíîì âèäå.Âåðíåìñÿ ê îáñóæäåíèþ ïîâåäåíèÿ ãðàíèöûâáëèçè îñîáîé òî÷êè. Èñïîëüçóÿ (22), íàõîäèì ñëå�äóþùåå óíèâåðñàëüíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ êðèâèçíûâáëèçè îñîáîé òî÷êè:�xx � Re( V 00(~x)pteiV 000 (~x) (Æx� iÆt)) :Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòü íàøèõ âûâîäîâ îñíîâàíà íà ìà�ëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè, ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîãî êìîìåíòó �îðìèðîâàíèÿ îñîáåííîñòè t = t òðåáóåòäîïîëíèòåëüíîé ïðîâåðêè.

6. ÝÂÎËÞÖÈß ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÎ�ÎÂÎÇÌÓÙÅÍÈß ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ�ÀÇÄÅËÀÏóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0F (x; 0) = �ia0eix; G(x; 0) = 0;÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäè÷åñêîìó âîçìóùåíèþ ãðà�íèöû (ñ ïåðèîäîì 2�)�(x; 0) = 2a0 sinx:Çäåñü 2a0 � íà÷àëüíàÿ àìïëèòóäà äå�îðìàöèè ãðà�íèöû, êîòîðóþ ìû ñ÷èòàåì ìàëîé: 0 < a0 � 1. Ïî�äîáíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò òîìó, ÷òîV (x; 0) = a0eix: (24)Ýâîëþöèÿ �óíêöèè V , ñîãëàñíî ðåøåíèþ (16), çàäà�åòñÿ âûðàæåíèÿìèV = V0(~x) = a0ei~x; x = ~x+ it+ 2a0tei+i~x: (25)Óðàâíåíèå (17), îïðåäåëÿþùåå ïîëîæåíèå îñîáåííî�ñòåé îòîáðàæåíèÿ ~x(x), ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:1 + 2ia0ei+i~xt = 0: (26)Â ñîîòâåòñòâèè ñ íèì îñîáåííîñòè äâèãàþòñÿ â ïëîñ�êîñòè ~x ïî òðàåêòîðèÿì~x = ~Xn(t) = �=2 + 2�n�  + i ln(2a0t);ãäå n � öåëîå ÷èñëî. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèåâ (25), íàõîäèì, ÷òî òî÷êè âåòâëåíèÿ �óíêöèè Väâèãàþòñÿ ïî íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîéïåðåìåííîé x ïî íàïðàâëåíèþ ê âåùåñòâåííîé îñèïî ïðÿìûì, ïàðàëëåëüíûì ìíèìîé îñè:x = Xn(t) = �=2 + 2�n�  + i ln(2a0t) + it+ i:Îñîáåííîñòè íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà �îðìèðóþòñÿ(îäíîâðåìåííî) â ìîìåíò âðåìåíè t = t, êîãäà òî÷�êè âåòâëåíèÿ äîñòèãàþò ìíèìîé îñè: ImXn(t) = 0.Îãðàíè÷èâàÿñü îäíèì ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðèîäîì�� � x � � (n = 0), íàõîäèìx = �=2� ; ln(2a0t) + t + 1 = 0: (27)Âèäíî, ÷òî êîîðäèíàòû îñîáûõ òî÷åê çàâèñÿò îò ïà�ðàìåòðà  è, ñëåäîâàòåëüíî, îò ÷èñëà Àòâóäà. Òàê,ïðè  = 0 (A = 1) èìååì x = �=2, ò. å. îñî�áåííîñòè âîçíèêàþò â ìàêñèìóìàõ �óíêöèè �; ïðè = � (A = �1) ïîëó÷àåì x = ��=2, ò. å. îñî�áåííîñòè âîçíèêàþò â ìèíèìóìàõ �. Äëÿ ïðîìåæó�òî÷íûõ çíà÷åíèé A îñîáåííîñòè ëåæàò â èíòåðâà�ëå ��=2 < x < �=2. Â ÷àñòíîñòè, ïðè  = �=2200



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 1 (7), 2014 Ôîðìèðîâàíèå îñîáåííîñòåé íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà æèäêîñòåé : : :(A = 0) èìååì x = 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå ïåðå�ãèáà �óíêöèè �. Âðåìÿ t íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðàA, à çàâèñèò òîëüêî îò íà÷àëüíîé àìïëèòóäû a0. Ïî�ñêîëüêó a0 � 1, ðåøåíèå òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíå�íèÿ (27) äëÿ t ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ èòåðàöèé:t = � lna0 � ln(� ln a0)� ln 2� 1 + : : : : (28)Òàêèì îáðàçîì, t � 1 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîé íà�÷àëüíîé àìïëèòóäå a0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ýòîì ñëó�÷àå îñíîâíîå âðåìÿ äî t = t ñèñòåìà íàõîäèòñÿ âñòàäèè ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè. Íåëèíåéíûå ý���åêòû ñêàçûâàþòñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè t ê t. Ñëå�äóåò îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (27) ñîâïàäàþò ïðèA = 0 ñ ðåçóëüòàòàìè ïî íåóñòîé÷èâîñòè âèõðåâîéïåëåíû [5, 6℄.Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïðè äåìîíñòðàöèè óíè�âåðñàëüíîñòè ïîâåäåíèÿ âáëèçè îñîáîé òî÷êè ìû èñ�ïîëüçîâàëè óñëîâèå jV0(~x)j � 1. Èç óðàâíåíèé (24)è (26) âèäíî, ÷òî V0(~x) = ie�i=2t; ò. å. ïàðàìåòðV0(~x) ìàë ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ ïðè äîñòàòî÷�íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ t, ÷òî, ñîãëàñíî (28), ñîîòâåò�ñòâóåò a0 ! 0. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò ìàëîñòüóãëà íàêëîíà ïîâåðõíîñòè â îñîáîé òî÷êå, ïðèìåðíîðàâíîãî 2ReV0(~x) = t�1 sin .Ïîêàæåì, ÷òî óãëû íàêëîíà ïîâåðõíîñòè áóäóòìàëû â ìîìåíò �îðìèðîâàíèÿ îñîáåííîñòè íå òîëü�êî â îñîáîé òî÷êå, íî è íà ïåðè�åðèè. Âûðàæå�íèÿ (25) äëÿ �óíêöèè V â ìîìåíò t = t ñ ó÷åòîì(27) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàêV = a0et+i� ; x = � + ei+i��1; (29)ãäå ââåäåíà âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ � � ~x+ it.Âèäíî, ÷òî âòîðîå óðàâíåíèå, çàäàþùåå îòîáðàæå�íèå �(x), íå ñîäåðæèò ìàëîãî ïàðàìåòðà a0, à òàê�æå ñâÿçàííîãî ñ íèì ïàðàìåòðà t. Îòñþäà ñðà�çó ñëåäóåò (ïðè ýòîì íåò íåîáõîäèìîñòè ðåøàòüýòî òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå), ÷òî � = O(1) ïðè�� � x � �. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (29) âèäíî,÷òî õàðàêòåðíûå óãëû íàêëîíà ãðàíèöû �x � 2ReVîïðåäåëÿþòñÿ ìíîæèòåëåì a0et . Ñ ó÷åòîì (27) èìå�åì a0et = (2et)�1. Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç (28), óãëûíàêëîíà ïîâåðõíîñòè ìàëû ïðè a0 ! 0.Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåííûé â ýòîì ðàçäåëåàíàëèç ýâîëþöèè ïåðèîäè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ ãðà�íèöû ñ ìàëîé íà÷àëüíîé àìïëèòóäîé ïîêàçàë, ÷òîìàëîóãëîâîå ïðèáëèæåíèå íå íàðóøàåòñÿ ê ìîìåíòó�îðìèðîâàíèÿ îñîáåííîñòåé, ÷òî äîêàçûâàåò ïðèìå�íèìîñòü íàøåãî ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà ðàçëîæåíè�ÿõ ïî êàíîíè÷åñêèì �óíêöèÿì  è � ëèáî ïî âñïî�ìîãàòåëüíûì �óíêöèÿì f è g = O(f2).

Îáñóäèì òåïåðü òèï îñîáåííîñòåé, ïîÿâëÿþùèõ�ñÿ íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà. Èç (22) ñëåäóåò, ÷òî âáëè�çè îñîáîé òî÷êèVx(x; t) � �e�i2t (�2Æt� 2iÆx)�1=2 : (30)Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñîîòíîøåíèÿìèV0(~x) = (i=2t)e�i ; V 000 (~x) = �(i=2t)e�i :Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ Vx îáðàùàåòñÿ â áåñ�êîíå÷íîñòü ïî çàêîíó Vx(x; t) � (�Æt)�1=2. Êàê óæåîáñóæäàëîñü âûøå, èìåííî �óíêöèÿ V îïðåäåëÿåòïîâåäåíèå ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà, ïîýòîìó êðèâèçíà âãëàâíîì ïîðÿäêå �xx � 2ReVx. Âûäåëÿÿ âåùåñòâåí�íóþ ÷àñòü â (30), èìååì�xx � � �A�pÆt2 + Æx2 � Æt�1=2 ++ sign(Æx)p1�A2 �pÆt2 + Æx2 + Æt�1=2��� �2tpÆt2 + Æx2��1 ; (31)ãäå ìû âåðíóëèñü ê èñïîëüçîâàíèþ ïàðàìåòðà A.Íàèáîëåå ïðîñòîé âèä ýòî âûðàæåíèå ïðèíèìàåòïðè A = �1 è ïðè A = 0, êîãäà îäíî èç äâóõ ñëà�ãàåìûõ â ÷èñëèòåëå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òàê, ïðèA = �1 êðèâèçíà �xx ñòàíîâèòñÿ ÷åòíîé �óíêöèåéïåðåìåííîé Æx. Ïðè ýòîì â îñîáîé òî÷êå x = ��=2êðèâèçíà îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü çà êîíå÷íîåâðåìÿ: �xx(x; t) � �t�1 (�2Æt)�1=2:Îíà îòðèöàòåëüíà ïðè A = 1 è ïîëîæèòåëüíà ïðèA = �1.Ïðè A = 0 êðèâèçíà �xx ñòàíîâèòñÿ íå÷åòíîé�óíêöèåé ïåðåìåííîé Æx. Êðèâèçíà â îñîáîé òî÷�êå x = 0 ðàâíà íóëþ, ò. å. ìû èìååì äåëî ñ òî÷�êîé ïåðåãèáà. Â ìîìåíò �îðìèðîâàíèÿ îñîáåííîñòè�xx(�0; t) ! �1, ò. å. êðèâèçíà èñïûòûâàåò ðàç�ðûâ âòîðîãî ðîäà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èìåííîòàêîå ïîâåäåíèå ãðàíèöû áûëî ïðåäñêàçàíî Ìóðîìíà îñíîâå àíàëèçà ýâîëþöèè ïåðèîäè÷åñêèõ âîçìó�ùåíèé âèõðåâîé ïåëåíû [5, 6℄.Ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè A â îêðåñòíîñòè îñî�áîé òî÷êè â ìîìåíò t = t�xx(x; t) � �A+ sign(Æx)p1�A22tpjÆxj :Îòñþäà âèäíî, ÷òî çíàê êðèâèçíû ñïðàâà îò îñîáîéòî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ��A�p1�A2 �,201



Í. Ì. Çóáàðåâ, Å. À. Êóçíåöîâ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 1 (7), 2014à ñëåâà � âûðàæåíèåì ��A+p1�A2 �. Ñîîòâåò�ñòâåííî, ïðè èçìåíåíèè ÷èñëà Àòâóäà îò ìèíèìàëü�íîãî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ (�1) äî ìàêñèìàëüíî�ãî (+1), êðèâèçíà ñïðàâà îò îñîáîé òî÷êè ìåíÿ�åò çíàê ñ ïîëîæèòåëüíîãî íà îòðèöàòåëüíûé ïðèA = �1=p2, à ñëåâà � ïðè A = 1=p2. Îòñþäà ñëå�äóåò âûâîä, ÷òî ïðè 1=p2 < A � 1 (ò. å. ïðè �1=�2 >> (p2+1)=(p2� 1) � 5:83) êðèâèçíà âáëèçè îñîáîéòî÷êè âñåãäà îòðèöàòåëüíà, à ïðè �1 � A < �1=p2(ò. å. ïðè �2=�1 > 5:83) � âñåãäà ïîëîæèòåëüíà. Âïðîìåæóòî÷íîì ñëó÷àå �1=p2 < A < 1=p2 êðèâèç�íà ìåíÿåò çíàê â îñîáîé òî÷êå.7. ÝÂÎËÞÖÈß ËÎÊÀËÈÇÎÂÀÍÍÎ�ÎÂÎÇÌÓÙÅÍÈß ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ�ÀÇÄÅËÀ�àññìîòðèì òåïåðü äèíàìèêó ïîâåðõíîñòè ðàçäå�ëà äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ëîêàëèçîâàííûõ âîçìóùå�íèé, ò. å. � ! 0 è  ! 0 ïðè jxj ! 1.Ïóñòü ïðè t = 0V (x; 0) = � isei(��)(x+ i)2 ; (32)ò. å. â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ó �óíêöèè Vèìååòñÿ ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà â òî÷êå x = �i.Çäåñü äëÿ ïîñòîÿííîé s > 0 ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîë�íåííûì óñëîâèå ìàëîóãëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ s � 1,� � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, ëåæàùèé â äèàïàçîíå�� � � � �. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî G(x; 0) = 0;òîãäà �îðìà ïîâåðõíîñòè ïðè t = 0 èìååò âèä�(x; 0) = 2s os(�� )x2 + 1 � 2sx sin(�� )x2 + 1 :Â ñîîòâåòñòâèè ñ (16) äèíàìèêà �óíêöèè V îïðå�äåëÿåòñÿ âûðàæåíèåìV = V0(~x) = � isei(��)(~x+ i)2 ; (33)ãäå ~x íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿx = ~x+ it� 2istei�;(~x+ i)2 : (34)Óðàâíåíèå (17), îïèñûâàþùåå äâèæåíèå òî÷åê âåòâ�ëåíèÿ â ïëîñêîñòè ~x ïî òðàåêòîðèÿì ~x = ~X(t), ïðè�íèìàåò âèä 1 + 4istei�[ ~X(t) + i℄3 = 0:Ýòî óðàâíåíèå èìååò òðè êîðíÿ:~Xn(t) = �i+ iei(�+2�n)=3(4st)1=3; n = 1; 2; 3: (35)

Îòñþäà òðàåêòîðèè òî÷åê âåòâëåíèÿ â ïëîñêîñòè x,ñëåäóþùèå èç (34), çàäàþòñÿ âûðàæåíèÿìèx = Xn(t) = it� i+ 3iei(�+2�n)=3(st=2)1=3;n = 1; 2; 3: (36)Ïåðâîé âåùåñòâåííîé îñè äîñòèãíåò òî÷êà X3, äëÿêîòîðîé íåëèíåéíîñòü óñêîðÿåò äâèæåíèå (ëèíåé�íûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïðåäåëó s ! 0). Îòìå�òèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå � = � òî÷êà X3 âûõîäèòíà âåùåñòâåííóþ îñü îäíîâðåìåííî ñ òî÷êîé X2, à âñëó÷àå � = �� � îäíîâðåìåííî ñ X1.Ìîìåíò �îðìèðîâàíèÿ îñîáåííîñòè îïðåäåëÿåò�ñÿ èç óñëîâèÿ ImX3(t) = 0:t � 1 + 3 os(�=3)(st=2)1=3 = 0:Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà s ìàëà, äëÿ t ïðèáëèæåííîèìååì t � 1� 3 os(�=3)(s=2)1=3: (37)Ñîãëàñíî (36), òî÷êà âåòâëåíèÿ x = X3(t) äîñòèãàåòâåùåñòâåííîé îñè â òî÷êåx = ReX3(t) � �3 sin(�=3)(st=2)1=3:Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà � = 0, òî÷êà âåòâëåíèÿ äâè�ãàåòñÿ ïî ìíèìîé îñè è ñèíãóëÿðíîñòü ïîÿâëÿåòñÿ âòî÷êå x = 0.�àññìîòðèì òèï �îðìèðóþùåéñÿ îñîáåííîñòè. Âðàçä. 5 ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïîâåäåíèå ñèñòåìû âáëèçèîñîáåííîñòè â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ îïðåäåëÿ�åòñÿ ïàðàìåòðàìè V0(~x), V 00 (~x) è V 000 (~x), êîòîðûå,â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ�ìè. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ âðåìåíè (37) â (35),äëÿ ~x íàõîäèì~x � ~X3(t) = �i+iei�=3(4st)1=3 � �i+iei�=3(4s)1=3:Äàëåå, èç (33) ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ èñêîìûõ ïà�ðàìåòðîâ:V0(~x) = iei(�=3�)s1=3=24=3; V 00(~x) = �e�i=2;V 000 (~x) = �3ie�i(�=3+)s�1=3=25=3:Îòìåòèì, ÷òî jV0(~x)j � s1=3 è, êàê ñëåäñòâèå,jV0(~x)j � 1. Ýòî óñëîâèå èñïîëüçîâàëîñü íàìè ðà�íåå ïðè ïîëó÷åíèè ðàçëîæåíèÿ (22). Â èòîãå èç (19)èìååì âûðàæåíèåVx(x; t) � �s1=6e+i(�=6�)31=225=6 (�Æt� iÆx)�1=2 ;202



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 1 (7), 2014 Ôîðìèðîâàíèå îñîáåííîñòåé íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà æèäêîñòåé : : :êîòîðîå ëèøü ïîñòîÿííûì ìíîæèòåëåì îòëè÷àåòñÿîò (30). Äëÿ êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà îòñþäàïîëó÷èì�xx � � �os( � �=6)�pÆt2 + Æx2 � Æt�1=2 ++ sign(Æx) sin( � �=6)�pÆt2 + Æx2 + Æt�1=2��� �31=225=6s�1=6pÆt2 + Æx2��1 : (38)Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè ïðèâî�äèò ê �îðìèðîâàíèþ îñîáîé òî÷êè, â êîòîðîé êðè�âèçíà çà êîíå÷íîå âðåìÿ îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷�íîñòü. Â ìîìåíò t â îêðåñòíîñòè òî÷êè x èìååì�xx(x; t) � �os(��=6)+ sign(Æx) sin(��=6)31=225=6s�1=6pjÆxj :Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî êðè�âèçíà âáëèçè îñîáîé òî÷êè áóäåò îòðèöàòåëüíîé ïðèëþáûõ � äëÿ 0 �  < �=12 (ýòî ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëóÀòâóäà â èíòåðâàëå os(�=12) < A � 1, èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, �1=�2 > (4+p6+p2)=(4�p6�p2) � 57:7)è ïîëîæèòåëüíîé ïðè ëþáûõ � äëÿ 11�=12 �  < �(ýòî ñîîòâåòñòâóåò �1 � A < � os(�=12) è�2=�1 > 57:7). Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ êðèâèçíà ìî�æåò ìåíÿòü çíàê â îñîáîé òî÷êå. Ïðè ýòîì êðèâèç�íà ìåíÿåò çíàê ïðè ëþáûõ � äëÿ 5�=12 <  << 7�=12 (ýòî ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó Àòâóäà â èíòåð�âàëå os(7�=12) < A < os(5�=12), èëè, ÷òî òî æåñàìîå, 0:59 � (4�p6+p2)=(4+p6�p2) < �1=�2 << (4+p6�p2)=(4�p6+p2) � 1:70). Ýòè ðåçóëüòàòûñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàçä. 6, ãäå ðàññìàòðè�âàëèñü ïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ ãðàíèöû.Ïîñêîëüêó ReV0(~x) � s1=3, óãîë íàêëîíà ãðà�íèöû â îñîáîé òî÷êå ìàë. Ïîêàæåì, ÷òî õàðàêòåð�íûå óãëû íàêëîíà ê ìîìåíòó t = t áóäóò ìàëûìè èíà ïåðè�åðèè, ò. å. çà ïðåäåëàìè îêðåñòíîñòè îñîáîéòî÷êè x = x. Íàïîìíèì, ÷òî óñëîâèå ìàëîñòè óãëîâíàêëîíà áûëî èñïîëüçîâàíî ïðè âûâîäå êëþ÷åâîãîóðàâíåíèÿ (15).Äèíàìèêà ñèñòåìû, çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðîéïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé îêðåñòíîñòè îñîáåííî�ñòè, ãäå âñå îïðåäåëÿåòñÿ âëèÿíèåì íåëèíåéíîñòè,ìîæåò ïðèáëèæåííî îïèñûâàòüñÿ ëèíåàðèçîâàííûìóðàâíåíèåì (23). Åãî ðåøåíèåì ñ íà÷àëüíûì óñëîâè�åì (32) ÿâëÿåòñÿV (x; t) = � isei(��)[x+ i(1� t)℄2 ; (39)ò. å. ïîëþñ äâèãàåòñÿ ïî ìíèìîé îñè ê íà÷àëó êî�îðäèíàò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Â ìîìåíò t = 1

â òî÷êå x = 0 âîçíèêàåò ñèëüíàÿ îñîáåííîñòü, íà�ðóøàþùàÿ ìàëîóãëîâîå ïðèáëèæåíèå. Îäíàêî, êàêâèäíî èç (37), âëèÿíèå íåëèíåéíûõ ñëàãàåìûõ óñêî�ðÿåò �îðìèðîâàíèå îñîáåííîñòè, è, ñëåäîâàòåëüíî, êìîìåíòó åå �îðìèðîâàíèÿ óãëû áóäóò îñòàâàòüñÿ êî�íå÷íûìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ �îðìóëó (37)äëÿ âðåìåíè t â (39), ïîëó÷èìV (x; t) � � isei(��)�x+ 3i os(�=3) (s=2)1=3�2 :Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå äëÿ ïðî�èçâîäíîé �x áóäåò èìåòü ïîðÿäîê s1=3, ò. å. óãëûîñòàþòñÿ ìàëûìè, è ïðèìåíèìîñòü íàøèõ ðàçëîæå�íèé íå íàðóøàåòñÿ íà âñåì âðåìåííîì èíòåðâàëå0 � t � t. 8. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òîýâîëþöèÿ ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äâóõ äâèæóùèõñÿäðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà æèäêîñòåé ïðè íåóñòîé÷è�âîñòè Êåëüâèíà ��åëüìãîëüöà ïðèâîäèò çà êîíå÷íîåâðåìÿ ê �îðìèðîâàíèþ ñëàáûõ (êîðíåâûõ) îñîáåí�íîñòåé â êðèâèçíå ãðàíèöû âèäà (31) è (38). Ïðèýòîì äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé ãðàíèöû ñ èç�íà÷àëüíî ìàëûìè óãëàìè íàêëîíà ïîðÿäêà a0 ê ìî�ìåíòó �îðìèðîâàíèÿ îñîáåííîñòè óãëû äîñòèãàþòçíà÷åíèé ïîðÿäêà j1= lna0j, ò. å. îñòàþòñÿ ìàëûìè.Äëÿ ëîêàëèçîâàííûõ âîçìóùåíèé óãëû íàêëîíà ïî�âåðõíîñòè y = �(x; t) óâåëè÷èâàþòñÿ îò íà÷àëüíûõçíà÷åíèé ïîðÿäêà s äî çíà÷åíèé ïîðÿäêà s1=3 ïðèt = t, îñòàâàÿñü ïðè ýòîì âñå åùå ìàëûìè. Òàêèìîáðàçîì, óñëîâèå ìàëîñòè óãëîâ íàêëîíà ïîâåðõíî�ñòè, èñïîëüçîâàííîå ïðè âûâîäå êëþ÷åâûõ óðàâíå�íèé, íå íàðóøàåòñÿ.Â ìîìåíò �îðìèðîâàíèÿ îñîáåííîñòè t êðèâèç�íà ãðàíèöû âáëèçè îñîáîé òî÷êè x çàäàåòñÿ âûðà�æåíèåì âèäà�xx(x; t) � 1 + 2 sign(x� x)jx� xj1=2 ;ãäå ïîñòîÿííûå 1;2 îïðåäåëÿþòñÿ �îðìîé íà÷àëü�íîãî âîçìóùåíèÿ ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà, à òàêæå ÷èñ�ëîì Àòâóäà A. Åñëè j1j < j2j, òî êðèâèçíà ìåíÿåòçíàê â îñîáîé òî÷êå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, îíà èìå�åò îïðåäåëåííûé çíàê. Êàê ïîêàçàë íàø àíàëèç, âñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïðè ñðàâíèìûõ çíà÷åíè�ÿõ ïëîòíîñòåé æèäêîñòåé (ìàëûõ ïî àáñîëþòíîìóçíà÷åíèþ ÷èñëàõ Àòâóäà, jAj � 1) êðèâèçíà âñåãäà203



Í. Ì. Çóáàðåâ, Å. À. Êóçíåöîâ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 1 (7), 2014ìåíÿåò ñâîé çíàê â îñîáîé òî÷êå. Ê ýòîìó ñëó÷àþîòíîñèòñÿ è êëàññè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà æèäêîñòèèäåíòè÷íû (A = 0). Åñëè ïëîòíîñòü îäíîé èç æèäêî�ñòåé çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ïëîòíîñòü äðóãîé æèä�êîñòè (ò. å. ïðè áëèçêèõ ê åäèíèöå çíà÷åíèÿõ ÷èñëàÀòâóäà, jAj � 1), êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè âáëèçè îñî�áåííîñòè èìååò îïðåäåëåííûé çíàê � îòðèöàòåëü�íûé ïðè A � 1 è ïîëîæèòåëüíûé ïðè A � �1.Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî â ïðåäåëàõ A ! �1 ðàç�âèòèå íåóñòîé÷èâîñòè Êåëüâèíà ��åëüìãîëüöà àíà�ëîãè÷íî ïîâåäåíèþ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïðîâî�äÿùèõ æèäêîñòåé â ñèëüíîì âåðòèêàëüíîì ýëåê�òðè÷åñêîì ïîëå. Êàê áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî âðàáîòàõ [23, 24℄, íà ãðàíèöå ïðîâîäÿùåé æèäêî�ñòè íà íåëèíåéíîé ñòàäèè ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòèÒîíêñà �Ôðåíêåëÿ òàêæå èìååòñÿ òåíäåíöèÿ ê �îð�ìèðîâàíèþ çíàêîîïðåäåëåííûõ îñîáåííîñòåé âèäà�xx � jx � xj�1=2. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîõîæèåñâîéñòâà ïðîÿâëÿåò ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà èäåàëüíûõäèýëåêòðè÷åñêèõ æèäêîñòåé â ñèëüíîì âåðòèêàëü�íîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå [25℄.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîãðàììû Ïðåçè�äèóìà �ÀÍ ¾Ôóíäàìåíòàëüíûå ïðîáëåìû íåëèíåé�íîé äèíàìèêè â ìàòåìàòè÷åñêèõ è �èçè÷åñêèõ íà�óêàõ¿. �àáîòà îäíîãî èç àâòîðîâ (Í. Ì. Ç.) âûïîë�íåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ è Ïðàâè�òåëüñòâà Ñâåðäëîâñêîé îáë. (ãðàíò �13-08-96010).�àáîòà äðóãîãî àâòîðà (Å. À. Ê.) âûïîëíåíà ïðè ïîä�äåðæêå ãðàíòà Ïðàâèòåëüñòâà �Ô äëÿ ãîñóäàðñòâåí�íîé ïîääåðæêè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõïîä ðóêîâîäñòâîì âåäóùèõ ó÷åíûõ â ðîññèéñêèõîáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèÿõ âûñøåãî ïðî�åññè�îíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ (äîãîâîð 11.G34.31.0035 îò25 íîÿáðÿ 2010 ã. ìåæäó Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâà�íèÿ è íàóêè �Ô, Í�Ó è âåäóùèì ó÷åíûì), à òàê�æå �ÔÔÈ (ãðàíò �12-01-00943) è ãðàíòà Ïðåçè�äåíòà �Ô äëÿ ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë(ÍØ 3753.2014.2).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. �. Ëàìá, �èäðîäèíàìèêà, Î�ÈÇ-�îñòåõèçäàò, Ìîñê�âà�Ëåíèíãðàä (1947).2. Ë. Ä. Ëàíäàó, Å. Ì. Ëè�øèö, �èäðîäèíàìèêà, Íàó�êà, Ìîñêâà (1988).3. Þ. À. Ñòåïàíÿíö, À. Ë. Ôàáðèêàíò, ÓÔÍ 159, 83(1989).
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