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al Engineering, Aalto UniversityFI-00076, P. O. Box 13000, 00076, Aalto, FinlandÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 2 �åâðàëÿ 2013 ã.Íà îñíîâå ìåòîäà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, îñíîâàííûõ íà �óíêöèè �ðèíà ïåðèîäè÷åñêè ðàñïîëîæåííûõèñòî÷íèêîâ ñ çàäàííûì �àçîâûì íàáåãîì (ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèè �ðèíà), èññëåäîâàíû ïåðèîäè÷åñêèåìåòàìàòåðèàëû â âèäå ïðîñòåéøèõ ìåòàëëè÷åñêèõ è äèýëåêòðè÷åñêèõ âêëþ÷åíèé â ïðÿìîóãîëüíóþ èêóáè÷åñêóþ ðåøåòêó â äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäå (ìàòðèöå) ñ ïðîíèöàåìîñòüþ ". Ìåòàëëè÷åñêèå ñòåðæíèðàäèóñà ïîðÿäêà äåñÿòêîâ íàíîìåòðîâ îïèñàíû êîìïëåêñíîé ìàêðîñêîïè÷åñêîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðî-íèöàåìîñòüþ ñ Re ~" < 0. Âîëíû òåðàãåðöåâîãî è èí�ðàêðàñíîãî äèàïàçîíîâ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âäîëüñòåðæíåé ïðàêòè÷åñêè ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà è 
 ìàëûìè ïîòåðÿìè, ñëàáî çàâèñÿùèìè îò ïîïåðå÷íîãî âîë-íîâîãî ÷èñëà, òîãäà êàê â îïòè÷åñêîé îáëàñòè, îñîáåííî â êîðîòêîâîëíîâîé åå ÷àñòè, îíè ïåðåõîäÿò âìåäëåííûå âîëíû äèýëåêòðè÷åñêîãî âîëíîâîäà.DOI: 10.7868/S00444510140500121. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ ïîñëåäíåå âðåìÿ èññëåäîâàíû âîëíîâîäíûåñâîéñòâà è äèñïåðñèÿ â ìåòàìàòåðèàëàõ â âèäåðàçëè÷íûõ èäåàëüíî ïðîâîäÿùèõ è èìïåäàíñíûõäâóìåðíî-ïåðèîäè÷åñêèõ (two-dimensional perio-di
, 2DP) øòûðåâûõ (ïðîâîëî÷íûõ) ñòðóêòóð[1�17℄ � ìåòàëëè÷åñêèõ �îòîííûõ êðèñòàëëîâ(ÔÊ) èëè ïðîâîëî÷íûõ ñðåä (ìåòàìàòåðèàëîâ),ðèñ. 1. �àññìàòðèâàëèñü è èññëåäîâàëèñü èäåàëü�íûå ìåòàëëè÷åñêèå ÔÊ [1�5; 12; 13; 16℄, èìïåäàíñíûåñòðóêòóðû [6; 14�16℄, ïåðèîäè÷åñêèå ìåòàìàòåðèàëûíà îñíîâå óãëåðîäíûõ íàíîòðóáîê è ìåòàëëè÷å�ñêèõ íàíîïðîâîäîâ [6; 7�9; 15℄, à òàêæå íà îñíîâå�åððîìàãíèòíûõ ïðîâîëî÷íûõ ÔÊ [10; 11℄. Äëÿóêàçàííûõ ìåòàìàòåðèàëîâ ðàçíûìè ìåòîäàìèâûïîëíÿëàñü ãîìîãåíèçàöèÿ [10; 11; 17�20℄. Íàè�áîëüøèé èíòåðåñ â äàííûé ìîìåíò ïðåäñòàâëÿþòèññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóð ñ äèññèïàöèåé ïðè ó÷åòåðåàëüíûõ ñâîéñòâ ìåòàëëîâ â äèàïàçîíàõ îò ÑÂ×*E-mail: davidovi
hmv�info.sgu.ru**E-mail: igor.nefedov�aalto.fi

äî îïòè÷åñêîãî. Ìåòàëëè÷åñêèå è ìåòàëëîïîäîáíûåøòûðåâûå ÔÊ ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ (íàíèçêèõ ÷àñòîòàõ, ïðè íàëè÷èè ìåäëåííûõ âîëíñ ìàëûìè ïîòåðÿìè) ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêè�ìè ìåòàìàòåðèàëàìè [8; 21; 22℄. Òàêèå ìàòåðèàëûìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ðÿäå ïðèëîæåíèé:äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñêóññòâåííûõ èìïåäàíñíûõ èàíèçîòðîïíûõ ïîâåðõíîñòåé [14; 21℄ (â òîì ÷èñëåïîääåðæèâàþùèõ ðàñïðîñòðàíåíèå ïîâåðõíîñòíûõïëàçìîíîâ Äüÿêîíîâà), äëÿ íàïðàâëåííîé ïåðåäà÷èòåïëà [8℄, êàê õîðîøèå ïîãëîòèòåëè èçëó÷åíèÿ [22℄,äëÿ ñîçäàíèÿ ëèíç, ïîñòðîåíèÿ èçîáðàæåíèé [23℄è äëÿ ðÿäà äðóãèõ ïðèìåíåíèé. Âîçìîæíûå ïðè�ìåíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìåòàìàòåðèàëîâ äàíû âîáçîðå [21℄.Îïèñàíèå èäåàëüíî ïðîâîäÿùèõ èëè èìïåäàíñ�íûõ øòûðåé (ðèñ. 1) ïðèâîäèò ê ïîâåðõíîñòíûìèíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì, à â ñëó÷àå òîíêèõøòûðåé � ê ëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì[12; 13℄. 2DP-ñòðóêòóðû âîçíèêàþò â ïðåäïîëî�æåíèè áîëüøîé äëèíû ïðîâîëî÷åê ïî ñðàâíåíèþñ îñòàëüíûìè ðàçìåðàìè è ñ äëèíîé âîëíû �â âàêóóìå. Íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûì è òî÷íûììåòîäîì îïèñàíèÿ ïîäîáíûõ ñòðóêòóð ÿâëÿåòñÿ771
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a�èñ. 1. Ñòåðæíåâàÿ ïðîâîëî÷íàÿ 2DP-ñòðóêòóðà(ãèïåðáîëè÷åñêèé ìåòàìàòåðèàë) ñ ðàäèóñàìè ïðî-âîëî÷åê r = R è ïåðèîäàìè a ïî ïîïåðå÷íûì îñÿìó÷èòûâàþùèé âíóòðåííåå ïîëå ìåòîä îáúåìíûõ èí�òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé [4; 24; 25℄ ñ èñïîëüçîâàíèåìïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé �ðèíà [4�6; 14℄, ñ ïîìîùüþêîòîðîãî ãèïåðáîëè÷åñêèå ìåòàìàòåðèàëû åùå íåàíàëèçèðîâàëèñü.Âïåðâûå âîëíîâîäíûå ñâîéñòâà ìåòàëëè÷åñêîãîïðîâîäà åùå â 1899 ã. èññëåäîâàë Çîììåð�åëüä[26; 27℄ â ñâÿçè ñ äè�ðàêöèåé ïëîñêîé âîëíû íà ïðî�âîäå. �àíåå îí ïðåäïîëîæèë íàëè÷èå ïîâåðõíîñòíûõâîëí íàä ïðîâîäÿùèìè ñòðóêòóðàìè [28℄. Ñîîòâåò�ñòâóþùàÿ âîëíà Çîììåð�åëüäà �Öåííåêà ïðè ìà�ëîì ðàäèóñå ïðîâîäà äëÿ ÷àñòîò îò íèçêèõ äî ÑÂ×ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííîé è âòåêàþùåé â ïðîâîä [27℄. Ïî�âåðõíîñòíàÿ âîëíà Öåííåêà íàä äèññèïàòèâíîé (ïðî�âîäÿùåé) ïëîñêîñòüþ ìîæåò áûòü êàê áûñòðîé, òàêè ìåäëåííîé [27℄. Ïåðåõîä îò ìåäëåííîé ïîâåðõíîñò�íîé âîëíû Öåííåêà ê áûñòðîé äëÿ ìåòàëëè÷åñêî�ãî öèëèíäðà ìîæåò ïðîèñõîäèòü ïðè íåêîòîðîì ñî�îòíîøåíèè ìåæäó ðàäèóñîì è äëèíîé âîëíû; ïðèýòîì ñóùåñòâåííî íàëè÷èå ïîòåðü. Â ðàéîíå ïëàç�ìåííûõ ÷àñòîò ïîâåðõíîñòíàÿ âîëíà Öåííåêà ñîîò�âåòñòâóåò ïîâåðõíîñòíîìó ïëàçìîíó. Íåäàâíî îïóá�ëèêîâàíà îøèáî÷íàÿ ðàáîòà [29℄, êîòîðàÿ îïðîâåðãà�åò íàëè÷èå áûñòðîé ïîâåðõíîñòíîé âîëíû Öåííåêàè îøèáêà êîòîðîé ñîñòîèò â òîì, ÷òî íå ó÷òåí âòå�êàþùèé õàðàêòåð ýòîé âîëíû. Â ðàáîòå [30℄ äîêàçà�íà îøèáî÷íîñòü âûâîäîâ ðàáîòû [29℄ è, êàê è â [27℄,ïîêàçàí âòåêàþùèé õàðàêòåð ïîâåðõíîñòíîé âîëíûÖåííåêà. Òåðìèí ¾âòåêàþùèå âîëíû¿ íàðÿäó ñ âûòå�êàþùèìè âîëíàìè äëÿ êëàññè�èêàöèè �èçè÷åñêèõíåñîáñòâåííûõ ìîä èñïîëüçîâàí, íàïðèìåð, â ðàáî�

òå [31℄ (ñì. òàêæå [27℄).Ìíîãîïðîâîäíàÿ ñòðóêòóðà ëó÷øå êàíàëèçèðó�åò ýíåðãèþ, ÷åì îäèí ïðîâîä. �àññìàòðèâàåìûå ïå�ðèîäè÷åñêèå ãèïåðáîëè÷åñêèå ìåòàìàòåðèàëû (ñì.ðèñ. 1) êàíàëèçèðóþò ýíåðãèþ âäîëü îñè íàíîïðî�âîäîâ áåç îòñå÷êè, à â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè âîç�ìîæíû çîíû íåïðîïóñêàíèÿ. Ïðè èäåàëüíîé ïðîâî�äèìîñòè èìåþò ìåñòî T-âîëíà (ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà) èáûñòðûå âîëíû, èäóùèå ïîä óãëîì. Äèññèïàöèÿ ïðè�âîäèò ê âòåêàíèþ ýòèõ âîëí â ñòåðæíè è ê íåêîòîðî�ìó èõ çàìåäëåíèþ [27℄. Â ðàáîòàõ [6�9; 15℄ èññëåäî�âàëèñü ñâîéñòâà òàêèõ ìåòàìàòåðèàëîâ ïðè ðàçëè÷�íûõ èìïåäàíñàõ ñòåðæíåé. Îäíàêî íå ó÷èòûâàþùèéâíóòðåííåå ïîëå ìåòîä èìïåäàíñíîãî èíòåãðàëüíî�ãî óðàâíåíèÿ, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ìîæåò äà�âàòü ñóùåñòâåííûå ïîãðåøíîñòè (îñîáåííî äëÿ òîí�êèõ øòûðåé).Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñòðîãîå èññëåäîâàíèå âîëíâ ÔÊ è èõ ãîìîãåíèçàöèÿ (ïîëó÷åíèå ý��åêòèâíûõýëåêòðî�èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ) â äèàïàçîíå ÷àñòîòîò ÑÂ× äî îïòè÷åñêèõ, à òàêæå óñòàíîâëåíèå ãðà�íèö ïðèìåíèìîñòè ðàíåå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ,÷òî ÿâëÿåòñÿ öåëüþ ðàáîòû. Äëÿ ýòîãî ó÷òåíî ïîëåâíóòðè ìåòàëëè÷åñêèõ öèëèíäðîâ. Óíèâåðñàëüíûìäëÿ ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ìåòîä îáúåìíûõ èíòåãðàëüíûõóðàâíåíèé. Çäåñü îí ïðèìåíåí äëÿ 2DP ÔÊ â âèäåäëèííûõ ìåòàëëè÷åñêèõ íàíîðàçìåðíûõ â ïîïåðå÷�íîé îáëàñòè øòûðåé, âêëþ÷åííûõ â êâàäðàòíóþ ðå�øåòêó (ñì. ðèñ. 1), êîòîðûå îïèñàíû êîìïëåêñíîéäèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ìåòàëëîâ â ñîîò�âåòñòâóþùèõ äèàïàçîíàõ [32℄.2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×ÈÌû ðàññìàòðèâàåì âîëíû ñ çàâèñèìîñòüþexp [i(!t� k � r)℄ â ïðîâîëî÷íîì 2DP ÔÊ (ñì.ðèñ. 1), èìåþùåì äèýëåêòðè÷åñêóþ îñíîâó ñ ïðî�íèöàåìîñòüþ ". Êîìïëåêñíàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿïðîíèöàåìîñòü ~" ïðîâîëî÷åê ñîîòâåòñòâóåò ïëàçìåìåòàëëà, â ñèëó ÷åãî âîëíîâîé âåêòîð k � êîì�ïëåêñíûé. Â îáùåì ñëó÷àå òî÷íîå äèñïåðñèîííîåóðàâíåíèå çàäà÷è èìååò âèä k0 = !=
 = �(k) èîïèñûâàåò ãèïåðïîâåðõíîñòü â ñåìèìåðíîì ïðî�ñòðàíñòâå (k0;k). Â ïðåíåáðåæåíèè ïîòåðÿìè (÷òîâîçìîæíî íà îòíîñèòåëüíî íèçêèõ ÷àñòîòàõ) âåêòîðk � äåéñòâèòåëüíûé, ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà(k0;k) ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé ÷åòûðåì.Îäíîîñíûé ÔÊ îïèñûâàåòñÿ ý��åêòèâíûì äèà�ãîíàëüíûì òåíçîðîì äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìî�ñòè "̂, â êîòîðîì "xx = "yy = ". Â îòñóòñòâèå ïîòåðü�èêñàöèÿ êîìïîíåíòû kz ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïîïå�772



ÆÝÒÔ, òîì 145, âûï. 5, 2014 Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ äèñïåðñèÿ : : :ðå÷íóþ çîííóþ ñòðóêòóðó (â ïðîñòðàíñòâå kx, ky).Äëÿ ïîïåðå÷íîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ â ïðåíåáðåæåíèèäèññèïàöèåé ñóùåñòâóþò çàâèñÿùàÿ îò kz íèçêî÷à�ñòîòíàÿ îòñå÷êà è âûñîêî÷àñòîòíûå çàïðåùåííûå çî�íû � çîíû íåïðîïóñêàíèÿ (bandgap). Â íèõ êîìïî�íåíòà "zz îòðèöàòåëüíà, è òàêîé ÔÊ ÿâëÿåòñÿ ãèïåð�áîëè÷åñêèì ìåòàìàòåðèàëîì [8; 21℄. Â îáëàñòè ìåä�ëåííûõ ïëàçìîííûõ âîëí îí òàêæå ìîæåò ïðîÿâëÿòüñâîéñòâà ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìåòàìàòåðèàëà.Íàñ èíòåðåñóþò âîëíû âäîëü ñòåðæíåé ñ çà�âèñèìîñòüþ exp [i(!t� kzz)℄, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿïðè ïðîèçâîëüíûõ ïîïåðå÷íûõ óãëàõ, ò. å. ïðè ïðî�èçâîëüíûõ kx è ky. Èñïîëüçîâàíèå óêàçàííîé çà�âèñèìîñòè äåëàåò çàäà÷ó äâóìåðíîé, ðåøàåìîé âîáëàñòè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïðîâîëî÷êè (ñòåðæ�íÿ) è îïðåäåëÿþùåé ïðîñòðàíñòâåííóþ äèñïåðñèþkz = 
(kx; ky). Ïðè ýòîì ÷àñòîòó áóäåì ñ÷èòàòü �èê�ñèðîâàííûì ïàðàìåòðîì, à óêàçàííûé ýêñïîíåíöè�àëüíûé ìíîæèòåëü äàëåå îïóñêàåì.Íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ â ïðåíåáðåæåíèè ïîòåðÿìèâîëíà ïîääåðæèâàåòñÿ ïîâåðõíîñòíûìè òîêàìè, êî�òîðûå ìîæíî çàìåíèòü íà ëèíåéíûå âäîëü îñåé ïðî�âîëî÷åê, à äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ íàîñíîâå ïîâåðõíîñòíîãî èëè ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíî�ãî óðàâíåíèÿ [4℄. Áîëåå ñòðîãèé ïîäõîä îñíîâàí íàèìïåäàíñíîì èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè [6℄. Ìû ðàñ�ñìàòðèâàåì ñòðîãóþ ïîñòàíîâêó íà îñíîâå òîêà ïî�ëÿðèçàöèè ñ ïëîòíîñòüþJp(r; !) = i!"0 [~"(!)� "℄E(r; !): (1)Åìó ñîîòâåòñòâóåò îáúåìíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíå�íèå, êîòîðîå äëÿ îäíîðîäíîé ïî z âîëíîâåäóùåéñòðóêòóðû ñâîäèòñÿ ê äâóìåðíîìó èíòåãðàëüíîìóóðàâíåíèþ â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ïðîâîëî÷êè îòíî�ñèòåëüíî E(r?) è ê ñîîòâåòñòâóþùåìó äèñïåðñèîí�íîìó óðàâíåíèþ.Çàäà÷à ðåøàåòñÿ â ïðèáëèæåíèè òîíêèõ ïðîâîëî�÷åê (r � �) è ðàçðåæåííîãî ÔÊ (r � a) ñ èñïîëüçî�âàíèåì ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèè �ðèíà ~G, ò. å. �óíê�öèè �ðèíà ïåðèîäè÷åñêè-ðàñïîëîæåííûõ è ñ�àçè�ðîâàííûõ èñòî÷íèêîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòüòîëüêî îäíó êîìïîíåíòó Jpz , îòëè÷íóþ îò íóëÿ, ñî�ãëàñíî (1), òîëüêî â óêàçàííîì ñå÷åíèè. Çäåñü r �ðàäèóñ ïðîâîëî÷åê, a � ïåðèîä, � � äëèíà âîëíû.Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (1) è ñ óêàçàííîéçàâèñèìîñòüþ îò z îáúåìíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíå�íèå îòíîñèòåëüíî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E â ïðîâî�ëî÷êå ñâîäèòñÿ ê äâóìåðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâ�íåíèþ îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíòû Ez â îäíîì ïîïå�ðå÷íîì ñå÷åíèè. Â ïðåíåáðåæåíèè ìàëûìè ïîïåðå÷�íûìè êîìïîíåíòàìè îïðåäåëÿþùèé ïîëå ýëåêòðè÷å�

ñêèé âåêòîð-ïîòåíöèàë èìååò îäíó ïðîäîëüíóþ êîì�ïîíåíòóAz(x; y) = i!"0 (~"� ") ZS ~G(r? � r0?)Ez(r0?) d2r0 (2)è îïðåäåëÿåò èñêîìóþ êîìïîíåíòó ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ â âèäåEz(x; y) = (k2 � 
2)Az(x; y)i!"0" == (k2 � 
2)� ~"" � 1�ZS ~G(r? � r0?)Ez(r0?) d2r0: (3)Ýòî îñíîâíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþ�ùåå èñêîìûå âåëè÷èíû Ez è 
. Çäåñü èíòåãðèðîâà�íèå èäåò ïî ïîïåðå÷íîìó ñå÷åíèþ øòûðÿ S, k == k0p" = 2�p"=� � âîëíîâîå ÷èñëî â äèýëåêòðè÷å�ñêîé îñíîâå (ìàòðèöå), à 2DP �óíêöèÿ �ðèíà èìååòâèä [3; 4℄~G(r? � r0?) = 1axay �� 1Xm=�1 1Xn=�1 exp h�i~kxm(x�x0)�i~kyn(y�y0)i~k2xm+~k2yn+
2�k2 : (4)Çäåñü ~kxm = kx + 2m�=ax, ~kyn = ky + 2n�=ay. Ïðè÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (3) áåðåì îäèíàêî�âûå ïåðèîäû: ax = ax = a. Ìåòîäèêà ñâåäåíèÿ òðåõ�ìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ê äâóìåðíûì óðàâ�íåíèÿì òèïà (3) äëÿ âîëíîâåäóùèõ ñòðóêòóð èçëî�æåíà â [3; 4; 33℄. Äàëåå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (3)áóäåò óòî÷íåíî ñ ó÷åòîì êîìïîíåíòû E�.Ìû ðåøàåì óðàâíåíèå (3), âûáèðàÿ ñèñòåìó êî�îðäèíàò â íóëåâîé ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè â öåíòðåøòûðÿ è ïåðåõîäÿ ê öèëèíäðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì.Ïðèáëèæåííîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (3) òåì òî÷�íåå, ÷åì ìåíüøå îòíîøåíèå r=a, ïîñêîëüêó ïðè ýòîììåíüøå ïîïåðå÷íûå êîìïîíåíòû E� è E' ýëåêòðè÷å�ñêîãî ïîëÿ â ñðàâíåíèè ñ ïðîäîëüíîé. Äëÿ ñîêðàùå�íèÿ âûêëàäîê ïîëàãàåì " = 1, ò. å. k = k0 (â îêîí�÷àòåëüíûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìîæíî ñäåëàòü îáðàòíóþçàìåíó k0 ! k).Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Ez(�; ') íå çàâèñèò îòóãëà '. Ýòî âåñüìà ñèëüíîå ïðåäïîëîæåíèå. Îíîîçíà÷àåò, ÷òî ïîëå íà ïîâåðõíîñòè øòûðÿ îäèíàêî�âîå, à âíóòðè èçìåíÿåòñÿ òîëüêî âäîëü ðàäèóñà. Ïî�ñêîëüêó âîëíà ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè çàòóõàåò, òàêîåïðåäïîëîæåíèå âîçìîæíî ïðè ìàëîì åå çàòóõàíèè âïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà rè òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ äëèíû âîëíû âû�ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ � > a è � � r, ÷òî âîçìîæíî773



Ì. Â. Äàâèäîâè÷, È. Ñ. Íå�åäîâ ÆÝÒÔ, òîì 145, âûï. 5, 2014ïðè ðàäèóñå ïîðÿäêà äåñÿòêîâ íàíîìåòðîâ è ðàçðå�æåííîñòè ÔÊ. Èìåííî ðàçðåæåííîñòü ïðèâîäèò êîòíîñèòåëüíî ìàëûì ïîòåðÿì.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèñïåðñèè (çîííîé ñòðóêòóðû)ïåðåéäåì îò èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ê äèñïåðñè�îííîìó, óìíîæèâ (3) íà Ez(x; y) è ïðîèíòåãðèðîâàâïî ïîïåðå÷íîìó ñå÷åíèþ. Èñïîëüçóÿ â ïîëÿðíûõ êî�îðäèíàòàõ ñîîòíîøåíèå (ñì. ðàáîòû [3; 4℄)12� 2�Z0 exp [�ir (� 
os'+ � sin')℄ d' == J0 �rp�2 + �2 � ; (5)ãäå J0 � �óíêöèÿ Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà, ïîëó�÷èì çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðîâ k0, kx, ky, 
 �óíêöè�îíàë âèäà�(k0;k?; 
; Ez) = rZ0 E2z (�) d��(k20�
2) (~"�1)�� rZ0 rZ0 Ez(�)K(�; �0)Ez(�0)�0d�0d�; (6)ãäå ââåäåíî ÿäðîK(�; �0) = 2�a2 1Xm=�1 1Xn=�1 J0(�~�mn)J0(�0~�mn)~�2mn + 
2 � k20 (7)è îáîçíà÷åíèå ~�mn =q~k2xm + ~k2yn.Ïðèðàâíèâàíèå íóëþ âàðèàöèè (6) ïî Ez(�) ïðè�âîäèò ê äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþ:� �k0;k?; 
; Ez� = 0; (8)â êîòîðîì Ez îçíà÷àåò òî÷íîå çíà÷åíèå z-êîìïîíåí-òû ïîëÿ, êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èçâåñòíî. Ñòàí�äàðòíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ îñíîâàí íà èñïîëüçîâà�íèè ðàçëîæåíèÿ Ez(�) ïî áàçèñíûì �óíêöèÿì, ïîä�ñòàíîâêà êîòîðûõ â �óíêöèîíàë äàåò êâàäðàòè÷íóþ�îðìó. Íàõîæäåíèå ìèíèìóìà ýòîé êâàäðàòè÷íîé�îðìû è ïðèâîäèò ê äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþ ââèäå ðàâåíñòâà íóëþ åå îïðåäåëèòåëÿ. �åøåíèå òà�êîãî óðàâíåíèÿ òðåáóåò ïîèñêà êîìïëåêñíûõ êîðíåéîïðåäåëèòåëÿ, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ìîæåò áûòü âå�ëèêà.Ïðèáëèæåííûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ñîñòî�èò â ïîäñòàíîâêå íåêîãî îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëå�íèÿ Ez(�) è â ïðèðàâíèâàíèè âûðàæåíèÿ (6) íóëþ.Èìåííî òàêîé ïîäõîä ðàññìîòðåí íèæå. Âìåñòî (6)ìîæíî âçÿòü è �óíêöèîíàë

~� (k0;k?; 
; Ez) = rZ0 E2z (�) � d��(k2�
2) (~"�1)�� rZ0 rZ0 �Ez(�)K(�; �0)Ez(�0)�0d�0d�: (9)Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ (5) â èíòå�ãðàëüíîì óðàâíåíèè íå ïðèâîäèò ê åãî íåçàâèñèìî�ñòè îò ', è òîëüêî ïîâòîðíîå èíòåãðèðîâàíèå (ò. å.óñðåäíåíèå ïî ') äàåò �óíêöèîíàëû (6) è (9), íå çà�âèñÿùèå îò '. Äîêàæåì ýòî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òîïîëå íå çàâèñèò îò àçèìóòàëüíîãî óãëà. Äëÿ ýòîãîâîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì �óíêöèè �ðèíà (4) âöèëèíäðè÷åñêîé (ïîëÿðíîé) ñèñòåìå êîîðäèíàò [34℄,èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿx = � 
os'; y = � sin';x0 = �0 
os'0; y0 = �0 sin'0;~kxm = ~�mn 
os�mn; ~kyn = ~�mn sin�mn;à òàêæå èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ ïî �óíêöèÿì Áåññå�ëÿ exp (�i� 
os ) = 1Xn=�1(�i)n exp(�i )Jn(�):Â ðåçóëüòàòå äîïîëíèòåëüíî âîçíèêàþò äâîéíûåñóììû. ×òîáû �óíêöèÿ �ðèíà íå çàâèñåëà îò óãëîâ,â ýòèõ ñóììàõ íåîáõîäèìî îñòàâèòü òîëüêî ÷ëåíû ñn = 0, ò. å. �óíêöèÿ �ðèíà èìååò âèä (7). Ýòà �óíê�öèÿ �ðèíà ñðàçó ïðèâîäèò ê �óíêöèîíàëàì (6), (9).Èíòåãðèðîâàíèå ïî ' òàêæå îñòàâëÿåò â ñóììå òîëü�êî ÷ëåí ñ n = 0.Ââåäåíèå ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðèâåëîê òîìó, ÷òî �óíêöèÿ �ðèíà (7) ïåðåñòàëà áûòü ïå�ðèîäè÷åñêîé. Îäíàêî äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ ýòî íå ñó�ùåñòâåííî, ïîñêîëüêó èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ðå�øàåòñÿ òîëüêî âíóòðè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îäíîãîñòåðæíÿ. Ïîñëå ðåøåíèÿ è ïîëó÷åíèÿ äèñïåðñèîí�íûõ çàâèñèìîñòåé â ñëó÷àå ïîñòðîåíèÿ ïîëåé â äðó�ãèõ ÿ÷åéêàõ ïîëå íåîáõîäèìî ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîë�æèòü [3; 4℄. Â äèññèïàòèâíîì ÔÊ (äëÿ êîìïëåêñíûõkx, ky) òàêîå ïðîäîëæåíèå íå äàåò ïåðèîäè÷åñêèõ ðå�øåíèé. Â êîíå÷íîì ÔÊ óìåíüøåíèå ÷èñëà �îòîíîââîçìîæíî çà ñ÷åò íå òîëüêî ïîãëîùåíèÿ, íî è èõ èç�ëó÷åíèÿ. Â ýòîì ïðîÿâëÿåòñÿ êîðåííîå îòëè÷èå ÔÊîò îáû÷íûõ êðèñòàëëîâ, â êîòîðûõ âåðîÿòíîñòü è÷èñëî ÷àñòèö ñîõðàíÿþòñÿ (íàïðèìåð, ñîõðàíÿåòñÿ÷èñëî ýëåêòðîíîâ â êðèñòàëëå ìåòàëëà).Ìû íå ðàññìàòðèâàåì ðîæäåíèå è ðåêîìáèíàöèþêâàçè÷àñòèö ñ íèçêèìè ýíåðãèÿìè. Ñîîòâåòñòâåííî774



ÆÝÒÔ, òîì 145, âûï. 5, 2014 Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ äèñïåðñèÿ : : :ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè äàæå äëÿ êðèñòàëëà êîíå÷�íûõ ðàçìåðîâ � äåéñòâèòåëüíûå, à ñîîòâåòñòâóþ�ùàÿ çàäà÷à êâàíòîâîé ìåõàíèêè � ñàìîñîïðÿæåí�íàÿ. Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìåòàìàòåðèàëîâ ñ ðîñòîì÷àñòîòû ñêàçûâàþòñÿ ïîòåðè (ïîãëîùåíèå �îòîíîâ),ïîýòîìó âàæíî îöåíèâàòü âîçíèêàþùóþ ïðè ýòîìèç-çà íåñàìîñîïðÿæåííîé çàäà÷è ¾ñòåïåíü íåãèïåð�áîëè÷íîñòè¿. Òàêàÿ îöåíêà âîçìîæíà ïî çàòóõàíèþâîëíû â âèäå îòíîøåíèÿ ìíèìûõ êîìïîíåíò ê äåé�ñòâèòåëüíûì äëÿ kz è "zz (íàïðèìåð, â âèäå k00z =k0zèëè "00zz=j"0zzj) ïðè ìíèìûõ kx, ky. Â ÔÊ îãðàíè÷åí�íûõ ðàçìåðîâ èçëó÷åíèå �îòîíîâ òåì áîëüøå, ÷åììåíüøå ÷èñëî ïåðèîäîâ, ïîýòîìó ñîáñòâåííûå ÷àñòî�òû ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè äàæå â ïðåíåáðåæåíèèäèññèïàöèåé. Çäåñü èìååòñÿ ïîëíàÿ àíàëîãèÿ ñ îò�êðûòûìè äèýëåêòðè÷åñêèìè ðåçîíàòîðàìè [24; 25℄ èäèýëåêòðè÷åñêèìè âîëíîâîäàìè [35℄.3. ÀË�Î�ÈÒÌÛ �ÅØÅÍÈßÏðîñòåéøåå ÷èñëåííîå ðåøåíèå äèñïåðñèîííîãîóðàâíåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèì îáðà�çîì ïîäîáðàòü ïîëå Ez. Âíóòðè ñòåðæíÿ ýòî ñèììåò�ðè÷íîå ïî àçèìóòó ïîëå óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâîìóóðàâíåíèþ�� �� � �Ez(�)�� + �k20 ~"� 
2�Ez(�) = 0: (10)Îáîçíà÷èì � = pk20 ~"� 
2. �åøåíèå óðàâíåíèÿ (10)èìååò âèä Ez(�) = C1J0(��):Â ýòîì ïðèáëèæåíèè èìååì äâà ïî÷òè ýêâèâàëåíò�íûõ äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèÿ� (k0;k?; 
; Ez) = rZ0 J20 (��) d��(k20�
2) (~"�1)�� rZ0 rZ0 J0(��)K(�; �0)J0(�0�)�0d�0d� = 0; (11)~� (k0;k?; 
; Ez) = rZ0 J20 (��)� d��(k20�
2) (~"�1)�� rZ0 rZ0 �J0(��)K(�; �0)J0(�0�)�0d�0d� = 0: (12)Â óðàâíåíèè (11) àíàëèòè÷åñêè ÷åðåç �óíêöèè Áåñ�ñåëÿ âû÷èñëÿåòñÿ òîëüêî âòîðîé îäèíàðíûé èíòå�

ãðàë â äâîéíîì èíòåãðàëå, à â (12) âñå èíòåãðà�ëû àíàëèòè÷åñêè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç �óíêöèè Áåñ�ñåëÿ. Â îáùåì ñëó÷àå èíòåãðàëû âûðàæàþòñÿ ÷åðåçãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ �óíêöèþ è ãàììà-�óíêöèþ,÷òî íåóäîáíî äëÿ âû÷èñëåíèÿ.Ìû ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áóäåì èñ�ïîëüçîâàòü óðàâíåíèå (12). Ïîñêîëüêó îíî ïðèáëè�æåííîå, âû÷èñëÿòü êîìïëåêñíûå �óíêöèè Áåññåëÿêîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà âåñüìà òî÷íî ñ èñïîëüçîâà�íèåì ñòàíäàðòíûõ ïðîãðàìì íå èìååò îñîáîãî ñìûñ�ëà. Áîëåå áûñòðûé àëãîðèòì ïîëó÷àåòñÿ ñ èñïîëüçî�âàíèåì �óíêöèé Áåññåëÿ ÷åðåç ðÿäû, ïîñêîëüêó âñèëó ìàëîñòè r ìîäóëü àðãóìåíòà îãðàíè÷åí, à âñåâû÷èñëåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü â îäíîì öèêëå, íå âû�çûâàÿ ïîäïðîãðàìì. Èíòåãðàëû âû÷èñëÿåì àíàëè�òè÷åñêè, çàìåíèâ �óíêöèè Áåññåëÿ J0 è J1 èõ ïðè�áëèæåííûìè âûðàæåíèÿìè â âèäå ðÿäîâ. Äëÿ ýòîãîäîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû rj�j < 1. Ýòî îçíà�÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà j~"j íå ñëèøêîì âåëèêà (áðàëèñüçíà÷åíèÿ j~"j � 103, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âåëè÷èíàì äëÿíåêîòîðûõ ìåòàëëîâ â èí�ðàêðàñíîì è îïòè÷åñêîìäèàïàçîíàõ). Íà ñàìîì äåëå ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòüñèëüíî îñëàáëåíî. Ïîýòîìó óêàçàííîå ñîîòíîøåíèåçàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ðàäèóñ ñòåðæíåé â äå�ñÿòêè ðàç ìåíüøå äëèíû âîëíû, à ÷àñòîòà íå ñëèø�êîì íèçêàÿ.Çàïèøåì óðàâíåíèå (12) â âèäå~� (k0;k?; 
; Ez) == 1�2 r�Z0 J20 (x)x dx � (k20 � 
2)(~"� 1)�4 �� r�Z0 r�Z0 xJ0(x)K �x�; x0� � J0(x0)x0dx0dx = 0:Îáîçíà÷àÿ ïåðâûé èíòåãðàë f(r�), à âòîðîég(r�; kx; ky; 
; k0), ïåðåïèøåì äèñïåðñèîííîå óðàâ�íåíèå â âèäå�2 = (k20 � 
2)(~"� 1)g(r; �; kx; ky; 
; k0)f(r�) : (13)Òàêîé âèä óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èòåðàöèîííîãîðåøåíèÿ. Ïðèìåíåííàÿ íèæå èòåðàöèîííàÿ ïðîöå�äóðà èìååò ñëåäóþùóþ ñõåìó. Íà çàäàííîé ÷àñòîòå(ïðè çàäàííîì k0) ïî äèñïåðñèè íàõîäèì êîìïëåêñ�íóþ ïðîíèöàåìîñòü ~"(!), à òàêæå çàäàåì êîìïëåêñ�íûå çíà÷åíèÿ kx, ky, îïðåäåëÿÿ òåì ñàìûì äèñïåðñè�îííóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü. Çàòåì íà÷èíàåì èòåðàöèè,çàäàâàÿ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå 
(0) è îïðåäåëÿÿ �(0).Çíà÷åíèå �(1) íàõîäèì ïî �îðìóëå (13), à äàëåå ïî�ëó÷àåì 
(1) ïî �îðìóëå 
 =pk20 ~"� �2 è ò. ä. Äðóãàÿ775



Ì. Â. Äàâèäîâè÷, È. Ñ. Íå�åäîâ ÆÝÒÔ, òîì 145, âûï. 5, 2014èñïîëüçîâàííàÿ èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíàíà îñíîâå ýêâèâàëåíòíîé �îðìóëû
 =sk20 � �2f(r�)(~"� 1)g(r; �; kx; ky; 
; k0) : (14)Ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ ââåäåííûõ �óíêöèé:f(r�) = (r�)22 �J20 (r�) + J21 (r�)� ; (15)g(r; �; kx; ky; 
; k0) = 2�a2 �� 1Xm=�1 1Xn=�1 h2(~�mnr; r�)~k2xm + ~k2yn + 
2 � k20 ; (16)h(~�mnr; r�) = r��� J1(r�)J0(r~�mn)� (~�mn=�)J0(r�)J1(r~�mn)1� (~�mn=�)2 : (17)Âèäèì, ÷òî â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî x = (r�)2 �óíê�öèÿ (15) ïðîïîðöèîíàëüíà x. Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå(13) ïðèãîäíî äëÿ ìåòîäà ïðÿìîé èòåðàöèè. Äåé�ñòâèòåëüíî, îòâëåêàÿñü îò äðóãèõ ïàðàìåòðîâ, åãîìîæíî çàïèñàòü êàê x = x�(x), ãäå �óíêöèÿ �(x)îçíà÷àåò ïðàâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (13), óìíîæåí�íóþ íà r2, è �(0) < 1. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðèíöèïàñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé (ñõîäèìîñòè) íåîáõîäèìîóñëîâèå j�(x) + x�0(x)j < 1, ÷òî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿïðè ìàëûõ x.Â îáùåì ñëó÷àå èòåðàöèè óäîáíî ïðîâîäèòü íàîñíîâå ìåòîäîâ ñïóñêà â âèäå~xn = ~xn�1 � �n�n�1;ãäå íåâÿçêà íà øàãå n� 1 åñòü �n�1 = ~xn� ~�(~xn�1),âûáèðàÿ ïàðàìåòð èòåðàöèè �n òàê, ÷òîáû ëèáî âå�ëè÷èíà j�nj áûëà ìèíèìàëüíîé (ìåòîä ìèíèìàëü�íûõ íåâÿçîê), ëèáî èç óñëîâèÿ j�nj < j�n�1j(ñïóñê). Ôîðìóëó (14) òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòüâ èòåðàöèîííûõ ìåòîäàõ ñ ìèíèìèçàöèåé íåâÿçêè.Âáëèçè êîðíÿ (ïðè ìàëîé íåâÿçêå) ñõîäèìîñòü òà�êèõ ìåòîäîâ çàìåäëÿåòñÿ, è ëó÷øå ïåðåõîäèòü ê ìå�òîäó ïðÿìîé èòåðàöèè. Èìåííî òàêèì îáðàçîì íèæåïîëó÷åíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû.Ïðèâåäåì âèä óòî÷íåííîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâ�íåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà ó÷òåíû äâå êîìïîíåíòû ïîëÿ,E� è Ez. ×èñòî �îðìàëüíî ðàñïðîñòðàíåíèå ïëîñêîéâîëíû â ÔÊ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê åå äâèæåíèåïîä óãëîì � = ar
tg�
=qk2x + k2y � ê îñè ïðîâîëî�÷åê. Ïðè òàêîì äâèæåíèè äîëæíà âîçíèêíóòü ìàëàÿ

êîìïîíåíòà E�(�) = C2J1(��), êîòîðàÿ òàêæå óäî�âëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó âîëíîâîìó óðàâíåíèþ. Âèäýòîé êîìïîíåíòû îïðåäåëåí óñëîâèåì E�(0) = 0,à âèä ñîîòâåòñòâóþùåãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó�÷èì èç ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé. Â îòñóòñòâèå E'èìååì Ex = E� 
os', ïðè ýòîì (r2? + �2)Ex = 0.�àçîáüåì ïîïåðå÷íûé îïåðàòîð r2? íà ðàäèàëüíóþè àçèìóòàëüíóþ ÷àñòè (r2? = r2� + ��2�2=�'2) èïîäåéñòâóåì èì íà Ex. Ìû âèäèì, ÷òî Ez óäîâëå�òâîðÿåò âîëíîâîìó óðàâíåíèþ (10) ñ àçèìóòàëüíûìèíäåêñîì n = 0, òîãäà êàê Ex óäîâëåòâîðÿåò âîëíî�âîìó óðàâíåíèþ ñ àçèìóòàëüíûì èíäåêñîì n = 1,ò. å. â âîëíîâîå óðàâíåíèå òèïà (10) âõîäèò äîïîëíè�òåëüíûé ÷ëåí ���2. Ïîñêîëüêó ïîëå âíóòðè ñòåðæ�íÿ ÿâëÿåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì, äîëæíî áûòü��E�(�)� �� � i
Ez(�) = J0(��) [�C2 � i
C1℄ = 0:Ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè C2 = i
C1=�.Âûðàçèì èç íåãî Ez(�) ÷åðåç E�(�).Åñëè òåïåðü çàïèñàòü ñèñòåìó äâóõ ñâÿçàííûõèíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ýòèõ êîìïîíåíò, ïî�ëó÷èì óòî÷íåííîå äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå. Èìåí�íî, z-êîìïîíåíòà âåêòîð-ïîòåíöèàëà èìååò âèä (3),à �-êîìïîíåíòó ñëåäóåò çàïèñàòü â âèäå [27℄A�(x; y) = i!"0(~"� ")�� ZS ~G(r? � r0?)E�(r0?) 
os('� '0) d2r0: (18)Ïåðåõîäÿ â ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ïî ïðèâå�äåííûì âûøå ñîîòíîøåíèÿì è ó÷èòûâàÿ, ÷òîE�(r0?) = E�(�0);
os('� '0) = 12 [exp (i('� '0)) + exp (i('0 � '))℄ ;âûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå ïî '0. Òîãäà â îäíîìèç ðÿäîâ îñòàíóòñÿ òîëüêî ÷ëåíû ñ J1(�0~�mn) è�J�1(�0~�mn), ò. å. ñ èíäåêñàìè �1. Äëÿ òîãî ÷òîáûâûðàæåíèå (18) íå çàâèñåëî îò ', âî âòîðîì ðÿäóòàêæå äîëæíû îñòàòüñÿ ÷ëåíû ñ èíäåêñàìè n = �1,ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî òàêîãî ÷ëåíà exp(�in') èìå�åòñÿ ýêñïîíåíòà â ðàçëîæåíèè 
os('�'0) ñ ïðîòèâî�ïîëîæíûì çíàêîì àðãóìåíòà. Â ðåçóëüòàòå èìååìA�(�) = i!"0(~"� ") ZS ~K(�; �0)E�(�0)�0d�0; (19)~K(�; �0) = 2�a2 1Xm=�1 1Xn=�1 J1(�~�mn)J1(�0~�mn)~�2mn + 
2 � k20 : (20)776



ÆÝÒÔ, òîì 145, âûï. 5, 2014 Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ äèñïåðñèÿ : : :Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ (18), (20) ïî �îðìå ñîîò�âåòñòâóþò ñîîòíîøåíèÿì â äåêàðòîâîé ñèñòåìå, ÷òîèìååò ìåñòî òîëüêî ïðè àçèìóòàëüíîé ñèììåòðèè.Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå êîìïîíåíòû âåêòîð-ïîòåí-öèàëà óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ� �� �� ���� + k2 � 
2 � n2��2�A(�;z) == �i!"0(~"� ")E(�;z)(ïðè÷åì n = 1 äëÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû è n = 0äëÿ âòîðîé), ÿäðà (18) è (20) äîëæíû óäîâ-ëåòâîðÿòü àíàëîãè÷íîìó óðàâíåíèþ ñ ïðàâîé÷àñòüþ �Æ(� � �0) exp(�i mn)=�0, ãäå  mn == 2(mkx=a + nky=a). Ýòî â íåêîòîðîì ðîäå îáîáùå�íèå èçâåñòíîãî ñîîòíîøåíèÿ1Z0 Jn(��)Jn(��0)�d� = Æ(�� �0)�0 ;êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ðÿäîâ ïðè a ! 1ñ ïðèìåíåíèåì �îðìóëû ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà.Òåïåðü ïèøåì äèâåðãåíöèþ âåêòîð-ïîòåíöèàëà,r �A = ��A�� �� � i
Az;è êîìïîíåíòû ïîëÿE� = 1i!"0" �� ��� ��A��� �+ k20"A� � i
 �Az�� � ;Ez = � 
!"0" ���A�� �� �+ (k20"� 
2)Az :Î÷åâèäíî, èìååì ñèñòåìó ñâÿçàííûõ èíòåãðàëüíûõóðàâíåíèé:E�(�) = (~"� 1) rZ0 ��k20 + �� �� ���� �� � ~K(�; �0)E�(�0)�i
 ���K(�; �0)Ez(�0)� �0d�0; (21)E�(�) = (~"�1) rZ0 ��i
 �� �� h� ~K(�; �0)i �� E�(�0) + (k20 � 
2)K(�; �0)Ez(�0)� �0d�0: (22)Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (21) íà E�(�)�, à (22) íàEz(�)� è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì ñèñòåìó äâóõ óðàâ�íåíèé, êîòîðàÿ ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ C2 = i
C1=�åñòü ñèñòåìà óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùàÿ kx, ky

è 
 ïðè çàäàííîì k0. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèåi
Ez(�) = ��E�(�)=� ��, óìíîæàÿ óðàâíåíèå (21)íà � è äè��åðåíöèðóÿ ïî �, ñâîäèì ýòó ñèñòåìóèíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ê îäíîìó èíòåãðîäè��å�ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:��� rZ0 ���k20 + �� �� ���� � ~K(�; �0)E�(�0) �� i
 ���K(�; �0) ��0��0 [�0E�(�0)℄� �0d�0 == i
 rZ0 ���i
 �� �� h� ~K(�; �0)iE�(�0) ++ (k20 � 
2)K(�; �0) ��0��0 [�0E�(�0)℄� �0d�0:Äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèå âûêëàäêè ïîêàçûâàþò, ÷òîâ ïðèíÿòîì ïðèáëèæåíèè �óíêöèîíàë, ïîñòðîåí�íûé íà îñíîâå ýòîãî óðàâíåíèÿ, ìàëî îòëè÷àåòñÿ îòèñïîëüçîâàííîãî �óíêöèîíàëà (12).4. �ÎÌÎ�ÅÍÈÇÀÖÈßÄëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé çàäà÷ äè��ðàêöèè íà ñëîæíûõ íåîäíîðîäíûõ ñòðóêòóðàõ, ñî�äåðæàùèõ ãèïåðáîëè÷åñêèå ìåòàìàòåðèàëû, óäîá�íî ââîäèòü òåíçîð ý��åêòèâíîé äèýëåêòðè÷åñêîéïðîíèöàåìîñòè [21℄. Äëÿ ýòîãî ïî äàííîé ìîäåëèíóæíî ïðîâåñòè ãîìîãåíèçàöèþ. Â äèññèïàòèâíîìÔÊ çîíû î÷åíü áîëüøèõ è ìàëûõ ïîòåðü ÷åðåäó�þòñÿ. Ïðîáëåìà ðåøåíèÿ äèñïåðñèîííîãî óðàâíå�íèÿ â òîì, ÷òî îíî îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó 
 êàêêîìïëåêñíóþ �óíêöèþ äâóõ êîìïëåêñíûõ àðãóìåí�òîâ: 
 = F (k0; kx; ky). Â ÔÊ áåç äèññèïàöèè ïðè�èêñèðîâàííîì k0 ýòà ìíîãîëèñòíàÿ ïîâåðõíîñòüâ 3D-ïðîñòðàíñòâå k îïðåäåëÿåò ïðîñòðàíñòâåííóþäèñïåðñèþ. Â ñëó÷àå äèññèïàöèè ïîëó÷àåòñÿ ãèïåð�ïîâåðõíîñòü â 6D-ïðîñòðàíñòâå. Ïðè ýòîì ïîïåðå÷�íûé âîëíîâîé âåêòîð k? íåëüçÿ çàäàâàòü ïðîèçâîëü�íî [12�14℄. Â ñëó÷àå ìàëûõ ïîòåðü ìû ìîæåì ñ÷è�òàòü, ÷òî äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè âåëè÷èíkx, ky è ~� = jk?j = qk2x + k2y ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîéòàê, êàê îíè ñâÿçàíû äëÿ âîëíîâîãî ÷èñëà k0p"eff âýêâèâàëåíòíîé ãîìîãåííîé ñðåäå, ãäå p"eff è "eff �ý��åêòèâíûå ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ è äèýëåêòðè�÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü òàêîé ñðåäû. Âåëè÷èíà "effäîëæíà ïîëó÷àòüñÿ íà îñíîâå íåêîé ïðîöåäóðû ãî�ìîãåíèçàöèè [20; 21; 36�38℄, ÷òî òðåáóåò ðåøåíèÿ òî÷�íîãî äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ [20℄. Íàèáîëåå ïðî�ñòî ïîïåðå÷íóþ ÷àñòü ý��åêòèâíîé äèýëåêòðè÷å�ñêîé ïðîíèöàåìîñòè ìîæíî âçÿòü (ïðè " = 1) â ïðè�áëèæåííîì âèäå777



Ì. Â. Äàâèäîâè÷, È. Ñ. Íå�åäîâ ÆÝÒÔ, òîì 145, âûï. 5, 2014"eff = 1 + Æ (~"� 1) (23)ñ êîý��èöèåíòîì çàïîëíåíèÿ Æ = �r2=a2 < 0:1. Äè�ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü èññëåäóåìîãî îäíîîñ�íîãî ÔÊ åñòü äèàãîíàëüíûé òåíçîð. Åñëè ðàññìàò�ðèâàòü ÔÊ ñ èäåàëüíî ïðîâîäÿùèìè ñòåðæíÿìè, òîâ îòñóòñòâèå äèýëåêòðè÷åñêîé îñíîâû (" = 1) èìå�åì "xx = "yy = 1, à "zz îïðåäåëÿåòñÿ òîêîì âäîëüïðîâîëî÷åê, ïðè÷åì äëÿ âîëíû ñëåäóåò ïîëüçîâàòüñÿçàâèñèìîñòüþ exp [i(k0
t� kxx� kyy � 
z)℄, ãäå âñåâõîäÿùèå â íåå âåëè÷èíû óäîâëåòâîðÿþò äèñïåðñè�îííîìó óðàâíåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, èìååì �óíêöèþ"zz = "zz(k0; kx; ky; 
), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ïðîñòðàí�ñòâåííî-âðåìåííóþ äèñïåðñèþ ÔÊ è ïðè îïðåäåëåí�íûõ ïàðàìåòðàõ ìîæåò ñòàòü îòðèöàòåëüíîé [12; 13℄.Ñâåäÿ ïîâåðõíîñòíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå êëèíåéíîìó äëÿ îñåâîãî òîêà, âûðàæàÿ ëèíåéíóþïëîòíîñòü çàðÿäà ÷åðåç äèâåðãåíöèþ òîêà, ïîëó�÷èì äëÿ âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñ-òè jxj < a=2, jyj < a=2, jzj � l=2 = �=
 âûðàæå�íèå [12℄ P ez = I
22!a2� �=
Z��=
 ze�i
zdz = � iI!a2 ; (24)ãäå I � ëèíåéíûé òîê, êîòîðîìó ïðîïîðöèîíàëüíîýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Óñðåäíåíèå â (24) âûïîëíåíîñèììåòðè÷íî ïî äëèíå l = 2�=
, ðàâíîé äëèíå âîë�íû. Ìîæíî óâåëè÷èòü l íà 2m�=
, ÷òî íå èçìåíèò(24) ïðè öåëîì m. Èñïîëüçóÿ ñâÿçü Dz = "0Ez ++P ez = "0"zzEz, èìååì âûðàæåíèå äëÿ èñêîìîé êîì�ïîíåíòû: "zz = 1 + P ez"0hEzi :Ïîñêîëüêó P ez åñòü óñðåäíåííûé âåêòîð ïîëÿðèçà�öèè ïî ÿ÷åéêå, hEzi åñòü óñðåäíåííàÿ ïî ÿ÷åéêå êîì�ïîíåíòà ïîëÿ. Îíà îòñóòñòâóåò âíóòðè èäåàëüíîãîìåòàëëè÷åñêîãî ñòåðæíÿ. Â ýòîì ñëó÷àå óñðåäíÿòüíàäî ïî âíåøíåé îáëàñòè. Îäíàêî íà ïîâåðõíîñòèòîíêîãî ìåòàëëè÷åñêîãî ñòåðæíÿ Ez = 0. Ïîñêîëüêóýòî óñëîâèå íàëîæåíî ïðèáëèæåííî (Ez óäîâëåòâî�ðÿåò äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþ), óñðåäíåíèå ìîæ�íî ïðîâîäèòü ïî âñåé ÿ÷åéêå, òàê êàê âåëè÷èíà Ezìàëà âíóòðè ñòåðæíÿ â ñèëó ìàëîñòè r.Ïðè ïëîòíîñòè ëèíåéíîãî òîêà Jz(x; y; z) == IÆ(x)Æ(y)e�i
z èìååìEz(r) = k20 � 
2i!"0a2 I �� 1Xm=�1 1Xn=�1 exp h�i�~kxmx� ~kyny � 
z�i~k2xm + ~k2yn + 
2 � k20 : (25)

Äëÿ óñðåäíåíèÿ ýòîé êîìïîíåíòû ïî êîîðäèíàòå xðàññìîòðèì �óíêöèþFm(kx; a) = 1a a=2Z�a=2 exp(�i~kxmx) dx == 2 sin(~kxma=2)a~kxm = 2(�1)m sin(kxa=2)a(kx + 2m�=a) : (26)Àíàëîãè÷íî âûïîëíÿåòñÿ óñðåäíåíèå ïî äðóãîé êî�îðäèíàòå y. Óñðåäíåíèå ïî z ñäåëàåì ñèììåòðè÷íîïî îáëàñòè �l=2 < z < l=2, ÷òî äàåòF (
; l) = 2 sin(
l=2)
l :Åñëè l = 2�=
, òî óñðåäíåíèå äàåò íóëü. Áåðåìl = �=
 è F (
; l) = 2=�, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñðåäíå�íèþ ïî ïîëîâèíå äëèíå âîëíû. Â ðàáîòå [12℄ óñðåä�íåíèå âûïîëíåíî ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ �óíêöèèF (
; l) ïî l:hF (
; l)i = 
� 2�=
Z�2�=
 sin(
l=2)
l dl == si�� � 0:589; (27)six � èíòåãðàëüíûé ñèíóñ.Åñëè óñðåäíèòü òàêèì ñïîñîáîì ïîëÿðèçàöèþ,ïîëó÷èì P ez = � iIsi��!a2 ;ò. å. îòëè÷èå îò (24) íå î÷åíü ñóùåñòâåííîå. Î÷åâèä�íîhEz(r)i � I(k20 � 
2)si�i!"0�a2 �� 1Xm=�1 1Xn=�1 Fm(kx)Fn(ky)~k2xm + ~k2yn + 
2 � k20 : (28)Íà ïîâåðõíîñòè øòûðÿ ïîëå èìååò âèäEz(r; '; z) = k20 � 
2i!"0a2 e�i
z �� 1Xm=�1 1Xn=�1 exp h�ir �~kxm 
os'�~kyn sin'�i~k2xm+~k2yn+
2�k20 (29)è äîëæíî îáðàùàòüñÿ â íóëü. Èíòåãðèðóÿ åãî ïî 'è ïðèðàâíèâàÿ íóëþ, èìååì äèñïåðñèîííîå óðàâíå�íèå [12℄778



ÆÝÒÔ, òîì 145, âûï. 5, 2014 Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ äèñïåðñèÿ : : :�(k0; kx; ky; 
) == �0(k0; 
)�1(k0; kx; ky; 
) = (k20 � 
2)�� 1Xm=�1 1Xn=�1 J0�rq~k2xm + ~k2yn�~k2xm + ~k2yn + 
2 � k20 = 0: (30)Î÷åâèäíî, ÷òî 
 = �k0 åñòü åãî ðåøåíèå. Îíî ñî�îòâåòñòâóåò ðàñïðîñòðàíåíèþ ïðÿìîé è îáðàòíîéT-âîëí âäîëü èäåàëüíî ïðîâîäÿùèõ øòûðåé. Òàêàÿâîëíà íå íàâîäèò òîêè â øòûðÿõ è ðàñïðîñòðàíÿåò�ñÿ áåç âçàèìîäåéñòâèÿ ñ íèìè è áåç ïîòåðü, ò. å. áåç�îðìèðîâàíèÿ ïîëÿ çà ñ÷åò ïåðåîòðàæåííûõ âîëí.Ýòî òðèâèàëüíûé ñëó÷àé. Óêàçàííàÿ âîëíà íå ñîçäà�

åò ïîëå (25), è åå ñëåäóåò èñêëþ÷èòü ïðè ïðîâåäåíèèãîìîãåíèçàöèè. Òàêèì îáðàçîì, èìååì äèñïåðñèîí�íîå óðàâíåíèå �1(k0; kx; ky; 
) = 0:Íà ïåðâîé äèñïåðñèîííîé âåòâè îíî îïðåäåëÿåò ìåä�ëåííûå è áûñòðûå âîëíû, îòäåëåííûå çîíîé íåïðî�ïóñêàíèÿ. Âîëíû ñ 
 = �k0 ñóùåñòâóþò âåçäå è ïðî�õîäÿò ÷åðåç ýòó çîíó. Ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ(28) ìû èíòåãðèðîâàëè ïî âñåé ÿ÷åéêå.Äëÿ òîãî ÷òîáû èñêëþ÷èòü îáëàñòü øòûðÿ, ïðè�ìåì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî øòûðü èìååò êâàäðàòíóþ�îðìó ðàçìåðîì ~a = �r=2. ÒîãäàhEz(r)i = I(k20 � 
2)si�i!"0�a2 1Xm=�1 1Xn=�1 Fm(kx; a)Fn(ky ; a)� Fm(kx; �r=2)Fn(ky; �r=2)~k2xm + ~k2yn + 
2 � k20 : (31)Îêîí÷àòåëüíî äëÿ âòîðîãî óñðåäíåíèÿ ïîëó÷àåì"zz = 1� "(k20 � 
2) 1Xm=�1 1Xn=�1 Fm(kx; a)Fn(ky ; a)� Fm(kx; �r=2)Fn(ky; �r=2)k20 � 
2 � ~k2xm � ~k2yn #�1 : (32)Ïðè ïåðâîì óñðåäíåíèè â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíå�íèÿ (31) ïîÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëü si�=�. ÏîñêîëüêóFm(kx; �r=2)! 0 ïðè r ! 0, âêëàä äîïîëíèòåëüíûõñëàãàåìûõ â ñóììó äîëæåí áûòü ìàëûì, è ìîæíîçàïèñàòü"zz = 1� "(k20 � 
2) �� 1Xm=�1 1Xn=�1 Fm(kx; a)Fn(ky; a)k20 � 
2 � ~k2xm � ~k2yn#�1 : (33)Äëÿ �óíêöèè (26) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåFm(0; a) = Æm0. Ïîýòîìó ïðè kx = ky = 0 â äâîé�íîé ñóììå îñòàåòñÿ îäèí ÷ëåí ñ m = n = 0, è ìûïîëó÷àåì "zz = 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íèçêî÷àñòîòíîéîòñå÷êå äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìåòàìàòåðèàëîâ. Äëÿâûðàæåíèÿ (32) â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ íåîïðå�äåëåííîñòü, ïîñêîëüêó îíî (êàê è (33)) ïîëó÷åíîñ èñïîëüçîâàíèåì ðÿäà ïðèáëèæåíèé. Â ÷àñòíîñòè,çäåñü ñëåäóåò áîëåå òî÷íî â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäè�íàòàõ âû÷èñëèòü âû÷èòàåìûå ÷ëåíû. Ïóñòü ky = 0 èkxa = �. Ïîñêîëüêó Fm(kx; a) = 2(�1)m=(2m + 1)�,ïîëó÷àåì"zz = 1+�(2�2 1Xm=�1 (�1)m[(2m+1)2��2℄ (2m+1))�1 ;

èëè"zz = 1 + �2�2 ( 11� �2 + 1Xm=1(�1)m �� � 1[(2m+ 1)2 � �2℄ (2m+ 1) �� 1[(2m� 1)2 � �2℄ (2m� 1)���1 ;ãäå �2 = (k20 � 
2)(a2=�2). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü áû�ñòðûå âäîëü îñè âîëíû, ò. å. �2 > 0 (íèæå ïåðâîé çî�íû íåïðîïóñêàíèÿ âñåãäà �2 < 1). Ïîëó÷åííûé ðÿäñóììèðóåòñÿ, íî ñêîðîñòü åãî ñõîäèìîñòè ñòîëü âû�ñîêà, ÷òî äîñòàòî÷íî ó÷åñòü îäèí ÷ëåí:"zz = 1 + �2�2 � 21� �2 � 127� 3�2��1 : (34)Åñëè 
 = 0, òî"zz = 1+ �2k20a2 � 2�2�k20a2 � 127�2�3k20a2��1 : (35)779



Ì. Â. Äàâèäîâè÷, È. Ñ. Íå�åäîâ ÆÝÒÔ, òîì 145, âûï. 5, 2014Êàê ñëåäóåò èç ðåøåíèÿ äèñïåðñèîííîãî óðàâíå�íèÿ [12℄, âáëèçè çîíû íåïðîïóñêàíèÿ ïðîèçâåäåíèåk0a < � è óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì r, ïîýòîìó äëÿáîëåå òî÷íîãî àíàëèçà çäåñü æåëàòåëüíî âçÿòü âû�ðàæåíèå (32) è ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü ïðîíèöàåìî�ñòè îò r, ÷òî ýëåìåíòàðíî, è ìû ýòî îïóñêàåì. Åñëèr ! 0, òî k0a ! � è, ñîãëàñíî (35), "zz ! 1 ñâåð�õó. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè èçìåíåíèè0 � kxa � � ïðè ky = 
 = 0 êîìïîíåíòà "zz èçìåíÿ�åòñÿ îò íóëÿ äî íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ "zz = ~"zz > 1.Òåïåðü èç âûðàæåíèÿ (35) ëåãêî íàéòè ñîîòâåò�ñòâóþùóþ ÷àñòîòó. Ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âòîðûì ÷ëå�íîì â �èãóðíûõ ñêîáêàõ. Òîãäàk0a = �p1 + 4(~"zz � 1)=� :Íèæå ýòîé ÷àñòîòû â çîíå íåïðîïóñêàíèÿ âåëè÷èíàkx ñòàíîâèòñÿ ìíèìîé: kx = �ijkxj (âîëíà ýêñïîíåí�öèàëüíî çàòóõàåò). Â âûðàæåíèè (26) ñëåäóåò çàìå�íèòü ñèíóñ íà �i sh(jkxja=2). ÑîîòâåòñòâåííîFm(kx; a) = �2i(�1)m sh(�=2)�(2m� i) ;è ìû ïîëó÷àåì"zz = 1� � h2(k20 � 
2) sh��2�i�1 ��( 1k20 � 
2 + (�=a)2 �� 2 Im �(2+i) �k20�
2�(�=a)2(2+i)2��j(2�i) [k20�
2�(�=a)2(2�i)2℄j2 )�1 : (36)Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî òåïåðü "zz < 0. Äëÿ ñëó�÷àÿ 
 = 0 ïîïåðå÷íîé êîìïîíåíòû íåò, à ïðîäîëüíàÿêîìïîíåíòà â ãîìîãåííîé ñðåäå ñ ý��åêòèâíîé ïðî�íèöàåìîñòüþ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ�2Ez�x2 + k20"zzEz = (k20"zz � k2x)Ez = 0:Ïîýòîìó "zz = n2xx = k2x=k20 , ãäå nxx � ý��åêòèâíûéêîý��èöèåíò çàìåäëåíèÿ â íàïðàâëåíèè x. Âû÷èñ�ëÿÿ åãî ïóòåì ðåøåíèÿ äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ,íàõîäèì "zz äðóãèì ïóòåì. Âûøå ÷àñòîòû îòñå÷êèâåëè÷èíà "zz > 1 è ðåçêî ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûåçíà÷åíèÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç îòñå÷êó â çîíå íåïðî�ïóñêàíèÿ, ãäå kx = �ijkxj. Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ïîòåðü(èìïåäàíñíûå øòûðè è ò. ï.) âñå ñîîòíîøåíèÿ ñòà�íîâÿòñÿ êîìïëåêñíûìè. Îáà ìåòîäà ãîìîãåíèçàöèèïðèìåíèìû â îáùåì ñëó÷àå ïðè ðàñïðîñòðàíåíèèâîëíû ïîä ïðîèçâîëüíûì óãëîì ê øòûðÿì, íî ñî�îòíîøåíèÿ óñëîæíÿþòñÿ. Â ñëó÷àå õîðîøèõ ìåòàë�ëè÷åñêèõ ñâîéñòâ (ìàëûõ ïîòåðü) â òåíçîðå ý��åê�òèâíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè

"̂eff = 264 "eff 0 00 "eff 00 0 "zz 375 (37)ìîæíî èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèÿ (23), (32). �îìîãåíèçà�öèÿ ìîæåò áûòü âûïîëíåíà è äëÿ ñòåðæíåé, îïèñàí�íûõ âûøå ñ ïîìîùüþ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìî�ñòè è îáúåìíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ÷òî ìûíå ïðèâîäèì. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿïîëÿ è ïîëÿðèçàöèè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ëèíåéíûéîñåâîé òîêIz(!) = i!"0�r2 [~"(!)� "℄Ez(0; !):Â ðàáîòå [12℄ àíàëîãè÷íî âûïîëíåíà ãîìîãåíèçàöèÿäëÿ ìåòàëëè÷åñêèõ øòûðåé êîíå÷íîé äëèíû l < a.Â ýòîì ñëó÷àå íèçêî÷àñòîòíîé îòñå÷êè íåò.Èòàê, ãîìîãåíèçàöèÿ � ïðîöåäóðà íåîäíîçíà÷�íàÿ, çàâèñÿùàÿ îò ìåòîäà åå ïðîâåäåíèÿ è ìåòî�äîâ óñðåäíåíèÿ ïîëÿ è ïîëÿðèçàöèè. Â íàøåì ñëó�÷àå âòîðîé ìåòîä óñðåäíåíèÿ äàåò ðåçóëüòàòû, áîëååñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèþ äèñïåðñèîííîãî óðàâíå�íèÿ [12℄.5. ×ÈÑËÅÍÍÛÅ �ÅÇÓËÜÒÀÒÛÏðåäñòàâëåííûå íèæå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòûäëÿ ÔÊ (ðèñ. 2�5) ïîëó÷åíû ïóòåì èòåðàöèé íàîñíîâå �îðìóëû (13). Ñõîäèìîñòü äîñòèãàëàñüíåñêîëüêèìè èòåðàöèÿìè. Èòåðàöèè ïî �îðìóëå(14) òàêæå ñîîòâåòñòâóþò ýòèì ðåøåíèÿì, íî ýòà�îðìóëà áûñòðåå ñõîäèòñÿ, êîãäà äèýëåêòðè÷åñêàÿïðîíèöàåìîñòü ñòåðæíåé áëèçêà ê äèýëåêòðè÷åñêîéïðîíèöàåìîñòè äèýëåêòðèêà. Ïðè íàøèõ äîïóùå�íèÿõ �óíêöèþ (17) óäîáíî âû÷èñëÿòü ñ ïîìîùüþðÿäîâ:h (~�mnr; �r) = (�r)21� (~�mn=�)2 �� NXm1=0 NXn1=0 (�1)m1+n1 (~�mnr)2m1 (�r)2n122m1+2n1+1m1!n1! �� " 1m1!(n1 + 1)! �� ~�mn� �2 1(m1 + 1)!n1!# :Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè âñåõ ïðèâåäåííûõ ðÿäîâ ïðèj~�mnrj � 1, j�r � 1 âåñüìà âûñîêàÿ.Èññëåäóåì àíàëèòè÷åñêè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ(13) ïðè ìàëûõ r�. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, èñïîëüçóÿ(13) è óäåðæèâàÿ â ñóììå òîëüêî íóëåâîé ÷ëåí,èìååì780



ÆÝÒÔ, òîì 145, âûï. 5, 2014 Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ äèñïåðñèÿ : : :�2 = k20~"� 
2 � (k20 � 
2)(~"� 1)�� 4�(r�)2a2 �k2x + k2y + 
2 � k20� ; (38)îòêóäà ïðè 4�r2j~"� 1j � a2 ñëåäóåò
2 � 4�r2k20(~"� 1)� a2 �k2x + k2y � k20�a2 + 4�r2(~"� 1) �� k20 � k2x � k2y + 4� � ra�2 k20(~"� 1):Â ÷àñòíîñòè, ïðè ìàëûõ jkxj, jkyj èìååì 
 � k0. Âýòîì ñëó÷àå ó÷åò îäíîãî ÷ëåíà â ñóììå îïðàâäàí.Âáëèçè ãðàíèöû çîíû Áðèëëþýíà ñëåäóåò ó÷èòû�âàòü è äðóãèå ÷ëåíû. Îäíàêî èç âûðàæåíèÿ (38)ñëåäóåò, ÷òî ïðè óêàçàííîì ïðèáëèæåíèè âîçìîæ�íî òàêæå ðåøåíèå 
 = k0p~", ÷òî è íàáëþäàåòñÿ ïðèèòåðàöèÿõ íà îñíîâå (13). Ôîðìóëó (14) ïðåîáðàçó�åì, ââåäÿ ñîîòíîøåíèÿg(r; �; kx; ky; 
; k0) = (r�)4~g(r; �; kx; ky; 
; k0);h (~�mnr; �r) = (�r)2~h (~�mnr; �r) ;f(r�) = (r�)2 ~f(r�):Òîãäà èç �îðìóëû (14) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé åå âèä,óäîáíûé äëÿ èòåðàöèé:
 =sk20 � ~f(r�)r2(~"� 1)~g(r; �; kx; ky; 
; k0) ; (39)äëÿ êîòîðîãî èòåðàöèè ïðè ìàëûõ ïîòåðÿõ òàê�æå ñõîäÿòñÿ â öåíòðå çîíû Áðèëëþýíà ê ðåøåíèþ
 � k0.Ñîîòíîøåíèå (13) ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ ïî�ëó÷åíèÿ çàêîíà äèñïåðñèè âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõ�ñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ñòðóêòóðå. Â ýòîì ñëó÷àå 
 = 0è, çàäàâàÿ kx, ky, íàõîäèìk0 = p~" f �rk0p~"�(~"� 1) g �r; k0;p~"; kx; ky; 0; k0� : (40)Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà (40) äîëæíà áûòü äåéñòâèòåëü�íîé, öåëåñîîáðàçíî îðãàíèçîâàòü èòåðàöèîííóþ ïðî�öåäóðó ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàäàåì íà÷àëüíîå çíà�÷åíèå k0 è êîìïëåêñíûå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ kx èky, à çàòåì îñóùåñòâëÿåì ñâÿçàííûå èòåðàöèè: ñëå�äóþùåå çíà÷åíèå k0 îïðåäåëÿåì ïî �îðìóëåk0 = Re p~" f �rk0p~"�(~"� 1) g �rk0;p~"; kx; ky; 0; k0� ; (41)

à çàòåì, èñïîëüçóÿ åãî, óòî÷íÿåì ky ïî �îðìóëåky = ky � � Im p~" f �rk0p~"�(~"� 1) g �rk0;p~"; kx; ky; 0; k0� ; (42)ãäå � � ïàðàìåòð èòåðàöèè.Âñå ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ íîñÿò ïðèáëèæåí�íûé õàðàêòåð, ïîñêîëüêó â ÔÊ ñ äèññèïàöèåé ñòðîãîàçèìóòàëüíî-íåçàâèñèìîå â øòûðå ïîëå íåâîçìîæ�íî. Â ñëó÷àå äèýëåêòðè÷åñêèõ ñòåðæíåé ìàëîãî ðà�äèóñà ýòî ïðèáëèæåíèå äàåò äîñòàòî÷íî õîðîøèå ðå�çóëüòàòû, à åãî òî÷íîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ìàëûìè ïàðà�ìåòðàìè r=a, a=�. Äëÿ èäåàëüíîãî äèýëåêòðèêà (~" �ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà) âåëè÷èíû (13) è (20) äåé�ñòâèòåëüíûå â ïîëîñå ïðîïóñêàíèÿ.�àñ÷åòû ïðîâåäåíû ñ êîìïëåêñíîé äèýëåêòðè÷å�ñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ~" = ~"0 � i~"00 äèýëåêòðèêîâ èìåòàëëîâ ïðè Æ < 0:1. Äëÿ ìåòàëëîâ âáëèçè óëüòðà��èîëåòîâîãî äèàïàçîíà ~"0 > 0, à ïåðåõîä ýòîé âåëè�÷èíû ÷åðåç íóëü îñóùåñòâëÿåòñÿ â èí�ðàêðàñíîìèëè â îïòè÷åñêîì äèàïàçîíå ïðè ñóùåñòâåííûõ ïî�òåðÿõ [32℄. Äëÿ äèýëåêòðèêîâ â ýòèõ ñëó÷àÿõ ~"0 > 1.Â ðåíòãåíîâñêîì äèàïàçîíå óæå ~" � ~"0 < 1. Âîë�íû â ðàññìîòðåííîé ñòðóêòóðå ÿâëÿþòñÿ âòåêàþùè�ìè è ïîäîáíû ïîâåðõíîñòíîé âîëíå Öåííåêà, êîòî�ðàÿ âòåêàåò â äèññèïàòèâíóþ ïîëóïëîñêîñòü ïîä ìà�ëûì óãëîì è ìîæåò áûòü êàê áûñòðîé, òàê è ìåäëåí�íîé. Âäîëü ïîâåðõíîñòè ïëàçìû ìåòàëëà âîçìîæíûêàê ìåäëåííûå, òàê è áûñòðûå ïîâåðõíîñòíûå ïëàç�ìîíû [39℄. Äëÿ ãðàíèöû âàêóóì � ãèïåðáîëè÷åñêèéìåòàìàòåðèàë (èíäå�èíèòíàÿ ñðåäà) ïîâåðõíîñòíûåïëàçìîíû èññëåäîâàíû â ðàáîòå [40℄.Â íàøåì ñëó÷àå òàêæå èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü ïå�ðåõîäû îò áûñòðûõ âîëí ê ìåäëåííûì. Íà íèçêèõ ÷à�ñòîòàõ âîëíà ïî÷òè íå âòåêàåò â õîðîøî ïðîâîäÿùèåñòåðæíè, à ïðè ìàëîì ïîïåðå÷íîì âîëíîâîì ÷èñëåðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïàðàëëåëüíî ñòåðæ�íÿì ñî ñêîðîñòüþ íåìíîãî ìåíüøåé ñêîðîñòè ñâå�òà. Íà ñâåðõíèçêèõ ÷àñòîòàõ çàìåäëåíèå óñèëèâàåò�ñÿ, òàê êàê ðàäèóñ ñòåðæíÿ ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííîìåíüøå ñêèí-ñëîÿ. Â êîðîòêîâîëíîâîì îïòè÷åñêîì èóëüòðà�èîëåòîâîì äèàïàçîíàõ ñòåðæíè ìîæíî ñ÷è�òàòü äèýëåêòðè÷åñêèìè, è âäîëü íèõ ìîæåò èäòèìåäëåííàÿ ñëàáîâòåêàþùàÿ âîëíà � àíàëîã âîëíû âäèýëåêòðè÷åñêîì âîëíîâîäå. Ïðîìåæóòî÷íîìó ñëó�÷àþ ñîîòâåòñòâóþò ìåäëåííûå è áûñòðûå ïëàçìîí�íûå âîëíû.Â ñëó÷àå îäèíî÷íîãî ïðîâîäà (ñòåðæíÿ) ïîëó�÷àåì çàäà÷ó Çîììåð�åëüäà ñ âîëíîé Çîììåð�åëü-äà �Öåííåêà âäîëü îäèíî÷íîãî ïðîâîäà. Çîììåð��åëüä â 1899 ã. ïîëó÷èë äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèåäëÿ ýòîé âîëíû â âèäå781



Ì. Â. Äàâèäîâè÷, È. Ñ. Íå�åäîâ ÆÝÒÔ, òîì 145, âûï. 5, 2014r�0K0(r�0)K1(r�0) � �(r�0)2 �C+ ln r�02 � = �i�k0r; (43)ðåøàÿ çàäà÷ó äè�ðàêöèè ïëîñêîé âîëíû íà ïðîâî�äå [26; 27℄. Â ýòîì ñëó÷àå îñíîâíàÿ âîëíà àçèìóòàëü�íî-ñèììåòðè÷íàÿ. Èçâåñòíî, ÷òî îíà ìåäëåííàÿ íàîòíîñèòåëüíî íèçêèõ ÷àñòîòàõ (� � a), êîãäà îáå÷àñòè óðàâíåíèÿ (43) ìàëû. Â [27℄ ýòî óðàâíåíèå áû�ëî ïîëó÷åíî íàëîæåíèåì èìïåäàíñíîãî ãðàíè÷íîãîóñëîâèÿ Ëåîíòîâè÷à, ò. å. ïóòåì ïðåíåáðåæåíèÿ ïî�ëåì âíóòðè ñòåðæíÿ, è ðåøàëîñü èòåðàöèÿìè. Â íåì�0 = p
2 � k20 , à êîìïëåêñíûé íîðìèðîâàííûé èì�ïåäàíñ ðàâåí � = 1=p~". Äëÿ òàêîãî ïðåíåáðåæåíèÿíåîáõîäèìî, ÷òîáû ïîëå âíóòðè ïðîâîäà áûëî î÷åíüìàëî, äëÿ ÷åãî äîëæíî áûòü ~"00 � 1. Çàìåòèì, ÷òîíåðàâåíñòâà j~"j � 1 íåäîñòàòî÷íî: â äèýëåêòðè÷å�ñêîì ñòåðæíå ñ áîëüøîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàå�ìîñòüþ è ìàëûìè ïîòåðÿìè ïîëå âíóòðè ðàññìàòðè�âàòü íóæíî. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ïðåäåëå r !1óðàâíåíèå (43) ïåðåõîäèò â äèñïåðñèîííîå óðàâíå�íèå äëÿ âîëíû Öåííåêà íàä ïîëóïëîñêîñòüþ (�îð�ìóëà (60.01) â [27℄). �åøåíèå óðàâíåíèÿ (43) âñåãäàèñêàëîñü â ïðèáëèæåíèè �k0r � 1 è �0r � 1. Íîó ýòîãî óðàâíåíèÿ äîëæíû áûòü è ðåøåíèÿ â âèäåáûñòðûõ âîëí. Äëÿ èõ ðàññìîòðåíèÿ ëó÷øå ñøèòüïîëÿ ïðè � = r, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ äèñ�ïåðñèîííîå óðàâíåíèå�0rK0(�0r)K1(�0r) = ��rJ0(�r)~"J1(�r) �� 1~" 1� (�r)2=2 + (�r=2)4=4� : : :1=2� (�r=2)2=2 + (�r=2)4=2� : : : : (44)Îáîçíà÷èâ äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü êðè�ñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè êàê "L, äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðî�íèöàåìîñòü ìåòàëëà âîçüìåì â âèäå~" � "L � !2p!2 � i!!
 ; (45)ãäå !p è !
 � ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà è ÷àñòîòà ñòîëêíî�âåíèé â ìåòàëëå. Â �îðìóëå íå ó÷èòûâàþòñÿ ìåæ�çîííûå ïåðåõîäû [39℄. Ïðè ìàëûõ j�0j è j�0rj � 1ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (44) ìàëà, ïðè ýòîì 
 � k0,~" � �i!2p=!!
 è ïîýòîìó j�rj � 1. Îòëè÷èå óðàâíå�íèÿ (44) îò (43) â òîì, ÷òî â ïîñëåäíåì èìïåäàíñíîåóñëîâèå íàëîæåíî áåç ó÷åòà êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè.Îáîçíà÷àÿ ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (44) êàê �(�a),ïîëó÷àåì �îðìóëó äëÿ èòåðàöèé:(r�0)2 = �(�r)n[C + ln(r�0=2)℄�1 � r�0o :Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñðàâíèòü àçèìóòàëü-íî-ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå íà îñíîâå (43) èëè (44)

ñ ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì äëÿ ðàçðåæåííîãîÔÊ, êîãäà ñòåðæíè ìîæíî ñ÷èòàòü íåñâÿçàííûìè(îäèíî÷íûìè). Î÷åâèäíî, ÷òîáû èññëåäîâàòü ïî÷òèîäèíî÷íûé ñòåðæåíü íà îñíîâå ïðèâåäåííûõ âûøåèíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ñëåäóåò âçÿòü âåñüìà áîëü�øîå çíà÷åíèå ïåðèîäà a. Îäíàêî ïîëó÷èòü âîëíó,âòåêàþùóþ â ñòåðæåíü (ò. å. ñõîäÿùóþñÿ ê íåìó),íåëüçÿ. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî âáåñêîíå÷íîé ñòðóêòóðå èç ïåðèîäè÷åñêèõ ñòåðæíåéâîëíà ïëîñêàÿ è âòåêàåò âî âñþ ñòðóêòóðó, è îäíóòàêóþ âîëíó íåëüçÿ ïðåîáðàçîâàòü â öèëèíäðè÷å�ñêóþ. Ïðåäåëüíûé ñëó÷àé kx = ky = 0 îçíà÷àåòàçèìóòàëüíóþ ñèììåòðèþ â îòñóòñòâèå âòåêàíèÿ,÷òî ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ âäîëü îñè ñî ñêîðî�ñòüþ ñâåòà [27℄ (ðèñ. 2à, òî÷êà �). Òàêèì îáðàçîì, âïðåäåëüíîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (43) è (13), (14) äàþòñîâïàäàþùèå ðåøåíèÿ.Âûâåñòè ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îäèíî÷íîãî ñòåðæíÿ,àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì âûøå, âåñüìà ïðîñòî.Äëÿ ýòîãî â âûðàæåíèè (2) ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü�óíêöèþ �ðèíà äëÿ ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà, ÷òîïðèâîäèò â ñîîòíîøåíèÿõ (4)�(8) è ïîñëåäóþùèõäëÿ öèëèíäðè÷åñêîãî àçèìóòàëüíî-ñèììåòðè÷íîãîñëó÷àÿ ê �óíêöèè �ðèíàG(�; �0) = 14�2 1Z0 J0(��)J0(��0)�2 + 
2 � k2 �d�:Äëÿ äèýëåêòðè÷åñêîãî ñòåðæíÿ áåç ïîòåðü ñóùå�ñòâóþò ñîáñòâåííûå ïîâåðõíîñòíûå ìåäëåííûå âîë�íû êðóãëîãî äèýëåêòðè÷åñêîãî âîëíîâîäà, à íèæå÷àñòîò èõ îòñå÷åê � íåñîáñòâåííûå âûòåêàþùèå.Äëÿ äèýëåêòðè÷åñêîãî âîëíîâîäà ñ ìàëûìè ïîòåðÿ�ìè ñîáñòâåííàÿ âîëíà ïðåâðàùàåòñÿ â ìåäëåííóþïîâåðõíîñòíóþ êâàçèñîáñòâåííóþ ñëàáîâòåêàþùóþìîäó, ïîäîáíóþ âîëíå Çîììåð�åëüäà �Öåííåêà. Ñïîíèæåíèåì ÷àñòîòû ýòà ìåäëåííàÿ ìîäà ìîæåòñòàòü áûñòðîé âûòåêàþùåé, à çàòåì îïÿòü ìåäëåí�íîé [41℄. Äè�ðàêöèÿ ïëîñêîé âîëíû íà äèýëåêòðè÷å�ñêîì ñòåðæíå, ïîâåðõíîñòíûå ïëàçìîíû è àíîìàëèèÂóäà ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [42℄.×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ìåòîäîì ïðÿìîé èòåðà�öèè ïîêàçàëî, ÷òî èòåðàöèè íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ(13) ëó÷øå ñõîäÿòñÿ ê ðåøåíèÿì òèïà 
 � k0p~"(ìåäëåííûå âîëíû äèýëåêòðè÷åñêîãî âîëíîâîäà), àíà îñíîâå (14) è (39) � ê ðåøåíèÿì 
 � k0p"eff � k0(¾áûñòðûå âîëíû¿ âäîëü ïðîâîëî÷åê) èç ëþáûõíà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé, êîòîðûå èñïîëüçîâà�ëèñü. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ 
 áðàëèñü â èíòåðâàëå0 � 
 � k0jp~" j. Èñïîëüçîâàëèñü òàêæå ýòè çíà÷å�íèÿ, óìíîæåííûå íà p"eff . Çäåñü òåðìèí ¾áûñòðûåâîëíû¿ ïîíèìàåòñÿ òàêæå è â ñìûñëå âîëí, èìå�782
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κa�èñ. 2. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ äèñïåðñèÿ (à) è ïîòåðè (á ) âîëíû âäîëü ñòåðæíåé ïðè k0a = 1, r=a = 0:05 è èñïîëüçîâà-íèè äåéñòâèòåëüíûõ (ñïëîøíûå êðèâûå) è êîìïëåêñíûõ (øòðèõîâûå êðèâûå) çíà÷åíèé kx è ky: ~" = 3� 10i (êðèâûå1 ); �10 � 100i (2 ); �100� 1000i (3 ); �900� 1000i (4 ); �3� 50i (5 ); �3� 10i (6 )þùèõ ñêîðîñòü, íåìíîãî áîëüøóþ ñêîðîñòè ñâåòà.Äëÿ êîíòðîëÿ ñõîäèìîñòè ìîäóëü ïðîèçâîäíîé ïðà�âîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (39) âû÷èñëÿëñÿ ÷èñëåííî èáûë ìåíüøå åäèíèöû. Èòåðàöèè ïðåðûâàëèñü, êîãäàîòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ñòàíîâèëàñü ìåíüøå10�6. Ïðè çàäàíèè íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ 
 = k0ñõîäèìîñòü äîñòàòî÷íî ìåäëåííàÿ: òðåáóåòñÿ îò 10äî 30 èòåðàöèé. Îäíàêî çàòåì ïðè èçìåíåíèè kx èky â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ èñïîëüçîâàëèñü áëèçêèåê êîðíþ ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ 
, ÷òî óìåíüøàëî÷èñëî èòåðàöèé äî 3.Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëå�íèÿ íîðìèðîâàííîé ïðîñòðàíñòâåííîé äèñïåðñèèRe(
a) è íîðìèðîâàííîãî çàòóõàíèÿ Im(
a) äëÿ âîë�íû âäîëü ñòåðæíÿ. Ñïëîøíûå êðèâûå ñîîòâåòñòâó�þò ñëó÷àþ, êîãäà çíà÷åíèÿ kx è ky çàäàâàëèñü âå�ùåñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, êîòîðûå èçìåíÿëèñü âïðåäåëàõ ïåðâîé çîíû Áðèëëþýíà, øòðèõîâûå êðè�âûå � êîãäà çàäàâàåìûå êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ kxè ky ïðè ïîäñòàíîâêå â (39) óìíîæàëèñü íà p"eff .Ïðè ýòîì ky = 0 è � = Re kx â èíòåðâàëå (�; X),� = Re kx+Re ky â èíòåðâàëå (X;M) ïðè èçìåíåíèèòîëüêî ky è � = ky â èíòåðâàëå (M;�), ïðè ýòîì âå�ëè÷èíà � = Repk2x + k2x îòêëàäûâàëàñü â îáðàòíîìïîðÿäêå. �àçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ~" ìîãóò ñîîòâåòñòâî�âàòü ðàçíûì ìåòàëëàì, ïîëóìåòàëëàì è ïîëóïðî�

âîäíèêàì ïðè íåêîòîðûõ òåìïåðàòóðàõ è ÷àñòîòàõ.Ïî-âèäèìîìó, ðåçóëüòàòû äëÿ êîìïëåêñíûõ çíà÷å�íèé kx è ky (øòðèõîâûå êðèâûå) áîëåå ñîîòâåòñòâó�þò ðåàëüíîñòè, òàê êàê òðóäíî ïðåäïîëîæèòü ñóùå�ñòâîâàíèå âîëí áåç ïîïåðå÷íûõ ïîòåðü, õîòÿ ðàçëè�÷èå è íåâåëèêî.Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÷àñòîòíîé äèñïåðñèè êîíêðåò�íîãî ìåòàëëà ñëåäóåò ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ�óíêöèþ ~"(!) [32; 39℄. Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ óïðîùåí�íîé �îðìóëîé (25). Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû çàâè�ñèìîñòè ïðîñòðàíñòâåííîé äèñïåðñèè êîìïëåêñíîãîïîêàçàòåëÿ çàìåäëåíèÿ n = n0 � in00 = 
=k0 øòûðåéèç çîëîòà äëÿ ðàçíûõ äëèí âîëí îïòè÷åñêîãî è áëèæ�íåãî èí�ðàêðàñíîãî äèàïàçîíîâ, ïîëó÷åííûå íàîñíîâå �îðìóëû (39). Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû çíà�÷åíèÿ "L = 10, !p = 1:37 �1016 �ö, !
 = 2:56 �1014 �ö.Ñ ðîñòîì äëèíû âîëíû çàìåäëåíèå è ïîòåðè óáûâà�þò. Â äèàïàçîíå 0:7 ìêì � � � 1:8 ìêì äèýëåêòðè�÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü èçìåíÿåòñÿ îò �15:8� 0:6i äî�190:5� 24:3i.Ïîòåðè ðàñòóò ïðè ïðèáëèæåíèè ñâîéñòâ ìàòå�ðèàëà ñòåðæíÿ ê ñâîéñòâàì äèýëåêòðèêà. Ìàêñè�ìàëüíûå ïîòåðè ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ äèýëåêòðè�êà ñ áîëüøèìè ïîòåðÿìè Re ~" � Im ~" > 0, ÷òî äëÿìåòàëëîâ ñ áîëüøîé ïðîâîäèìîñòüþ ðåàëèçóåòñÿ âîïòè÷åñêîì äèàïàçîíå èëè â áëèæíåì óëüòðà�èî�783



Ì. Â. Äàâèäîâè÷, È. Ñ. Íå�åäîâ ÆÝÒÔ, òîì 145, âûï. 5, 2014

8

5

7

4

3 6

2

1
а

б

0 2 4 6 8 10

Γ X M Γ

1.2

1.4

1.6

1.8
Re (γ/k0)

0 2 4 6 8 10

Γ X M Γ

−0.06

−0.04

−0.02

0

1

5

4

2
36

7

8

Im (γ/k0)

�èñ. 3. Çàìåäëåíèå n0 = Re(
=k0) (à) è íîðìèðîâàííûå ïîòåðè (á ) äëÿ ñòðóêòóðû èç çîëîòûõ ïðîâîëî÷åê. Êðèâûì1�5 ñîîòâåòñòâóþò ðàçìåðû r = 20 íì, a = 500 íì; êðèâûì 7, 8 � r = 40 íì, a = 300 íì; êðèâîé 6 � r = 20 íì,a = 300 íì. Èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå äëèíû âîëí � = 0:7 ìêì (êðèâûå 1, 7 ); � = 1:0 ìêì (2, 6, 8 ); � = 1:3 ìêì (3 );� = 1:5 ìêì (4 ); � = 1:8 ìêì (5 )ëåòîâîì äèàïàçîíå. Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ÷àñòî�òû ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ Im ~" è, ñîîòâåòñòâåííî,ïîòåðü. Ïðè ýòîì äëÿ Re ~" > 0 èòåðàöèè íà îñíî�âå (39) íå ñõîäÿòñÿ, è ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü óðàâ�íåíèå (13). Â öåíòðå çîíû Áðèëëþýíà ðåàëèçóåòñÿðåøåíèå 
 � k0p~", õàðàêòåðèçóþùåå ñëàáîâòåêà�þùóþ âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ âíóòðè ñòåðæ�íÿ, êàê â äèýëåêòðè÷åñêîì âîëíîâîäå. Çàìåòèì, ÷òîñëó÷àé Re ~" < 0 îçíà÷àåò âûòåñíåíèå ïîëÿ èç ìå�òàëëà; ïðè ýòîì, ÷åì áîëüøå äèýëåêòðè÷åñêèå ïîòå�ðè Im ~", òåì ìåíüøå ïîëå ïðîíèêàåò â ñòåðæåíü èòåì ìåíüøå ïîòåðè íà ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû. Òà�êèì îáðàçîì, â èí�ðàêðàñíîì äèàïàçîíå ïåðèîäè�÷åñêèå ìåòàëëè÷åñêèå ñòåðæíè ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè èäå�àëüíî-íàïðàâëÿþùèìè ñòðóêòóðàìè. Ñ óìåíüøåíè�åì ÷àñòîòû îïèñàíèå âñå òî÷íåå ñîîòâåòñòâóåò èäå�àëüíî ïðîâîäÿùèì ñòåðæíÿì [12; 13℄.Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèé äèñïåð�ñèîííûõ óðàâíåíèé (43), (44) äëÿ îäèíî÷íîãî ïðîâî�äà ìåòîäîì ïðÿìîé èòåðàöèè. Ñõîäèìîñòü äîñòèãà�ëàñü çà 3�4 èòåðàöèè. �åøåíèå óðàâíåíèÿ (44) îãðà�íè÷åíî óñëîâèåì j�0rj < 0:2. Îòëè÷èå îò ðåøåíèÿíà îñíîâå èìïåäàíñíîãî ïîäõîäà íà íèçêèõ ÷àñòîòàõîáóñëîâëåíî óñëîâèåì r � �. Èñïîëüçîâàíû ïðèâå�äåííûå âûøå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðíûå äëÿ äèýëåê�òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè çîëîòà. Íà íèçêèõ ÷àñòî�òàõ ïîëå ïðîíèêàåò â ñòåðæåíü, ÷åì è îáóñëîâëåíî
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�èñ. 4. Çàìåäëåíèå n0 = 
0=k0 (ñïëîøíûå êðèâûå)è ïîòåðè 
00 (øòðèõîâûå) âîëíû Çîììåð�åëüäà �Öåííåêà âäîëü ïðîâîäà ðàäèóñà r = 1 ìì (êðèâûå1 ) è r = 5 ìì (êðèâûå 2, 3 ). Êðèâûå 1, 2 � ðàñ-÷åò íà îñíîâå óðàâíåíèÿ (43) ïðè óäåëüíîé ïðîâî-äèìîñòè �0 = 5:7 � 107 Ñì/ì, êðèâàÿ 3 � íà îñíîâåóðàâíåíèÿ (44) äëÿ çîëîòà784



ÆÝÒÔ, òîì 145, âûï. 5, 2014 Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ äèñïåðñèÿ : : :âîçðàñòàíèå çàìåäëåíèÿ è ïîòåðü. Èìïåäàíñíàÿ ìî�äåëü ïðèâîäèò ê ñòðåìëåíèþ èìïåäàíñà è ïîòåðü êíóëþ. Íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ (! � !p) âîëíà Çîììåð��åëüäà �Öåííåêà ìîæåò áûòü ñèëüíîçàìåäëåííîé èïðåäñòàâëÿòü ïîâåðõíîñòíûé ïëàçìîí. Âîçìîæåí èïåðåõîä îò ìåäëåííûõ âîëí ê áûñòðûì. Â îáëàñòèîïòè÷åñêèõ ÷àñòîò ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ìåäëåí�íûì ñëàáîâòåêàþùèì ïîâåðõíîñòíûì âîëíàì â äè�ýëåêòðè÷åñêîì âîëíîâîäå.6. ÂÛÂÎÄÛÌåòîäîì îáúåìíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ïî�ñòðîåííûõ íà îñíîâå ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé �ðè�íà, ïîëó÷åíû ýëåêòðî�èçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïðî�ñòåéøèõ ìåòàëëè÷åñêèõ è äèýëåêòðè÷åñêèõ ÔÊ ñâêëþ÷åíèÿìè â âèäå òîíêèõ êðóãëûõ öèëèíäðè÷å�ñêèõ ñòåðæíåé â 2DP-ðåøåòêó. Ñòåðæíè îïèñûâàþò�ñÿ êîìïëåêñíîé ìàêðîñêîïè÷åñêîé äèýëåêòðè÷åñêîéïðîíèöàåìîñòüþ ìåòàëëîâ è äèýëåêòðèêîâ, ÷òî âîç�ìîæíî äî äèàìåòðîâ ïîðÿäêà äåñÿòêà íàíîìåòðîâ.Ìåòîä ëåãêî îáîáùàåòñÿ äëÿ íåîäíîðîäíûõ âäîëüðàäèóñà ñòðåæíåé, à òàêæå äëÿ òîíêèõ ñòåðæíåé êî�íå÷íîé äëèíû â 3DP-ðåøåòêå.Óòî÷íåíèå ðåøåíèÿ â ðàìêàõ ïðèíÿòûõ ïðåäïî�ëîæåíèé âîçìîæíî íà îñíîâå óðàâíåíèé (21), (22).Çàäàâàÿ îäíó èç êîìïîíåíò k? (íàïðèìåð, ïîëàãàÿky = 0), ñëåäóåò îñóùåñòâëÿòü ñîâìåñòíóþ èòåðà�öèþ äâóõ äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé, ÷òî ïîçâîëÿåòíàéòè 
 è kx. Òàêîå óòî÷íåíèå íåîáõîäèìî ïðè ñó�ùåñòâåííî á�îëüøèõ îòíîøåíèÿõ r=a, ÷åì èñïîëüçî�âàííîå. Ñòðîãèé àíàëèç òðåáóåò ðåøåíèÿ òðåõìåð�íîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ â äâóìåðíîé îáëàñòèïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ, ÷òî äàåò òðè ñâÿçàí�íûõ äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ 
,kx, ky.Ïîëó÷åíû äèñïåðñèîííûå (âîëíîâîäíûå) ñâîé�ñòâà ñòðóêòóð, ñîñòîÿùèõ èç äëèííûõ ìåòàëëè÷å�ñêèõ ïðîâîëî÷åê ñ íàíîðàçìåðíûì ñå÷åíèåì. Ïî�êàçàíî, ÷òî ýòè ñòðóêòóðû ñïîñîáíû ý��åêòèâíîè ïðàêòè÷åñêè áåç ïîòåðü ïåðåäàâàòü ýíåðãèþ âäèàïàçîíå ÷àñòîò îò ÑÂ×-äèàïàçîíà âïëîòü äî èí��ðàêðàñíîãî äèàïàçîíà ïî÷òè ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà,ïðè ýòîì çàìåòíûå ïîòåðè è çàìåäëåíèå âîçíèêàþòòîëüêî â îïòè÷åñêîì äèàïàçîíå. ×åì áëèæå ñâîé�ñòâà ïðîâîëî÷åê ê ñâîéñòâàì èäåàëüíûì ìåòàëëàì(÷åì ìåíüøå ÷àñòîòà), òåì ìåíüøå ïîëå ïðîíèêà�åò â ñòåðæíè, òåì ìåíüøå è ïîòåðè. Ïðîâåäåíàãîìîãåíèçàöèÿ ðàññìîòðåííîé ñòðóêòóðû, àíàëèòè�÷åñêè îïðåäåëåí òåíçîð ý��åêòèâíîé äèýëåêòðè÷å�ñêîé ïðîíèöàåìîñòè â ñëó÷àå èäåàëüíîé ïðîâîäèìî�

ñòè è íàéäåíà ÷àñòîòà íèçêî÷àñòîòíîé îòñå÷êè. Ïðî�âåäåíî ñðàâíåíèå ñ èçâåñòíûìè èìïåäàíñíûìè àë�ãîðèòìàìè, ïîêàçûâàþùåå èõ êà÷åñòâåííîå ñîîòâåò�ñòâèå.Ïðè ìíèìîì âåêòîðå k? â íèçêî÷àñòîòíîéîáëàñòè (íèæå ïëàçìåííîé ÷àñòîòû) è â ñëåäóþùèõçîíàõ íåïðîïóñêàíèÿ ïðîâîëî÷íûé îäíîîñíûé ÔÊÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ìåòàìàòåðèàëîì. Ìåòîäïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü âîëíîâîäíûå ñâîéñòâà òàêîãîìåòàìàòåðèàëà è â ýòîì ñëó÷àå; ïðè ýòîì ñëåäóåòîæèäàòü íàëè÷èÿ áûñòðûõ âîëí. Â ðàáîòå [12℄ ïîðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòà äèñïåðñèè è çîííîé ñòðóêòó�ðû äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìåòàìàòåðèàëîâ â âèäåèäåàëüíî-ïðîâîäÿùèõ ïðîâîëî÷åê êîíå÷íîé äëèíûïóòåì ãîìîãåíèçàöèè íà îñíîâå äèñïåðñèîííîãîóðàâíåíèÿ "zz = k2?=(k20 � k2z) ïîëó÷åíà ÷àñòîòíàÿçàâèñèìîñòü êîìïîíåíòû "zz òåíçîðà ý��åêòèâíîéäèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ("xx = "yy = 1).�åçóëüòàòû çàâèñÿò îò òîãî, ïî êàêîé äèñïåðñèîí�íîé âåòâè èäåò äâèæåíèå ïðè èçìåíåíèè !, ò. å.îò k. Â çîíå íåïðîïóñêàíèÿ ïîïåðå÷íûå âîëíîâûåâåêòîðû ìíèìûå, à "zz < 0. Ïîòåðè ïðèâîäÿò êïîÿâëåíèþ ó "zz ìíèìîé äîáàâêè è ê óõóäøåíèþñòåïåíè ãèïåðáîëè÷íîñòè, ÷òî ý��åêòèâíî ìîæíîàíàëèçèðîâàòü ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì, ââîäÿïàðàìåòð ¾íåãèïåðáîëè÷íîñòè¿ h = �"00zz="0zz. Ïðè� � k0 íà ðèñ. 2à è 3à âèäíû îáëàñòè ìåäëåííûõâîëí ñ 
 > k0, äëÿ êîòîðûõ "0zz < 0 è 0 < h � 1.Â ÷àñòíîñòè, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå h � 0:058 íàðèñ. 3á ñîîòâåòñòâóåò êðèâîé 5.�àáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà �ÔÔÈ (ãðàíò�13-08-00986). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. P. A. Belov, R. Marques, S. I. Maslovski et al., Phys.Rev. B 63, 113103 (2003).2. I. S. Nefedov, A. J. Viitanen, and S. A. Tretyakov,Phys. Rev. E 71, 046612 (2005).3. Ì. Â. Äàâèäîâè÷, Èçâ. âóçîâ, ðàäèî�èçèêà 9, 235(2006).4. Ì. Â. Äàâèäîâè÷, Ôîòîííûå êðèñòàëëû: �óíê�öèè �ðèíà, èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, ðåçóëüòàòû,Èçä-âî Ñàðàòîâñê. óí-òà, Ñàðàòîâ (2005).5. I. S. Nefedov and A. J. Viitanen, in MetamaterialsHandbook: Theory and Phenomena of Metamaterials,ed. by F. Gapolino, Taylor & Fran
is group, Bo
aRaton�London�New York (2009), p. 15-1.6. I. S. Nefedov, Phys. Rev. B 82, 155423 (2010).2 ÆÝÒÔ, âûï. 5 785
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