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ÎÁÌÅÍ È ÑÏÈÍÎÂÛÅ ÑÎÑÒÎßÍÈß Â ÊÂÀÍÒÎÂÛÕ ÒÎ×ÊÀÕÂ ÓÑËÎÂÈßÕ ÑÈËÜÍÛÕ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅÍÍÛÕÊÎ��ÅËßÖÈÉ. ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅÌÅÒÎÄÎÌ ÈÍÒÅ��ÀËÎÂ ÏÎ Ò�ÀÅÊÒÎ�ÈßÌ ÔÅÉÍÌÀÍÀÑ. Â. Øåâêóíîâ *Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò195251, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 12 ÿíâàðÿ 2013 ã.Èññëåäîâàíû �óíäàìåíòàëüíûå çàêîíîìåðíîñòè â ïîâåäåíèè ýëåêòðîíîâ â ìîäåëüíûõ êâàíòîâûõ òî÷êàõ,îáóñëîâëåííûå îáìåíîì è ñèëüíûìè êóëîíîâñêèìè êîððåëÿöèÿìè. Ìåòîäîì èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿìíà îñíîâå ïåðâûõ ïðèíöèïîâ ÷èñëåííî ìîäåëèðóþòñÿ ñèñòåìû 2, 3, 4 è 6 âçàèìîäåéñòâóþùèõ òîæäå-ñòâåííûõ ýëåêòðîíîâ, çàêëþ÷åííûõ â òðåõìåðíóþ ñ�åðè÷åñêóþ ïîòåíöèàëüíóþ ÿìó ñ ïàðàáîëè÷åñêèìóäåðæèâàþùèì ïîòåíöèàëîì íà �îíå òåðìè÷åñêèõ �ëóêòóàöèé. �àññ÷èòàíû òåìïåðàòóðíûå çàâèñèìî-ñòè ñïèíà è êîëëåêòèâíîé ñïèíîâîé ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè â ìîäåëüíûõ êâàíòîâûõ òî÷êàõ ðàçëè÷-íûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ðàçìåðîâ. Ïðåäñòàâëåíà ïðèíöèïèàëüíî òî÷íàÿ ïðîöåäóðà ó÷åòà ïåðåñòàíîâî÷íîéñèììåòðèè è ñïèíîâîãî ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîíîâ, ïîçâîëÿþùàÿ âûïîëíèòü ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû â ðàìêàõ äî-ñòóïíûõ ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðíûõ ìîùíîñòåé. Îïðåäåëåíû óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè âèðèàëüíîãî ýñòè-ìàòîðà ýíåðãèè è åãî îïòèìàëüíàÿ �îðìà â ñèñòåìàõ ñ îáìåíîì. Ïðåäëîæåí àëüòåðíàòèâíûé îñíîâíîìóýñòèìàòîðó êîððåëÿöèîííûé ýñòèìàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíà �óíäàìåíòàëüíàÿñâÿçü ìåæäó êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé êâàíòîâîé ÷àñòèöû è õàðàêòåðîì åå âèðòóàëüíîé äè��óçèè â ìíè-ìîì âðåìåíè. Â òåðìèíàõ èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì ÷èñëåííî âîñïðîèçâåäåí ïðîöåññ åñòåñòâåííîãî¾ñïàðèâàíèÿ¿ ñïèíîâ ýëåêòðîíîâ ïðè ñæàòèè êâàíòîâîé òî÷êè è îõëàæäåíèè ñèñòåìû. Ïîëó÷åíû òåìïå-ðàòóðíûå çàâèñèìîñòè ñïèíîâîé ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè ýëåêòðîííûõ ïàð ñ õàðàêòåðíûì ìàêñèìó-ìîì, îáóñëîâëåííûì ¾ñïàðèâàíèåì¿ ñïèíîâ.DOI: 10.7868/S00444510131001311. ÂÂÅÄÅÍÈÅÑâîéñòâà ñèñòåì, ñîñòîÿùèõ èç íåáîëüøîãî êîëè�÷åñòâà ñèëüíîâçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ, óäåð�æèâàåìûõ â òðåõìåðíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå íàíî�ñêîïè÷åñêèõ ðàçìåðîâ, âûçûâàþò ïîâûøåííûé èí�òåðåñ â ñâÿçè ñ èõ óíèêàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêà�ìè, îòêðûâàþùèìè ïåðñïåêòèâû ïîñòðîåíèÿ ïðèí�öèïèàëüíî íîâûõ ðàäèîýëåêòðîííûõ è ýëåêòðîí�íî-îïòè÷åñêèõ óñòðîéñòâ õðàíåíèÿ è îáðàáîòêè èí��îðìàöèè. Îáúåêòû òàêîãî ðîäà ïîëó÷èëè íàçâàíèåêâàíòîâûõ òî÷åê [1�3℄. Êâàíòîâûå òî÷êè ìîãóò ñó�ùåñòâîâàòü â �îðìå íàíîêðèñòàëëîâ, âçâåøåííûõ âêîëëîèäíîì ðàñòâîðå [4℄ èëè âûðàùåííûõ ìåòîäà�ìè ýïèòàêñèè íà êðèñòàëëè÷åñêîé ïîäëîæêå [5; 6℄. Â*E-mail: shevk54�mail.ru

îòëè÷èå îò àòîìîâ, ãäå ýëåêòðîíû ¾ñïðåññîâàíû¿ âñèëüíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå ÿäðà è çàíèìàþò îáú�åì ñ ëèíåéíûìè ðàçìåðàìè îêîëî äåñÿòîé äîëè íà�íîìåòðà, ëèíåéíûå ðàçìåðû êâàíòîâûõ òî÷åê ìîãóòâàðüèðîâàòüñÿ â îòíîñèòåëüíî øèðîêèõ ïðåäåëàõ �îò íåñêîëüêèõ íàíîìåòðîâ äî íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâíàíîìåòðîâ, ïðåâûøàÿ àòîìíûå íà îäèí�òðè ïîðÿä�êà. Â ýòîì äèàïàçîíå ðàçìåðîâ ðàññòîÿíèÿ ìåæäóýíåðãåòè÷åñêèìè óðîâíÿìè íà ïîðÿäêè ìåíüøå, ÷åìâ ýëåêòðîííûõ îáîëî÷êàõ àòîìîâ, è ìîãóò áûòü ñðàâ�íèìû ñ ýíåðãèåé òåïëîâîãî äâèæåíèÿ [7℄.Îòñóòñòâèå èñòî÷íèêîâ ñèëüíîãî ïîñòîÿííîãî�îíîâîãî ïîëÿ, òàêîãî êàê ïîëå ÿäðà â àòîìàõ, äå�ëàåò ìåæýëåêòðîííûå êîððåëÿöèè â êâàíòîâûõ òî÷�êàõ âåäóùèì �àêòîðîì, îïðåäåëÿþùèì âèä âîëíî�âîé �óíêöèè ýëåêòðîíîâ. Ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷å�íèå äëÿ êîððåêòíîãî îïèñàíèÿ ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèéâ ñèñòåìàõ ñ ñèëüíûìè ìåæýëåêòðîííûìè êîððå�804



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 4 (10), 2013 Îáìåí è ñïèíîâûå ñîñòîÿíèÿ : : :ëÿöèÿìè èìååò äåòàëüíûé ó÷åò îáìåííûõ ý��åê�òîâ. Ïðèìåðîì ñëóæèò ÿâëåíèå ñïèíîâîãî êðîññî�âåðà â êîìïëåêñàõ íà îñíîâå èîíîâ ïåðåõîäíûõýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõ â ýëåêòðîííûõ îáîëî÷êàõd-ýëåêòðîíû. Òàêèå ñèñòåìû ñïîñîáíû äåìîíñòðèðî�âàòü òðàíñ�îðìàöèè óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé, îáëàäà�þùèõ áëèçêèìè çíà÷åíèÿìè ýíåðãèè, íî êàðäèíàëü�íî ðàçëè÷àþùèõñÿ ïî âåëè÷èíå ñïèíà � ñïèíîâûéêðîññîâåð [8�11℄. ßâëåíèå ñïèí-êðîññîâåðà îáúÿñíÿ�þò ïðîÿâëåíèåì ñòàòè÷åñêîãî ý��åêòà ßíà �Òåëëå-ðà [12℄ � ñíÿòèåì âûðîæäåíèÿ ýëåêòðîííûõ ñîñòî�ÿíèé è ðàñùåïëåíèÿ ýëåêòðîííûõ óðîâíåé ñ îáðà�çîâàíèåì áëèçêèõ ïî ýíåðãèè, íî, âîçìîæíî, ðàç�ëè÷àþùèõñÿ ñïèíîì è ðàçäåëåííûõ ïîòåíöèàëüíûìáàðüåðîì ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé âñëåäñòâèå íàðó�øåíèé ïðîñòðàíñòâåííîé ñèììåòðèè ìîëåêóëÿðíîãîêîìïëåêñà çà ñ÷åò ñëàáûõ äå�îðìàöèé â ïîëå ìàò�ðèöû [13�18℄.Â ýòèõ îáñòîÿòåëüñòâàõ îñîáîå çíà÷åíèå ïðèîá�ðåòàåò çàäà÷à òåîðåòè÷åñêîãî èçó÷åíèÿ �óíäàìåí�òàëüíûõ çàêîíîìåðíîñòåé â çàâèñèìîñòè ñïèíîâûõñîñòîÿíèé îò ãåîìåòðèè è ïðîñòðàíñòâåííîé ñèììåò�ðèè �îíîâîãî ïîëÿ, ðîëè îáìåííûõ ý��åêòîâ â �îð�ìèðîâàíèè ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé è çàâèñèìîñòè ìàã�íèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè îò ñïèíîâîãî ñîñòîÿíèÿ âóñëîâèÿõ òåðìè÷åñêèõ �ëóêòóàöèé.Ïðîáëåìà ñìåøàííûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèéïðåäñòàâëÿåòñÿ åùå áîëåå ñëîæíîé, ÷åì ðåøåíèåóðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ,òàê êàê íà ýòîì ïóòè íåîáõîäèìî âêëþ÷èòü âðåøåíèå âñå ÷èñòûå êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ. Ýòàáåçíàäåæíàÿ, íà ïåðâûé âçãëÿä, çàäà÷à îáðåòàåòâ òåðìèíàõ èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì Ôåéíìàíàáîëåå åñòåñòâåííûå �îðìû, ÷åì â òðàäèöèîííîìâîëíîâîì ïîäõîäå Øðåäèíãåðà. Â òåðìèíàõ èíòå�ãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì óäàåòñÿ ñ�îðìóëèðîâàòüïðèíöèïèàëüíî òî÷íóþ è ðåàëèçóåìóþ ÷èñëåííîïðîöåäóðó ó÷åòà ìåæýëåêòðîííûõ êîððåëÿöèé, ñâî�áîäíóþ îò îäíîýëåêòðîííîãî è êâàçèêëàññè÷åñêîãîïðèáëèæåíèé [18�26℄.2. ÎÁÌÅÍ È ÑÏÈÍ Â ÔÎ�ÌÀËÈÇÌÅÈÍÒÅ��ÀËÎÂ ÏÎ Ò�ÀÅÊÒÎ�ÈßÌÊâàíòîâîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû N �åðìèîíîâ çà�ïèñûâàåòñÿ â âèäå ìíîãî÷àñòè÷íîé âîëíîâîé �óíê�öèè	(�1; �2; : : : ; �N ;x1;x2; : : : ;xN ) == 	 (f�ig; fxig) (1)

ñïèíîâûõ �1; �2; : : : ; �N = f�ig, �i = �1=2 (â åäè�íèöàõ ~) è êîîðäèíàòíûõ x1;x2; : : : ;xN � fxig ïå�ðåìåííûõ. Ñ ïîçèöèé òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷�íûõ ãðóïï �óíêöèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì ðàíãà 2N[27�29℄. Âñå òåíçîðû òèïà (1) ñîñòàâëÿþò ñóáñòðàòãðóïïû ïåðåñòàíîâîê �0, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ïðÿ�ìîå ïðîèçâåäåíèå íà ñåáÿ ãðóïïû �N âñåõ ïåðåñòàíî�âîêN ðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ: �0 = �N
�N . Êàæäîéïåðåñòàíîâêå àðãóìåíòîâ â (1) îòâå÷àåò íåêîòîðîåïðåîáðàçîâàíèå â òåíçîðíîì ïðîñòðàíñòâå (1) è ëè�íåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå â ñîîòâåòñòâóþùåì åìó âåê�òîðíîì ïðîñòðàíñòâå VN [30℄. Âñå ìàòðèöû ýòèõ ëè�íåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñîñòàâëÿþò ïðåäñòàâëåíèåãðóïïû �N , êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàçáèâàåòñÿ íàíåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ � ñîâîêóïíîñòè ïðå�îáðàçîâàíèé, íå âûâîäÿùèõ ýëåìåíò âåêòîðíîãî ïðî�ñòðàíñòâà VN èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäïðîñòðàíñòâàV (k)N . Ïîäïðîñòðàíñòâàì V (k)N ñîîòâåòñòâóþò ïîäïðî�ñòðàíñòâà 	(k)N â ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ ðàíãà N .Ìîæíî ïîêàçàòü [30℄, ÷òî áàçèñíûå ýëåìåíòû ýòèõïîäïðîñòðàíñòâ ïîëó÷àþòñÿ äåéñòâèåì îïåðàòîðîâÞíãà íà íåñèììåòðèçîâàííûé òåíçîð [31℄. Íàáîðîïåðàòîðîâ Þíãà ñ ðàçëè÷íûìè ðàçìåùåíèÿìè àð�ãóìåíòîâ â êëåòêàõ åãî ñõåìû ïîðîæäàåò èíâàðè�àíòíîå îòíîñèòåëüíî ïàðíûõ ïåðåñòàíîâîê òåíçîð�íîå ïîäïðîñòðàíñòâî 	(k)N .Ïðèíöèï íåðàçëè÷èìîñòè �åðìèîíîâ óñòàíàâëè�âàåò, ÷òî âîçìîæíû òîëüêî ñîñòîÿíèÿ, îïèñûâàå�ìûå àíòèñèììåòðè÷íûìè òåíçîðàìè (1), ìåíÿþùè�ìè çíàê ïðè îäíîâðåìåííîé ïåðåñòàíîâêå â ïàðå ñïè�íîâûõ �i $ �j è â ñîîòâåòñòâóþùåé åé ïàðå êîîðäè�íàòíûõ xi $ xj ïåðåìåííûõ. Ìîæíî ïîêàçàòü [30℄,÷òî ïðîñòðàíñòâî âñåõ àíòèñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ(1) ðàíãà 2N èñ÷åðïûâàåòñÿ ïðÿìûìè ïðîèçâåäåíèÿ�ìè âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ 	(i)N 
	(i;tr)N , ãåíåðèðóåìûõîïåðàòîðàìè Þíãà [31℄ ñî âçàèìíî òðàíñïîíèðîâàí�íûìè (äóàëüíûìè) ñõåìàìè. Ïîñòðîåííîå òàêèì îá�ðàçîì ïðîñòðàíñòâî àíòèñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ ÿâ�ëÿåòñÿ ïîëíûì. Ïîëíîòà ñëåäóåò èç ïîäñ÷åòà ðàçìåð�íîñòè ïðîñòðàíñòâà è ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè áà�çèñíûõ �óíêöèé [30℄.Â ñëó÷àå �åðìèîíîâ ñî ñïèíîì 1/2 (ýëåêòðî�íîâ) êàæäîé ñõåìå Þíãà ñ íåçàïîëíåííûìè êëåò�êàìè è, çíà÷èò, êàæäîìó íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâ�ëåíèþ ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê �N îäíîçíà÷íî ñîîò�âåòñòâóåò ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ îïåðàòîðà êâàäðà�òà ñïèíà ñèñòåìû â öåëîì ñ ñîáñòâåííûì çíà÷å�íèåì, ðàâíûì S(S + 1) (â åäèíèöàõ ~2), è ñïèíî�âûì ÷èñëîì S = 0; 1; 2; : : : ; N=2 äëÿ ÷åòíûõ è S == 1=2; 3=2; : : : ; N=2 äëÿ íå÷åòíûõ S [31℄.Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà êâàíòîâîé ñèñòåìû ïðåä�805



Ñ. Â. Øåâêóíîâ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 4 (10), 2013ñòàâëÿåò ñîáîé ñëåä ñòàòèñòè÷åñêîãî îïåðàòîðàZ = Tr�exp���Ĥ�� ==XS XfmigXfrighS; fmig; frigj �� exp(��Ĥ)jS; fmig; frigi; (2)ãäå Ĥ � îïåðàòîð ýíåðãèè, � = 1=kBT � îáðàòíàÿòåìïåðàòóðà, kB � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà. Ñóììè�ðîâàíèå äèàãîíàëüíûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâhS; fmig; frigj exp(��Ĥ)jS; fmig; frigiâ âûðàæåíèè (2) ïðîâîäèòñÿ ïî ëèíåéíî íåçàâèñè�ìûì ñîñòîÿíèÿì hS; fmig; frigj, îòâå÷àþùèì ðàçëè÷�íûì çíà÷åíèÿì S, ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷å�íèÿì îïåðàòîðà ïðîåêöèè ñïèíà fmig è îïåðàòîðàêîîðäèíàò frig. Ïîñòðîåíèå áàçèñà, ñîñòîÿùåãî èçïîëíîãî íàáîðà îðòîãîíàëüíûõ �óíêöèé â ïðîñòðàí�ñòâå àíòèñèììåòðèçîâàííûõ ïî ïàðíûì ïåðåñòàíîâ�êàì òåíçîðîâ âèäà (1) ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì òðåáîâà�íèåì êîððåêòíîãî âû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóì�ìû è ðàâíîâåñíûõ ñðåäíèõ. Ïîëíûé íàáîð àíòèñèì�ìåòðèçîâàííûõ âîëíîâûõ �óíêöèé âèäà (1) ïîëó÷à�åòñÿ äåéñòâèåì îïåðàòîðîâ ñèììåòðèè Þíãà [30; 31℄,êîòîðûå íå ñâîäÿòñÿ ê ïðîñòåéøèì áëîêîâûì ñõå�ìàì íà îñíîâå äåòåðìèíàíòîâ. Ïðèìåíåíèå óïðîùåí�íûõ ñõåì ïðè ñèììåòðèçàöèè âîëíîâûõ �óíêöèéïðèâîäèò ê âîëíîâûì �óíêöèÿì, íå ÿâëÿþùèìñÿâçàèìíî îðòîãîíàëüíûìè ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìèîïåðàòîðà êâàäðàòà ñïèíà [32℄. Òàêèå �óíêöèè íåîòâå÷àþò êîíêðåòíîìó ñïèíîâîìó ñîñòîÿíèþ è ìî�ãóò ÿâëÿòüñÿ òîëüêî íåêîòîðîé ëèíåéíîé êîìáèíà�öèåé ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé ñ ðàçëè÷íûìè S. Ñóììàäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, âû÷èñëåííàÿ ñóììèðîâà�íèåì ïî òàêèì �óíêöèÿì, â ñèëó èõ ëèíåéíîé çàâè�ñèìîñòè ñîäåðæèò ïîâòîðÿþùèåñÿ êâàíòîâûå ñîñòî�ÿíèÿ, à ÷àñòü ñîñòîÿíèé ìîæåò, íàîáîðîò, íå ñîäåð�æàòü. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà (2) ïî �óíêöèÿì, õîòÿè äîëæíûì îáðàçîì ñèììåòðèçîâàííûì ïî ïåðåñòà�íîâêàì, íî íå óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì ïîëíîòûè îðòîãîíàëüíîñòè, íå ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóì�ìîé, à âû÷èñëåííûå íà åå îñíîâå ñðåäíèå íå ÿâëÿþò�ñÿ êàíîíè÷åñêèìè ðàâíîâåñíûìè ñðåäíèìè.�àìèëüòîíèàí íåðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö íå äåé�ñòâóåò íà ñïèíîâûå ïåðåìåííûå. Ïîýòîìó ñïèíîâàÿ÷àñòü âîëíîâîé �óíêöèè (1) ðàñïàäàåòñÿ íà ïðîèçâå�äåíèå îäíî÷àñòè÷íûõ ñïèíîâûõ �óíêöèé. Â ÷àñòíî�ñòè, ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ îïåðàòîðà ïðîåêöèè ñïè�íà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñîáñòâåííûõ�óíêöèé îäíî÷àñòè÷íîãî îïåðàòîðà ïðîåêöèè ñïèíà

	(fmig; f�ig; fxig) / NYi=1�(mi; �i); (3)êàæäàÿ èç êîòîðûõ îòâå÷àåò ñâîåìó ñîáñòâåííîìóçíà÷åíèþ ïðîåêöèè ñïèíà mi = �1=2 (â åäèíèöàõ~). Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ çíà÷åíèé m1;m2; : : : ;mN �� fmig îïðåäåëÿåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðàïðîåêöèè ñïèíà ñèñòåìû â öåëîì, ðàâíîåM� � m1++m2 + : : :+mN .Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè �óíêöèè (1) ÿâ�ëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè îïåðàòîðà êîîð�äèíàò, èìåþùèìè âèä ìíîãîìåðíûõ Æ-�óíêöèé Äè�ðàêà, 	(frig; f�ig; fxig) / NYi=1 Æ(xi � ri); (4)ãäå ñîâîêóïíîñòü òðåõìåðíûõ âåêòîðîâ r1,r2; : : : ; rN � frig ïðåäñòàâëÿåò ñîáñòâåííîå çíà�÷åíèå ìíîãî÷àñòè÷íîãî îïåðàòîðà êîîðäèíàò.Çàïèñü âîëíîâîé �óíêöèè (3) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿîäíî÷àñòè÷íûõ âîëíîâûõ �óíêöèé íå îçíà÷àåòîäíî÷àñòè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ, à ÿâëÿåòñÿ òîëüêîñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî ìíîãîìåðíàÿ Æ-�óíêöèÿ Äèðà�êà, ïî îïðåäåëåíèþ, ðàñïàäàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèåîäíîìåðíûõ.Êîìáèíèðóÿ âûðàæåíèÿ (3) è (4), äëÿ ñîáñòâåí�íûõ �óíêöèé îïåðàòîðîâ êâàäðàòà ñïèíà, ïðîåêöèèñïèíà è îïåðàòîðà êîîðäèíàò íåðåëÿòèâèñòñêèõ âçà�èìîäåéñòâóþùèõ ðàçëè÷èìûõ êâàíòîâûõ ÷àñòèö ïî�ëó÷àåì	(fmig; frigf�ig; fxig) == � (fmig; f�ig) Æ (frig; fxig) ; (5)ãäå � (fmig; f�ig) � NYi=1�(mi; �i);Æ (frig; fxig) � NYi=1 Æ(xi � ri)� ñîîòâåòñòâåííî ñïèíîâàÿ è êîîðäèíàòíàÿ ÷à�ñòè ìíîãî÷àñòè÷íîé âîëíîâîé �óíêöèè ðàçëè÷èìûõ÷àñòèö.Â ñèëó òîãî, ÷òî îïåðàòîð ïðîåêöèè ñïèíàêîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì êâàäðàòà ñïèíà [31℄,�óíêöèÿ (1) ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî è ñîá�ñòâåííîé �óíêöèåé îïåðàòîðà êâàäðàòà ñïèíàñèñòåìû 	(S; fmigfrig; f�ig; fxig) ñî ñïèíîâûì÷èñëîì S. Äëÿ ýòîãî îíà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòüäîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíîïåðåñòàíîâîê ñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ [31℄.806



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 4 (10), 2013 Îáìåí è ñïèíîâûå ñîñòîÿíèÿ : : :Êîíêðåòíûé òèï ïåðåñòàíîâî÷íîé ñèììåòðèè çà�ïèñûâàåòñÿ â �îðìå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè �óíêöèéòèïà (1) ñ ïåðåñòàâëåííûìè àðãóìåíòàìè. Êàæäóþòàêóþ ïåðåñòàíîâêó ìîæíî èçîáðàçèòü ãðà�îì (äèà�ãðàììîé), ñîñòîÿùèì èç ñòðåëîê (ñâÿçåé), óêàçûâà�þùèõ íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ ïîçèöèè ïåðåñòàâëÿ�åìîãî ýëåìåíòà (ñì. ðèñ. 3 â ðàáîòå [33℄). Â ñèëóòîãî, ÷òî â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè íåñèììåò�ðèçîâàííàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ (4) ðàñïàäàåòñÿ íàïðîèçâåäåíèå îäíî÷àñòè÷íûõ �óíêöèé, îíà îáëàäà�åò ñâîéñòâîì äîïîëíèòåëüíîñòè îòíîñèòåëüíî ïðîèç�âîëüíûõ ïåðåñòàíîâîê P̂n â ðÿäó ñïèíîâûõ ïåðåìåí�íûõ:	�fmig; frig; P̂nf�ig; fxig� == 	 �P�1n fmig; frig; f�ig; fxig� ; (6)è àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíî�âîê â ðÿäó ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ:	�fmig; frig; f�ig; P̂nfxig� == 	 �fmig; P�1n frig; f�ig; fxig� : (7)Ñâîéñòâà (6) è (7) îçíà÷àþò, ÷òî ñèììåòðèçàöèÿïî ïåðåìåííûì ðàâíîñèëüíà ñèììåòðèçàöèè ïî ñîá�ñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñ çàìåíîé âñåõ ïåðåñòàíîâîêíà îáðàòíûå. Îáðàòíîé ïåðåñòàíîâêå ñîîòâåòñòâóåòãðà� ñ èçìåíåííûìè íàïðàâëåíèÿìè âñåõ ñâÿçåé íàïðîòèâîïîëîæíûå � îáðàòíûé ãðà�.Ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà ìîæåò áûòü çàäàíà êàê ñïîìîùüþ ïîçèöèîííîãî îïåðàòîðà ïåðåñòàíîâîê P̂n,äåéñòâèå êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ íîìåðàìè ïîçèöèé,â êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ïåðåñòàâëÿåìûå ýëåìåíòû, òàêè ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ïåðåñòàíîâîê ïî íîìåðàìN̂n, äåéñòâèå êîòîðîãî íà ïåðåñòàíîâêó P̂r îïðåäå�ëÿåòñÿ íîìåðàìè ýëåìåíòîâ, à íå èõ ïîçèöèÿìè,N̂n = P̂rP̂nP̂�1r . Ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì ðàçìåùåíèèàðãóìåíòîâ íîìåðà èõ ïîçèöèé ñîâïàäàþò ñ íîìåðà�ìè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ñ ó÷åòîì òîæäåñòâ (6),(7)), ïîñëåäîâàòåëüíîå äåéñòâèå îïåðàòîðîâ P̂nP̂kíà ïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòàíîâêó àðãóìåíòîâ f�ig èëèfxig â �óíêöèè (5) ðàâíîñèëüíî äåéñòâèþ îïåðà�òîðîâ N̂�1n N̂�1k íà ïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòàíîâêó ñîá�ñòâåííûõ çíà÷åíèé fmig èëè frig. Äåéñòâèå îïåðà�òîðîâ íà ïðîèçâîëüíîå ðàçìåùåíèå îáëàäàåò ñâîé�ñòâîì [33℄�P̂nP̂k��1 = P̂�1k P̂�1n = N̂�1n N̂�1k :Îïåðàòîð Þíãà ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìóäåéñòâèþ îïåðàòîðîâ ïàðíûõ ïåðåñòàíîâîê ïî íîìå�ðàì

Ĵ(S) = (1� n̂w) (1� n̂v) : : : (1� n̂
)�� (1� n̂b) (1� n̂a) ; (8)ïðè÷åì ïåðåñòàíîâêà èìååò çíàê ¾+¿, åñëè ïðîèçâî�äèòñÿ ìåæäó àðãóìåíòàìè, ñòîÿùèìè â îäíîé ñòðî�êå, è çíàê ¾�¿, åñëè ïðîèçâîäèòñÿ ìåæäó àðãóìåí�òàìè, ñòîÿùèìè â îäíîì ñòîëáöå. Ïîñëå ðàñêðûòèÿñêîáîê â (8) îïåðàòîð Þíãà ïðèíèìàåò âèä ëèíåé�íîé êîìáèíàöèè îïåðàòîðîâ ïåðåñòàíîâîê ïî íîìå�ðàì, N !Xn=1�J(n)N̂n;ãäå êîý��èöèåíòû �J(n) = 0, åñëè ïåðåñòàíîâêà N̂níå ñîäåðæèòñÿ â îïåðàòîðå ñèììåòðèè Þíãà Ĵ(S),îòâå÷àþùåãî ñïèíîâîìó ÷èñëó S, è�J(n) = (�1)
(r)+
(u) = �1;åñëè ïåðåñòàíîâêà N̂n = N̂rN̂uN̂w ñîäåðæèòñÿ â îïå�ðàòîðå ñèììåòðèè Þíãà Ĵ(S), ïðè÷åì N̂w � ñóïåð�ïîçèöèÿ ïåðåñòàíîâîê ìåæäó àðãóìåíòàìè, ñîäåð�æàùèìèñÿ â îäíèõ è òåõ æå ñòðîêàõ ñõåìû Þí�ãà, N̂r � ïåðåñòàíîâêà ñðåäè àðãóìåíòîâ, ñîäåðæà�ùèõñÿ â êëåòêàõ ïåðâîãî ñòîëáöà, N̂u � ïåðåñòà�íîâêà ñðåäè àðãóìåíòîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â êëåòêàõâòîðîãî ñòîëáöà ñõåìû Þíãà, à 
(r) è 
(u) � èõ÷åòíîñòè. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ êîý���èöèåíòîâ �JT (l), îòíîñÿùèõñÿ ê îïåðàòîðó ÞíãàĴT (S) ñ òðàíñïîíèðîâàííîé ñõåìîé, äåéñòâóþùåãîíà ñïèíîâûå ïåðåìåííûå. Ñèììåòðèÿ ñîáñòâåííîé�óíêöèè îïåðàòîðà êâàäðàòà ñïèíà çàäàåòñÿ ëèíåé�íîé êîìáèíàöèåé âîëíîâûõ �óíêöèé, ñèììåòðèçî�âàííûõ äåéñòâèåì íà íèõ îïåðàòîðîâ Þíãà ĴT (S)ñ ðàçëè÷íûìè ðàçìåùåíèÿìè àðãóìåíòîâ â êëåòêàõñõåìû [30�32℄:	(S; fmigfrig; f�ig; fxig) = N !Xp=1 �S(p) ~B(S)�1=2 �� N !Xl=1 ~�S(l)��N̂pN̂�1l N̂�1p fmig; f�ig��� N !Xk=1'S(k)B(S)�1=2 N !Xn=1 ~�S(n)�� Æ �N̂kN̂�1n N̂�1k frig; fxig� ; (9)ãäå B(S) è ~B(S) � êîëè÷åñòâà ïåðåñòàíîâîê ñ íåíó�ëåâûìè êîý��èöèåíòàìè �S(n) è ~�S(l), ñîäåðæà�ùèõñÿ ñîîòâåòñòâåííî â îïåðàòîðàõ ñèììåòðèè Þí�ãà Ĵ(S) è ĴT (S). Ñóììèðîâàíèåì ïî p è ïî k ñ807



Ñ. Â. Øåâêóíîâ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 4 (10), 2013êîý��èöèåíòàìè �S(p) è 'S(k) â (9) îñóùåñòâëÿ�åòñÿ ïîñòðîåíèå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé, ñîñòîÿùèõèç ñèììåòðèçîâàííûõ îïåðàòîðàìè Þíãà �óíêöèéñ ðàçëè÷íûìè N̂p- è N̂k-ðàçìåùåíèÿìè àðãóìåíòîââ êëåòêàõ ñõåìû.Ïîñêîëüêó îïåðàòîð Ĥ íå äåéñòâóåò íà ñïèíî�âûå ïåðåìåííûå, ñïèíîâàÿ ÷àñòü âîëíîâîé �óíêöèèíåðåëÿòèâèñòñêèõ ýëåêòðîíîâ ìîæåò áûòü ¾ïðîíåñå�íà¿ ìèìî ñòàòèñòè÷åñêîãî îïåðàòîðà, è åãî äèàãî�íàëüíûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïðèíèìàåò âèähS;M�; frigj exp(��Ĥ)jS;M�; frigi == X�i=�1=2 ����� ~B(S)�1 N !Xp=1 �S(p) �� N !Xl=1 �S(l)��N̂pN̂�1l N̂�1p fmig; f�ig������2 �� Z : : : Z B(S)�1 " N !Xk0=1'�S(k0) N !Xn0=1�S(n0) �� Æ �N̂k0N̂�1n0 N̂�1k0 frig; fxig�# exp(��Ĥ)�� N !Xk=1'S(k) N !Xn=1�S(n)�� Æ �N̂kN̂�1n N̂�1k frig; fxig� dx1 : : : dxN == X�i=�1=2 ����� ~B(S)�1 N !Xp=1 �S(p) N !Xl=1 �S(l) �� ��N̂pN̂�1l N̂�1p fmig; f�ig� �����2 ��B(S)�1 N !Xk;k0=1'�S(k)'S(k0)�� N !Xn;n0=1�S(n)�S(n0) Z : : : Z Æ (frig; fyig)�� exp(��Ĥ)Æ �N̂k0N̂n0N̂�1k0 N̂kN̂�1n N̂�1k frig; fyig��� dy1 : : : dyN : (10)Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ïðîâåäåíà çàìåíà ïåðåìåí�íûõ, fyig = N̂k0N̂�1n0 N̂�1k0 fxig, è èñïîëüçîâàíî ñâîé�ñòâî Æ �N̂�1r frig; fyig� = Æ �frig; N̂rfyig�ìíîãîìåðíîé Æ-�óíêöèè Äèðàêà â ïðèìåíåíèè êN̂r = N̂k0N̂�1n0 N̂�1k0 . Ïåðåñòàíîâêà N̂m � N̂k0N̂n0 �� N̂�1k0 N̂kN̂�1n N̂�1k èìååò êîìáèíàòîðíûé âåñ

�J (m) = (�1)
(k0)+
(n0)�
(k0)+
(k)�
(n)�
(k) == (�1)
(n0)�
(n) = (�1)
(n0)+
(n) = �S(n0)�S(n):Ïî ýòîé ïðè÷èíå, à òàêæå ñ ó÷åòîì íîðìèðîâêè íàåäèíèöó ñïèíîâîé âîëíîâîé �óíêöèè ïîä çíàêîì ìî�äóëÿ â (10) è íîðìèðîâêè êîîðäèíàòíîé ÷àñòè, â ñè�ëó êîòîðîé êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî ðàçëè÷�íûì ðàçìåùåíèÿì àðãóìåíòîâ â ñõåìå Þíãà J(S)óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþN !Xk;k0=1'�S(k)'S(k0) = 1;ïîñëåäíåå âûðàæåíèå äëÿ äèàãîíàëüíîãî ìàòðè÷�íîãî ýëåìåíòà â ïðåäñòàâëåíèè ñèììåòðèçîâàííûõ�óíêöèé ìîæåò áûòü çàïèñàíî â òåðìèíàõ íåäèàãî�íàëüíûõ ýëåìåíòîâ íåñèììåòðèçîâàííîãî ïðåäñòàâ�ëåíèÿ:hS;M�; frigj exp(��Ĥ)jS;M�; frigi == N !Xm=1�S(m) ZV : : : ZV Æ (frig; fxig)�� exp(��Ĥ)Æ �N̂mfrig; fxig� dx1 : : : dxN == N !Xm=1�S(m)hfrigj exp(��Ĥ)jN̂mfrigi; (11)ãäå �S(m) = �1, åñëè ïåðåñòàíîâêà N̂m ñîäåðæèò�ñÿ â îïåðàòîðå ñèììåòðèè Þíãà Ĵ(S), è �S(m) = 0,åñëè òàêîé ïåðåñòàíîâêè â îïåðàòîðå íåò,hfrigj exp(��Ĥ)jN̂mfrigi� íåäèàãîíàëüíûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ñòàòèñòè÷å�ñêîãî îïåðàòîðà â íåñèììåòðèçîâàííîì êîîðäèíàò�íîì ïðåäñòàâëåíèè.Ñóììèðîâàíèå äèàãîíàëüíûõ ìàòðè÷íûõ ýëå�ìåíòîâ (11) ïî ðàçëè÷íûì êâàíòîâûì ñîñòîÿíèÿìS;M�; frig ïðèâîäèò ê ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììåñèñòåìû [33�36℄:808



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 4 (10), 2013 Îáìåí è ñïèíîâûå ñîñòîÿíèÿ : : :Ze = Tr�exp(��Ĥ)� = 1N ! N=2XS=1(2S+1) N !Xm=1�S(m)�� ZV : : :ZV hfrigj exp(��Ĥ)jN̂mfrigidr1 : : : drN == 1N ! N=2XS=1(2S + 1)Xfvig!S(fvig)�� Z : : :Z hfrigj exp(��Ĥ)jŶfvigfrigidr1 : : : drN == 1N !Xfvig!(fvig) ZV : : : ZV MYj=1 fvighfr(j)gj �� exp(��Ĥ=M)jfri(j+1)gidr1(1)dr1(2) : : : dri(j)�� dri(j + 1) : : : drN (M � 1) drN (M) (12)
 óñëîâèÿìèfri(M + 1)g = Ŷfvigfri(1)gíà êîíöàõ öåïî÷êè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ, íà ÷òîóêàçûâàåò çíà÷îê fvig ó çíàêà ïðîèçâåäåíèÿ â (12),ïðè÷åì Q̂fvig � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà êëàññàïåðåñòàíîâîê fvig (ïåðåñòàíîâêà-ïðîòîòèï). Êëàññïåðåñòàíîâîê õàðàêòåðèçóåòñÿ ìíîãîìåðíûì èíäåê�ñîì fvig = v1; v2; : : : ; vN , ãäå vi � êîëè÷åñòâî öèêëîââ ãðà�å ïåðåñòàíîâêè, äëèíîé â i çâåíüåâ (ïàðíûõïåðåñòàíîâîê). Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà ìàòðè÷íîãî ýëå�ìåíòà íå çàâèñèò îò íóìåðàöèè âåðøèí ãðà�à ïåðå�ñòàíîâêè, âî âòîðîì ðàâåíñòâå â âûðàæåíèè (12) âñåìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ñ ïåðåñòàíîâêàìè N̂m, ïðèíàä�ëåæàùèìè îäíîìó êëàññó ïåðåñòàíîâîê fvig â îïå�ðàòîðå Þíãà ñî ñõåìîé J(S), îáúåäèíåíû ñ îáùèììíîæèòåëåì !S(fvig) =Xm fvig�S(m);à èõ ñóììà ïî âñåì ñõåìàì Þíãà ðàâíà!(fvig) � N=2XS=0;1=2(2S + 1)!S(fvig):Â ïðåäåëå M ! 1, èñïîëüçóÿ ÿâíîå âûðàæåíèåäëÿ àñèìïòîòèêè âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ìàòðè÷íûõýëåìåíòîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî îïåðàòîðà [37℄, ñòàòèñòè�÷åñêóþ ñóììó ýëåêòðîíîâ (12) ïåðåïèøåì â òåðìè�íàõ èíòåãðàëà ïî òðàåêòîðèÿì Ôåéíìàíà (êîíòèíó�àëüíîãî èíòåãðàëà [38℄):

Ze = limM!1 1N ! � meM2��~2�3MN=2Xfvig!(fvig)�� ZV : : : ZV exp8<:� MXj=1 fvig " NXi=1 meM2�~2 �� (ri(j+1)�rj(j))2� �M NXl<k=1 e2jri(j)�ri(j)j#)�� dr1(1)dr2(2) : : : dri(j) dri(j+1) : : : drN (M�1)�� drN (M); (13)ãäå e � ýëåìåíòàðíûé çàðÿä, à me � ìàññà ýëåê�òðîíà. Ñóììà ïî j â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû â (13)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �óíêöèîíàë äåéñòâèÿ â ìíèìîìâðåìåíè t = �i~�, âû÷èñëåííûé âäîëü çàìêíóòûõòðàåêòîðèéfri(1); dri(2); : : : ; ri(M � 1); dri(M)gñ óñëîâèÿìè èõ ñöåïëåíèÿ fri(M+1)g = Q̂fvigfri(1)g,à âûðàæåíèå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà � ìàòðè÷íûéýëåìåíò îïåðàòîðà ýâîëþöèè â ìíèìîì âðåìåíè,exp(�iĤt=~), â �îðìå èíòåãðàëà ïî òðàåêòîðèÿì.3. �ÀÑ×ÅÒ �ÀÂÍÎÂÅÑÍÎÉÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÝÍÅ��ÈÈ�àñ÷åò êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ ñâî�äèòñÿ ê óñðåäíåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ �óíêöèé (ýñ-òèìàòîðîâ), âû÷èñëÿåìûõ íà ëîìàíûõ òðàåêòîðè�ÿõ [35; 36; 39�42℄. �àñ÷åò ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâîñóùåñòâëÿåòñÿ ÷èñëåííî ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî íàîñíîâå ìàðêîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà áëóæäàíèéâ ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèé. Ïðèíöèïèàëüíî òî÷íûéðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ â ïðåäåëå áåñêîíå÷íî äëèííî�ãî ïðîöåññà è áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà çâåíüåâ â òðà�åêòîðèÿõ, M ! 1. Êîíå÷íîìåðíàÿ (äîïðåäåëüíàÿ,M < 1) àïïðîêñèìàöèÿ òðàåêòîðèé ïîçâîëÿåò õðà�íèòü â ïàìÿòè êîìïüþòåðà êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî êî�îðäèíàò è ìàíèïóëèðîâàòü èìè.�àñ÷åò êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òðåáóåò ñïåöèàëü�íîãî ðàññìîòðåíèÿ, òàê êàê îñíîâíîé ýñòèìàòîðêèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îáëàäàåò íåáëàãîïðèÿòíûìèäëÿ ðàñ÷åòîâ �ëóêòóàöèîííûìè ñâîéñòâàìè. ÏðèM ! 1 åãî äèñïåðñèÿ ðàñõîäèòñÿ. Óâåëè÷åíèå Mïðè ðàñ÷åòàõ ñ ýòèì ýñòèìàòîðîì ñîïðîâîæäàåòñÿáûñòðûì ðîñòîì �ëóêòóàöèîííûõ ïîãðåøíîñòåé è,âìåñòî óòî÷íåíèÿ âû÷èñëåíèé, ìîæåò ïðèâåñòè êîáðàòíîìó ý��åêòó.9 ÆÝÒÔ, âûï. 4 (10) 809



Ñ. Â. Øåâêóíîâ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 4 (10), 20133.1. Îñíîâíîé (òåðìîäèíàìè÷åñêèé)ýñòèìàòîð ýíåðãèè â ñèñòåìå ñ îáìåíîìÎáîáùåíèå âûðàæåíèÿ (13) íà ñëó÷àé ñòàòèñòè�÷åñêîé ñóììû ñìåøàííîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç Nýëåêòðîíîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê êâàíòîâûå ÷àñòè�öû, è I ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ ÷àñòèö, ïîä÷èíÿ�þùèõñÿ êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, èìååò âèäZ = Tr�exp���Ĥ�� = limM!1 1I ! � mq2��~2�3I=2 �� 1N ! � meM2��~2�3MN=2Xfvig!(fvig)�� ZV : : : ZV exp8<:� NXi=1 MXj=1 fvigmeM2�~2 �� (ri(j)� ri(j + 1))2 � �M �� MXj=1 " NXk=1�e(ri(j)) + NXi<k=1 e2jri(j)� rk(j)j ++ NXi=1 IXk=1 uqe(jri(j)�Rkj)# �� � " IXk=1�q(Rk) + IXi<k=1 uqq(jRi �Rkj)#)�� dR1 : : : dRIdr1(1)dr1(2) : : : dri(j)�� dri(j + 1) : : : drN (M � 1) drN (M): (14)Çàïèñü âûðàæåíèÿ (14), ðàñøèðåííîãî íà ñëó÷àé ñè�ñòåì, ñîäåðæàùèõ ¾êëàññè÷åñêèå¿ ÷àñòèöû, ïîçâî�ëÿåò ïðèìåíÿòü ðàçâèâàåìûé çäåñü �îðìàëèçì íàñëåäóþùåì ýòàïå äåòàëèçàöèè ìîäåëè ñ ÿâíûì ó÷å�òîì àòîìàðíîé ñòðóêòóðû êâàíòîâîé òî÷êè. Çäåñüè äàëåå q � ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä êëàññè÷åñêèõ ÷àñ�òèö, mq � ìàññà êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöû, �e(r) � îïå�ðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíà ñ âíåøíèì ïîëåì,�q(R) � ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ êëàññè÷åñêîé ÷àñ�òèöû ñ âíåøíèì ïîëåì, M � êîëè÷åñòâî çâåíüåâëîìàíîé, ïðåäñòàâëÿþùåé �åéíìàíîâñêóþ òðàåêòî�ðèþ ýëåêòðîíà â äîïðåäåëüíîé àïïðîêñèìàöèè êîí�òèíóàëüíîãî èíòåãðàëà, ri(j) � äåêàðòîâû êîîðäè�íàòû j-é âåðøèíû i-é òðàåêòîðèè, Rk � äåêàðòî�âû êîîðäèíàòû k-é êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöû, uqe(r) �îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíà ñ êëàññè÷åñêîé÷àñòèöåé, à uqq(R) � ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ êëàñ�ñè÷åñêèõ ÷àñòèö íà ðàññòîÿíèè r. Ñóììèðîâàíèå ïîfvig â (14) ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì âàðèàíòàì fvig ñöåï�ëåíèÿ íåíóìåðîâàííûõ òðàåêòîðèé â öèêëû ñ óñëî�âèåì PNi=1 ivi = N . Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìûðàâíà ïðîèçâîäíîé ñâîáîäíîé ýíåðãèè �åëüìãîëüöà

F = ���1 lnZ ïî îáðàòíîé òåìïåðàòóðå � ïðè ïî�ñòîÿííûõ îáúåìå V è âíåøíèõ ïîëÿõ:hEi
 = �(�F )�� = 32IkBT + limM!18<:*32MNkBT �� NXi=1 MXj=1 fvigmeM2�2~2 (ri(j)� ri(j + 1))2+
 ++* 1M MXj=1 " NXi=1 �e (ri(j))+ NXi<k=1 e2jri(j)�rk(j)j ++ NXi=1 IXk=1uqe (jri(j)�Rkj)# ++ " IXk=1�q(Rk)+ IXi<k=1 uqq (jRi�Rkj)#+
) ; (15)ãäå h: : : i
 îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ êàíîíè÷åñêîãî óñðåä�íåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå âèðòóàëüíûõ òðàåêòîðèé èðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ èõ ñöåïëåíèÿ:h: : : i
 == ZV : : : ZV Xfvig(: : : � (I;N;M; fvig; frkg; fri(j)g))�� dR1 : : : dRIdr1(1) dr1(2) : : : dri(j)�� dri(j + 1) : : : drN (M � 1) drN (M) (16)ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ� (I;N;M; fvig; fRkg; fri(j)g)) / !(fvig)�� exp8<:� NXi=1 MXj=1 fvigmeM2�~2 �� (ri(j)� ri(j + 1))2 � �M �� MXj=1 " NXi=1 �e (ri(j)) + NXi<k=1 e2jri(j)� rk(j)j ++ NXi=1 IXk=1uqe (jri(j)�Rkj)#�� � " IXk=1�q(Rk) + IXi<k=1 uqq (jRi �Rkj)#) : (17)Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèö ñîðòà �, îáëàäàþùèõìàññîé m�, ðàâíà K� = m��F=�m�, à ïåðâîå ñëàãà�åìîå â (15), Kq = 32 IkBT; (18)810



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 4 (10), 2013 Îáìåí è ñïèíîâûå ñîñòîÿíèÿ : : :ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíîé ñðåäíåé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãè�åé êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö. Ñëåäóþùåå ñëàãàåìîå, ðàâ�íîå ðàâíîâåñíîìó ñðåäíåìó âåëè÷èíûKeth = 32MNkBT �� NXi=1 MXj=1 fvigmeM2�2~2 (ri(j)� ri(j + 1))2 ; (19)ÿâëÿåòñÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé ýëåêòðîíîâ, à îñòàâ�øååñÿ ðàâíîâåñíîå ñðåäíåå �óíêöèèU = 1M MXj=1 " NXi=1 �e (ri(j)) ++ NXi<k=1 e2jri(j)�rk(j)j+ NXi=1 IXk=1 uqe (jri(j)�Rkj)#++ " IXk=1�q(Rk) + IXi<k=1 (jRi �Rkj)# (20)ïðåäñòàâëÿåò ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû â öå�ëîì. Ïðîáëåìà ïðèìåíåíèÿ îñíîâíîãî ýñòèìàòîðàKeth äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ î÷åâèäíà óæå èç ñàìîéñòðóêòóðû âûðàæåíèÿ (19), ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîéðàçíîñòü äâóõ âåëè÷èí, ðàñòóùèõ ïî÷òè ëèíåéíî ñðîñòîìM . Äèñïåðñèÿ êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ ïîä çíà�êîì ñóììû â (19) èìååò ïîðÿäîê (kBT )2, à äèñïåð�ñèÿ ñóììû âåäåò ñåáÿ êàêM(kBT )2, ò. å. ïðèM !1ðàñõîäèòñÿ ëèíåéíî ïîM . Ïðè ðàñ÷åòàõ â êîíå÷íûõâûáîðêàõ âìåñòå ñ íåé ñ òåìïîì ïîðÿäêàM1=2 ðàñõî�äèòñÿ è �ëóêòóàöèîííàÿ ïîãðåøíîñòü Keth, è ðàñ÷åòñ îñíîâíûì ýñòèìàòîðîì ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì.Â òî æå âðåìÿ ñ ïîíèæåíèåì òåìïåðàòóðû åãî äèñ�ïåðñèÿ óáûâàåò êàê T 2, è ñîîòâåòñòâåííî, �ëóêòóà�öèîííàÿ ïîãðåøíîñòü óìåíüøàåòñÿ ñ òåìïîì ïîðÿä�êà T , ÷òî âíóøàåò íàäåæäû íà âîçìîæíîñòü èñïîëü�çîâàíèÿ ýòîãî ýñòèìàòîðà â ðàñ÷åòàõ ïðè äîñòàòî÷íîíèçêèõ òåìïåðàòóðàõ [35; 36; 41; 42℄.3.2. Êîððåëÿöèîííûé ýñòèìàòîðêèíåòè÷åñêîé ýíåðãèèÄëÿ ÷åòíîãî êîëè÷åñòâà çâåíüåâ M ïðîâåäåì êà�íîíè÷åñêîå óñðåäíåíèå h: : : i
 ýñòèìàòîðà (19) â äâàýòàïà: ñíà÷àëà âûïîëíèì óñðåäíåíèå ïî ïîëîæåíèÿìâåðøèí ri(j), èìåþùèì ÷åòíûå íîìåðà j (h: : : ie), àçàòåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò óñðåäíèì ïî ïîëîæåíè�ÿì âåðøèí ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè (h: : : io),

hKethi
 = 32MNkBT �** NXi=1 M=2Xj=1 fvigmeM2�2~2 �� �(ri(2j+1)�ri(2j))2+(ri(2j)�ri(2j�1))2�+e+o == 32MNkBT �* NXi=1 M=2Xj=1 fvigmeM2�2~2 �� (ri(2j + 1)� ri(2j � 1))2+o ++ 2** NXi=1 M=2Xj=1 fvigmeM2�2~2 �� �(ri(2j)�ri(2j�1))2 � (ri(2j+1)�ri(2j))2�EeEo == 22432M 0NkBT �* NXi=1 M 0Xj=1 fvigmeM 02�2~2 �� (ri(2j + 1)� ri(2j � 1))2+o35++* NXi=1 MXj=1 fvigmeM2�2~2 �� ((ri(j)� ri(j � 1)) � (ri(j + 1)� ri(j)))+
 ; (21)ñ óñëîâèÿìè, ÷òî ri(0) � rk(M�1), ri(M+1) � rk(1)â òî÷êàõ ñöåïëåíèÿ i-é è k-é òðàåêòîðèé. Â ïî�ñëåäíåì ðàâåíñòâå (21) èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèåM 0 �M=2 è èçâåñòíîå [37℄ òîæäåñòâî äëÿ �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷åííîé èíòåãðèðîâàíèåì ïî âåð�øèíàì ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè:ZV : : : ZV � (I;N;M; fvig; fRkg; fri(j)g)�� dr2dr4 : : : dr2j : : : drM == � (I;N;M=2; fvig; fRkg; fri(2j � 1)g) ;à âî âòîðîé ñóììå � ðàâåíñòâî ñðåäíèõ, ðàçëè÷àþ�ùèõñÿ ñäâèãîì ïî òðàåêòîðèè íà îäíî çâåíî. Â ñè�ëó ýòîãî ðàâåíñòâà ñóììèðîâàíèå â ïîñëåäíåì âû�ðàæåíèè â (21) ïðîâåäåíî íå ÷åðåç îäíó âåðøèíó,êàê â ïðåäûäóùåì ðàâåíñòâå, à ïî âñåì âåðøèíàì;ïðè ýòîì êîý��èöèåíò ïåðåä ñóììîé óìåíüøåí âäâà ðàçà. Ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (21), àòàêæå âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ðàâíû êèíå�òè÷åñêîé ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ, âûðàæåííîé â òåðìè�íàõ îñíîâíîãî ýñòèìàòîðà, ïîñëåäíÿÿ ñóììà â (21) ñ811 9*



Ñ. Â. Øåâêóíîâ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 4 (10), 2013îáðàòíûì çíàêîì òîæå ðàâíà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,à ñîîòâåòñòâóþùèé ýñòèìàòîðKe
or � � NXi=1 MXj=1 fvigmeM2�2~2 �� ((ri(j)� ri(j � 1)) � (ri(j + 1)� ri(j))) (22)åñòåñòâåííî íàçâàòü êîððåëÿöèîííûì ýñòèìàòîðîìêèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêóñòàòèñòè÷åñêèé îïåðàòîð exp(��Ĥ) èçîìîð�åíêâàíòîâîìåõàíè÷åñêîìó ïðîïàãàòîðó exp(�iĤt=~) âìíèìîì âðåìåíè t = �i~�, àvkj = �rkj � rkj�1i~�=M � vk � jtM �èìååò ñìûñë âèðòóàëüíîé ñêîðîñòè ýëåêòðîíà â ìíè�ìîì âðåìåíè íà j-ì çâåíå òðàåêòîðèè, âûðàæåíèå(22) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â �îðìå ñêàëÿðíûõ ïðî�èçâåäåíèé ñêîðîñòåé,Ke
or � NXk=1M MXj=1 fvigme2 �vkj � vkj+1� ; (23)è åãî êàíîíè÷åñêîå ñðåäíåå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äâó�âðåìåííîé àâòîêîððåëÿòîð ñêîðîñòè â ìíèìîì âðå�ìåíè, #(Æ) � hh(v(�) �v(� +�))i� i
, ïîëó÷åííûé äâîé�íûì óñðåäíåíèåì � ñíà÷àëà ïî âðåìåíè � = jt=M ,j = 1; : : : ;M âäîëü òðàåêòîðèé h: : : i� , à çàòåì â êîí��èãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå ýòèõ òðàåêòîðèé:hKe
ori
 = NM2me#2 �� i~�M � :Òî÷íîå âûðàæåíèå ïîëó÷àåòñÿ â ïðåäåëå M ! 1.Ïîñêîëüêó êîý��èöèåíò äè��óçèè òîæå âûðàæà�åòñÿ ÷åðåç äâóâðåìåííîé àâòîêîððåëÿòîð ñêîðîñòè[43℄, èç ïîëó÷åííûõ âûøå ñîîòíîøåíèé î÷åâèäíà�óíäàìåíòàëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó êèíåòè÷åñêîé ýíåð�ãèåé è õàðàêòåðîì âèðòóàëüíîé äè��óçèè êâàíòî�âîé ÷àñòèöû â ìíèìîì âðåìåíè. Ñêàëÿðíûå ïðîèç�âåäåíèÿ â (22), (23) ïðèíèìàþò îòðèöàòåëüíûå çíà�÷åíèÿ, à âêëàä â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ, ñîîòâåò�ñòâåííî, ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òîóãîë ìåæäó âåêòîðàìè, âõîäÿùèìè â ñêàëÿðíûå ïðî�èçâåäåíèÿ, òóïîé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò èçãèáó òðàåê�òîðèè ¾íàçàä¿. Êàæäàÿ òàêàÿ òî÷êà ïîâîðîòà äàåòïîëîæèòåëüíûé âêëàä â ðåçóëüòèðóþùóþ êèíåòè�÷åñêóþ ýíåðãèþ. Ïðè ñæàòèè êëóáêà âèðòóàëüíîéòðàåêòîðèè êîëè÷åñòâî òî÷åê ïîâîðîòà óâåëè÷èâà�åòñÿ è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïîâûøàåòñÿ. Äëÿ ïðî�ñòðàíñòâåííî-íåîãðàíè÷åííîé ÷àñòèöû íàëè÷èå òî�÷åê ïîâîðîòà îáóñëîâëåíî òîëüêî óñëîâèåì çàìêíó�òîñòè òðàåêòîðèè, à èõ ðàâíîâåñíîå ñðåäíåå êîëè÷å�ñòâî îáåñïå÷èâàåò âåëè÷èíó êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè3kBT=2, îòâå÷àþùóþ êëàññè÷åñêîìó ïðåäåëó.

Ñðåäíÿÿ äëèíà çâåíà òðàåêòîðèè jri(j)�ri(j�1)jè åå �ëóêòóàöèè âåäóò ñåáÿ ïðèìåðíî êàê M�1=2,à äèñïåðñèÿ � êàê M�1. Â ïðåíåáðåæåíèè êîð�ðåëÿöèÿìè ìåæäó ñîñåäíèìè çâåíüÿìè è âñëåä�ñòâèå öåíòðèðîâàííîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûh(ri(j)�ri(j�1))i
 = 0 äèñïåðñèÿ ñêàëÿðíîãî ïðî�èçâåäåíèÿ ((ri(j)�ri(j � 1)) � (ri(j + 1)� ri(j))) â(22) ðàñïàäàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå äèñïåðñèé êàæ�äîãî èç ñîìíîæèòåëåé è ïîýòîìó âåäåò ñåáÿ êàêM�2. Ñ ó÷åòîì îáùåãî êîëè÷åñòâà M ïîäîáíûõ�ëóêòóèðóþùèõ ñëàãàåìûõ è ìíîæèòåëÿ M ïåðåäñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â êàæäîì ñëàãàåìîì âñóììå (22), äèñïåðñèÿ äè��óçèîííîãî ýñòèìàòî�ðà âåäåò ñåáÿ êàê MM2(kBT )2M�2 = M(kBT )2,ò. å., êàê è â ñëó÷àå îñíîâíîãî ýñòèìàòîðà, ðàñ�õîäèòñÿ ïðè M ! 1 ëèíåéíî ïî M è óáûâàåòêâàäðàòè÷íî ïî òåìïåðàòóðå ïðè îõëàæäåíèè. Õîòÿêîððåëÿöèîííûé ýñòèìàòîð íå äàåò âûèãðûøà âî�ëóêòóàöèîíííîé ïîãðåøíîñòè ðàñ÷åòîâ, íàëè÷èååãî â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîãî ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿýíåðãèè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ öåëåé êîíòðîëÿè îöåíîê ïîãðåøíîñòåé ïðè ðàñ÷åòàõ â êîíå÷íûõâûáîðêàõ.Î÷åâèäíî îáîáùåíèå ïðåäñòàâëåííîé ïðîöåäó�ðû, ïîçâîëÿþùåå ïîëó÷èòü öåëîå ñåìåéñòâî ýñòèìà�òîðîâ ïåðåêðåñòíîãî âèäà, ñõîæåãî ñ (22). Äîñòàòî÷�íî çàïèñàòü àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ ñ óñëîâèåì ïî�ñëåäîâàòåëüíîãî óñðåäíåíèÿ ïî êîîðäèíàòàì íå êàæ�äîé âòîðîé, êàê â ïðåäñòàâëåííîì àëãîðèòìå, à êàæ�äîé òðåòüåé, ÷åòâåðòîé è ò. ä. âåðøèíàì òðàåêòîðèé.
3.3. Âèðèàëüíûé ýñòèìàòîð ýíåðãèè âïðîñòðàíñòâåííî îãðàíè÷åííîé ñèñòåìå ñîáìåíîìÄëÿ ïåðåõîäà ê âèðèàëüíîìó ýñòèìàòîðó äîñòà�òî÷íî ïðîâåñòè çàìåíó ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåí�íûõ èíòåãðèðîâàíèÿ~Rk � ��1=2Rk; ~ri(j) � ��1=2ri(j):Ïîñëå òàêîé çàìåíû çàâèñèìîñòè îò � êàê â êâàäðà�òè÷íîé �îðìå, òàê è â ïðåäûíòåãðàëüíûõ ìíîæè�òåëÿõ â (14) àííóëèðóþòñÿ, è âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿñèñòåìû ïðèíèìàåò âèä812



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 4 (10), 2013 Îáìåí è ñïèíîâûå ñîñòîÿíèÿ : : :hEi
 = �(�F )�� = limM!18<: 12�1=2 ���1=2 �� ln0�Xfvig!(fvig)� Z : : : Z exp0�� NXi=1 MXj=1 fvigmeM2~2 �� (~ri(j)� ~ri(j � 1))2 � �M MXj=1 " NXi=1 �e ��1=2~ri(j)� ++ NXi<k=1 e2�1=2j~ri(j)� ~rk(j)j ++ NXi=1 IXk=1 uqe ��1=2j~ri(j)� ~Rkj�#�� � " IXk=1�q(�1=2 ~Rk)++ IXi<k=1 uqq ��1=2j ~Ri � ~Rkj�#1A1A9=;�� dR1 : : : dRIdr1(1)dr1(2) : : : dri(j)�� dri(j + 1) : : : drN (M � 1) drN (M) == limM!1 (hKviri
 + hUi
) ; (24)ãäå âèðèàëüíûé ýñòèìàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñè�ñòåìûKvir � 12 8<: 1M MXj=1 " NXi=1 (ri(j) � r�e(ri(j))) �� NXi<k=1 e2jri(j)� rk(j)j ++ NXi=1 IXk=1 jri(j)�Rkj �uqe(r)�r ����r=ri(j)�Rk#++ IXk=1 (Rk;r�q(Rk)) ++ IXi<k=1 jRi �Rkj �uqq(r)�r ����r=jRi�Rkj) : (25)Ïðè íàïèñàíèè âûðàæåíèÿ (25) èñïîëüçîâàíû òîæ�äåñòâà ��� = 12�1=2 ���1=2 ;���1=2 �(�1=2~r) = ��1=2 (r � r�(r)) ;ãäå r�(r) îáîçíà÷àåò âåêòîð-ãðàäèåíò, à ñêîáêè �ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Âèðèàëüíûé ýñòèìàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèèýëåêòðîíîâ ïîëó÷àåòñÿ âû÷èòàíèåì èç (25) êèíåòè�÷åñêîé ýíåðãèè êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö:Kevir = Kvir � 32IkBT: (26)Ïîñêîëüêó âèðèàëüíûé ýñòèìàòîð âûðàæàåòñÿ ÷å�ðåç ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå ïîòåíöèàëüíîéýíåðãèè, ïåðåõîä ê âèðèàëüíîìó ýñòèìàòîðó â ñèñòå�ìàõ, îãðàíè÷åííûõ òâåðäûìè ñòåíêàìè, íåâîçìîæåíââèäó ðàçðûâíîñòè ýíåðãèè íà êîíòàêòå ñî ñòåíêîé.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàëè÷èå ïðîñòðàíñòâåííûõ îãðà�íè÷åíèé ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì óñëîâèåì óñòîé�÷èâîñòè ëþáîé ñèñòåìû ÷àñòèö ïðè íåíóëåâûõ òåì�ïåðàòóðàõ.Â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè ïðèìåíèìîñòèâèðèàëüíîãî ýñòèìàòîðà áóäåì ðàññìàòðèâàòü âçà�èìîäåéñòâèå ñî ñòåíêàìè êàê îäíó èç ñîñòàâëÿþùèõâçàèìîäåéñòâèé ñ íåïðåðûâíûì âíåøíèì ïîëåì:�e(r) = �e'(r) +We(r);�q(r) = q'(r) +Wq(r); (27)ãäå '(r) � ïîòåíöèàë âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïî�ëÿ, à We(r) è Wq(r) � îãðàíè÷èâàþùèå äâèæå�íèå ÷àñòèö â ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íî ãëóáîêèå, ïîñðàâíåíèþ ñ òåïëîâîé ýíåðãèåé kBT , ïîòåíöèàëüíûåÿìû ñ ¾ìÿãêèìè¿ ñòåíêàìè. Äëÿ óíè�èêàöèè �îð�ìû çàïèñè âñåõ ñëàãàåìûõ â âûðàæåíèè (25) óäîáíîïðåäñòàâëÿòü óäåðæèâàþùóþ ïîòåíöèàëüíóþ ÿìóâ �îðìå êîìáèíàöèè öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ ïî�ëåé ñèëîâûõ öåíòðîâ, ëîêàëèçîâàííûõ â òî÷êàõfamg = a1; a2; a3; : : : è fbng = b1;b2;b3; : : : :We(r) =Xm wem (jr� amj) ;
Wq(R) =Xn wqn (jR� bnj) :Êîëè÷åñòâî öåíòðîâ ìîæåò áûòü êîíå÷íûì è áåñêî�íå÷íûì. Ïîñëå ðàçëîæåíèÿ âíåøíåãî ïîëÿ â ñóììóöåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ ïîëåé è ïîäñòàíîâêè åãîâ òàêîé �îðìå â (25) âèðèàëüíûé ýñòèìàòîð ïðèîá�ðåòàåò âèä813



Ñ. Â. Øåâêóíîâ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 4 (10), 2013Kvir = 12 8<: 1M MXj=1 "�e NXi=1 (ri(j) � r'(ri(j))) �� NXi<k=1 e2jri(j)� rk(j)j + NXi=1 IXk=1 jri(j)�Rkj �� �uqe(r)�r ����r=jri(j)�Rkj#+ q IXk=1 (Rk � r'(Rk)) ++ IXi<k=1 jRi �Rkj �uqq(r)�r ����r=jRi�Rkj)++ 12 0�Xm 1M MXj=1 NXi=1 (ri(j) � rwem (jri(j)� amj)) ++ Xn IXk=1 (Rk � rwqn (jRk � bnj))! : (28)Â ÷àñòíîñòè, â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ ('(r) == 
onst) è â ñèñòåìå ñ êóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâè�åì ìåæäó ÷àñòèöàìè (uqe(r) = �qe=r, uqq(r) = qq=r)âûðàæåíèå (28) óïðîùàåòñÿ äîKvir = �12UCoul + 12 W: (29)Ïåðâûé ÷ëåí ïðåäñòàâëÿåò êóëîíîâñêîå âçàèìîäåé�ñòâèå ÷àñòèö,UCoul = 1M MXj=1 " NXi<k=1 e2jri(j)� rk(j)j �� NXi=1 IXk=1 qejri(j)�Rkj#+ IXi<k=1 qqjRi �Rkj ; (30)à âòîðîé,W =Xm 1M MXj=1 NXi=1  ri(j) � rwem (jri(j)� amj) ++ Xn IXk=1 (Rk � rwqn (jRk � bnj))! ; (31)� âêëàä, îáóñëîâëåííûé âçàèìîäåéñòâèÿìè ñî ñòåí�êàìè. Èç (29) âèäíî, ÷òî ðàâåíñòâî ìåæäó óäâîåí�íîé êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèÿìè êâàí�òîâîé ðàâíîâåñíîé ñèñòåìû êóëîíîâñêèõ ÷àñòèö,2hKviri
 = �hUCouli
, âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî â îòñóò�ñòâèå ãðàíèö.4. ÄÅÒÀËÈ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÎÉÏ�ÎÖÅÄÓ�ÛÈññëåäóåòñÿ ìîäåëüíàÿ êâàíòîâàÿ òî÷êà, ñîñòîÿ�ùàÿ èç N íåðàçëè÷èìûõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ íåðå�

ëÿòèâèñòñêèõ ýëåêòðîíîâ ñî ñïèíîì S = 1=2 â òðåõ�ìåðíîé ïàðàáîëè÷åñêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå. �àìèëü�òîíèàí ñèñòåìû èìååò âèä [44; 45℄Ĥ = � ~22me NXi=1 r2i+ NXi=1 me!202 r2i+ NXi<k e2jri�rkj ; (32)ãäå !0 � ÷àñòîòà êîëåáàòåëüíîãî êâàíòà, çàäàþùàÿæåñòêîñòü ñòåíîê ïîòåíöèàëüíîé ÿìû, ri = jrij,r2i � îïåðàòîð Ëàïëàñà, äåéñòâóþùèé íà ïðîñòðàí�ñòâåííûå ïåðåìåííûå ri âîëíîâîé �óíêöèè ýëåêòðî�íîâ, A � me!20 � æåñòêîñòü ñòåíîê ïîòåíöèàëüíîéÿìû.�àâíîâåñíûå ñðåäíèå ðàññ÷èòûâàëèñü ìåòîäîìÌîíòå-Êàðëî [46℄, ÷èñëåííûì óñðåäíåíèåì â ïîñëå�äîâàòåëüíîñòè êîí�èãóðàöèé âèðòóàëüíûõ òðàåêòî�ðèé ýëåêòðîíîâ fri(j)g è ñïîñîáîâ èõ ñöåïëåíèÿ fvig.Èñïîëüçîâàëèñü ìàðêîâñêèå öåïè äëèíîé 1011�1012øàãîâ, îõâàòûâàþùèå ñëó÷àéíóþ âûáîðêó îáúåìîìäî 5 � 1011 âèðòóàëüíûõ òðàåêòîðèé. Òåñòîâûå âû�÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ñ ðàçëè÷íûìè ÷èñëàìè âåð�øèí â äèàïàçîíå 10 � M � 1280, ïðè ýòîì áîëü�øàÿ ÷àñòü �èçè÷åñêè çíà÷èìûõ ðàñ÷åòîâ âûïîëíåíàâ îïòèìàëüíîì ðåæèìå ñM = 320. �àñ÷åò îäíîãî ñî�ñòîÿíèÿ çàíèìàë íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ÷àñîâ êîìïüþ�òåðíîãî âðåìåíè.×èñëåííî ðàññ÷èòûâàëèñü ðàâíîâåñíàÿ ýíåðãèÿ,ðàâíîâåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñïèíîâûì ñîñòîÿíè�ÿì, ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ñïèíîâîãî ÷èñëà S. Ýíåðãèÿâû÷èñëÿëàñü óñðåäíåíèåì ýñòèìàòîðà ïîòåíöèàëü�íîéU = 1M �� MXj=1 " NXi=1 A2 r2i (j) + NXi<k=1 e2jri(j)� rk(j)j# (33)è ñëåäóþùèõ ýñòèìàòîðîâ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè:îñíîâíîãîKeth = 32MNkBT �� NXi=1 MXj=1 fvigmeM2�2~2 (ri(j)� ri(j + 1))2 ; (34)âèðèàëüíîãî, â ñîîòâåòñòâèè ñ (13), (18),Kevir = 1M �� MXj=1 " NXi=1 A2 r2i (j)� NXi<k=1 e22jri(j)� rk(j)j# (35)814



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 4 (10), 2013 Îáìåí è ñïèíîâûå ñîñòîÿíèÿ : : :è êîððåëÿöèîííîãîKe
or = � NXi=1 MXj=1 fvigmeM2�2~2 �� ((ri(j)� ri(j � 1)) � (ri(j + 1)� ri(j))) : (36)�àñïðåäåëåíèå �fvig(S) = (2S+1)!S(fvig)=!(fvig)ïî ñïèíîâûì ñîñòîÿíèÿì S äëÿ çàäàííîãî ðàçáèåíèÿfvig òðàåêòîðèé íà öèêëû óñðåäíÿëîñü ïî êîí�èãó�ðàöèÿì è ðàçëè÷íûì ñïîñîáàì ñöåïëåíèÿ òðàåêòî�ðèé, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîñïèíîâûì ñîñòîÿíèÿì �(S) = h�fvig(S)i
; àíàëîãè÷�íî óñðåäíÿëîñü è ñàìî ñïèíîâîå ÷èñëî S. Êîìáèíà�òîðíûå âåñîâûå êîý��èöèåíòû äëÿ N � 10 çàðà�íåå ðàññ÷èòûâàëèñü ïðÿìûì ïåðåáîðîì íà êîìïüþ�òåðå âñåõ ïåðåñòàíîâîê, ñîäåðæàùèõñÿ â ñõåìàõ Þí�ãà. Â ðàáîòàõ [19; 22; 40℄ ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ýòèõêîý��èöèåíòîâ äëÿ N = 2, â [22℄ � äëÿ N = 3,â [33℄ � äëÿN = 5, à â òàáë. 1, 2 äàííîé ðàáîòû ïðåä�ñòàâëåíû êîý��èöèåíòû, ðàññ÷èòàííûå äëÿ N = 4è äëÿ N = 6. Â ðàáîòå [35℄ îïóáëèêîâàíà òàáëèöàýòèõ êîý��èöèåíòîâ äëÿ N = 10 è ðàçâèò ïðèíöè�ïèàëüíî òî÷íûé �îðìàëèçì, ïîçâîëÿþùèé âîîáùåñíÿòü îãðàíè÷åíèÿ ïî N . Â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõîí àïðîáèðîâàí íà ðàñ÷åòàõ äëÿ ïëîòíîé âîäîðîä�íîé ïëàçìû [26; 34; 36; 41℄, ïëîòíîé ãåëèåâîé ïëàç�ìû [42; 47℄, ïëîòíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà [39; 48; 49℄è íà èññëåäîâàíèè îáùèõ çàêîíîìåðíîñòåé �îðìè�ðîâàíèÿ ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåì íåðàçëè÷èìûõ�åðìèîíîâ [50℄. Ôëóêòóàöèîííûå ïîãðåøíîñòè, îáó�ñëîâëåííûå óñðåäíåíèåì â êîíå÷íûõ âûáîðêàõ, îöå�íèâàëèñü ïî �ëóêòóàöèÿì ÷àñòè÷íûõ ñðåäíèõ.5. �ÅÇÓËÜÒÀÒÛ ×ÈÑËÅÍÍÛÕ �ÀÑ×ÅÒÎÂ5.1. Ýñòèìàòîðû ýíåðãèè è îïòèìàëüíàÿñòåïåíü äèñêðåòèçàöèè òðàåêòîðèéÂ ðàçðåæåííîé ïëàçìå ëèíåéíûå ðàçìåðû îáëà�ñòè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ïðîñòðàíñòâåííîé äåëî�êàëèçàöèè ýëåêòðîíîâ ìîãóò â ïåðâîì ïðèáëèæå�íèè îöåíèâàòüñÿ òåïëîâîé äëèíîé âîëíû äå Áðîé�ëÿ � = h=(2�mekBT )1=2. Â óñëîâèÿõ ñèëüíûõ ïðî�ñòðàíñòâåííûõ êîððåëÿöèé òàêîé êðèòåðèé íåïðè�åìëåì, òàê êàê îí íå ó÷èòûâàåò êîððåëÿöèè â îò�íîñèòåëüíîì ïîëîæåíèè îòäåëüíûõ �ðàãìåíòîâ âçà�èìîäåéñòâóþùèõ òðàåêòîðèé. Êðèòåðèåì âûðîæäå�íèÿ çäåñü ñëóæèò âåðîÿòíîñòü ñöåïëåíèÿ òðàåêòî�ðèé â öèêëû, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, îòðàæàåòñÿíà âåëè÷èíå ñðåäíåãî ñòàòèñòè÷åñêîãî âåñà êîí�è�ãóðàöèé hsign(�)i+. Çíà÷åíèå hsign(�)i+ = 1 â ïî�ñëåäíåì ñòîëáöå òàáë. 3 îçíà÷àåò, ÷òî íåçàâèñèìî îò

ñòåïåíè äèñêðåòèçàöèè M â ïîäàâëÿþùåé ÷àñòè ìè�êðîñîñòîÿíèé ýëåêòðîííûå òðàåêòîðèè îñòàâàëèñüðàñöåïëåííûìè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ âû�ðîæäåíèÿ.Êîððåêòíîñòü âû÷èñëåíèÿ ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿîñíîâíûì êðèòåðèåì êîððåêòíîñòè âû÷èñëèòåëüíîéïðîöåäóðû â öåëîì. Èç äàííûõ, ïðåäñòàâëåííûõâî âòîðîì è òðåòüåì ñòîëáöàõ òàáë. 3, âèäíî, ÷òî ñíàðàùèâàíèåì êîëè÷åñòâà çâåíüåâM â òðàåêòîðèÿõðàâíîâåñíûå ñðåäíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, âû÷èñ�ëåííûå ÷åðåç îñíîâíîé (òåðìîäèíàìè÷åñêèé) hKethi
è âèðèàëüíûé hKeviri
 ýñòèìàòîðû áûñòðî âûõîäÿòíà ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå. �àñ÷åò â ýòèõ óñëîâèÿõìîæíî ïðîâîäèòü óæå ñ M = 40, ñî ñðåäíåé äëèíîéçâåíà â òðàåêòîðèÿõ ïðèìåðíî 0.7 íì. Óâåëè÷åíèåM âûøå ýòîãî çíà÷åíèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ ðîñòîì�ëóêòóàöèîííûõ ïîãðåøíîñòåé îñíîâíîãî ýñòèìà�òîðà. Ïîãðåøíîñòü æå âèðèàëüíîãî ýñòèìàòîðà íåìåíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿâûðîæäåíèÿ âîçìîæåí ðàñ÷åò êàê ñ îñíîâíûì, òàêè ñ âèðèàëüíûì ýñòèìàòîðîì, îäíàêî ñ ðîñòîì Mý��åêòèâíîñòü îñíîâíîãî ýñòèìàòîðà ïîíèæàåòñÿ.Äëÿ êîððåëÿöèîííîãî ýñòèìàòîðà hKe
ori
 (òðåòèéñòîëáåö òàáë. 3) ñõîäèìîñòü ïî M ñóùåñòâåííîõóæå, è åãî ïðèìåíåíèå çäåñü âîçìîæíî òîëüêî ïðèM > 160. Ïðè ýòîì �ëóêòóàöèîííàÿ ïîãðåøíîñòüêîððåëÿöèîííîãî ýñòèìàòîðà âåäåò ñåáÿ òàê æåíåáëàãîïðèÿòíî, êàê è ïîãðåøíîñòü îñíîâíîãî ýñòè�ìàòîðà. Ïðèìåíåíèå �ëóêòóàöèîííîãî ýñòèìàòîðàîïðàâäàíî çäåñü òîëüêî â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîãîñïîñîáà ðàñ÷åòà â öåëÿõ êîíòðîëÿ.Â óñëîâèÿõ íà ïîðÿäîê áîëåå æåñòêîãî óäåðæè�âàþùåãî ïîëÿ (òàáë. 4) ñðåäíèé ñòàòèñòè÷åñêèé âåñêîí�èãóðàöèé óìåíüøàåòñÿ âäâîå äî hsign(�)i+ == 0:41�0.46. Òàêîé ðåæèì ñëåäóåò îòíåñòè ê óìå�ðåííîìó âûðîæäåíèþ. Âûõîä íà ïðåäåëüíîå çíà÷å�íèå äëÿ îñíîâíîãî è âèðèàëüíîãî ýñòèìàòîðîâ ïðî�èñõîäèò çäåñü ïðè M = 160, à äëÿ êîððåëÿöèîí�íîãî � òîëüêî äëÿ M > 640. Ñ íàðàùèâàíèåì Mòåìïû ðîñòà �ëóêòóàöèîííîé ïîãðåøíîñòè îñíîâ�íîãî è êîððåëÿöèîííîãî ýñòèìàòîðîâ ñîèçìåðèìû.Òàêèì îáðàçîì, êîððåêòíîå îïèñàíèå âûðîæäåííûõñîñòîÿíèé òðåáóåò âûïîëíÿòü ðàñ÷åòû ñ áîëüøèìè,íî ïðàêòè÷åñêè äîñòèæèìûìè çíà÷åíèÿìè ñòåïåíèäèñêðåòèçàöèè òðàåêòîðèé. Èç-çà ïîâûøåííûõ òðå�áîâàíèé ê âåëè÷èíåM âèðèàëüíûé ýñòèìàòîð çäåñüáîëåå ïðåäïî÷òèòåëåí.Äàëüíåéøåå ñæàòèå êâàíòîâîé òî÷êè ñîïðîâî�æäàåòñÿ ïåðåõîäîì ê ñèëüíîâûðîæäåííûì ñîñòîÿ�íèÿì ýëåêòðîíîâ, ðåçêîìó óìåíüøåíèþ ñðåäíåãî ñòà�òèñòè÷åñêîãî âåñà êîí�èãóðàöèé âïëîòü äî çíà÷å�íèé hsign(�)i+ < 0:01 ïðè A = 4:0 ýÂ/íì2, ÷òî âëå�815



Ñ. Â. Øåâêóíîâ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 4 (10), 2013Òàáëèöà 1. Òàáëèöà íîðìèðîâàííûõ âåñîâûõ êîý��èöèåíòîâ ~!(fvig) = !(fvig)=!(N; 0; : : : ; 0) äëÿ N = 4�åðìèîíîâ ñî ñïèíîì 1=2, ñîäåðæàùàÿ êîìáèíàòîðíûå âåñà âñåõ ñïîñîáîâ ðàçáèåíèÿ íåíóìåðîâàííûõ �åéíìà-íîâñêèõ òðàåêòîðèé íà öèêëû fvig, à òàêæå �fvig(S) � îòíîñèòåëüíûå âêëàäû ðàçëè÷íûõ ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé Sâ ~!(fvig)fvig �fvig(S) ~!(fvig)S = 0 S = 1 S = 2(0,0,0,1) 0.0 �0:25 1.25 �2:66667(1,0,1,0) �0:111111 0.0 1.111111 4.0(0,2,0,0) 0.2 �0:2 1.0 1.66667(2,1,0,0) 0.0 0.166667 0.833333 �4:0(4,0,0,0) 0.111111 0.333333 0.555556 1.0Òàáëèöà 2. Òî æå , ÷òî â òàáë. 1, äëÿ N = 6fvig �fvig(S) ~!(fvig)S = 0 S = 1 S = 2 S = 3(0,0,0,0,0,1) 0.0 0.0 �0:167778 1.167778 �45:0(1,0,0,0,1,0) 0.0 �0:05 0.0 1.05 60.0(0,1,0,1,0,0) �0:032609 0.054348 �0:163044 1.141304 34.5(2,0,0,1,0,0) �0:026786 �0:044643 0.133929 0.937500 �42:0(0,0,2,0,0,0) 0.062500 0.0 �0:156250 1.093750 16.0(1,1,1,0,0,0) 0.027778 0.0 0.0 0.972222 �54:0(3,0,1,0,0,0) �0:022727 0.0 0.227273 0.795455 22.0(0,3,0,0,0,0) �0:093750 0.156250 �0:156250 1.093750 �6:0(2,2,0,0,0,0) 0.023438 0.039063 0.117188 0.820313 24.0(4,1,0,0,0,0) 0.017857 0.089286 0.267857 0.625000 �10:5(6,0,0,0,0,0) 0.062500 0.187500 0.312500 0.437500 1.0÷åò óâåëè÷åíèå �ëóêòóàöèîííûõ ïîãðåøíîñòåé âñåõðàññ÷èòûâàåìûõ ðàâíîâåñíûõ ñðåäíèõ. Â íàèáîëååòðóäíûõ äëÿ ðàñ÷åòà óñëîâèÿõ, ïðåäñòàâëåííûõ âòàáë. 5, 6, âû÷èñëåíèÿ âîçìîæíû òîëüêî ñ âèðèàëü�íûì ýñòèìàòîðîì ñ M = 320�640.Èç ñîïîñòàâëåíèÿ äàííûõ, ïðèâåäåííûõ âòàáë. 3�6, ñëåäóåò çàêëþ÷èòü, ÷òî ðàññ÷èòûâàåìîåðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå ñïèíîâîãî ÷èñëà hSi
 áîëååóñòîé÷èâî ê âàðèàöèÿì M , ÷åì êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð�ãèÿ. Ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ M , êîòîðûå äîñòàòî÷íûäëÿ êîððåêòíîãî ðàñ÷åòà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,ïîëó÷åíèå äîñòîâåðíûõ çíà÷åíèé hSi
 è, çíà÷èò,
êîððåêòíîå îïèñàíèå ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé îáåñ�ïå÷åíû. Ñ ó÷åòîì ýòèõ ðåçóëüòàòîâ �èçè÷åñêèçíà÷èìûå ðàñ÷åòû âûïîëíåíû äëÿ M = 320�640,à ïðèâîäèìûå äàííûå ïî êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèèïîëó÷åíû íà îñíîâå âèðèàëüíîãî ýñòèìàòîðà (29).5.2. ÑïèíÊàæäîìó ìèêðîñîñòîÿíèþ â ïðîñòðàíñòâå áëó�æäàíèé (fvig; fri(j)g) îòâå÷àåò îïðåäåëåííîå ðàñ�ïðåäåëåíèå ïî ñïèíîâûì ñîñòîÿíèÿì �fvig(S). Óñðåä�íåíèåì òåêóùèõ ðàñïðåäåëåíèé �fvig(S) ïî ìèêðî�816



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 4 (10), 2013 Îáìåí è ñïèíîâûå ñîñòîÿíèÿ : : :Òàáëèöà 3. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ðàâíîâåñíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ýñòèìà-òîðîâ è ðàâíîâåñíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè hUi
, à òàêæå âû÷èñëåíèÿ ðàâíîâåñíîãî ñðåäíåãî ñïèíîâîãî ÷èñëàhSi
 è ñðåäíåãî ñòàòèñòè÷åñêîãî âåñà êîí�èãóðàöèé hsign(�)i+ â ñèñòåìå N = 3 ýëåêòðîíîâ ïðè òåìïåðàòóðåT = 300 K â òðåõìåðíîé ïàðàáîëè÷åñêîé ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå Ar2=2 (êâàíòîâîé òî÷êå)ñ êîý��èöèåíòîì æåñòêîñòè óäåðæèâàþùåãî ïîòåíöèàëà A = 0:06 ýÂ/íì2 ñ ðàçëè÷íûìè ÷èñëàìè çâåíüåâ M ââèðòóàëüíûõ òðàåêòîðèÿõ ýëåêòðîíîâ. Ýíåðãèÿ ïðèâåäåíà â ýëåêòðîíâîëüòàõ. Ôëóêòóàöèîííàÿ ïîãðåøíîñòü ýíåð-ãèè îöåíåíà ÷åðåç �ëóêòóàöèè ÷àñòè÷íûõ ñðåäíèõ. �àñ÷åò â ñëó÷àéíûõ âûáîðêàõ îáúåìîì â M � 108 ìàðêîâñêèõøàãîâM hKethi
 hKeviri
 hKe
ori
 hUi
 hSi
 hsign(�)i+10 0:1692� 0:0001 0:1694� 0:0001 0:1374� 0:0001 1:6905� 0:0001 1.167 1.0020 0:1706� 0:0001 0:1708� 0:0001 0:1525� 0:0001 1:6917� 0:0001 1.167 1.0040 0:1710� 0:0003 0:1712� 0:0001 0:1610� 0:0003 1:6922� 0:0001 1.167 1.0080 0:1734� 0:0006 0:1712� 0:0001 0:1661� 0:0005 1:6922� 0:0001 1.167 1.00160 0:175� 0:001 0:1713� 0:0001 0:169� 0:001 1:6922� 0:0001 1.167 1.00320 0:169� 0:001 0:1714� 0:0001 0:169� 0:001 1:6922� 0:0002 1.167 1.00640 0:169� 0:004 0:1713� 0:0001 0:167� 0:003 1:6922� 0:0002 1.167 1.001280 0:175� 0:004 0:1711� 0:0001 0:180� 0:003 1:6922� 0:0001 1.167 1.00Òàáëèöà 4. Òî æå, ÷òî â òàáë. 3, äëÿ A = 0:6 ýÂ/íì2M hKethi
 hKeviri
 hKe
ori
 hKi
 hSi
 hsign(�)i+10 0:3877� 0:0002 0:3872� 0:0002 0:1896� 0:0001 3:6899� 0:0002 1.093 0.4120 0:4175� 0:0003 0:4173� 0:0002 0:2774� 0:0002 3:7209� 0:0002 1.107 0.4440 0:4286� 0:0005 0:4277� 0:0003 0:3445� 0:0004 3:7309� 0:0002 1.110 0.4680 0:434� 0:001 0:4307� 0:0003 0:3848� 0:0006 3:7336� 0:0003 1.113 0.46160 0:436� 0:001 0:4316� 0:0005 0:4071� 0:0007 3:7345� 0:0003 1.113 0.46320 0:431� 0:001 0:4321� 0:0005 0:418� 0:002 3:7346� 0:0003 1.113 0.46640 0:436� 0:002 0:4321� 0:0005 0:428� 0:002 3:7350� 0:0003 1.113 0.461280 0:433� 0:004 0:4315� 0:0004 0:434� 0:003 3:7347� 0:0004 1.113 0.46ñîñòîÿíèÿì ïîëó÷àåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ïî ñïèíîâûìñîñòîÿíèÿì äëÿ äàííîãî ñìåøàííîãî êâàíòîâîãî ñî�ñòîÿíèÿ: �(S) � h�fvig(S)i
:�àâíîâåñíîå ñðåäíåå çíà÷åíèå ñïèíîâîãî ÷èñëà ïîëó�÷àåòñÿ èç �(S) êàêhSi
 = N=2XS=0;1=2S � �(S):
Ïðè îïèñàíèè ìåòîäàìè âòîðè÷íîãî êâàíòîâà�íèÿ, êàê ïðàâèëî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñàìîé íèçêîéýíåðãèåé îáëàäàåò êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå ñ ìèíèìàëü�íûì ñïèíîì. Òàêîå îæèäàíèå îñíîâûâàåòñÿ íà îäíî�ýëåêòðîííîì ïðèáëèæåíèè, èñõîäÿùåì èç òîãî, ÷òîïîëíàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ àíñàìáëÿ ÷àñòèö ðàñïàäà�åòñÿ íà ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïðîèçâåäåíèé îäíî÷à�ñòè÷íûõ âîëíîâûõ �óíêöèé. Â òàêîé ìîäåëè îäíî�ýëåêòðîííûå óðîâíè çàïîëíÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñïðèíöèïîì Ïàóëè ïîñëåäîâàòåëüíî ñíèçó ââåðõ, ïðè817



Ñ. Â. Øåâêóíîâ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 4 (10), 2013Òàáëèöà 5. Òî æå, ÷òî â òàáë. 3, äëÿ A = 2:0 ýÂ/íì2M hKethi
 hKeviri
 hKe
ori
 hUi
 hSi
 hsign(�)i+10 0:593� 0:004 0:589� 0:004 0:216� 0:001 5:519� 0:002 0.76 0.0220 0:710� 0:003 0:709� 0:003 0:368� 0:003 5:634� 0:002 0.81 0.0340 0:765� 0:003 0:757� 0:004 0:523� 0:002 5:684� 0:003 0.82 0.0480 0:782� 0:005 0:771� 0:003 0:638� 0:003 5:696� 0:002 0.86 0.04160 0:775� 0:005 0:786� 0:004 0:710� 0:006 5:703� 0:001 0.87 0.04320 0:80� 0:01 0:782� 0:004 0:75� 0:01 5:702� 0:003 0.88 0.04640 0:78� 0:01 0:787� 0:004 0:75� 0:01 5:707� 0:004 0.86 0.041280 0:79� 0:02 0:785� 0:004 0:76� 0:01 5:706� 0:003 0.90 0.04Òàáëèöà 6. Òî æå, ÷òî â òàáë. 3, äëÿ A = 4:0 ýÂ/íì2M hKethi
 hKeviri
 hKe
ori
 hUi
 hSi
 hsign(�)i+10 0:7� 0:6 0:8� 0:9 0:2� 0:3 6:9� 0:9 0:75 < 0:0120 0:9� 0:1 0:95� 0:05 0:36� 0:02 7:13� 0:03 0:66 < 0:0140 1:0� 0:1 1:00� 0:05 0:60� 0:03 7:24� 0:02 0:69 < 0:0180 1:09� 0:07 1:10� 0:05 0:79� 0:03 7:28� 0:02 0:59 < 0:01160 1:04� 0:07 1:09� 0:03 0:93� 0:03 7:29� 0:02 0:78 < 0:01320 1:2� 0:1 1:07� 0:03 1:01� 0:07 7:28� 0:02 0:73 < 0:01640 1:1� 0:1 1:07� 0:03 0:9� 0:1 7:29� 0:02 0:71 < 0:011280 1:1� 0:3 1:14� 0:03 1:0� 0:3 7:30� 0:02 0:75 < 0:01ýòîì íà êàæäîì óðîâíå ðàñïîëàãàþòñÿ ïî äâà ýëåê�òðîíà ñî ¾ñïàðåííûìè¿ ñïèíàìè, îáåñïå÷èâàÿ òàêèìîáðàçîì â îñíîâíîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè ìèíèìàëü�íûé ñïèí ñèñòåìû.Â êâàíòîâûõ òî÷êàõ â óñëîâèÿõ ñèëüíûõ ìåæ�÷àñòè÷íûõ êîððåëÿöèé îäíîýëåêòðîííîå ïðèáëèæå�íèå íåïðèìåíèìî. Â ýòèõ óñëîâèÿõ ñïåêòð ýíåðãå�òè÷åñêèõ óðîâíåé ñèñòåìû íå ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöè�åé ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé îòäåëüíûõ ýëåêòðîíîâ, èêàðòèíà ïîñëåäîâàòåëüíîãî çàïîëíåíèÿ îäíî÷àñòè÷�íûõ óðîâíåé ïàðàìè ýëåêòðîíîâ ñî ¾ñïàðåííûìè¿ñïèíàìè òåðÿåò ñìûñë. Íåò îñíîâàíèé îæèäàòü, ÷òîâ òàêîé ñèñòåìå ïåðåõîä â îñíîâíîå êâàíòîâîå ñî�ñòîÿíèå äîëæåí ñ íåîáõîäèìîñòüþ ñîïðîâîæäàòüñÿóìåíüøåíèåì ñïèíà äî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Îò�ñóòñòâèå òàêîãî óíèâåðñàëüíîãî ïðàâèëà ïîäòâåð�æäàåòñÿ è íåíóëåâûìè ñïèíàìè ýëåêòðîííûõ îáî�

ëî÷åê àòîìîâ, êîòîðûå ìîãóò èìåòü â îñíîâíîì ñî�ñòîÿíèè âûñîêèå çíà÷åíèÿ, îñîáåííî äëÿ ýëåìåíòîâñåðåäèíû Òàáëèöû õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ.Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà ðàññ÷èòàííàÿ ìåòîäîì èí�òåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì ýâîëþöèÿ ðàñïðåäåëåíèéïî ñïèíîâûì ñîñòîÿíèÿì, �(S), è ðàâíîâåñíîãî ñðåä�íåãî çíà÷åíèÿ ñïèíîâîãî ÷èñëà, hSi
, ñ âàðèàöèÿìèðàçìåðîâ êâàíòîâûõ òî÷åê. Â ñèñòåìå äâóõ ýëåêòðî�íîâ (ðèñ. 1à) ñæàòèå êâàíòîâîé òî÷êè (äâèæåíèåâïðàâî âäîëü îñè àáñöèññ) ñîïðîâîæäàåòñÿ ìîíîòîí�íûì óìåíüøåíèåì ñïèíà äî ïðåäåëüíîãî íóëåâîãîçíà÷åíèÿ (êðèâàÿ 1 ), ÷òî â òåðìèíàõ îäíîýëåêòðîí�íîãî ïîäõîäà ñëåäóåò êëàññè�èöèðîâàòü êàê ¾ñïàðè�âàíèå¿ ñïèíîâ. Â ñèñòåìå òðåõ ýëåêòðîíîâ (ðèñ. 1á )ïðè ñæàòèè êâàíòîâîé òî÷êè ñïèí òîæå âûõîäèò íàñâîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå hSi
 ! 1=2; ïðè ýòîì�(1=2) ! 1, à �(3=2) ! 0. Òàêèì îáðàçîì, è â ýòîì818
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�èñ. 1. �àâíîâåñíîå ñðåäíåå çíà÷åíèå ñïèíîâîãî ÷èñëà S îïåðàòîðà êâàäðàòà ñïèíà (êðèâûå 1 ) è âåðîÿòíîñòè �(S)(êðèâûå 2�5 ) ðàçëè÷íûõ ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé äëÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ íåðàçëè÷èìûõ ýëåêòðîíîâ â ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ ìîäåëüíûõ êâàíòîâûõ òî÷êàõ â çàâèñèìîñòè îò êîý��èöèåíòà æåñòêîñòè óäåðæèâàþùåãî ïàðàáîëè-÷åñêîãî ïîòåíöèàëà: à � äâà ýëåêòðîíà (2 � �(0), M = 640); á � òðè ýëåêòðîíà (2 � �(1=2), 3 � �(3=2), M = 320);â � ÷åòûðå ýëåêòðîíà (2 � �(0), 3 � �(1), 4 � �(2), M = 320); ã � 1 � ðàâíîâåñíîå ñðåäíåå ïðèâåäåííîå çíà÷åíèåñïèíîâîãî ÷èñëà hsi
 = hSi
=Sm, ãäå Sm = N=2 = 3 � åãî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, 2 � �(0), 3 � �(1), 4 � �(2),5 � �(3), M = 320. Ïðÿìûìè ãîðèçîíòàëüíûìè ëèíèÿìè îòìå÷åíû ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ hSi
 è �(S) â ñîñòîÿíèÿõñî ¾ñïàðåííûìè¿ ñïèíàìè S = 0, �(0) = 1 (à) è S = 1=2, �(1=2) = 1, �(3=2) = 0 (á ), à òàêæå â ñìåøàííîìêâàíòîâîì ñîñòîÿíèè â îòñóòñòâèå ïðîñòðàíñòâåííûõ êîððåëÿöèé ìåæäó ýëåêòðîíàìè (A ! 0) S = 3=4, �(0) = 1=4(à), S = 7=6, �(1=2) = 1=3, �(3=2) = 2=3 (á ), S = 13=9, �(0) = 1=9, �(1) = 1=3 è �(2) = 5=9 (â) è S = 17=24,�(0) = 1=16, �(1) = 3=16, �(2) = 5=16, �(3) = 7=16 (ã). Òåìïåðàòóðà 300 Kñëó÷àå êà÷åñòâåííî êàðòèíà âûãëÿäèò, êàê ¾ñïàðè�âàíèå¿ ñïèíîâ äâóõ èç òðåõ ýëåêòðîíîâ, ïðè ýòîìñïèí âûõîäèò íà ñâîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå, õîòÿ èîòëè÷íîå îò íóëÿ. Ïðè ðàñøèðåíèè êâàíòîâîé òî÷�êè (A ! 0) âåðîÿòíîñòè ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé âûõî�äÿò íà ñâîè ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ, ïðîïîðöèîíàëü�íûå ñòåïåíè èõ âûðîæäåíèÿ (2S + 1) ïî ïðîåêöèèñïèíà, ��12�! 13 ; ��32�! 23 ;à ñïèíîâîå ÷èñëî ïðèáëèæàåòñÿ ê ñâîåìó ïðåäåëüíî�
ìó çíà÷åíèþhSi
 ! 12��12�+ 32��32� = 76 :Ýòîò ðåæèì îòâå÷àåò ïîëíîñòüþ íåñêîððåëèðîâàí�íîìó äâèæåíèþ ýëåêòðîíîâ è áåçðàçëè÷íîìó ðàñïðå�äåëåíèþ ïî ñïèíîâûì ñîñòîÿíèÿì.Ìîäåëü ¾ñïàðèâàþùèõñÿ¿ îäíîýëåêòðîííûõ ñïè�íîâ ïåðåñòàåò äàâàòü ïðàâèëüíûå ðåçóëüòàòû â ñè�ñòåìàõ ÷åòûðåõ è áîëåå ýëåêòðîíîâ. Ñïèí ñèñòåìû,ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ýëåêòðîíîâ (ðèñ. 1â), ïðè ñæà�819



Ñ. Â. Øåâêóíîâ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 4 (10), 2013òèè êâàíòîâîé òî÷êè ìåíÿåòñÿ íåìîíîòîííî, ñíà÷à�ëà óâåëè÷èâàÿñü îòíîñèòåëüíî ñâîåãî ïðåäåëüíîãîçíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëíîñòüþ íåñêîððåëè�ðîâàííîìó äâèæåíèþ, à çàòåì ñòàíîâèòñÿ ìåíüøååãî, íî íå âûõîäèò íà íóëåâîå çíà÷åíèå. Âåðîÿòíîñòüñîñòîÿíèÿ ñ ñàìûì âûñîêèì çíà÷åíèåì ñïèíà, �(2),ïðè ñæàòèè êâàíòîâîé òî÷êè íå òîëüêî íå óìåíüøà�åòñÿ, íî îñòàåòñÿ âûøå ñâîåãî ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ5/9, îòâå÷àþùåãî íåñêîððåëèðîâàííîìó äâèæåíèþ.Ïðè÷èíà ýòîãî ÿâëåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ÿñíîé èç àíàëè�çà âåëè÷èí êîìáèíàòîðíûõ âåñîâûõ êîý��èöèåíòîâðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ñöåïëåíèÿ â öèêëû, ïîëó÷àþ�ùèõñÿ ñîðòèðîâêîé âñåõ ïåðåñòàíîâîê, ñîäåðæàùèõ�ñÿ â îïåðàòîðå ñèììåòðèè Þíãà (ñì. òàáë. 1). Ïðèðàñøèðåíèè êâàíòîâîé òî÷êè âåðîÿòíîñòü ðàñïàäàíà êîðîòêèå öèêëû óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïðåäåëüíî ðàç�ðåæåííîìó ñîñòîÿíèþ îòâå÷àåò ïîñëåäíÿÿ ñòðîêàòàáë. 1. Íàîáîðîò, ïðè ñæàòèè ñèñòåìû äëèííûå öè�êëû ïîëó÷àþò ïðåèìóùåñòâî. Ïåðâàÿ ñòðîêà òàáë. 1ñîîòâåòñòâóåò îðãàíèçàöèè ñèñòåìû â åäèíûé öèêë,ñîñòîÿùèé èç ÷åòûðåõ òðàåêòîðèé. Â òàêîì ñïîñî�áå ñöåïëåíèÿ òðàåêòîðèé êîìáèíàòîðíûé âåñîâîé êî�ý��èöèåíò ñîñòîÿíèÿ ñ ñàìûì âûñîêèì çíà÷åíèåìñïèíà (S = 2) ìàêñèìàëåí è ñîñòàâëÿåò 1.25, â òîâðåìÿ êàê ñîñòîÿíèþ S = 1 îòâå÷àåò êîý��èöèåíò�0:25, à â ñîñòîÿíèå S = 0 ýòîò ñïîñîá ñöåïëåíèÿâîîáùå íå äàåò âêëàäà. Â òî æå âðåìÿ îáðàçîâàíèåäëèííûõ öèêëîâ ïðè óïëîòíåíèè ñèñòåìû ñäåðæè�âàåòñÿ êóëîíîâñêèì îòòàëêèâàíèåì ìåæäó òðàåêòî�ðèÿìè. Îòòàëêèâàíèå óñèëèâàåòñÿ ïðè ñæàòèè êâàí�òîâîé òî÷êè, äåëàÿ ñóäüáó äëèííûõ öèêëîâ òðóäíîïðåäñêàçóåìîé. Òàêèì îáðàçîì, ñïèíîâîå ñîñòîÿíèåñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì êîíêóðåíöèè âñòðå÷�íûõ �àêòîðîâ, ñïîñîáñòâóþùèõ îáðàçîâàíèþ è ðàñ�ïàäó äëèííûõ öèêëîâ. Áàëàíñ ýòèõ �àêòîðîâ çàâè�ñèò êàê îò êîí�èãóðàöèè è æåñòêîñòè âíåøíèõ ïî�ëåé, óäåðæèâàþùèõ ýëåêòðîíû, òàê è îò òåìïåðàòó�ðû.Âåðîÿòíî, â ñèñòåìàõ ñ íåáîëüøèìè ÷èñëàìèñèëüíîâçàèìîäåéñòâóþùèõ êâàíòîâûõ ÷àñòèö íå ñó�ùåñòâóåò êàêèõ-ëèáî óíèâåðñàëüíûõ ïðàâèë, êîòî�ðûì ïîä÷èíÿåòñÿ ïîâåäåíèå ñïèíà ïðè ñæàòèè. Äàí�íûå, ïîëó÷åííûå äëÿ ñèñòåìû øåñòè ýëåêòðîíîâ(ðèñ. 1ã), ïîäòâåðæäàþò ýòî îæèäàíèå. Ñïèí ñèñòå�ìû ìîíîòîííî ðàñòåò ïðè ñæàòèè êâàíòîâîé òî÷êèâìåñòå ñî ñòàòèñòè÷åñêèì âåñîì ñîñòîÿíèÿ, îòâå÷àþ�ùåãî ìàêñèìàëüíîìó ñïèíó S = 3. Ôèçè÷åñêàÿ ïðè�÷èíà ðîñòà òà æå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, â÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ, èñõîäÿ èç ðàñïðåäåëåíèÿ âå�ñîâûõ êîìáèíàòîðíûõ êîý��èöèåíòîâ, îòâå÷àþùèõñîñòîÿíèþ ñ ñàìûì äëèííûì öèêëîì, â ïåðâîé ñòðî�êå òàáë. 2.
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�èñ. 2. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 1à: êðèâûå 1�3 �hSi
, 4�6 � �(0) êàê �óíêöèè òåìïåðàòóðû äëÿäâóõ ýëåêòðîíîâ â ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ ìî-äåëüíûõ êâàíòîâûõ òî÷êàõ ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿ-ìè êîý��èöèåíòà æåñòêîñòè A óäåðæèâàþùåãî ïî-ëÿ: 1, 4 � 0:6 ýÂ/íì2; 2, 5 � 2:0 ýÂ/íì2; 3, 6 �4:0 ýÂ/íì2. M = 6405.3. Îáìåí è ñïèí â óñëîâèÿõ òåðìè÷åñêèõ�ëóêòóàöèéÑ ïîâûøåíèåì òåìïåðàòóðû ñðåäíÿÿ äëèíà ýëåê�òðîííûõ òðàåêòîðèé óìåíüøàåòñÿ è âåðîÿòíîñòü èõñöåïëåíèÿ â öèêëû ïàäàåò. Â òî æå âðåìÿ ñ ïî�âûøåíèåì òåìïåðàòóðû ñëåäóåò îæèäàòü è ðàçâè�òèå âñòðå÷íîãî ý��åêòà, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â îñëàáëå�íèè êóëîíîâñêèõ êîððåëÿöèé, êîòîðûå ïðåïÿòñòâó�þò îáúåäèíåíèþ â öèêëû. Ñëåäóåò, îäíàêî, ó÷èòû�âàòü, ÷òî îñëàáëåíèå êóëîíîâñêèõ êîððåëÿöèé ñ ðîñ�òîì òåìïåðàòóðû â êâàíòîâîé ñèñòåìå ìîæåò ðàç�âèâàòüñÿ ìåäëåííåå, ÷åì â êëàññè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.Ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà ñóæåíèÿ îáëàñòè êâàíòîâîìå�õàíè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòè â ïîëîæåíèè êâàíòî�âîé ÷àñòèöû ïðè íàãðåâàíèè, ñîïðîâîæäàþùåãîñÿïðîñòðàíñòâåííîé êîíñîëèäàöèåé åå çàðÿäà. Ïîâåäå�íèå ñïèíà ýëåêòðîíîâ â êâàíòîâîé òî÷êå ïðè íàãðå�âàíèè � ðåçóëüòàò êîìáèíàöèè ðàçëè÷íûõ ðàçíîíà�ïðàâëåííûõ �àêòîðîâ.Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå äâóõ ýëåêòðîíîâ (ðèñ. 2)ñïèí ñèñòåìû (êðèâûå 1�3 ) ïðè îõëàæäåíèè ìîíî�òîííî óìåíüøàåòñÿ ê íóëþ, ò. å., âåäåò ñåáÿ òàê æå,êàê ïðè èçîòåðìè÷åñêîì ñæàòèè êâàíòîâîé òî÷êè.¾Ñïàðèâàíèå¿ ñïèíîâ ïðîèñõîäèò çäåñü ðàíüøå âêâàíòîâûõ òî÷êàõ ñ ìåíüøèìè ïðîñòðàíñòâåííûìèðàçìåðàìè. Â ñèñòåìå òðåõ ýëåêòðîíîâ ïîâåäåíèåñïèíà áîëåå ñëîæíîå, ÷åì ïðè èçîòåðìè÷åñêîì ñæà�òèè. Ïðè îõëàæäåíèè ñïèí ñíà÷àëà óìåíüøàåòñÿ,820
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�èñ. 3. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 1á, êàê �óíêöèè òåìïå-ðàòóðû, äëÿ òðåõ ýëåêòðîíîâ â êâàíòîâûõ òî÷êàõ ñðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè êîý��èöèåíòà æåñòêîñòèA: à � 0:6 ýÂ/íì2; á � 2:0 ýÂ/íì2; â � 4:0 ýÂ/íì2.M = 640

ïðèáëèæàÿñü ê ñâîåìó ìèíèìàëüíîìó âîçìîæíîìóçíà÷åíèþ S = 1=2, íî çàòåì ñíîâà ðàñòåò (ðèñ. 3à).Íåìîíîòîííûé õîä çàâèñèìîñòè ñïèíà ñèñòåìû òðåõýëåêòðîíîâ îò òåìïåðàòóðû âîñïðîèçâîäèòñÿ â êâàí�òîâûõ òî÷êàõ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ (ðèñ. 3á,â) è ÿâ�ëÿåòñÿ, ïî âñåé âèäèìîñòè, ðåçóëüòàòîì íàëîæåíèÿóêàçàííûõ âûøå âñòðå÷íûõ �àêòîðîâ.Ñëîæíûé õîä çàâèñèìîñòè ñïèíà îò òåìïåðàòó�ðû âîñïðîèçâîäèòñÿ è â ñèñòåìå ÷åòûðåõ ýëåêòðî�íîâ (ðèñ. 4). Õîòÿ âåðîÿòíîñòü �(1) (êðèâàÿ 3 ) ïðèïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû ìîíîòîííî ïðèáëèæàåòñÿê íóëåâîìó çíà÷åíèþ, à âåðîÿòíîñòü �(0) (êðèâàÿ2 ) ðàñòåò, êàðòèíó ¾ñïàðèâàþùèõñÿ¿ ñïèíîâ íàðó�øàþò âûñîêèå çíà÷åíèÿ �(3) (êðèâàÿ 4 ). Ïðè ñæà�òèè êâàíòîâîé òî÷êè ðîëü êóëîíîâñêèõ êîððåëÿöèéâûñîêèõ ïîðÿäêîâ è èõ âëèÿíèå íà ðàñïðåäåëåíèåïî ðàçìåðàì öèêëîâ óñèëèâàþòñÿ, à õîä çàâèñèìî�ñòåé âåðîÿòíîñòåé ðàçëè÷íûõ ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèéâ îáëàñòè íèçêèõ òåìïåðàòóð ñòàíîâèòñÿ åùå áîëååñëîæíûì (ðèñ. 4â).5.4. Ñïèíîâàÿ ïàðàìàãíèòíàÿâîñïðèèì÷èâîñòüÀñèìïòîòèêà ðàâíîâåñíîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿïðîåêöèè ñïèíîâîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ñèñòåìû íàíàïðàâëåíèå âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿH â ñìåøàí�íîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè, â âåäóùåì ïî H ïîðÿäêåèìååò âèäh�Hi
���H!0 = � e~me N=2XS=1;1:2�(S) � 12S + 1 �� M�=SXM�=�SM� exp�� e~me M��0HkBT �������H!0 == �0e2~2m2ekBT N=2XS=1;1=2�(S)hM2�iSH; (37)ãäå hM2�iS = 0� 22S + 1 M�=SXM�=1;1=2M2�1A (38)� ñðåäíèé êâàäðàò êâàíòîâîãî ÷èñëà M� â ñïèíî�âîì ñîñòîÿíèè S ïðè H = 0, �e~=me � ñïèíîâîåãèðîìàãíèòíîå îòíîøåíèå, à �0 � ìàãíèòíàÿ ïîñòî�ÿííàÿ. Íà÷àëüíàÿ (H ! 0) ñïèíîâàÿ ìàãíèòíàÿ âîñ�ïðèèì÷èâîñòü, â ñîãëàñèè ñ îáùåé �ëóêòóàöèîííîé821
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�èñ. 4. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 1â, êàê �óíêöèè òåìïåðà-òóðû, äëÿ ÷åòûðåõ ýëåêòðîíîâ â êâàíòîâûõ òî÷êàõ ñðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè êîý��èöèåíòà æåñòêîñòèA: à � 0:6 ýÂ/íì2; á � 2:0 ýÂ/íì2; â � 4:0 ýÂ/íì2.M = 640

òåîðåìîé, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñðåäíèé êâàäðàò ìàã�íèòíîãî ìîìåíòà:�(N) = �h�Hi
�H ����H=0 = �0e2~2m2ekBT �� N=2XS=1;1=2�(S)hM2�iS = h�2Hi
kBT ; (39)ãäå �H = �e~M�=me � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðà�òîðà ïðîåêöèè ìàãíèòíîãî ìîìåíòà íà íàïðàâëåíèåïîëÿ H.Àñèìïòîòèêà âûðàæåíèÿ (38) â ìàêðîñêîïè÷å�ñêîì ïðåäåëå S !1 èìååò âèä hM2�iS � S2=3. Ïîä�ñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (39) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ~2S2ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòèêîé ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îïå�ðàòîðà êâàäðàòà ñïèíà P 2S = ~2S(S+1), óáåæäàåìñÿ,÷òî â ìàêðîñêîïè÷åñêîì ïðåäåëå N ! 1 �îðìóëà(39) èìååò êëàññè÷åñêóþ àñèìïòîòèêó [51℄:�(N) � �0e2m2ekBT N=2XS=1;1=2�(S)P 2S3 = �0 h�2i
3kBT ; (40)â êîòîðîé � = �ePS=me � ìîäóëü ñïèíîâîãî ìàã�íèòíîãî ìîìåíòà ñèñòåìû.Êàê âèäíî èç ïðåäïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ â (39),ñïèíîâàÿ ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü ñèñòåìû ýëåê�òðîíîâ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì �óíêöèîíàëîì ðàñïðåäå�ëåíèÿ ïî ñïèíîâûì ñîñòîÿíèÿì �(S) ñ óíèâåðñàëü�íûìè ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìèhM2�i0 = 0; hM2Si1=2 = 1=4; hM2�i1 = 2=3;hM2�i3=2 = 5=4; hM2�i2 = 2;hM2�i5=2 = 35=12; hM2�i3 = 4; : : :Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îäíîãî ýëåêòðîíà�(1) = �0e2~24m2ekBT : (41)Äëÿ äâóõ ýëåêòðîíîâ hSi
 = �(0)�0+�(1)�1 = �(1).Ïîýòîìó ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü ïðîïîðöèî�íàëüíà çäåñü ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ ñïèíîâîãî ÷èñ�ëà: �(2) = 2�0e2~23m2ekBT hSi
: (42)Äëÿ òðåõ, ÷åòûðåõ è øåñòè ýëåêòðîíîâ ñîîòâåòñòâåí�íî èìååì�(3) = �0e2~2m2ekBT �14��12�+ 54��32�� ; (43)�(4) = �0e2~2m2ekBT �23�(1) + 2�(2)� ; (44)�(6) = �0e2~2m2ekBT �23�(1) + 2�(2) + 4�(3)� : (45)822



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 4 (10), 2013 Îáìåí è ñïèíîâûå ñîñòîÿíèÿ : : :Èç (41)�(45) âèäíî, ÷òî ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòüíåðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö â îáùåì ñëó÷àå âåäåò ñåáÿ ïîN íåëèíåéíî. Àääèòèâíîñòü êîëëåêòèâíîé âîñïðè�èì÷èâîñòè â ìàëîé ñèñòåìå íåðàçëè÷èìûõ ÷àñòèöîòñóòñòâóåò è â âûñîêîòåìïåðàòóðíîì ïðåäåëå. Äåé�ñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ïðè T ! 1 â ñèñòåìå äâóõýëåêòðîíîâ hSi
 ! 3=4, âûñîêîòåìïåðàòóðíàÿ àñèì�ïòîòèêà âûðàæåíèÿ (42) èìååò âèä�(2) � �0e2~22m2ekBT = 2�(1):Îäíàêî â ñèñòåìå òðåõ ýëåêòðîíîâ ïðè T !1 âåðî�ÿòíîñòè �(1=2)! 1=3, �(3=2)! 2=3 è âûñîêîòåìïå�ðàòóðíàÿ àñèìïòîòèêà ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòèèìååò âèä �(3) � 1112 �0e2~2m2ekBT 6= 3�(1):Àíàëîãè÷íî,�(4) � 43 �0e2~2m2ekBT 6= 4�(1);�(6) � 52 �0e2~2m2ekBT 6= 6�(1):Àääèòèâíîñòü èìååò ìåñòî òîëüêî â ìàêðîñêîïè÷åñ-êîì ïðåäåëå (40).Íàëè÷èå òåìïåðàòóðû â çíàìåíàòåëÿõ âûðàæå�íèé (42)�(45) îáåñïå÷èâàåò ïðè îõëàæäåíèè ñèñòå�ìû ðîñò åå ñïèíîâîé ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè,îäíàêî â ñëó÷àå îäíîâðåìåííîãî äîñòàòî÷íî áûñòðî�ãî óáûâàíèÿ âåëè÷èíû �(S) äëÿ âñåõ ñîñòîÿíèé ñS 6= 0, ò. å., ðîñòà �(0) è óìåíüøåíèÿ hSi
, ìîæ�íî ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ âîñ�ïðèèì÷èâîñòè îæèäàòü åå ïàäåíèå. Òàêèì îáðàçîì,íàëè÷èå ìàêñèìóìà íà òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòèìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè çàâèñèò îò òîãî, áóäåòëè ñïèí ñèñòåìû ñîõðàíÿòü êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ èëèóìåíüøàòüñÿ äî íóëÿ ïðè T ! 0.Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãîðàñ÷åòà ìåòîäîì èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì ñïèíî�âîé ïàðàìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè äëÿ îäíîãî èäâóõ ýëåêòðîíîâ â ïàðàáîëè÷åñêèõ êâàíòîâûõ òî÷�êàõ ðàçëè÷íîãî ðàçìåðà êàê �óíêöèé òåìïåðàòóðû.Ñïèíîâàÿ ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü èçîëèðîâàí�íîãî ýëåêòðîíà (êðèâàÿ 1 ) íå çàâèñèò îò óäåðæèâà�þùåãî ïîëÿ è, ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (41), ìîíîòîí�íî ðàñòåò ïðè îõëàæäåíèè ñèñòåìû. Íàèáîëåå èíòå�ðåñíûì ÿâëÿåòñÿ ïîâåäåíèå âîñïðèèì÷èâîñòè ïàðûýëåêòðîíîâ (êðèâûå 2�4 ): ñ ïîíèæåíèåì òåìïåðàòó�ðû îíà, ñíà÷àëà ðàñòåò, à çàòåì âñëåäñòâèå áûñòðî�ãî óìåíüøåíèÿ hSi
 â (42) óáûâàåò äî íóëÿ. Ïîëî�æåíèå è âûñîòà îáðàçóþùåãîñÿ íà òåìïåðàòóðíîé
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�èñ. 5. Ñïèíîâàÿ ïàðàìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòüîäíîãî (1 ) è äâóõ (2�4 ) ýëåêòðîíîâ â ïàðàáîëè÷å-ñêèõ êâàíòîâûõ òî÷êàõ ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìèêîý��èöèåíòà æåñòêîñòè A óäåðæèâàþùåãî ïîëÿ:2 � 0:6 ýÂ/íì2; 3 � 2:0 ýÂ/íì2; 4 � 4:0 ýÂ/íì2.M = 640çàâèñèìîñòè ìàêñèìóìà îäíîçíà÷íî ñâÿçàíû ñ ãåî�ìåòðè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè êâàíòîâîé òî÷êè. Ïðèóìåíüøåíèè ðàçìåðîâ ïîñëåäíåé ìàêñèìóì ñäâèãà�åòñÿ ê âûñîêèì òåìïåðàòóðàì.Ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü ÿâëÿåòñÿ èçìåðè�ìîé â ëàáîðàòîðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ âåëè÷èíîé, à�îðìà åå òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè ñîäåðæèòèí�îðìàöèþ î ïðîñòðàíñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèêàõêâàíòîâîé òî÷êè. Ñàìî ïî ñåáå íàëè÷èå âûðàæåííî�ãî ìàêñèìóìà íà ïîëó÷åííîé ýêñïåðèìåíòàëüíî òåì�ïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè ñïèíîâîé ìàãíèòíîé âîñ�ïðèèì÷èâîñòè ñâèäåòåëüñòâóåò î íàëè÷èè â êâàíòî�âîé òî÷êå èìåííî äâóõ ýëåêòðîíîâ. Êàê ñëåäóåò èçâûðàæåíèé (43)�(45) è îáùåãî âûðàæåíèÿ (39) äëÿìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè ñèñòåì ñ áîëüøèì êî�ëè÷åñòâîì ýëåêòðîíîâ, à òàêæå õàðàêòåðà òåìïåðà�òóðíûõ çàâèñèìîñòåé âõîäÿùèõ â ýòè �îðìóëû âå�ëè÷èí �(S), ðèñ. 2�5, îæèäàòü îáÿçàòåëüíîãî ¾ñïà�ðèâàíèÿ¿ ñïèíîâ è ãàðàíòèðîâàííîãî óáûâàíèÿ hSi
äî íóëåâûõ çíà÷åíèé ïðè îõëàæäåíèè â îáùåì ñëó�÷àå N > 2 îæèäàòü íå ïðèõîäèòñÿ. Ñëåäóåò òàêæåîòìåòèòü, ÷òî â ðåàëüíîì ýêñïåðèìåíòå íà ñïèíîâóþìàãíèòíóþ âîñïðèèì÷èâîñòü ìîãóò íàêëàäûâàòüñÿìàãíèòíûå ý��åêòû, ñâÿçàííûå ñ îðáèòàëüíûì äâè�æåíèåì ýëåêòðîíîâ, êîòîðûå, îäíàêî, íèâåëèðóþòñÿïðè íàðóøåíèè ñ�åðè÷åñêîé ñèììåòðèè óäåðæèâàþ�ùåãî ïîëÿ.823



Ñ. Â. Øåâêóíîâ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 4 (10), 20136. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ�åçóëüòàòû ðàáîòû ñóììèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îá�ðàçîì. Ïîâåäåíèå ñïèíà ñèñòåì íåáîëüøîãî êîëè÷å�ñòâà âçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ ïðè ïîíèæå�íèè òåìïåðàòóðû äîñòàòî÷íî ñëîæíîå, â êîòîðîìòðóäíî âûäåëèòü êàêèå-ëèáî ïðîñòûå ïðàâèëà. Èñ�êëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ñëó÷àé äâóõ ýëåêòðîíîâ, ãäåîò÷åòëèâî íàáëþäàåòñÿ ìîíîòîííîå ¾ñïàðèâàíèå¿ñïèíîâ ïðè îõëàæäåíèè ñèñòåìû è ÿðêî âûðàæåí�íûé ìàêñèìóì íà òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè ñïè�íîâîé ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè. Ïîëîæåíèå ìàê�ñèìóìà ñïèíîâîé ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè äâóõýëåêòðîíîâ îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè ðàçìåðà�ìè êâàíòîâîé òî÷êè, ÷òî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíîäëÿ èçâëå÷åíèÿ èç ìàêðîñêîïè÷åñêèõ èçìåðåíèé èí��îðìàöèè î ðàçìåðàõ êâàíòîâîé òî÷êè.Â îáùåì ñëó÷àå êâàíòîâûõ òî÷åê, ñîäåðæàùèõòðè è áîëåå ýëåêòðîíîâ, ïîâåäåíèå ñïèíà ñ âàðè�àöèÿìè òåìïåðàòóðû áîëåå ñëîæíîå. Ñïèí ñèñòå�ìû íà �îíå òåðìè÷åñêèõ �ëóêòóàöèé �îðìèðóåòñÿâ êîíêóðåíöèè âñòðå÷íûõ �àêòîðîâ, íà ðåçóëüòàòêîòîðîé âëèÿþò ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû è �îðìàêâàíòîâîé òî÷êè. �ëàâíûìè âñòðå÷íûìè �àêòîðà�ìè, ñîïðîâîæäàþùèìè ïîíèæåíèå òåìïåðàòóðû, ÿâ�ëÿþòñÿ óâåëè÷åíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó ðàñòàëêèâà�þùèìèñÿ âèðòóàëüíûìè ýëåêòðîííûìè òðàåêòîðè�ÿìè è óâåëè÷åíèå ñðåäíåé äëèíû òðàåêòîðèé. Ïåð�âûé �àêòîð ïðåïÿòñòâóåò, à âòîðîé, íàîáîðîò, áëà�ãîïðèÿòñòâóåò îáðàçîâàíèþ äëèííûõ öèêëîâ. Êîì�ïðîìèññ â âèäå íåêîòîðîãî ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëå�íèÿ ïî äëèíàì öèêëîâ è îòâå÷àþùåãî ýòîìó ðàñïðå�äåëåíèþ ñïèíà ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ òîíêèì áàëàíñîììåæäó äâóìÿ ñîèçìåðèìûìè �àêòîðàìè, êàæäûé èçêîòîðûõ äîëæåí áûòü îïèñàí ñàìûì äåòàëüíûì îá�ðàçîì. Îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèå âàðèàöèè âíåøíå�ãî ïîëÿ, ðàçìåðîâ è �îðìû êâàíòîâîé òî÷êè ñóùå�ñòâåííî âëèÿþò íà åå ñïèíîâîå ñîñòîÿíèå, ÷òî, ïîâñåé âèäèìîñòè, îáúÿñíÿåò ÿâëåíèå ñïèíîâîãî êðîñ�ñîâåðà.Ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû èëè ñæàòèè êâàí�òîâûõ òî÷åê, ñîäåðæàùèõ òðè è áîëåå ýëåêòðîíîâ, íåíàáëþäàåòñÿ áåçóñëîâíîãî ñïàðèâàíèÿ ñïèíîâ ýëåê�òðîíîâ. Íàïðîòèâ, ïðè ñæàòèè êâàíòîâîé òî÷êèñïèí ñèñòåìû äåìîíñòðèðóåò òåíäåíöèþ ê ðîñòó.Ïðè÷èíà ýòîãî ÿâëåíèÿ ñîñòîèò â ñòèìóëèðîâàíèèîáúåäèíåíèé òðàåêòîðèé â áîëåå äëèííûå öèêëû. Âñâîþ î÷åðåäü, áîëåå äëèííûå öèêëû îòâå÷àþò öèê-ëè÷åñêèì ïåðåñòàíîâêàì â òàêèõ îïåðàòîðàõ Þíãà,êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò áîëåå âûñîêèì çíà÷åíèÿìñïèíà. Â ñèñòåìàõ, â êîòîðûõ ñïèí ñ îõëàæäåíèåìíå ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëåâîìó çíà÷åíèþ, íàáëþäàåò�
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