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ÊÎËËÀÏÑ È ÏÎÏßÒÍÎÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÎÑÅÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÕÒÎ�ÎÈÄÀËÜÍÛÕ ÂÈÕ�ÅÉ Â ÀÊÊ�ÅÖÈÎÍÍÎÌ ÏÎÒÎÊÅÅ. Þ. Áàííèêîâà a;b, Â. Ì. Êîíòîðîâè÷ a;b*, Ñ. À. Ïîñëàâñêèé ba�àäèîàñòðîíîìè÷åñêèé èíñòèòóò íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê Óêðàèíû61002, Õàðüêîâ, ÓêðàèíàbÕàðüêîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Â. Í. Êàðàçèíà61077, Õàðüêîâ, ÓêðàèíàÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 21 ìàðòà 2013 ã.Ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è î âçàèìîäåéñòâèè äâóõ ñîîñíûõ ïðîòèâîïîëîæíî âðàùàþùèõñÿ êîëüöåâûõ âè-õðåé ïðè íàëè÷èè ñõîäÿùåãîñÿ (àêêðåöèîííîãî) ïîòîêà ñî ñòîêîì â öåíòðå ñèììåòðèè. Ïîêàçàíî, ÷òîâèõðè, êîòîðûå óäàëÿëèñü áû äðóã îò äðóãà â îòñóòñòâèå ïîòîêà (çàäà÷à, îáðàòíàÿ çàäà÷å �åëüìãîëüöà),ñáëèæàþòñÿ ïîòîêîì, à çàòåì âûáðàñûâàþòñÿ ñ óñêîðåíèåì âäîëü îñè ñèììåòðèè. Ïðè ýòîì ñêîðîñòüâûáðîñà âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì ìîùíîñòè ñòîêà. Îäíàêî åñëè ìîùíîñòü ñòîêà ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîå êðè-òè÷åñêîå çíà÷åíèå, êîòîðîå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, âûáðîñà íå ïðîèñõîäèò è âèõðè çàõâàòûâàþòñÿïîòîêîì è êîëëàïñèðóþò. Àíàëîãè÷íûé çàõâàò è êîëëàïñ âîçìîæåí è ïðè äâèæåíèè îäèíî÷íîãî âèõðÿâ ïîòîêå. Ñóùåñòâåííî îòëè÷èå îò ïëîñêîãî ñëó÷àÿ, ãäå êîëëàïñà íå ïðîèñõîäèò. Îáíàðóæåííîå ÿâëåíèåìîæåò íàéòè ïðèìåíåíèå ïðè èçó÷åíèè íåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ â àòìîñ�åðíûõ âèõðÿõ, à òàêæå â àêòèâíûõÿäðàõ ãàëàêòèê è àòìîñ�åðàõ ïëàíåò.DOI: 10.7868/S00444510130802081. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂçàèìîäåéñòâèå êîëüöåâûõ âèõðåé ñ ïîòîêàìèïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ è èìååò ìíî�ãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ (ñì. þáèëåéíûé âûïóñêæóðíàëà [1℄, ïîñâÿùåííûé 150-ëåòèþ êëàññè÷åñêîéðàáîòû �åëüìãîëüöà [2℄, è ïðèâåäåííóþ òàì áèáëèî�ãðà�èþ). Â äâóìåðíîé ãèäðîäèíàìèêå êîëüöåâîéâèõðü, êàê èçâåñòíî, ìîäåëèðóåòñÿ ïàðîé òî÷å÷íûõâèõðåé ñ ðàçíûìè çíàêàìè öèðêóëÿöèè, ðàñïîëîæåí�íûõ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè äâèæåíèÿ. Â îò�ñóòñòâèå ïîòîêà äâèæåíèå ïàðû ïðîèñõîäèò ðàâíî�ìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî âäîëü îñè ñèììåòðèè [3℄. Ïðèó÷åòå ðàäèàëüíîãî ïîòîêà õàðàêòåð äâèæåíèÿ ñòàíî�âèòñÿ ñóùåñòâåííî äðóãèì [4℄. Â ðàñõîäÿùåìñÿ ïîòî�êå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîìïîíåíòàìè ïàðû óâåëè÷è�âàåòñÿ, à ñêîðîñòü äâèæåíèÿ çàìåäëÿåòñÿ, à â ñõîäÿ�ùåìñÿ ïîòîêå ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæ�íóþ: óìåíüøåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîìïîíåíòàìèïàðû ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ èõ ñêîðîñòè. Â îïðå�*E-mail: vkont1001�yahoo.om

äåëåííîé îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ âèõðü ìîæåòñîâåðøàòü ïîïÿòíîå äâèæåíèå.Â ñâÿçè ñ àñòðî�èçè÷åñêèìè ïðèëîæåíèÿìè[5�10℄ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ òàêæå ñèñòåìà èçäâóõ çåðêàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ êîëüöåâûõ âèõðåé(äèïîëüíûé òîðîèäàëüíûé âèõðü). Â ðàáîòå [11℄èññëåäîâàëàñü äèíàìèêà äèïîëüíîãî òîðîèäàëüíîãîâèõðÿ â ðàäèàëüíîì ïîòîêå â 2D-îïèñàíèè. Â ýòîìïðèáëèæåíèè äèïîëüíûé òîðîèäàëüíûé âèõðüìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åòûðüìÿ òî÷å÷íûìè âèõðÿìè.Õîðîøî èçâåñòíî, íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû �ðåáëè [12℄, ÷òîâ ðåçóëüòàòå ëîáîâîãî ñòîëêíîâåíèÿ êîìïîíåíòûïàð ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, à íîâûå ïàðû ðàçëåòàþòñÿïîä ïðÿìûì óãëîì ê íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ ñèñõîäíûìè ïî âåëè÷èíå ñêîðîñòÿìè. Ïðèñóòñòâèåöåíòðàëüíîãî ðàäèàëüíîãî ïîòîêà ïðèâîäèò êý��åêòó ëèáî çàìåäëåíèÿ (ðàñõîäÿùèéñÿ ïîòîê),ëèáî óñêîðåíèÿ (ñõîäÿùèéñÿ ïîòîê) ðàçëåòàþùèõñÿâ ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïàð [11℄. Ïðè ýòîìñêîðîñòü âûáðàñûâàåìîé ïàðû â ñõîäÿùåìñÿ (àêêðå�öèîííîì) ïîòîêå çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ ìîùíîñòèïîòîêà ê èíòåíñèâíîñòè âèõðÿ è ìîæåò äîñòèãàòüáîëüøèõ çíà÷åíèé. Â ðàáîòå [5℄ áûëî ïîêàçàíî,÷òî ý��åêò óñêîðåííîãî âûáðîñà âèõðåâîé ïàðû438



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 2013 Êîëëàïñ è ïîïÿòíîå äâèæåíèå : : :â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ áîëååñëîæíîãî àêêðåöèîííîãî òå÷åíèÿ: ïðîèçâåäåíèåñêîðîñòåé âûáðîøåííûõ ïàð îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêîìîíîïîëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ïîòîêà.Ýòè ðåøåíèÿ ìîãóò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê äâè�æåíèå è ðàñïàä íà ñîñòàâëÿþùèå äèïîëüíîãî òî�ðîèäàëüíîãî âèõðÿ. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ â ðàáî�òàõ [7; 11℄ â 2D-îïèñàíèè ïîêàçàíî, ÷òî äèïîëüíûéòîðîèäàëüíûé âèõðü â àêêðåöèîííîì ïîòîêå ñæèìà�åòñÿ ïî áîëüøîìó ðàäèóñó è, ðàñïàäàÿñü, ïîðîæäàåòäâóñòîðîííèé âûáðîñ ñîñòàâëÿþùèõ åãî êîëüöåâûõâèõðåé ïî îñè ñèììåòðèè ñèñòåìû.Â äàííîé ðàáîòå ýòà çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ íàîñíîâàíèè îñåñèììåòðè÷íîãî 3D-îïèñàíèÿ êîëüöå�âûõ (òîðîèäàëüíûõ) âèõðåé (ñì. îáçîðû [13�17℄).Çàäà÷à äîïóñêàåò ãàìèëüòîíîâó �îðìóëèðîâêó èâ ðàìêàõ ïðåäñòàâëåíèÿ î òîíêèõ òîðîèäàëüíûõâèõðÿõ [2℄ èìååò òî÷íîå ðåøåíèå. Ñóùåñòâåííî,÷òî â îïðåäåëåííîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ïîâåäåíèå3D-âèõðåé ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïîâåäåíèÿ èõàíàëîãîâ â ïëîñêîé 2D-ìîäåëè. À èìåííî, â ìîù�íîì ñõîäÿùåìñÿ ïîòîêå âîçíèêàåò êîëëàïñ ñ çàòÿãè�âàíèåì âèõðåé â îáëàñòü ñòîêà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðèïàðàìåòðàõ, áëèçêèõ ê ïàðàìåòðàì, ñîîòâåòñòâóþ�ùèì óñëîâèÿì êîëëàïñà, âîçìîæíî ïîïÿòíîå äâèæå�íèå âèõðåé ìåæäó òî÷êàìè ïîâîðîòà.2. �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÀ ÔÎ�ÌÓËÈ�ÎÂÊÀÇÀÄÀ×È Î ÄÈÏÎËÜÍÎÌÒÎ�ÎÈÄÀËÜÍÎÌ ÂÈÕ�Å Â ÏÎÒÎÊÅ�àññìîòðèì çàäà÷ó î äèíàìèêå äèïîëüíîãî òîðî�èäàëüíîãî âèõðÿ â ðàäèàëüíîì ïîòîêå, ïðåäñòàâëÿÿäèïîëüíûé âèõðü êàê ñèñòåìó äâóõ êîëüöåâûõ âè�õðåé. Óðàâíåíèÿ äëÿ áîëüøîãî ðàäèóñà R(t) òîíêî�ãî êîëüöåâîãî âèõðÿ è êîîðäèíàòû Z(t) åãî öåíòðàíà îñè ñèììåòðèè ïðè íàëè÷èè ñîîñíûõ åìó âèõðåéáûëè ïîëó÷åíû åùå �åëüìãîëüöåì [2℄. Äàéñîí ïîêà�çàë [18℄, ÷òî ýòèì óðàâíåíèÿì ñîîòâåòñòâóåò èíòå�ãðàë ýíåðãèè, áëàãîäàðÿ ýòîìó â ïîñëåäóþùèõ ðàáî�òàõ èì áûëà ïðèäàíà ãàìèëüòîíîâà �îðìà [13; 19℄.Ïðè íàëè÷èè ïîòîêà óðàâíåíèÿ ïî-ïðåæíåìó îñòà�þòñÿ ãàìèëüòîíîâûìè. Ôóíêöèÿ òîêà Ñòîêñà ðà�äèàëüíîãî ïîòîêà, â êîòîðîì äâèæåòñÿ äèïîëüíûéâèõðü, èìååò âèä = � Q4� zpr2 + z2 : (2:1)Çäåñü Q � ìîùíîñòü èñòî÷íèêà, ðàñïîëîæåííîãî âíà÷àëå êîîðäèíàò. (Â ñëó÷àå ñõîäÿùåãîñÿ ¾àêêðåöè�îííîãî¿ ïîòîêà áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå ïîëîæè�òåëüíóþ ìîùíîñòü ñòîêà P = �Q > 0.) Â ñèëó ñèì�

ìåòðèè çàäà÷è äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü óðàâíåíèÿäâèæåíèÿ â êîîðäèíàòàõ R;Z äëÿ îäíîãî êîëüöåâîãîâèõðÿ èç ïàðû â ïîëóïðîñòðàíñòâå z > 0:_R = � 1R �H�Z ; _Z = 1R �H�R ; (2:2)ñ �óíêöèåé �àìèëüòîíà H âèäàH = �R4� ln 8Re7=4a(R) � �R4� C(k) ++ P4� ZpZ2 +R2 : (2.3)Çäåñü C(k) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ââåäåííóþ åùå �åëü�ìãîëüöåì êîìáèíàöèþ ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ:C(k) = � 2k � k�K(k)� 2k E(k); (2:4)ãäå K(k) è E(k) � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðà�ëû ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà, k � èõìîäóëü: K(k) = �=2Z0 d�p1� k2 sin2 � ;E(k) = �=2Z0 p1� k2 sin2 �d�;k2 = R2R2 + Z2 : (2.5)
Âûðàæåíèå äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (2.3) ïîëó÷åíî èç(A.2) ïðè ó÷åòå, ÷òî ñîîñíûå êîëüöåâûå âèõðè, ñî�ñòàâëÿþùèå äèïîëüíûé òîðîèäàëüíûé âèõðü, èìå�þò ðàâíûå ðàäèóñû è ïðîòèâîïîëîæíûå, íî ðàâíûåïî ìîäóëþ öèðêóëÿöèè � (ðèñ. 1). Ìû ïðåäïîëàãà�åì, ÷òî äèíàìèêà âèõðÿ ïðîèñõîäèò ñ ñîõðàíåíèåìåãî îáúåìà ïðè îäíîðîäíîé çàâèõðåííîñòè [13℄, ò. å.Ra2(R) = �2 = onst, ãäå a � ìàëûé ðàäèóñ êîëü�öà, à êîíñòàíòà � îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâè�åì � = a0pR0. Òàêèì îáðàçîì, ìû íå ó÷èòûâàåìâîçìîæíîå èçìåíåíèå ïëîòíîñòè â ÿäðå âèõðÿ [20℄.3. ÑÂßÇÜ ÍÀ×ÀËÜÍÛÕ ÄÀÍÍÛÕ ÈÏÀ�ÀÌÅÒ�ÎÂ ÂÛÁ�ÎÑÀÄâèæåíèþ âèõðÿ ïî òðàåêòîðèè ñîîòâåòñòâóåòïîñòîÿíñòâî �óíêöèè �àìèëüòîíà H = onst, êî�òîðàÿ è �èêñèðóåò âûáðàííóþ òðàåêòîðèþ. Íà�÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì áóäåì ñ÷èòàòü âèõðü ðàäèóñàR0 � a0. Êîëüöåâûå âèõðè ïðè ýòîì íàõîäÿòñÿ äðóã439
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�èñ. 1. Ñõåìà äèïîëüíîãî òîðîèäàëüíîãî âèõðÿ.Äâå êîìïîíåíòû âèõðÿ ÿâëÿþòñÿ çåðêàëüíûì îòðà-æåíèåì äðóã äðóãà îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè ñèììåò-ðèè z = 0. Ñòðåëêàìè óêàçàíî íàïðàâëåíèå âèõðå-âîãî äâèæåíèÿîò äðóãà íà ìàëîì ðàññòîÿíèè 2Z0, óäîâëåòâîðÿþ�ùåì óñëîâèþ R0 � Z0 > a0. Ýòîìó ñîîòâåòñòâóþòàñèìïòîòèêè ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ [21℄, âõîäÿ�ùèõ â ãàìèëüòîíèàí (2.3), ïðè k ! 1:K(k ! 1)! 12 ln 161� k2 ; E(1) = 1: (3:1)Êîìïîíåíòà, âûáðîøåííàÿ â ïîëîæèòåëüíîì íà�ïðàâëåíèè îñè ñèììåòðèè z, íà áîëüøèõ ðàññòîÿíè�ÿõ Z1 � R1 îïèñûâàåòñÿ àñèìïòîòèêàìè èíòåãðà�ëîâ ïðè k ! 0:K(0) = E(0) = �2 ; K(k)�E(k)k ! k�4 ! 0;k ! 0: (3.2)Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.1), (3.2), íàõîäèì àñèì�ïòîòèêè �óíêöèè �àìèëüòîíà äëÿ íà÷àëüíîãî (R!! 1, k ! 1) è êîíå÷íîãî (Z ! +1, k ! 0) ñîñòîÿ�íèé êîëüöåâîãî âèõðÿ (z > 0).1) Ïðè R!1 äëÿ C(k ! 1) ïîëó÷àåìC(k)! K(k)! 12 ln 161� k2 � ln 4R0Z0 : (3:3)Ñîîòâåòñòâåííî, ãàìèëüòîíèàí ñâîäèòñÿ ê âèäóH = �R04� ln 2Z0e7=4a(R0) + P4� Z0R0 : (3:4)

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ñèëó ìàëîñòè Z0=R0 � 1 ìîæ�íî îïóñòèòü. Ñâÿçü R0 è Z0 êîîðäèíàò êîëüöà ïðè�îáðåòàåò âèä Z0 � e7=42 a(R0) exp 4�H�R0 :2) Ïðè Z ! 1 èç àñèìïòîòèê K(k ! 0) èE(k ! 0) ñîãëàñíî (3.2) ñëåäóåò, ÷òî C(k)! 0.Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ îáëàñòè ñòîêà äëÿ ðàäèóñàêîëüöà R1 èìååìR1 ln 8R1e7=4a1 = 1�(4�H � P ); Z1 � R1: (3:5)Óðàâíåíèå (3.5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå x lnx == y, êîòîðîå ïðè óñëîâèè ln y � 1 èìååò ïðèáëè�æåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå x = y= ln y. Îòíî�ñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ ln(ln y)= ln yïðîõîäèò ÷åðåç ìàêñèìóì ïðè y = ee è ñòðåìèòñÿ êíóëþ ïðè ln y !1. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü â ðàìêàõóêàçàííûõ îãðàíè÷åíèé ïðèâåñòè ÿâíûå âûðàæåíèÿäëÿ ðàäèóñà âèõðÿ êàê �óíêöèè åãî êîîðäèíàòû èïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿåìûå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.4. Ê�ÈÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÙÍÎÑÒÜ ÏÎÒÎÊÀÈç âûðàæåíèÿ (3.5) âèäíî, ÷òî ðåøåíèÿ ñ óõîäîìâèõðåé íà áåñêîíå÷íîñòü ñóùåñòâóþò, òîëüêî åñëèìîùíîñòü ïîòîêà íå ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêîãî çíà÷å�íèÿ Pr = 4�H: (4:1)Íàèáîëüøàÿ ñêîðîñòü âûáðàñûâàåìûõ êîëåö äîñòè�ãàåòñÿ ïðè P ! Pr � 0. Ïðè ïðåâûøåíèè êðèòè�÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ìîùíîñòè ñòîêà P > Pr âèõðüçàòÿãèâàåòñÿ òå÷åíèåì â ñòîê è êîëëàïñèðóåò. Ýòîêà÷åñòâåííî îòëè÷àåò ðàññìàòðèâàåìûå îñåñèììåò�ðè÷íûå 3D-ðåøåíèÿ îò ðåøåíèé ðàíåå ðàññìîòðåí�íûõ àíàëîãè÷íûõ ïëîñêèõ 2D-çàäà÷ [4; 5; 11℄. Ïðè�ðîäà ýòîãî îòëè÷èÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàññòîÿíèåìåæäó òî÷å÷íûìè âèõðÿìè, èìèòèðóþùèìè êîëüöå�âîé âèõðü, ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì è, ñî�îòâåòñòâåííî, ñîáñòâåííàÿ ñêîðîñòü âèõðÿ � ñêîëüóãîäíî áîëüøîé. Â 3D-ñëó÷àå íàèìåíüøåå ðàññòîÿ�íèå ðåãóëèðóåòñÿ óñëîâèåì R � a(R) (äëÿ òîíêîãîâèõðÿ R � a) è, òàêèì îáðàçîì, îíî âñåãäà êîíå÷�íî (è îïðåäåëÿåòñÿ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâè�ÿìè). Â òî æå âðåìÿ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ âáëèçè ñòîêàâîçðàñòàåò íåîãðàíè÷åííî îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëü�íî êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ, áëàãîäàðÿ ÷åìó âèõðü çàòÿ�ãèâàåòñÿ â îñîáåííîñòü â ñëó÷àå àêêðåöèîííîãî ïîòî�êà (ñì. ðèñ. 2). Â ïëîñêîì 2D-ñëó÷àå ñêîðîñòü òå÷å�íèÿ è ñêîðîñòü âèõðÿ âîçðàñòàþò ïî îäíîìó è òîìó440
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0 0�èñ. 2. Ëèíèè óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà, ñîîòâåòñòâó-þùèå òðàåêòîðèÿì îäíîé èç êîìïîíåíò äèïîëüíîãîòîðîèäàëüíîãî âèõðÿ ñ � = �2� è � = 10�3, êî-òîðûé äâèæåòñÿ â ñõîäÿùåìñÿ ïîòîêå ñ ìîùíîñòüþñòîêà P = 2�. Âèäíà îáëàñòü çàõâàòà âèõðåé è ñåïà-ðàòðèñà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþãàìèëüòîíèàíàæå çàêîíó � îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ðàññòîÿíèþ.Íàëè÷èå â ýòîì ñëó÷àå ÿâíî íàéäåííûõ òî÷åê ïî�âîðîòà [4; 11℄ ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîáñòâåííàÿ ñêîðîñòüâèõðÿ ïðåâûøàåò ñêîðîñòü òå÷åíèÿ, ÷òî âñåãäà ïðè�âîäèò â 2D-ñëó÷àå ê âûáðîñó êîìïîíåíò.Â 3D-ðàññìîòðåíèè ïðè ìîùíîñòè, ïðèáëèæàþ�ùåéñÿ ê êðèòè÷åñêîé, ïðèáëèæåíèå òîíêîãî âèõðÿñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìî. Äëÿ èëëþñòðàöèè èñïîëü�çóåì ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (ñì.ðàçä. 3). Ïî ìåðå ðîñòà ìîùíîñòè ñòîêà P ðàäèóñêîëüöà íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò íåãî óìåíüøàåò�ñÿ: R1 � 23 L1ln(23 � 8e7=4��2=3 L1) ;L1 = 1�(4�H � P ); (4.2)à åãî ñêîðîñòü ðàñòåò:_Z1 � �4�R1 ln 8R1e1=4a1 :Ïðè P ! Pr = 4�H âåëè÷èíà L1 ! 0 è ðà�äèóñ êîëüöà óìåíüøàåòñÿ íàñòîëüêî, ÷òî èñïîëüçó�åìîå ïðèáëèæåíèå òîíêîãî êîëüöà íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïî-âèäèìîìó, èñòèííîãî êîëëàïñà ïðè ýòîì íå ïðî�èñõîäèò (ñð. ñ îáñóæäåíèåì îáùåé ïðîáëåìû êîëëàï�ñà â ãèäðîäèíàìèêå â îáçîðå [22℄). Åñòåñòâåííî ñ÷è�òàòü, ÷òî âèõðü ñòàíîâèòñÿ êîìïàêòíûì. Àíàëèòè�÷åñêè ýòîò ïåðåõîä îïèñàòü íå óäàåòñÿ, îäíàêî ÷èñ�ëåííî ïåðåõîä îò òîíêîãî âèõðÿ ê âèõðþ Õèëëà áûëïðîñëåæåí â ðàáîòå [23℄ (ñì. òàêæå [24℄).5. ÎÄÈÍÎ×ÍÛÉ ÊÎËÜÖÅÂÎÉ ÂÈÕ�Ü Â�ÀÄÈÀËÜÍÎÌ ÏÎÒÎÊÅÄëÿ îäèíî÷íîãî êîëüöåâîãî âèõðÿ â ïîòîêå ìîù�íîñòè Q = onst, îïèñûâàåìîì �óíêöèåé òîêà (2.1),ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû èìååò âèäH = �R4� ln 8Re7=4a(R) � Q4� ZpZ2 +R2 : (5:1)Èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âèõðåâîãî êîëüöà â êàíîíè�÷åñêîé �îðìå (2.2) íàõîäèì:_Z = �4�R ln 8R3=2�e1=4 + Q4� Z(R2 + Z2)3=2 ;_R = Q4� R(R2 + Z2)3=2 : (5.2)�àññìîòðèì äâèæåíèå âèõðåâîãî êîëüöà ñ � < 0â ñõîäÿùåìñÿ ïîòîêå (P = �Q > 0), ñì. ðèñ. 3. Âäà�ëè îò ñòîêà ïðè ïîëîæèòåëüíûõ z êîëüöî äâèæåòñÿâ ñòîðîíó óáûâàþùèõ çíà÷åíèé z. Èç �îðìóëû (5.2)âèäíî, ÷òî â ñõîäÿùåìñÿ ïîòîêå â òå÷åíèå âñåãî âðå�ìåíè äâèæåíèÿ ðàäèóñ âèõðåâîãî êîëüöà óìåíüøà�åòñÿ. Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû óðîâíè ãàìèëüòîíèàíà(5.1), ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì òðàåêòîðèÿì äâèæå�íèÿ âèõðåâîãî êîëüöà â ïëîñêîñòè (Z;R). Ñåïàðàòðè�ñà, íà êîòîðîéH = �P=4�, îòäåëÿåò òðàåêòîðèè, ïî�ïàäàþùèå â ñòîê (ïðè �4�H < P ), îò òðàåêòîðèé,
r

z0

�èñ. 3. Îäèíî÷íûé êîëüöåâîé âèõðü â �îíîâîì ðà-äèàëüíîì ïîòîêå, öåíòð êîòîðîãî íàõîäèòñÿ â íà-÷àëå êîîðäèíàò. Ïðè � < 0 âèõðü äâèæåòñÿ ñïðàâàíàëåâî âäîëü îñè z441
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�èñ. 4. Òðàåêòîðèè îäèíî÷íîãî êîëüöåâîãî âèõðÿ(óðîâíè ãàìèëüòîíèàíà H = onst) â àêêðåöèîííîìïîòîêå ñ ïàðàìåòðàìè P = �Q = 4�, � = �0:02P .Ñåïàðàòðèñà âûäåëåíà æèðíîé êðèâîéóõîäÿùèõ íà áåñêîíå÷íîñòü (�4�H > P ). Òàêîå ïî�âåäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (5.1). Â îáùåìñëó÷àå óñëîâèå çàõâàòà èìååò âèä �4�H sgn� < P .�àññìîòðèì àñèìïòîòèêè ïðè Z ! �1 áåñêî�íå÷íîé â îáå ñòîðîíû òðàåêòîðèè êîëüöà ñ çàäàí�íûì çíà÷åíèåì ãàìèëüòîíèàíà H . �àâåíñòâî (5.1)(ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ îáúåìà êîëüöà) ïðèZ ! +1 è R! R+ ïðèíèìàåò âèäH = �R+4� ln 8R3=2+�e7=4 � Q4� : (5:3)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè Z ! �1 è R! R� ïîëó÷èìH = �R�4� ln 8R3=2��e7=4 + Q4� : (5:4)Îòñþäà íàõîäèì ñâÿçü ìåæäó R+ è R� â âèäåR� ln 8R3=2��e7=4 + Q� = R+ ln 8R3=2+�e7=4 � Q� : (5:5)Ñêîðîñòü öåíòðà êîëüöåâîãî âèõðÿ, äâèæóùåãîñÿâ ñõîäÿùåìñÿ ïîòîêå, óâåëè÷èâàåòñÿ îò íà÷àëüíîãîçíà÷åíèÿ _Z+ � �4�R+ ln 8R3=2+�e1=4äî çíà÷åíèÿ íà âûõîäå èç ïîòîêà_Z� � �4�R� ln 8R3=2��e1=4 :

(Âêëàä îò ïîòîêà � _Z� � �Q(4�Z2�)�1 íà áîëüøèõðàññòîÿíèÿõ ïðåíåáðåæèìî ìàë.) Òàêèì îáðàçîì,êîëüöî ñæèìàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ïîòîêîì (R� < R+),à åãî ñêîðîñòü âîçðàñòàåò:V�V+ � R+R� ln(8R3=2� =�e1=4)ln(8R3=2+ =�e1=4) : (5:6)Èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (5.2) ñëåäóåò, ÷òî íà òðà�åêòîðèÿõ ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü òî÷êè âîçâðàòà, âêîòîðûõ íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ öåíòðà êîëüöà ìå�íÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå. Â ýòèõ òî÷êàõ _Z = 0,ò. å. �4�R ln 8R3=2�e1=4 + QZ4�(R2 + Z2)3=2 = 0: (5:7)Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå êóáè�÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî � � Z2:�� +R2�3 � Q2R2�2 ln2�8R3=2�e1=4 � � = 0: (5:8)Ýòî óðàâíåíèå èìååò îäèí îòðèöàòåëüíûé íå�èçè�÷åñêèé êîðåíü, à ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ4Q227�2 � R2 ln2�8R3=2�e1=4 � ; (5:9)ñîâïàäàþùåãî ñ óñëîâèåì âåùåñòâåííîñòè êîðíåé, �äâà ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ, ÷òî îòâå÷àåò ñëó÷àþñóùåñòâîâàíèÿ òî÷åê ïîâîðîòà. Èç ðèñ. 5 âèäíî,÷òî îáëàñòü ïîïÿòíîãî äâèæåíèÿ ïðèìûêàåò ê ñå�ïàðàòðèñå. Çà íåé âèõðåâîå êîëüöî çàòÿãèâàåòñÿ âñòîê è êîëëàïñèðóåò. Ýòîò ý��åêò îòñóòñòâóåò ïðè2D-îïèñàíèè íà ïëîñêîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå îáëàñòüïîïÿòíîãî äâèæåíèÿ çàíèìàåò îãðàíè÷åííûé ïî êî�îðäèíàòàì èíòåðâàë çíà÷åíèé, âíå åå ïðîäîëæàåò�ñÿ äâèæåíèå êîëüöà, óñêîðåííîãî èç-çà åãî ñæàòèÿïîòîêîì, â ïðåæíåì íàïðàâëåíèè [4℄. Îòìåòèì, ÷òîàíàëîãè÷íûå òî÷êè âîçâðàòà, â êîòîðûõ _Z = 0, èìå�þòñÿ è â ñëó÷àå äèïîëüíîãî òîðîèäàëüíîãî âèõðÿ.6. ÊÎËÜÖÅÂÎÉ ÂÈÕ�Ü Â ÏÎÒÎÊÅ,ÑÎÇÄÀÂÀÅÌÎÌ ÑÒÎÊÀÌÈ,�ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÍÛÌÈ ÂÄÎËÜ Å�Î ÎÑÈ�àññìîòðèì ñëó÷àé äâèæåíèÿ âèõðåâîãî êîëüöàâî âíåøíåì îñåñèììåòðè÷íîì ïîòîêå. Ïóñòü ýòîò ïî�òîê îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèåé òîêà Ñòîêñà îò èñòî÷íè�êîâ (ñòîêîâ), ðàñïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [�L;L℄ îñèñèììåòðèè ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ q(z): (z; r) = � 14� LZ�L (z � z0)q(z0)pr2 + (z � z0)2 dz0: (6:1)442
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�èñ. 5. Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ âèõðÿ â ðàñõîäÿùåì-ñÿ (ñõîäÿùåìñÿ) ïîòîêå: jQj = 4�, � = 0:02Q. Ñå-ïàðàòðèñà îòìå÷åíà ïóíêòèðíîé ëèíèåé. Âûäåëåíûòî÷êè ïîâîðîòà. Ïðè äâèæåíèè âèõðÿ ñëåâà íàïðà-âî (� > 0) ðèñóíîê ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ èñòî÷íèêà(Q > 0), à ïðè äâèæåíèè ñïðàâà íàëåâî (� < 0) �ñëó÷àþ ñòîêà (Q < 0). Òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþ-ùèå êîëëàïñó, íå ïîêàçàíû (ñð. ñ ðèñ. 4)Â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêîâ(ñòîêîâ) íà îòðåçêå [�L;L℄ ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþq(z) ! q0 = onst �óíêöèÿ òîêà ïðèîáðåòàåò ïðî�ñòîé âèä: (z; r) = q04� �� �pr2 + (z � L)2 �pr2 + (z + L)2 � : (6.2)Óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ðàäèóñû R+ è R� ïðèõî�äÿùåãî èç áåñêîíå÷íîñòè è óõîäÿùåãî íà áåñêîíå÷�íîñòü êîëüöà, ïî-ïðåæíåìó, áóäåò èìåòü âèä (5.5),ãäå Q = LZ�L q(z) dz� ñóììàðíàÿ ìîùíîñòü èñòî÷íèêîâ (ñòîêîâ), êîòî�ðàÿ â ñëó÷àå èõ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îò�ðåçêå ðàâíà Q = 2q0L. Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå òî�÷å÷íîãî ñòîêà P = �Q > 0, òðàåêòîðèÿ â ïëîñêîñòè(Z;R), îòâå÷àþùàÿ êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ ãàìèëü�òîíèàíà H = �P=4�, îòäåëÿåò äâèæåíèÿ ñ çàõâà�òîì âèõðåâîãî êîëüöà (ñ � < 0) îò äâèæåíèé, äëÿêîòîðûõ òàêîãî çàõâàòà íå ïðîèñõîäèò (ðèñ. 6). Ïðèóñëîâèè �4�H < P òðàåêòîðèè çàêàí÷èâàþòñÿ íàîòðåçêå [�L;L℄.
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�èñ. 6. Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ îäèíî÷íîãî êîëüöå-âîãî âèõðÿ � = �4�, � = 0:01 â àêêðåöèîííîì ïîòî-êå ê ðàñïðåäåëåííîìó ñòîêó äëèíîé 2L = 2 ñ ïîëíîéìîùíîñòüþ P = �Q = 4�. Ñåïàðàòðèñà âûäåëåíàæèðíîé êðèâîé. Âèõðü äâèæåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Ïî-êàçàíû óðîâíè ãàìèëüòîíèàíà H = (k � 3)=2, ãäåk = [0 : : : 10℄. Âáëèçè ñåïàðàòðèñû èìåþòñÿ íå ïî-êàçàííûå íà ðèñóíêå îáëàñòè ïîïÿòíîãî äâèæåíèÿ7. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ ðàáîòå îáñóæäàåòñÿ äèíàìèêà îäèíî÷íîãî èäèïîëüíî-òîðîèäàëüíîãî îñåñèììåòðè÷íûõ âèõðåé âöåíòðàëüíîì ïîòîêå. Ïîëó÷åíû òî÷íûå ðåøåíèÿ èïðîàíàëèçèðîâàíû èõ àñèìòîòèêè. Ïîêàçàíî, ÷òî ñó�ùåñòâóþò êàê àíàëîãèè, òàê è êà÷åñòâåííûå îòëè�÷èÿ äèíàìèêè òàêèõ âèõðåé îò ïîâåäåíèÿ ìîäåëèðó�þùèõ èõ ñèñòåì ïëîñêèõ âèõðåé. Â ñõîäÿùåìñÿ (àê�êðåöèîííîì) ïîòîêå êîëüöåâûå âèõðè, òàê æå êàê èèõ ïëîñêèå àíàëîãè, óñêîðÿþòñÿ. Â ñëó÷àå äèïîëü�íîãî òîðîèäàëüíîãî âèõðÿ ýòî ïðèâîäèò ê âûáðîñóóñêîðåííûõ êîìïîíåíò. Â òî æå âðåìÿ, â îòëè÷èåîò ïëîñêîãî ñëó÷àÿ, ïðè äîñòàòî÷íîé ìîùíîñòè ïî�òîêà ïðîèñõîäèò çàõâàò êîëüöåâûõ âèõðåé ïîòîêîì,ñîïðîâîæäàþùèéñÿ èõ êîëëàïñîì. Àíàëîãè÷íîå ÿâ�ëåíèå äîëæíî èìåòü ìåñòî è äëÿ ðàñïðåäåëåííîãîñòîêà. Îáíàðóæåííûå îñîáåííîñòè äâèæåíèÿ êîëü�öåâûõ âèõðåé â ïîòîêå ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå âãåî�èçè÷åñêèõ (àòìîñ�åðíûå âèõðè, óðàãàíû è òîð�íàäî) è àñòðî�èçè÷åñêèõ (àêòèâíûå ÿäðà ãàëàêòèêè äæåòû, âèõðè â àòìîñ�åðàõ ïëàíåò) ïðèëîæåíèÿõ.443
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