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Î ÍÎÂÎÌ ÒÈÏÅ ÑÈÍÕ�ÎÍÈÇÀÖÈÈ �ÅÍÅ�ÀÒÎ�ÎÂÑ ÆÅÑÒÊÈÌ ÂÎÇÁÓÆÄÅÍÈÅÌÌ. A. Koâaëåâà a*, Ë. È. Ìàíåâè÷ a**, Â. Í. Ïèëèï÷óê baÈíñòèòóò õèìè÷åñêîé �èçèêè èì. Í. Í. Ñåìåíîâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119991, Ìîñêâà, �îññèÿbWayne State UniversityMI 48202, Detroit, USAÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 15 �åâðàëÿ 2013 ã.Ïîêàçàíî, ÷òî â ñèñòåìå äâóõ ñëàáî ñâÿçàííûõ àêòèâíûõ îñöèëëÿòîðîâ (ãåíåðàòîðîâ) ñ ïîðîãîâûì âîç-áóæäåíèåì ìîãóò ñóùåñòâîâàòü óñòîé÷èâûå ïðåäåëüíûå öèêëû, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íåëèíåéíûì áèå-íèÿì ñ ïîëíûì ýíåðãîîáìåíîì ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè. Êîëåáàòåëüíûé ðåæèì òàêîãî òèïà, ðåàëèçóþùèéíîâûé òèï ñèíõðîíèçàöèè â àêòèâíîé ñèñòåìå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëüòåðíàòèâó õîðîøî èçó÷åííîé ñèí-õðîíèçàöèè â ðåæèìå, áëèçêîì ê îäíîé èç íåëèíåéíûõ íîðìàëüíûõ ìîä. Ïðè ýòîì îáëàñòè çíà÷åíèéäèññèïàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì òèïàì ñèíõðîíèçàöèè, íå ïåðåñåêàþòñÿ. Àíà-ëèòè÷åñêîå îïèñàíèå âûÿâëåííûõ àòòðàêòîðîâ îñíîâàíî íà êîíöåïöèè ïðåäåëüíûõ �àçîâûõ òðàåêòîðèé,ðàçâèòîé ðàíåå îäíèì èç àâòîðîâ ïðèìåíèòåëüíî ê êîíñåðâàòèâíûì ñèñòåìàì. Â ðàìêàõ ýòîé êîíöåï-öèè åñòåñòâåííî îïèñûâàåòñÿ ïåðåõîä (â ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå) îò ïîëíîãî ýíåðãîîáìåíà ìåæäóîñöèëëÿòîðàìè ê ïðåèìóùåñòâåííîé ëîêàëèçàöèè ýíåðãèè íà îäíîì èç îñöèëëÿòîðîâ. Ëîêàëèçîâàííàÿíîðìàëüíàÿ ìîäà ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì â òîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, â êîòîðîé íè ïðåäåëüíàÿ �àçîâàÿòðàåêòîðèÿ, íè êàêàÿ-ëèáî èç êîëëåêòèâíûõ íîðìàëüíûõ ìîä àòòðàêòîðîì íå ÿâëÿåòñÿ.DOI: 10.7868/S00444510130801911. ÂÂÅÄÅÍÈÅÖåïî÷êà ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ, îïèñûâàåìûõóðàâíåíèÿìè Âàí äåð Ïîëÿ èëè Âàí äåð Ïîëÿ�Äó�-�èíãà (óðàâíåíèÿ àâòîãåíåðàòîðîâ), ÿâëÿåòñÿ îäíîéèç �óíäàìåíòàëüíûõ ìîäåëåé íåëèíåéíîé äèíàìè�êè [1; 2℄, ïîëó÷èâøåé ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ îáëàñ-òÿõ �èçèêè è áèî�èçèêè [1; 3; 4℄. Â êîíòèíóàëüíîìïðåäåëå åå îïèñàíèå ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê êîì�ïëåêñíîìó óðàâíåíèþ �èíçáóðãà �Ëàíäàó [3�7℄, êî�òîðîå ìîæåò èìåòü êàê ïåðèîäè÷åñêèå, òàê è ëîêà�ëèçîâàííûå ðåøåíèÿ [1; 4�6℄. Ïðîñòåéøàÿ äèñêðåò�íàÿ ìîäåëü òàêîãî òèïà, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ íåëè�íåéíûõ äèññèïàòèâíûõ îñöèëëÿòîðîâ, ðàññìàòðèâà�ëàñü â ðÿäå ðàáîò, íàïðèìåð [3; 8℄. Îñíîâíîå âíèìà�íèå îáû÷íî óäåëÿëîñü ñèíõðîíèçàöèè îñöèëëÿòîðîââ ðåæèìàõ, áëèçêèõ ê íåëèíåéíûì íîðìàëüíûì ìî�äàì (ÍÍÌ) [1; 3; 4; 8; 9℄ (â äàííîì ñëó÷àå ìû ðàñ�ñìàòðèâàåì ðåçîíàíñ 1:1), êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò�*E-mail: margo.kovaleva�gmail.om**E-mail: manevithleonid3�gmail.om

ñÿ ñîõðàíåíèåì ïåðâîíà÷àëüíî ñîîáùåííîé èì ýíåð�ãèè [10; 11℄. Íåäàâíî áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â êîíñåð�âàòèâíîì ñëó÷àå áèåíèÿ ñ ïîëíûì îáìåíîì ýíåðãè�åé ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè �àêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿ�þò ñîáîé �óíäàìåíòàëüíûé òèï äâèæåíèÿ, àëüòåð�íàòèâíûé ÍÍÌ. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ýòîãî òèïà äâèæå�íèé èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí ¾ïðåäåëüíàÿ �àçîâàÿ òðà�åêòîðèÿ¿ (ÏÔT) [12�14℄. Â ðÿäå ðàáîò [12; 14℄ áû�ëî ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ÏÔT,ìîãóò áûòü âåñüìà ïðîñòî ïîëó÷åíû â ðàìêàõ àíà�ëèòè÷åñêîãî ïîäõîäà, èñïîëüçóþùåãî íåãëàäêèå âðå�ìåííûå ïîäñòàíîâêè, êîòîðûé áûë ðàçðàáîòàí ðàíååäëÿ ñîâåðøåííî èíûõ çàäà÷ [15℄. Â òåðìèíàõ ÏÔÒìîæåò áûòü àäåêâàòíî îïèñàí è ïåðåõîä îò èíòåíñèâ�íîãî îáìåíà ýíåðãèåé ê åå ëîêàëèçàöèè [13; 14℄. Ïî�íÿòíî, ÷òî â êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåìàõ ÏÔÒ, êàê èÍÍÌ, íå ìîæåò áûòü àòòðàêòîðîì. ×òî æå êàñàåòñÿàêòèâíûõ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì, òî èçó÷àâøèåñÿ èõàòòðàêòîðû, ñîîòâåòñòâóþò ñèíõðîíèçàöèè îñöèëëÿ�òîðîâ íà îäíîé èç ÍÍÌ [1; 3; 4; 8; 9℄. Â íàñòîÿùåé ðà�áîòå àíàëèòè÷åñêè ïîêàçàíî è ÷èñëåííûì èññëåäî�âàíèåì ïîäòâåðæäåíî, ÷òî ÏÒÔ, ñîîòâåòñòâóþùàÿïîëíîìó îáìåíó ýíåðãèåé ìåæäó äâóìÿ ñëàáî ñâÿ�428



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 2013 Î íîâîì òèïå ñèíõðîíèçàöèè ãåíåðàòîðîâ : : :çàííûìè îñöèëëÿòîðàìè, ìîæåò áûòü àòòðàêòîðîì,ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèìñÿ îò ÍÍÌ. Îáíàðóæåíèåíîâîãî êëàññà àòòðàêòîðîâ ìîæåò ñëóæèòü îòïðàâ�íîé òî÷êîé äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ ïðîáëå�ìû ñèíõðîíèçàöèè è ïîèñêà íîâûõ îáëàñòåé ïðèìå�íåíèÿ ýòîãî �óíäàìåíòàëüíîãî ÿâëåíèÿ.2. ÌÎÄÅËÜ È Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÄÂÈÆÅÍÈßÂ îáùåì ñëó÷àå öåëåñîîáðàçíî íà÷àòü ñ ñèñòå�ìû äâóõ ëèíåéíî ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ Ëüåíàðà,êàæäûé èç êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåìd2udt2 + f(u)dudt + g(u) = 0:Èçâåñòíî, ÷òî òàêîé îñöèëëÿòîð èìååò óñòîé÷èâûåïåðèîäè÷åñêèå àòòðàêòîðû (ïðåäåëüíûå öèêëû), åñ�ëè �óíêöèè f è g óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ èçâåñòíîéòåîðåìû Ïóàíêàðå �Áåíäèêñîíà. Îáû÷íî f � ÷åò�íàÿ, à g � íå÷åòíàÿ àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè, ïðåä�ñòàâèìûå â âèäå óñå÷åííûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ:f(u) = a0 + a2u2 + a4u4 +O(u6);g(u) = b1u+ b3u3 +O(u5);ãäå êîý��èöèåíòû âûáèðàþòñÿ �åíîìåíîëîãè÷å�ñêè, ÷òîáû îïèñàòü èçó÷àåìûå �èçè÷åñêèå ïðîöåñ�ñû. Çíàêè êîý��èöèåíòîâ îïðåäåëÿþò êà÷åñòâåííîåïîâåäåíèå ìîäåëè. Åñëè, íàïðèìåð, a0 < 0, a2 > 0,a4 = 0, b1 > 0, òî îñöèëëÿòîð ïðèíèìàåò �îðìóÂàí äåð Ïîëÿ�Äó��èíãà. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæå�íèå ðàâíîâåñèÿ (u; du=dt) = (0; 0) ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé�÷èâûì �îêóñîì [4℄. Â ðåçóëüòàòå âáëèçè íåóñòîé�÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ ïðèòîê ýíåðãèè â ñèñòåìó äî�ìèíèðóåò íàä åå ðàññåèâàíèåì ïðè ñêîëü óãîäíîìàëîé àìïëèòóäå íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ. Îäíàêîâ ðåàëüíî �óíêöèîíèðóþùèõ àêòèâíûõ ñèñòåìàõñ óñòîé÷èâûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ ÷àñòî ñóùå�ñòâóåò íåêîòîðûé ïîðîã âîçáóæäåíèÿ, âûøå êîòîðî�ãî ãëîáàëüíàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû ñóùåñòâåííî èçìå�íÿåòñÿ. Â ðàìêàõ ïîëèíîìèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ�óíêöèè f(u) åñòåñòâåííî ââåñòè òàêîé ïîðîã ñ ïî�ìîùüþ ñëåäóþùåãî âûáîðà êîý��èöèåíòîâ: a0 > 0,a2 < 0, a4 > 0. Òàêîé âûáîð îáåñïå÷èâàåò ëîêàëüíóþóñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, à ïðèòîê ýíåð�ãèè, äîìèíèðóþùèé ïîñëå äîñòèæåíèÿ îïðåäåëåííî�ãî óðîâíÿ âîçáóæäåíèÿ, ¾óðàâíîâåøèâàåòñÿ¿ åå ðàñ�ñåÿíèåì â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå ïðåäåëüíîãî öèêëà(ñëó÷àé ¾æåñòêîãî¿ âîçáóæäåíèÿ) [4℄. Â íàñòîÿùåéðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî íàëè÷èå ýíåðãåòè÷åñêîãî ïîðî�ãà ïîçâîëÿåò îáíàðóæèòü íîâûé òèï ñèíõðîíèçàöèèäâóõ ñëàáî ñâÿçàííûõ àêòèâíûõ îñöèëëÿòîðîâ.

Â äàëüíåéøåì ïðèíèìàþòñÿ ñëåäóþùèå îáî�çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ:a0 = 2", a2 = �8"b, a4 = 16"d è b1 = 1, b3 = 8"�,ïðè÷åì ïàðàìåòð ñâÿçè îïðåäåëÿåòñÿ êàê 2"�, ãäå0 < " � 1. Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà óðàâíåíèé âðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ïðèíèìàåò âèäd2u1dt2 + u1 + 8�"u31 + 2�"(u1 � u2) ++ 2"( � 4bu21 + 8du41)du1dt = 0;d2u2dt2 + u2 + 8�"u32 + 2�"(u2 � u1) ++ 2"( � 4bu22 + 8du42)du2dt = 0: (1)
3. �ÅÄÓÊÖÈß ÑÈÑÒÅÌÛÂâîäÿ êîìïëåêñíûå ïåðåìåííûå  j = vj + iuj è �j = vj � iuj , ãäå vj = duj=dt, ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó(1) ê âèäód 1dt + i 1 � " �i�( 1 �  �1)3 + i� (( 1 �  �1) �� ( 2 �  �2)) + � + b( 1 �  �1)2 + d( 1 �  �1)4� �� ( 1 +  �1)℄ = 0;d 2dt + i 2 � " �i�( 2 �  �2)3 + i� (( 2 �  �2) �� ( 3 �  �3)) + � + b( 2 �  �2)2 + d( 2 �  �2)4� �� ( 2 +  �2)℄ = 0:�àçäåëÿÿ ¾áûñòðîå¿ �0 = t è ¾ìåäëåííîå¿ �1 = "�0âðåìåíà, ó÷èòûâàÿ, ÷òîddt = ���0 + " ���1 ;è ïðåäñòàâëÿÿ ðåøåíèå â âèäå j = [�j;0(�0; �1) + "�j;1(�0; �1) + : : : ℄ exp(i�0);j = 1; 2;ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû ìíîãîìàñøòàáíûõ ðàç�ëîæåíèé [16℄ ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿâ ãëàâíîì àñèìïòîòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè:df1d�1 � 3i�jf1j2f1 + � � bjf1j2 + djf1j4� f1 ++ i�f2 = 0;df2d�1 � 3i�jf2j2f2 + � � bjf2j2 + djf2j4� f2 ++ i�f1 = 0: (2)
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Ì. A. Koâaëåâà, Ë. È. Ìàíåâè÷, Â. Í. Ïèëèï÷óê ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 2013Çäåñü íîâûå êîìïëåêñíûå �óíêöèè fj îïðåäåëÿþòñÿçàìåíîé ïåðåìåííûõ:�j;0 = fj exp(i��1):Íàêîíåö, ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíîìó ïðåäñòàâëåíèþf1 = R1 exp(iÆ1) è f2 = R2 exp(iÆ2), ïîëó÷à�åì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó âåùåñòâåííûõ óðàâíåíèé(� = Æ1 � Æ2):dR1d�1 + R1 � bR31 + dR51 + �R2 sin� = 0;dR2d�1 + R2 � bR32 + dR52 � �R1 sin� = 0;R1R2 d�d�1 + 3�R1R2(R22 �R21) + �(R22 �R21)�� os� = 0: (3)
4. ÑÈÌÌÅÒ�ÈÈ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕÍÎ�ÌÀËÜÍÛÕ ÌÎÄ È Ï�ÅÄÅËÜÍÎÉÔÀÇÎÂÎÉ Ò�ÀÅÊÒÎ�ÈÈÑèñòåìà (3) â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íåèíòåãðè�ðóåìîé, íî îáëàäàåò äèñêðåòíîé ñèììåòðèåé, à èìåí�íî, ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ:(a) R1 ! R2; R2 ! R1; �! ��;(b) R1 ! �R2; R2 ! �R1; �! �: (4)Ñèììåòðèè (a) è (b) îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâîâàíèåñîîòâåòñòâåííî ñèí�àçíîé (R1 = R2, � = 0) è àí�òè�àçíîé (R1 = R2, � = �) ÍÍÌ. Â îáùåì ñëó÷àåêàêàÿ-ëèáî äîïîëíèòåëüíàÿ ñèììåòðèÿ, äèñêðåòíàÿèëè íåïðåðûâíàÿ, çà èñêëþ÷åíèåì òðàíñëÿöèîííîéñèììåòðèè ïî âðåìåíè, îòñóòñòâóåò. Åñëè æå ëþáàÿíåòðèâèàëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ñèììåòðèÿ ñóùåñòâóåòïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ, òî îíàìîæåò áûòü íàéäåíà ïðè ïîìîùè àïïàðàòà òåîðèèãðóïï Ëè [17℄. Èí�èíèòåçèìàëüíûé äè��åðåíöè�àëüíûé îïåðàòîð äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (3) ìîæåòáûòü ïðåäñòàâëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:X = X0 +X1;ãäåX0 = �(R1; R2;�) ���1 + �(R1; R2;�) ��R1 ++ �(R1; R2;�) ��R2 + �(R1; R2;�) ��� ;X1 � ïåðâîå ïðîäîëæåíèå îïåðàòîðà X0 ñ êîìïîíåí�òàìè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ âðåìåíí�ûìè ïðîèçâîä�íûìè â ñèñòåìå (3) (ñì. Ïðèëîæåíèå). Ïðèìåíåíèå

ïðîöåäóðû, îïèñàííîé â ðàáîòå [17℄, ê ñèñòåìå äè���åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõäëÿ êîìïîíåíò îïåðàòîðà X , ïîçâîëÿåò ïîêàçàòü ñó�ùåñòâîâàíèå âðàùàòåëüíîé ãðóïïû ñèììåòðèè íàïëîñêîñòè R1; R2 ñ èíâàðèàíòîì I � N = R21 + R22ïðè ñîîòíîøåíèè ìåæäó äèññèïàòèâíûìè ïàðàìåò�ðàìè b2 = 9d=2; (5a)åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ îáåñïå÷èâàþò îïðåäåëåí�íûé óðîâåíü âîçáóæäåíèÿN = 2b=3d: (5b)Â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò ñ èíâàðè�àíòîì N ,R1 = pN sin �; R2 = pN os �;ïðèâîäèò ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿä�êà: d�d�2 = 12 (sin�� � sin 4�) ;sin 2� d�d�2 = os 2� os� + 2k sin 4�; (6)ãäå �2 = ��1, à ïàðàìåòðûk = 3�N2� ; � = N2d8�õàðàêòåðèçóþò, ñîîòâåòñòâåííî, íåëèíåéíîñòü è äèñ�ñèïàöèþ, îòíåñåííûå ê ïàðàìåòðó ñâÿçè ãåíåðàòî�ðîâ. 5. ÀÍÀËÈÇ ÔÀÇÎÂÎÉ ÏËÎÑÊÎÑÒÈÍà÷íåì àíàëèç ñ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ � = 0, â êî�òîðîì ñèñòåìà (6) ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíîé ([14℄,ãë. 2), à îáå ÍÍÌ óñòîé÷èâû (ðèñ. 1a). Ôàçîâàÿòðàåêòîðèÿ, ìàêñèìàëüíî óäàëåííàÿ îò ñòàöèîíàð�íûõ òî÷åê, ñîäåðæàùàÿ äâå âåòâè è ñîîòâåòñòâó�þùàÿ ïîëíîìó ýíåðãîîáìåíó ìåæäó ãåíåðàòîðàìè,îáîçíà÷àåòñÿ êàê ÏÔÒ [14℄. Ïàðàìåòð íåëèíåéíîñòèk âûáðàí â äèàïàçîíå ìåæäó 0 è 1/2, ÷òîáû èçáå�æàòü ¾êîíñåðâàòèâíîé¿ áè�óðêàöèè ÍÍÌ, êîòîðàÿíàáëþäàåòñÿ ïðè k = 1=2 è íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåí�íîé â äàííîì ðàññìîòðåíèè. Ïðè ïàðàìåòðå íåëè�íåéíîñòè k = 0:2, äèññèïàòèâíîì ïàðàìåòðå � = 0èìååò ìåñòî êîíñåðâàòèâíàÿ ñèñòåìà, ñòàöèîíàðíûåòî÷êè (0; �=4) è (�; �=4) îòâå÷àþò ñîîòâåòñòâåííîóñòîé÷èâûì ñèí�àçíîé è àíòè�àçíîé ÍÍÌ; äâå âåò�âè ÏÔÒ (æèðíàÿ ëèíèÿ) ñîîòâåòñòâóþò ïîëíîìóýíåðãîîáìåíó ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè: åñëè � = 0430
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�èñ. 1. Ôàçîâûå ïëîñêîñòè äëÿ ñèñòåìû (6), îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèå äâóõ ñëàáî ñâÿçàííûõ àêòèâíûõ îñöèëëÿòîðîââî âðåìåíè: ïåðåìåííûå � è � õàðàêòåðèçóþò ñîîòíîøåíèå ìåæäó àìïëèòóäàìè R1 è R2 îñöèëëÿòîðîâ è èõ �àçàìèÆ1 è Æ2 (R1 = pN sin �, R2 = pN os �, � = Æ1 � Æ2). Ïàðàìåòðû k = 0:2, � = 0: êîíñåðâàòèâíàÿ ñèñòåìà (à);k = 0:2, � = 0:1 (á ); k = 0:44, � = 0:1 (â); k = 0:2, � = 0:5 (ã); k = 0:1, � = 0:9 (ä); k = 0:1, � = 0:99 (å)èëè � = �=2, ýíåðãèÿ ñîñðåäîòî÷åíà íà îäíîì èçîñöèëëÿòîðîâ). Çàòåì äèññèïàòèâíûé ïàðàìåòð ïî�ñëåäîâàòåëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïðè îòíîñèòåëüíî ìà�ëûõ çíà÷åíèÿõ � (ïðè ðàçëè÷íûõ k) â ñèñòåìå ñó�ùåñòâóþò äâà íåóñòîé÷èâûõ �îêóñà, ñîîòâåòñòâóþ�ùèõ íåóñòîé÷èâûì ÍÍÌ èñõîäíîé ñèñòåìû (1), ñì.ðèñ. 1á,â,ã (â �èçè÷åñêîé òåðìèíîëîãèè äëÿ èñõîä�íîé ñèñòåìû � ýòî íåóñòîé÷èâûå ïðåäåëüíûå öè�êëû). Ôîêóñû ïðåâðàùàþòñÿ â íåóñòîé÷èâûå óçëûïðè �2 > 1� 2k (ðèñ. 1ä,å); ëåâàÿ âåòâü ÏÔÒ ñòàíî�
âèòñÿ íåçàìêíóòîé, ïðàâàÿ ïðåâðàùàåòñÿ â àòòðàê�òîð. Îäíàêî ÏÔÒ êà÷åñòâåííûõ èçìåíåíèé ïðè ýòîìíå ïðåòåðïåâàåò. Åñëè äèññèïàòèâíûé ïàðàìåòð � íåïðåâûøàåò çíà÷åíèÿ12 �1 +p1� 4k2 � ;ÏÔÒ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì ñèñòåìû,ïðè÷åì ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì îáìåíîì ýíåðãè�åé ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè.431
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�èñ. 2. Áàçèñíûå �óíêöèè � (�2) (a) è e(�2) (á ) è çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè � è �: â,ã � ïåðåñ÷èòàííûå èç ñèñòåìû(3) äëÿ íàáîðà ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðèñ. 1ã, è ä,å â ñîîòâåòñòâèè ñ (7)Ôàçîâûé ñäâèã ìåæäó ãåíåðàòîðàìè íà ÏÔÒïðàêòè÷åñêè âñå âðåìÿ ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì �à�çîâîãî ñäâèãà ��=2 ñ âåñüìà áûñòðûì ïåðåõîäîììåæäó íèìè (ðèñ. 1ã), è ïîýòîìó äåéñòâèòåëüíî ìîæ�íî ãîâîðèòü î íîâîì òèïå ñèíõðîíèçàöèè îñöèëëÿòî�ðîâ (¾ÏÔÒ-ñèíõðîíèçàöèè¿ â îòëè÷èå îò èçâåñòíîéÍÍÌ-ñèíõðîíèçàöèè).Äàëåå, åñëè� � 12 �1 +p1� 4k2 �(ðèñ. 1å, k = 0:1, � = 0:99), ÏÔÒ òåðÿåò óñòîé÷è�

âîñòü è àòòðàêòîðîì ñòàíîâèòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷�êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëîêàëèçîâàííîé íåëèíåéíîéíîðìàëüíîé ìîäå (ËÍÍÌ) ñ ýíåðãèåé, â îñíîâíîì çà�õâà÷åííîé îäíèì èç îñöèëëÿòîðîâ (ðèñ. 1å, k = 0:1,� = 0:99). Ïåðåõîä ê òàêîé ëîêàëèçîâàííîé ìîäåáûë ðàíåå îïèñàí â ðàáîòå [18℄ äëÿ íåñêîëüêî èñ�êóññòâåííîé ìîäåëè. Âñå ðåçóëüòàòû íàõîäÿòñÿ â ñî�îòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâà�íèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû (1) è ñèñòåìû (3) (ñì. íèæåðèñ. 3).Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî ýâîëþöèÿ ÏÔÒ, ïðèâîäÿ�ùàÿ ê ïåðåõîäó îò ïîëíîãî ýíåðãîîáìåíà ê ëîêàëèçà�432
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�èñ. 3. Âðåìåíí�ûå çàâèñèìîñòè R1 (ñåðûå ëèíèè) è R2 (÷åðíûå) ïðè ïåðåõîäå îò ýíåðãîîáìåíà ê ëîêàëèçàöèè âñèñòåìå (1) ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ. à � k = 0:1, � = 0:98; á � k = 0:1, � = 0:99; â � k = 0:2, � = 0:1; ã �ïàðàìåòðû îñöèëëÿòîðîâ íå ñîîòâåòñòâóþò óñëîâèÿì ñèììåòðèè (5)öèè ýíåðãèè, ïðîèñõîäèò ïðè çíà÷åíèè äèññèïàòèâ�íîãî ïàðàìåòðà, áîëüøåì çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþ�ùåãî èçìåíåíèþ òèïà ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê (ðèñ. 1å).Â îáëàñòè èíòåíñèâíîãî ýíåðãîîáìåíà ìåæäó îñ�öèëëÿòîðàìè ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøå�íèå ñèñòåìû (6), ñîîòâåòñòâóþùåå ÏÔÒ, ïðèìåíÿÿàíàëèòè÷åñêèé ìåòîä íåãëàäêèõ ïîäñòàíîâîê [15℄:� = A� + �4 [os(4A�)� 1℄ e+ : : : ;� = � � h�2 � 2k sin(2A�)i e+ : : : ; (7)ãäå áàçèñíûå �óíêöèè ðàâíû � = �(�2=2A), e == e(�2=2A). Âðåìåíí�ûå çàâèñèìîñòè ðåøåíèé ïðåä�ñòàâëåíû íà ðèñ. 2. Ïîâåäåíèå ñèñòåìû âáëèçè ïîðî�ãà äî è íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå ïåðåõîäà îò ÏÔÒ-ñèí-õðîíèçàöèè ê ñèíõðîíèçàöèè ËÍÍÌ ïîêàçàíî íà

ðèñ. 3à,á; äåìîíñòðèðóåòñÿ âðåìåíí�îå ïîâåäåíèå àì�ïëèòóä Ri = j ij = u2i + v2i , i = 1; 2 èñõîäíîé ñèñ-òåìû (1) (ðåçóëüòàò ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ).ÏÔÒ-ñèíõðîíèçàöèÿ âäàëè îò ïîðîãà ëîêàëèçàöèèïðîèëëþñòðèðîâàíà íà ðèñ. 3â (ñîîòâåòñòâóþùàÿíàáîðó ïàðàìåòðîâ ðèñ. 1á ). Òàêæå äëÿ ñðàâíåíèÿïðåäñòàâëåíà õîðîøî èçó÷åííàÿ ÍÍÌ-ñèõðîíèçà-öèÿ (ðèñ. 3ã), êîòîðàÿ íàáëþäàåòñÿ íà àíòè�àçíîéÍÍÌ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íàáîð ïàðàìåòðîâ ñóùå�ñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò íàáîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî âû�ÿâëåííûì óñëîâèÿì ñèììåòðèè.Íà ðèñ. 4, 5 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãîèíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (3) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâè�ÿõ (ðèñ. 4â,ã,ä) èëè ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû (ðèñ. 5), íåîòâå÷àþùèõ óñëîâèÿì ñèììåòðèè (5). Òàêèì îáðà�çîì, â äàííîì ñëó÷àå ìû èññëåäóåì îáëàñòè óñòîé�14 ÆÝÒÔ, âûï. 2 (8) 433
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31�èñ. 4. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ îáëàñòåé íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ ñèñòåìû (3), â êîòîðûõ ìîæíî íàáëþ-äàòü ÏÔÒ-ñèíõðîíèçàöèþ. Ïðåäñòàâëåíèå íà ïëîñêîñòÿõ R1; R2 (à) è �;� (á ) ÏÔÒ-ñèíõðîíèçàöèè ïðè âûïîëíåíèèóñëîâèé ñèììåòðèè. Ïðè íàðóøåíèè óñëîâèé ñèììåòðèè: íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ âîçáóæäåíèÿ îñöèëëÿòîðîâ îòëè÷àåòñÿîò 1, R1 = 0:95, R2 = 0 (â); R1 = 10, R2 = 0 (ä) � ÏÔÒ-ñèíõðîíèçàöèÿ; R1 = 0:85, R2 = 0 (ã) � ñèñòåìà ïðèõîäèòâ ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ434
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0.80.4�èñ. 5. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ îáëàñòåé ïàðàìåòðîâ äëÿ ñèñòåìû (3), â êîòîðûõ ìîæíî íàáëþäàòüÏÔÒ-ñèíõðîíèçàöèþ, ïàðàìåòðû ñèñòåìû îòëè÷àþòñÿ îò ïàðàìåòðîâ ïðè óñëîâèÿõ ñèììåòðèè: b =p9d=2 (1 + Æ),Æ = 0:1 (à) � ÏÔÒ-ñèíõðîíèçàöèÿ; Æ = 0:2 (á ) � ñèí�àçíàÿ ìîäà (ÍÍÌ-ñèíõðîíèçàöèÿ); Æ = �0:001 (â) �ÏÔÒ-ñèíõðîíèçàöèÿ; Æ = �0:005 (ã) � ñèñòåìà ýâîëþöèîíèðóåò ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ÷èâîñòè ðåæèìîâ, íàéäåííûõ ïðè íàëè÷èè â ñèñòå�ìå ñèììåòðèè. Ïðè íàðóøåíèè ñèììåòðèè áîëåå èí��îðìàòèâíûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ãðà�èêîì íà ïëîñ�êîñòè �;� îêàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå íà ïëîñêîñòèR1; R2; ýòî ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ. 4à,á. Íàáîðïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóåò ðèñ. 1á, íà÷àëüíàÿ ýíåð�ãèÿ âîçáóæäåíèÿ îñöèëëÿòîðîâ I � N = R21+R22 = 1(íåîáõîäèìî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ñèììåòðèè).Åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò íåáîëüøî�ìó èçìåíåíèþ íà÷àëüíîé ýíåðãèè ãåíåðàòîðîâ, îïðå�äåëÿåìîé óñëîâèåì ñèììåòðèè (5b), íàïðèìåð, àì�ïëèòóäà îäíîãî èç íèõ óìåíüøàåòñÿ (ðèñ. 4â), òî
ÏÔÒ-àòòðàêòîð ïî-ïðåæíåìó ïðèòÿãèâàåò âñå �àçî�âûå òðàåêòîðèè. Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè íà�÷àëüíîé ýíåðãèè ñèñòåìà ñòðåìèòñÿ ê óñòîé÷èâîìóïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ (ðèñ. 4ã). Åñëè íà÷àëüíàÿýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðîâ, íàïðîòèâ, ïðåâûøàåò åå çíà�÷åíèå, íåîáõîäèìîå äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ñèì�ìåòðèè, òî â øèðîêîì äèàïàçîíå íà÷àëüíûõ óñëî�âèé òàêæå ðåàëèçóåòñÿ ðåæèì ñòàöèîíàðíîãî ýíåð�ãîîáìåíà (ÏÔÒ-ñèíõðîíèçàöèÿ) (ðèñ. 4ä). Ïðè íà�ðóøåíèè ñèììåòðèè, âûçâàííîì èçìåíåíèåì îäíî�ãî èç ïàðàìåòðîâ (íàïðèìåð, ïàðàìåòðà b) â îáî�èõ íàïðàâëåíèÿõ, äîñòèãàåòñÿ ïðåäåë ðåàëèçàöèè435 14*



Ì. A. Koâaëåâà, Ë. È. Ìàíåâè÷, Â. Í. Ïèëèï÷óê ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 2013ÏÔÒ-ñèíõðîíèçàöèè (ðèñ. 5). Òàêèì îáðàçîì, ïîêà�çàíî, ÷òî íàéäåííûé ðåæèì ÏÔÒ-ñèíõðîíèçàöèè,êîãäà ÏÔÒ ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì, ìîæåò áûòü ðå�àëèçîâàí â íåêîòîðîé îáëàñòè íà÷àëüíûõ óñëîâèéè ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, íå ñîîòâåòñòâóþùèõñèììåòðèè.Íåîáõîäèìî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ðåæèì, ïðåä�ñòàâëåííûé íà ðèñ. 4ã, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàê íà�çûâàåìûé ñëó÷àé ¾ãèáåëè êîëåáàíèé¿, êîòîðûé ðà�íåå ðàññìàòðèâàëñÿ â ñëó÷àå äèññèïàòèâíî ñâÿçàí�íûõ îñöèëëÿòîðîâ [8℄.6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ çàêëþ÷åíèå íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òîïðåäñòàâëåííûé ñöåíàðèé ÏÔÒ-ñèíõðîíèçàöèèïðåäñòàâëÿåòñÿ îáùèì â òîì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâñèñòåìû, â êîòîðîì ÍÍÌ-ñèíõðîíèçàöèÿ íåâîç�ìîæíà (ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ ïðèâåäåííûìè âûøåðåçóëüòàòàìè). Îäíàêî âàæíîñòü ðàññìîòðåííî�ãî ¾ñèììåòðè÷íîãî¿ ñëó÷àÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì äåòàëüíîå àíàëèòè÷åñêîåèññëåäîâàíèå, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî è áûë âûÿâ�ëåí íîâûé òèï ñèíõðîíèçàöèè. Êðîìå òîãî, òàêîåèññëåäîâàíèå ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü è óñëîâèÿ ïåðå�õîäà ê ëîêàëèçàöèè ýíåðãèè. Ïîñëå ïðåäñêàçàíèÿñóùåñòâîâàíèÿ îáëàñòè äèññèïàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ,â êîòîðîé ñóùåñòâóåò ÏÔÒ-ñèíõðîíèçàöèÿ, îíàìîæåò áûòü îáíàðóæåíà ýêñïåðèìåíòàëüíî â �è�çè÷åñêèõ, õèìè÷åñêèõ è áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ,ìîäåëèðóåìûõ äâóìÿ ñâÿçàííûìè ãåíåðàòîðàìè.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÑèììåòðèéíûé àíàëèçÓñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè ñèñòåìû ïðèâîäèò êäè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèç�âîäíûõ äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ îïåðàòîðà X (4):�� + p1�R1 + p2�R2 + p3�� �� p1�� � p21�R1 � p1p2�R2 � p1p3�� == � ��p1 + 3bR21p1 � 10dR41p1 �� �p2 sin� + p3�R2 os�) ++ � �� + 3bR21 � 10dR41�+ �(�� sin�) ++ �(�R2 os�);

�� + p1�R1 + p2�R2 + p3�� �� p2�� � p1p2�R1 � p22�R2 � p2p3�� == � ��p2 + 3bR22p2 � 10dR42p2 ++ �p1 sin�� p3�R1 os�) ++ �(� sin�) + � �� + 3bR22 � 10dR42�++ �(��R1 os�);�� + p1�R1 + p2�R2 + p3�� �� p3�� � p1p3�R1 � p1p2�R2 � p23�� == � �� 3�(2R2p2 � 2R1p1) �� � �os�(R1p2 �R2p1)R21 +R22R21R22 �� � sin�R22 �R21R1R2 p3��++ ��6�R21 + � os�R21 +R22R21R2 ��� � �6�R22 + � os�R21 +R22R1R22 �++ � ��� sin�R22 �R21R1R2 � :
(8)

�åøàÿ óðàâíåíèÿ (8), ïîëó÷àåì îïåðàòîð ãðóïïûËè:X = ���1+(�R1+bR31�2dR51��R2 sin�) ��R1 ++ (�R2 + bR32 � 2dR52 + �R1 sin�) ��R2 ++��3�(R22 �R21)� �R22 �R21R1R2 os�� ��� +X1:Ñîîòâåòñòâóþùèé èíâàðèàíò I äîëæåí óäîâëåòâî�ðÿòü óñëîâèþXI � �I��1+(�R1+bR31�2dR51��R2 sin�) �I�R1 ++ (�R2 + bR32 � 2dR52 + �R1 sin�) �I�R2 ++��3�(R22 �R21)� �R22 �R21R1R2 os�� �I��+X1I = 0:Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî I = I(R1; R2). Â òàêîì ñëó�÷àå, ïåðåìåííûå R1, R2 óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìóîáûêíîâåííîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, êî�òîðîå òàêæå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî íåïîñðåäñòâåííîèç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (3):dR1�R1 + bR31 � 2dR51 � �R2 sin� == dR2�R2 + bR32 � 2dR52 + �R1 sin� : (9)436



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 2013 Î íîâîì òèïå ñèíõðîíèçàöèè ãåíåðàòîðîâ : : :�ðóïïîâîé îïåðàòîð ñòàíîâèòñÿ îïåðàòîðîì âðàùå�íèÿ X = R2 ��R1 �R1 ��R2ñ èíâàðèàíòîì I � N = R21+R22, åñëè ïàðàìåòðû ñè�ñòåìû (2) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ b2 = 9d=2,à íà÷àëüíûå óñëîâèÿ îáåñïå÷èâàþò óðîâåíü âîçáóæ�äåíèÿ N = 2b=3d. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîãóò áûòü ïî�ëó÷åíû è íåïîñðåäñòâåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìáè�íàöèè: ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3), óìíîæåííîåíà R1, ìèíóñ âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3), óìíî�æåííîå íà R2. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. À. Ïèêîâñêèé, Ì. �îçåíáëþì, Þ. Êóðòñ, Ñèíõðîíè�çàöèÿ: Ôóíäàìåíòàëüíîå íåëèíåéíîå ÿâëåíèå, Òåõ�íîñ�åðà, Ìîñêâà (2003).2. F. Verhulst, Ata Appli. Math. 87, 229 (2005).3. R. H. Rand and P. J. Holmes, Int. J. Nonlin. Meh.15, 387 (1980); T. Chakraborty and R. H. Rand,Int. J. Nonlin. Meh. 23, 369 (1988); K. Rompala,R. Rand, and H. Howland, Comm. Nonlin. Si. Numer.Simulation 12, 794 (2007).4. Ï. Ñ. Ëàíäà, Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ è âîëíû, Íàó�êà, Ìîñêâà (1997).5. D. Mihalahe, D. Mazilu, F. Lederer, and Yu. S. Kiv-shar, Phys. Rev. A 77, 043828-6 (2008).6. B. A. Malomed, Phys. Rev. E 50, 4249 (1994).7. Í. Í. Àõìåäèåâ, À. Àíêåâè÷, Ñîëèòîíû. Íåëèíåé�íûå èìïóëüñû è ïó÷êè, Ôèçìàòëèò, Ìîñêâà (2003).

8. À. Ï. Êóçíåöîâ, Í. Â. Ñòàíêåâè÷, Ë. Â. Òþðþêè�íà, Èçâ. âóçîâ, Ïðèêëàäíàÿ íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà16(4), 101 (2008); A. P. Kuznetsov, N. V. Stankevih,and L. V. Turukina, Physia D 238, 1203 (2009);A. P. Kuznetsov, V. I. Paksyutov, and Yu. P. Roman,Tehn. Phys. Lett. 8, 636 (2007); A. P. Kuznetsov andJu. P. Roman, Nonlin. Phenom. Complex Syst. 12, 54(2009).9. È. È. Áëåõìàí, Âèáðàöèîííàÿ ìåõàíèêà, Ôèçìàò�ëèò, Ìîñêâà (1994).10. L. I. Manevith and V. V. Smirnov, in Advaned Non-linear Strategies for Vibration Mitigation and SystemIdentifiation, ed. by A. F. Vakakis, CISM Couresand Letures, Vol. 518, Springer, New York (2010).11. Ë. È. Ìàíåâè÷, Þ. Â. Ìèõëèí, Â. Í. Ïèëèï÷óê,Ìå�òîä íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé äëÿ ñóùåñòâåííî íåëè�íåéíûõ ñèñòåì, Íàóêà, Ìîñêâà (1989).12. L. I. Manevith, Arh. Appl. Meh. 77, 301 (2007).13. L. I. Manevith and V. V. Smirnov, Phys. Rev. E 82,036602 (2010).14. L. I. Manevith and O. V. Gendelman, Tratable Mo-dels of Solid Mehanis: Formulation, Springer, NewYork (2011).15. V. N. Piliphuk, Nonlinear Dynamis: Between Linearand Impat Limits, Springer (2010).16. À. Õ. Íàé�ý, Ìåòîäû âîçìóùåíèé, Ìèð, Ìîñêâà(1976).17. Ë. Â. Îâñÿííèêîâ, �ðóïïîâîé àíàëèç äè��åðåíöè�àëüíûõ óðàâíåíèé, Íàóêà, Ìîñêâà (1978).18. Â. Í. Ïèëèï÷óê, â ñá. Ïðîáëåìû íåëèíåéíîé ìåõà�íèêè è �èçèêè ìàòåðèàëîâ, �ÈÊ Í�À Óêðàèíû,Äíåïðîïåòðîâñê (1999), ñ. 229.

437


