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ÀÂÒÎÌÎÄÅËÜÍÛÉ ÒÓ�ÁÓËÅÍÒÍÛÉ ÏÎ��ÀÍÈ×ÍÛÉ ÑËÎÉÑ ��ÀÄÈÅÍÒÎÌ ÄÀÂËÅÍÈß. ÇÀÊÎÍ ÄÅÔÅÊÒÀ ÑÊÎ�ÎÑÒÈÈ. È. Âèãäîðîâè÷ *Èíñòèòóò ìåõàíèêè Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà119192, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 5 �åâðàëÿ 2013 ã.Èññëåäîâàíû àâòîìîäåëüíûå òå÷åíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â òóðáóëåíòíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå, êîãäàñêîðîñòü íàáåãàþùåãî ïîòîêà çàäàíà êàê ñòåïåííàÿ ñ ïîêàçàòåëåì m �óíêöèÿ ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû.Àâòîìîäåëüíàÿ ïîñòàíîâêà íå òîëüêî óïðîùàåò ðåøåíèå, ñâîäÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ê îáûêíîâåííîìóäè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, íî è ïîçâîëÿåò ñ�îðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ çàìûêàíèÿ çàäà÷è. Ïîêàçàíî,÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà òå÷åíèé, çàâèñÿùèõ îò òðåõ îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, áåçðàçìåðíûéïóòü ñìåøåíèÿ âî âíåøíåé îáëàñòè åñòü �óíêöèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî ñòåíêè è ïîêàçàòåëÿ m.Â ðàñ÷åòàõ ýòà �óíêöèÿ ïîëàãàëàñü íå çàâèñÿùåé îò ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ, ÷òî äàåò ðåçóëüòàòû, î÷åíüáëèçêèå ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. Â ðåçóëüòàòå òî÷íîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è óñòà-íîâëåí õàðàêòåðíûé ìàñøòàá äå�åêòà ñêîðîñòè (äå�åêòîì ñêîðîñòè íàçûâàþò âåëè÷èíó, íà êîòîðóþñîêðàùàåòñÿ ñêîðîñòü ïîòîêà ïðè åãî òîðìîæåíèè ó ñòåíêè, ò. å. ðàçíîñòü çíà÷åíèé ïðîäîëüíîé ñîñòàâ-ëÿþùåé ñêîðîñòè â ïîãðàíè÷íîì ñëîå è íà åãî âíåøíåé ãðàíèöå, âçÿòóþ ñ îáðàòíûì çíàêîì) âî âíåøíåéîáëàñòè (çàêîí äå�åêòà ñêîðîñòè), ñïðàâåäëèâûé âî âñåì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà Êëàóçåðà.DOI: 10.7868/S004445101308018X1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÏåðâîå èññëåäîâàíèå àâòîìîäåëüíîãî òóðáóëåíò�íîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñ ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ âû�ïîëíåíî Êëàóçåðîì [1, 2℄. Îí ââåë ïàðàìåòð ïîäîáèÿ� = �2Æ�u0e
fue ; (1.1)ãäå ue è u0e � ñêîðîñòü íà âíåøíåé ãðàíèöå ïîãðà�íè÷íîãî ñëîÿ è åå ïðîèçâîäíàÿ ïî ïðîäîëüíîé êîîð�äèíàòå, 
f � êîý��èöèåíò òðåíèÿ íà ñòåíêå, Æ� �òîëùèíà âûòåñíåíèÿ, è ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîêàçàë,÷òî ïðî�èëè ñêîðîñòè, ïðåäñòàâëåííûå â �îðìå çà�êîíà äå�åêòà ñêîðîñòè, óñòàíîâëåííîãî Êàðìàíîìäëÿ ñëó÷àÿ íóëåâîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ, ïðè ñîáëþ�äåíèè óñëîâèÿ � = 
onst âî âíåøíåé îáëàñòè ïîãðà�íè÷íîãî ñëîÿ â ðàçëè÷íûõ ñå÷åíèÿõ ñîâïàäàþò. Èíû�ìè ñëîâàìè, âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ïîäîáèÿue � uuep
f=2 = ��yÆ ; �� ; (1.2)*E-mail: vigdorovi
h�ime
.msu.ru

ãäå y è Æ � ñîîòâåòñòâåííî ðàññòîÿíèå äî ñòåíêè èòîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Òàóíñåíä (ñì., íàïðè�ìåð, [3℄) ïîêàçàë, ÷òî àâòîìîäåëüíûå òå÷åíèÿ â òóð�áóëåíòíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå, òàê æå êàê â ëàìèíàð�íîì, âîçíèêàþò ïðè ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè ñêîðî�ñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêà îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû,ue = 
onstxm. Ïîçäíåå èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿêîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ áûëà ïîëó÷åíà ñâÿçü ìåæäóïîêàçàòåëåì ñòåïåíèm è ïàðàìåòðîì Êëàóçåðà � [4℄:m = � �1 + 3� : (1.3)Ñîîòíîøåíèå (1.2), îäíàêî, íå äàåò ïðàâèëüíîãîìàñøòàáà äëÿ âåëè÷èíû äå�åêòà ñêîðîñòè. Ñ ðîñ�òîì ïðîäîëüíîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ ïðî�èëü ñêî�ðîñòè ñòàíîâèòñÿ ìåíåå íàïîëíåííûì (äå�åêò ñêî�ðîñòè ðàñòåò), à êîý��èöèåíò òðåíèÿ óìåíüøàåòñÿ.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè � ! 1 óíèâåðñàëüíàÿ �óíê�öèÿ � íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò. Ïîýòîìó öåëûé ðÿäïîñëåäóþùèõ ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [5�8℄) áûë ïîñâÿ�ùåí ïîèñêó ïîäõîäÿùåãî õàðàêòåðíîãî ìàñøòàáà äå��åêòà ñêîðîñòè äëÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñ ãðàäèåíòîìäàâëåíèÿ, ò. å. òàêîé �îðìóëèðîâêè çàêîíà äå�åêòàñêîðîñòè, êîòîðàÿ áûëà áû ñïðàâåäëèâà íå òîëüêîïðè íóëåâîì èëè ìàëîì ïîëîæèòåëüíîì ãðàäèåíòå413
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�èñ. 1. Ïîãðàíè÷íûé ñëîé íà ïëàñòèíå ïðè ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû: òå÷åíèå ñáëàãîïðèÿòíûì (à) è íåáëàãîïðèÿòíûì (á ) ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ. Ïîêàçàíû ëèíèè òîêà ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ èâíåøíÿÿ ãðàíèöà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿäàâëåíèÿ, íî è â ïðåäîòðûâíûõ óñëîâèÿõ. Èç èìå�þùèõñÿ ñîîòíîøåíèé ñîãëàñíî [9℄ íàèëó÷øåå ñîâïà�äåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì äàåò ýìïèðè÷åñêàÿ �îðìóëàÇàãàðîëû è Ñìèòñà [7℄, â êîòîðîé â êà÷åñòâå õàðàê�òåðíîãî ìàñøòàáà äå�åêòà ñêîðîñòè èñïîëüçóåòñÿ âå�ëè÷èíà ueÆ�=Æ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå çàêîí äå�åêòà ñêîðîñòè ïî�ëó÷åí â ðåçóëüòàòå òî÷íîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøå�íèÿ óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Äàíû òàêæå ïðà�âèëà ïîäîáèÿ äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà �åéíîëüäñà èâûðàæåíèå äëÿ õàðàêòåðíîãî ïîïåðå÷íîãî ìàñøòà�áà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, èç êîòîðîãî â ÷àñòíîì ñëó÷àåíóëåâîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ ñëåäóåò èçâåñòíàÿ �îð�ìóëà Êëàóçåðà [2℄. Îáúÿñíåíî, â ÷àñòíîñòè, ïî÷åìóýìïèðè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå Çàãàðîëû è Ñìèòñà [7℄õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííû�ìè.�åøåíèå ïîëó÷åíî äëÿ ñëó÷àÿ áëàãîïðèÿòíîãî(îòðèöàòåëüíîãî) è óìåðåííîãî íåáëàãîïðèÿòíîãî(ïîëîæèòåëüíîãî) ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ, íî óñòàíîâ�ëåííûå çàêîíû ïîäîáèÿ îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìèâïëîòü äî îòðûâà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ [10; 11℄.Îñíîâíîé ïðèíöèïèàëüíîé òðóäíîñòüþ ðàññìàò�ðèâàåìîé çàäà÷è, êàê è ëþáîé çàäà÷è òóðáóëåíòíî�ñòè, ÿâëÿåòñÿ íåçàìêíóòîñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.Â äàííîì ñëó÷àå, îäíàêî, ñóùåñòâåííóþ ïîìîùü îêà�çûâàåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî òóðáóëåíòíîå òå÷åíèåàâòîìîäåëüíî è, ñëåäîâàòåëüíî, çàâèñèò îò êîíå÷�íîãî ÷èñëà îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ. ×òîáû ÿñíîýòî ïîêàçàòü, çàäà÷à î ïîãðàíè÷íîì ñëîå ñî ñòåïåí�íîé çàâèñèìîñòüþ ñêîðîñòè íà âíåøíåé ãðàíèöå îòïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû ñ�îðìóëèðîâàíà êàê çàäà�÷à îáòåêàíèÿ íåîãðàíè÷åííûì ïîòîêîì óãëà, îáðàçî�âàííîãî äâóìÿ ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïëîñêîñòÿìè. Íà�ëè÷èå êîíå÷íîãî ÷èñëà îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâîçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

ñâÿçåé ìåæäó ðàçëè÷íûìè ïàðàìåòðàìè òå÷åíèÿ, â÷àñòíîñòè, áåçðàçìåðíûé ïóòü ñìåøåíèÿ îêàçûâà�åòñÿ �óíêöèåé òðåõ ïåðåìåííûõ: ëîêàëüíîãî ÷èñëà�åéíîëüäñà, îòíîñèòåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî ñòåíêè èóãëà ìåæäó ïëîñêîñòÿìè. Òîò �àêò, ÷òî ýòà �óíê�öèÿ â îáùåì ñëó÷àå íåèçâåñòíà, íå ìåøàåò ïðîâåñòèïîëíîå àñèìïòîòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è, óñòà�íîâèòü õàðàêòåðíûå ðåæèìû òå÷åíèÿ è çàêîíû ïî�äîáèÿ äëÿ îñíîâíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí.2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È�àññìîòðèì òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîéíåñæèìàåìîé æèäêîñòè, êîòîðûé ðàçâèâàåòñÿ íàïëîñêîé ïëàñòèíå ïîä äåéñòâèåì ïðîäîëüíîãî ãðàäè�åíòà äàâëåíèÿ, òàê ÷òî ñêîðîñòü íà âíåøíåé ãðàíèöåñëîÿ çàäàíà ïî ñòåïåííîìó çàêîíóue(x) = Bxm; x > 0; (2.1)ãäå B � íåêîòîðàÿ ðàçìåðíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ñòåïåí�íîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè â ïîòåíöèàëüíîì ïîòîêåèäåàëüíîé æèäêîñòè âîçíèêàåò ïðè îáòåêàíèè óãëà,îáðàçîâàííîãî äâóìÿ ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïëîñêîñòÿ�ìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà îäíîé èç ïëîñêîñòåé, êàêïîêàçàíî íà ðèñ. 1, îáðàçóåòñÿ òóðáóëåíòíûé ïîãðà�íè÷íûé ñëîé, òîãäà ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè íà åãîâíåøíåé ãðàíèöå, åñëè ïðåíåáðå÷ü ý��åêòîì âûòåñ�íåíèÿ, èìååò âèä ñòåïåííîé �óíêöèè, è ïîêàçàòåëüñòåïåíè ñëåäóþùèì îáðàçîì ñâÿçàí ñ óãëîì ìåæäóïëîñêîñòÿìè ��:m = �1� � ; �1 < � < 1: (2.2)Èçâåñòíû è äðóãèå êëàññû àâòîìîäåëüíûõ òå÷å�íèé, íàïðèìåð, òå÷åíèå ñî ñòîêîì â ñóæèâàþùåìñÿ414



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 2013 Àâòîìîäåëüíûé òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé : : :êàíàëå ìåæäó ïëîñêèìè ñòåíêàìè èëè ïðè ýêñïîíåí�öèàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ñêîðîñòè íàáåãàþùåãî ïî�òîêà [3℄, êîòîðûå ìû â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàòüíå áóäåì. 2.1. Óñëîâèÿ çàìûêàíèÿ2.1.1. Ïðèñòåíî÷íàÿ îáëàñòüÁóäåì èñõîäèòü èç êëàññè÷åñêîé äâóõñëîéíîé ìî�äåëè îïèñàíèÿ òóðáóëåíòíûõ ïðèñòåíî÷íûõ òå÷å�íèé [12℄, ñîãëàñíî êîòîðîé ïîãðàíè÷íûé ñëîé ìîæíîðàçäåëèòü íà äâå õàðàêòåðíûå îáëàñòè � âíåøíþþè ïðèñòåíî÷íóþ, â êàæäîé èç êîòîðûõ òîëüêî ÷àñòüèç îáùåãî ÷èñëà îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ îêàçû�âàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà òå÷åíèå. Ïðèñòåíî÷�íàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòíîñèòåëüíî òîí�êèé ïîäñëîé, â êîòîðîì ïîïåðå÷íûé ãðàäèåíò ñêî�ðîñòè ìíîãî áîëüøå ïðîäîëüíîãî. Â ïåðâîì ïðèáëè�æåíèè òå÷åíèå â ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè èìååò îäíî�ìåðíûé õàðàêòåð, ò. å. ëîêàëüíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéòå÷åíèå â ïîëóïðîñòðàíñòâå âäîëü áåñêîíå÷íîé ïëîñ�êîñòè. Âëèÿíèåì âíåøíåãî ìàñøòàáà ñîãëàñíî äâóõ�ñëîéíîé ìîäåëè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, à âíå îáëàñòèîòðûâà, êîãäà òðåíèå íà ñòåíêå íå î÷åíü ìàëî, ìîæ�íî ïðåíåáðå÷ü òàêæå ïðîäîëüíûì ãðàäèåíòîì äàâ�ëåíèÿ1). Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé îáëàñòè åñòü òîëü�êî äâà îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðà � êèíåìàòè÷åñêàÿâÿçêîñòü æèäêîñòè � è äèíàìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü u� ,êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç òðåíèå íà ïîâåðõíîñòè.Ïîýòîìó ãðàäèåíò óñðåäíåííîé ïðîäîëüíîé êîìïî�íåíòû ñêîðîñòè è òóðáóëåíòíîå êàñàòåëüíîå íàïðÿ�æåíèå åñòü �óíêöèè òîëüêî òðåõ ïåðåìåííûõ:�u�y = F1(y; �; u� ); (2.3)hu0v0i = F2(y; �; u� ): (2.4)Âûðàæàÿ äèíàìè÷åñêóþ ñêîðîñòü u� èç (2.3) è ïîä�ñòàâëÿÿ â (2.4), ïîëó÷èìhu0v0i = F3 �y; �; �u�y� :Ïðèìåíÿÿ ê ýòîìó ñîîòíîøåíèþ �-òåîðåìó, áóäåìèìåòühu0v0i = ��y �u�y�2 Si(Re); Re = y2� �u�y ; (2.5)1) Ñëó÷àé, êîãäà ïðîäîëüíûé ãðàäèåíò äàâëåíèÿ èãðàåò ñó�ùåñòâåííóþ ðîëü, òðåáóåò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.

ãäå Si � íåêîòîðàÿ óíèâåðñàëüíàÿ �óíêöèÿ. Ëîêàëü�íîå ÷èñëî �åéíîëüäñà Re ðàâíî îòíîøåíèþ õàðàê�òåðíûõ çíà÷åíèé òóðáóëåíòíîé è ìîëåêóëÿðíîé âÿç�êîñòè.Ñîîòíîøåíèå (2.5) ìîæíî âûâåñòè èç èçâåñòíîãîçàêîíà ñòåíêè Ïðàíäòëÿ äëÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ [12℄, ïîñêîëüêó îíî ïîëó÷åíîïðè òåõ æå �èçè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Ñîãëàñíîýòîìó çàêîíó â ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè ëþáàÿ áåçðàç�ìåðíàÿ âåëè÷èíà çàâèñèò òîëüêî îò áåçðàçìåðíîãîðàññòîÿíèÿ äî ñòåíêè:Si = f(y+); Re = g(y+); y+ = yu�� :Èñêëþ÷àÿ èç ýòèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé ïåðåìåííóþy+, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå (2.5).2.1.2. Âíåøíÿÿ îáëàñòüÏîëó÷èì òåïåðü óñëîâèå çàìûêàíèÿ, ñïðàâåäëè�âîå âî âñåì ïîãðàíè÷íîì ñëîå. Ëþáàÿ óñðåäíåííàÿõàðàêòåðèñòèêà ðàññìàòðèâàåìîãî òå÷åíèÿ a åñòü�óíêöèÿ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò x, y è îïðåäåëÿþ�ùèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è �, B è m. Âåëè÷èíû B èm (èëè îäíîçíà÷íî ñâÿçàííûé ñ m óãîë ��) çàäàþòïîòåíöèàëüíîå òå÷åíèå âíóòðè (èëè âîêðóã) óãëà, àòðè ïàðàìåòðà �, B, m ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò âñåòóðáóëåíòíîå òå÷åíèå â öåëîì. Òàêèì îáðàçîì, ìîæ�íî íàïèñàòü a = G1(x; y; �; B;m): (2.6)Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òîëùèíó ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ� = G2(x; �;B;m) (2.7)êàê íåêîòîðóþ âåëè÷èíó, õàðàêòåðèçóþùóþ ïîïå�ðå÷íûé ìàñøòàá òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ. Íàïðèìåð,êàê ýòî îáû÷íî äåëàåòñÿ íà ïðàêòèêå, òîëùèíîé ïî�ãðàíè÷íîãî ñëîÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ðàññòîÿíèå Æ99 äîñòåíêè, íà êîòîðîì óñðåäíåííàÿ ñêîðîñòü íà 1% îò�ëè÷àåòñÿ îò ue. Ìîæíî òîëùèíó ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿñ÷èòàòü ìîíîòîííîé �óíêöèåé x è ïåðåéòè â ñîîòíî�øåíèè (2.6) îò ïåðåìåííîé x ê ïåðåìåííîé �:a = G3(�; y; �; B;m): (2.8)�àññìîòðèì òåïåðü âíåøíþþ îáëàñòü ïîãðàíè÷íî�ãî ñëîÿ. Ñîãëàñíî äâóõñëîéíîé ìîäåëè, ïðè ðàçâè�òîì òóðáóëåíòíîì òå÷åíèè ìîëåêóëÿðíàÿ âÿçêîñòüíå ìîæåò âõîäèòü ÿâíî â ñîîòíîøåíèå (2.8) âî âíåø�íåé îáëàñòè. Ñ ó÷åòîì ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ñ÷è�òàÿ a áåçðàçìåðíîé âåëè÷èíîé, ïîñëå ïðèìåíåíèÿ�-òåîðåìû áóäåì èìåòüa = A(�;m); � = y� :415



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 2013Òàêèì îáðàçîì, âî âíåøíåé îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãîñëîÿ ëþáîé áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð åñòü �óíêöèÿäâóõ ïåðåìåííûõ � è m.Ïðèìåíèòåëüíî ê êàñàòåëüíîìó íàïðÿæåíèþ ïî�ëó÷åííûé ðåçóëüòàò âî âíåøíåé îáëàñòè ïîãðàíè÷�íîãî ñëîÿ äàåòhu0v0i = ��y �u�y�2 Se(�;m); (2.9)ãäå Se � íåêîòîðàÿ óíèâåðñàëüíàÿ �óíêöèÿ. Èçóñëîâèÿ ñðàùèâàíèÿ ñ ñîîòíîøåíèåì (2.5) èìååìSi(1) = Se(0;m). Ïðåäñòàâëåíèÿ (2.5) è (2.9) ìîæíîîáúåäèíèòü â îäíî, ñïðàâåäëèâîå âî âñåì ïîãðàíè÷�íîì ñëîå,hu0v0i = ��y �u�y�2 S(Re; �;m): (2.10)Çäåñü S � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ,óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþS(1; 0;m) = {2; (2.11)ãäå { � ïîñòîÿííàÿ Êàðìàíà. Êðîìå òîãî, ìû ñäå�ëàåì ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî àñèì�ïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ �óíêöèè S â çîíå ïåðåêðû�òèÿ âíåøíåé è ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòåé:S(Re; �;m) = {2 +O(Re��1) +O(��2 );Re!1; � ! 0; �1; �2 > 0: (2.12)Íà îñíîâàíèè (2.10) âûðàæåíèå äëÿ äëèíû ïóòèñìåøåíèÿ èìååò âèäl = ypS(Re; �;m):Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2.10) íåïî�ñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òîãî �àêòà, ÷òî ðàññìàòðè�âàåìîå àâòîìîäåëüíîå òóðáóëåíòíîå òå÷åíèå çàâèñèòòîëüêî îò òðåõ îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ. Äåéñòâè�òåëüíî, íà îñíîâàíèè ïîñòàíîâêè çàäà÷èhu0v0i = G4(x; y; �; B;m); (2.13)�u�y = G5(x; y; �; B;m): (2.14)�àçðåøàÿ óðàâíåíèÿ (2.7), (2.14) îòíîñèòåëüíî âåëè�÷èí � è B è ïîäñòàâëÿÿ èõ â (2.13), ïîëó÷èì ñîîò�íîøåíèå hu0v0i = G6 ��; y; �; �u�y ;m� ;êîòîðîå ïîñëå ïðèìåíåíèÿ �-òåîðåìû äàåò ðàâåí�ñòâî (2.10). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

äðóãèõ êîìïîíåíò òåíçîðà �åéíîëüäñà èìåþò ìåñòîïðåäñòàâëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå (2.10):hu02i = �y �u�y�2 S1(Re; �;m); (2.15)âûðàæåíèÿ äëÿ hv02i è hw02i ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì çà�ìåíû èíäåêñà �óíêöèè S1 ñîîòâåòñòâåííî íà 2 è 3.�àâåíñòâî (2.11) åñòü ñëåäñòâèå ïðèíÿòîé äâóõ�ñëîéíîé ìîäåëè òå÷åíèÿ. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ýòàìîäåëü èìååò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè.Îíà äàåò ïðàâèëüíîå îïèñàíèå ïîëåé êàñàòåëüíî�ãî íàïðÿæåíèÿ è êîìïîíåíòû òåíçîðà �åéíîëüäñàhv02i, îïðåäåëÿåìîé ïîïåðå÷íûìè ïóëüñàöèÿìè, íîîêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íîé äëÿ îïèñàíèÿ êîìïîíåíòhu02i, hw02i, ñâÿçàííûõ ñ ïóëüñàöèÿìè ñêîðîñòè âíàïðàâëåíèÿõ, ïàðàëëåëüíûõ ñòåíêå [3, 13℄. Ïîâåäå�íèå ýòèõ âåëè÷èí â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îòîáòåêàåìîé ïîâåðõíîñòè èìååò ñëîæíûé õàðàêòåð.Òàê, ïî èìåþùèìñÿ äàííûì [14, 15℄ ðàñïðåäåëåíèåñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ïðîäîëüíîé ïóëüñàöèè ñêîðî�ñòè ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà äå�ìîíñòðèðóåò ó ñòåíêè äâà ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìà. Òå�îðèè, îïèñûâàþùåé ýòè ý��åêòû, â íàñòîÿùåå âðå�ìÿ íå ñóùåñòâóåò.2.1.3. Ñîïîñòàâëåíèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìèäàííûìèÍà ðèñ. 2 äëèíà ïóòè ñìåøåíèÿ ïîñòðîåíà ïî äàí�íûì èçìåðåíèé [16℄ äëÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ íà ïëà�ñòèíå ïðè íóëåâîì (ðèñ. 2à) è óìåðåííîì íåáëàãî�ïðèÿòíîì (ðèñ. 2á,â) ãðàäèåíòàõ äàâëåíèÿ. Â äâóõïîñëåäíèõ ñëó÷àÿõ îáåñïå÷èâàëîñü ñòåïåííîå ðàñ�ïðåäåëåíèå ñêîðîñòè (2.1) ñ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè m,ðàâíûì ñîîòâåòñòâåííî�0:15 è �0:20. Íà ðèñ. 2 ïðè�âåäåíû òàêæå ðàñ÷åòíûå êðèâûå, êîòîðûå îáñóæäà�þòñÿ â ðàçä. 5.3. Â íà÷àëå êîîðäèíàò îíè èìåþò òàí�ãåíñ óãëà íàêëîíà { = 0:41.Çàìåòèì, ÷òî ïîãðåøíîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíîãîîïðåäåëåíèÿ äëèíû ïóòè ñìåøåíèÿ ìîæåò áûòü âå�ëèêà, ïîñêîëüêó ñâÿçàíà ñ îøèáêàìè èçìåðåíèÿ òóð�áóëåíòíîãî êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ è ïîïåðå÷íî�ãî ãðàäèåíòà óñðåäíåííîé ñêîðîñòè. Êðîìå òîãî, âáîëüøåé ÷àñòè âíåøíåé îáëàñòè ýòè âåëè÷èíû ìà�ëû, è ïóòü ñìåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèåäâóõ ìàëûõ âåëè÷èí. Íåñìîòðÿ íà ýòî, äàííûå íàðèñ. 2 õîðîøî ïîäòâåðæäàþò âûâîäû òåîðèè. Ïðî��èëè áåçðàçìåðíîãî ïóòè ñìåøåíèÿ â ðàçíûõ ñå÷å�íèÿõ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ íå çàâèñÿò îò ÷èñëà �åé�íîëüäñà (îò ðàññòîÿíèÿ äî ïåðåäíåé êðîìêè), à âáëè�çè ñòåíêè âñå ýêñïåðèìåíòàëüíûå êðèâûå èìåþò òàí�ãåíñ óãëà íàêëîíà { = 0:41.416
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y/δ99�èñ. 2. Äëèíà ïóòè ñìåøåíèÿ ïî äàííûì èçìåðåíèé [16℄ â àâòîìîäåëüíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå ïðè m = 0 (à), �0:15(á ), �0:20 (â) è ðàñ÷åòíûå êðèâûå (5.15). Èçìåðåíèÿ ïðîâåäåíû â ñå÷åíèÿõ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ íà ðàññòîÿíèÿõ îòïåðåäíåé êðîìêè 10 (�), 22 (�), 34 (�), 46 (Æ), 58 (�), 70 (M), 82 (N) è 90 (O) äþéìîâ2.2. Çàìåíà ïåðåìåííûõÔóíêöèÿ òîêà  (x; y) óñðåäíåííîãî òå÷åíèÿ óäî�âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (ñì., íàïðèìåð, [3℄) y xy �  x yy == ueu0e + (� yy � hu0v0i)y + �hv02i � hu02i�x ; (2.16)êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íûì, ÷åì îáû÷íîå óðàâ�íåíèå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, ïîñêîëüêó â ïåðâîì ïðè�áëèæåíèè ó÷èòûâàåò èçìåíåíèå äàâëåíèÿ ïîïåðåêñëîÿ.Ïåðåéäåì ê íîâûì ïåðåìåííûì ïî �îðìóëàì [17℄ = ue�	(�; �); � = lnRe�;� = y� ; Re� = ue�� ; (2.17)èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ëîãà�ðè�ì ÷èñëà �åéíîëüäñà Re�, îïðåäåëåííîãî ïî òîë�ùèíå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, è îòíîñèòåëüíîå ðàññòîÿ�íèå äî ñòåíêè. Íà îñíîâàíèè (2.17) áóäåì èìåòü��x = �� � ��� + (
 � 1)� ���� ; ��y = 1� ��� ; (2.18)�(�) = d(ue�)uedx ; 
(�) = d lnued� : (2.19)

Ñ ó÷åòîì óñëîâèé çàìûêàíèÿ (2.10), (2.15) óðàâíå�íèå (2.16) â íîâûõ ïåðåìåííûõ ïðèíèìàåò âèä�[	�	�� � (	 +	�)	�� + 
(	2� � 1)℄ == h(�	��)2 S(Re; �;m) + e��	��i� ++� � ��� + (
 � 1)� ���� (�	��)2[S2(Re; �;m)�� S1(Re; �;m)℄; Re = e��2	�� ; (2.20)� > �1; � = 0 : 	� = 0; 	 = 0;� !1 : 	� ! 1:Êðîìå áåçðàçìåðíîé �óíêöèè òîêà 	 â óðàâíå�íèå (2.20) âõîäèò âòîðàÿ íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ �(�),ãðàäèåíò äàâëåíèÿ çàäàåò �óíêöèÿ 
(�).Óðàâíåíèå (2.20) óäîáíî äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãîèññëåäîâàíèÿ. Ïåðåìåííàÿ �, ðàâíàÿ ëîãàðè�ìó ÷èñ�ëà �åéíîëüäñà, ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé âåëè÷èíîé, ÷òîïîçâîëÿåò èñêàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷èïðè � !1. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî ðàâåíñòâód�dx = �(1� 
); (2.21)êîòîðîå ñëåäóåò èç (2.18) è (2.19), ñêîðîñòü ïðîäîëü�íîãî èçìåíåíèÿ òîëùèíû ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è �óíê�öèÿ �(�) � âåëè÷èíû îäíîãî ïîðÿäêà, ïîýòîìó, ïîêðàéíåé ìåðå âíå îáëàñòè îòðûâà, ïîñëåäíþþ ìîæ�íî ñ÷èòàòü ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé, �� 1.13 ÆÝÒÔ, âûï. 2 (8) 417



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 20133. Ï�ÈÑÒÅÍÎ×ÍÀß ÎÁËÀÑÒÜÂ ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ðåøå�íèå áóäåì èñêàòü â ïåðåìåííûõ (ïåðåìåííûõ ñòåí�êè)y+ = yu�� = �e�r
f2 ; u+ = uu� = 	�p
f=2 : (3.1)Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (2.16) ïîïåðåê ñëîÿè ïåðåéäåì ê íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì � è y+. Äëÿ�óíêöèè u+(�; y+) ïîëó÷èì óðàâíåíèå�y+ �u+�y+�2 S(Re; �;m) + �u+�y+ � 1 == �
�e��� 2
f �3=2 y+ + : : : ; (3.2)Re = y2+ �u+�y+ ; � = y+e��p
f=2 :Â ïðàâîé ÷àñòè çäåñü ñòîèò ÷ëåí, ñâÿçàííûé ñ ãðà�äèåíòîì äàâëåíèÿ, ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû ñëàãà�åìûå, ìåíüøèå ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû. Êàê âèäíîèç (3.2), ïðîäîëüíûé ãðàäèåíò ñóùåñòâåí â ïðèñòå�íî÷íîé îáëàñòè òîëüêî ïðè î÷åíü ìàëîì, ïîðÿäêà�2=3e�2�=3 = �2=3Re�2=3� ;êîý��èöèåíòå òðåíèÿ íà ñòåíêå. Ïîêà áóäåì ðàñ�ñìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà 
f = O(��2).Ïåðåõîäÿ â (3.2) ê ïðåäåëó ïðè� !1; y+ = O(1)è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå (2.12), ïîëó�÷èì, ÷òî ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ñêîðîñòèu+(�; y+) = U+(y+) +O �e���� ; � > 0; (3.3)óäîâëåòâîðÿåò îáûêíîâåííîìó äè��åðåíöèàëüíîìóóðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà�y+ dU+dy+ �2 Si(Re) + dU+dy+ = 1;Re = y2+ dU+dy+ ; U+(0) = 0; (3.4)êîòîðîå èìååò ðåøåíèå â çàìêíóòîì âèäå:U+ = ReZ0 dReqRe2 Si(Re) +Re � pRepReSi(Re) + 1 ;y+ =qRe2 Si(Re) +Re; 0 6 Re <1:

Îòñþäà è èç (2.12) ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü èìå�åò ëîãàðè�ìè÷åñêóþ àñèìïòîòèêó âî âíåøíåé ÷àñòèïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè:U+ = 1{ (ln y+ + C) +O �y��+ � ;y+ !1; � > 0: (3.5)Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìèïðèìåì C = 2:05.Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîãðàíè÷íûé ñëîé íå íàõî�äèòñÿ â ñîñòîÿíèè áëèçêîì ê îòðûâó, êîãäà òðåíèåíà îáòåêàåìîé ïîâåðõíîñòè î÷åíü ìàëî, çàêîí ñòåíêèäëÿ ïðî�èëÿ ñêîðîñòè èìååò òîò æå âèä, ÷òî ïðè íó�ëåâîì ãðàäèåíòå äàâëåíèÿ. Ýòîò �àêò ýêñïåðèìåí�òàëüíî ïîäòâåðæäåí åùå â ðàáîòå [18℄, íàèáîëåå óáå�äèòåëüíûå äàííûå ïðèâåäåíû â ðàáîòå [19℄.4. ÂÍÅØÍßß ÎÁËÀÑÒÜ ÏÎ��ÀÍÈ×ÍÎ�ÎÑËÎßÍàøà öåëü � íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.20), êî�òîðîå ñîîòâåòñòâóåò ñòåïåííîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñêî�ðîñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêà (2.1). Àñèìïòîòè÷åñêèåðàçëîæåíèÿ èñêîìûõ �óíêöèé áóäóò èìåòü áîëååïðîñòîé âèä, åñëè ââåñòè íîâóþ íåçàâèñèìóþ ïåðå�ìåííóþ � !1 ïî �îðìóëå� = � + k ln �; (4.1)ãäå êîý��èöèåíò k áóäåò âûáðàí íèæå. Âî âíåøíåéîáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, ãäå 1=� = O(1), ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (2.20) áóäåì èñêàòü â âèäå
(�) = 
0 + 
1��1 +O(��2); (4.2)�(�) = ���1 +O(��2); (4.3)	(�; �) = � + �(1 + 
0)f(�)��1 +O(��2): (4.4)Çäåñü 
0, 
1 è � � ïîñòîÿííûå êîý��èöèåíòû. Ñäå�ëàâ çàìåíó ïåðåìåííîé (4.1), ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíå�íèå (2.20) ðàçëîæåíèÿ (4.2)�(4.4) è ïåðåõîäÿ ê ïðå�äåëó ïðè � !1; 1=� = O(1);äëÿ �óíêöèè f ïîëó÷èì óðàâíåíèå2
0f 0 � �f 001 + 
0 = �(�f 00)2S(1; �;m)�0 ;f(0) = f 0(1) = 0: (4.5)418



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 2013 Àâòîìîäåëüíûé òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé : : :Èç ïîñòàíîâêè çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ïàðàìåòð 
0 ìî�æåò áûòü �óíêöèåé òîëüêî m (�îðìóëà (4.24), ñâÿ�çûâàþùàÿ ýòè âåëè÷èíû, ïîëó÷åíà íèæå), ïîýòî�ìó áóäåì ïèñàòü f(�; 
0). Ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíå�íèÿ (4.5) åñòü(1 + 2
0)[f � f(1; 
0)℄� �f 01 + 
0 == (�f 00)2S(1; �;m): (4.6)Èç (4.6), ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2.12), ïîëó÷èìàñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ íà ñòåíêå:f 0(�; 
0) = F1(
0){ r1 + 2
01 + 
0 �� [ln � +A(
0)� lnF1(
0)℄ +O(��); (4.7)F1(
0) =p�f(1; 
0); � ! 0; � > 0;ãäå A � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òîïàðàìåòð 
0 ìîæåò èçìåíÿòüñÿ â ïðåäåëàõ�1=2 < 
0 61: (4.8)4.1. Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ïðè 
0!�1=2Ïîëàãàÿ â (4.6) 
0 = �1=2, äëÿ �óíêöèè g(�) == f(�;�1=2) ïðè óñëîâèè 1=� = O(1) ïîëó÷èì óðàâ�íåíèå(�g00)2S(1; �;�1=3)+2�g0 = 0; g(0) = g0(1) = 0;ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèäp�g0 = 1Z� d�p2�S(1; �;�1=3) : (4.9)Îòñþäà ïðè ó÷åòå (2.12) ñëåäóåò, ÷òî âáëèçè ñòåíêèp�g0 =p�g0(0)� p2�{ + o(p�); � ! 0: (4.10)Äàëåå óäîáíî ââåñòè ïîñòîÿííóþ D0, ðàâíóþD0 = �g0(0)p�g(1) :Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ g0 íå èìååò òðåáóåìîé ëî�ãàðè�ìè÷åñêîé àñèìïòîòèêè, ðàññìîòðèì âáëèçèñòåíêè îáëàñòü, â êîòîðîé� = (1 + 2
0)p�g(1)D0 �0;f 0(�; 
0)p�g(1) = �D0 +p2(1 + 2
0)h(�0) + : : : (4.11)

Ïîäñòàâëÿÿ (4.11) â (4.6) è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè
0 ! �1=2; �0 = O(1);äëÿ �óíêöèè h(�0) ïîëó÷èì óðàâíåíèå({�0h0)2 = 1 + �0: (4.12)Ñðàùèâàíèå ñ àñèìïòîòèêîé (4.10) äàåò äîïîëíè�òåëüíîå óñëîâèåh = 2{p�0 + o(1); �0 !1; (4.13)ñ ó÷åòîì êîòîðîãî èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (4.12) åñòüh = 1{ hln �0 + 2p1 + �0 �� 2 ln�1 +p1 + �0 �i : (4.14)Èç ñîïîñòàâëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëå�íèÿ (4.7) ñ (4.11) è (4.14) ñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêîåïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè A ïðè 
0 ! �1=2:A(
0) = � {D0p2(1 + 2
0) � ln(1 + 2
0) ++ ln D04 + 2 + ��1 + 2
01 + 
0 � ;�(0) = 0:Ïî ðåçóëüòàòàì âû÷èñëåíèé (ñì. ðàçä. 5.3)D0 = 12:85.Òàêèì îáðàçîì, ïðè 
0 ! �1=2 âíåøíÿÿ îáëàñòüïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïðèîáðåòàåò äâóõñëîéíóþ ñòðóê�òóðó. Íàä ëîãàðè�ìè÷åñêèì ïîäñëîåì, ò. å. ñëîåì ïî�ñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ, îáðàçóåòñÿ ïðîìåæóòî÷íàÿîáëàñòü � ãðàäèåíòíûé ïîäñëîé [20℄, êàñàòåëüíîå íà�ïðÿæåíèå ïîïåðåê êîòîðîãî èçìåíÿåòñÿ ëèíåéíî çàñ÷åò íåáëàãîïðèÿòíîãî ïðîäîëüíîãî ãðàäèåíòà äàâ�ëåíèÿ (ñì. óðàâíåíèå (4.12)). Âî âíåøíåé ÷àñòè ãðà�äèåíòíîãî ïîäñëîÿ ïðî�èëü ñêîðîñòè ïîä÷èíÿåòñÿ¾çàêîíó êâàäðàòíîãî êîðíÿ¿ (4.10), (4.13), ÷òî õà�ðàêòåðíî äëÿ òå÷åíèé ñ ñèëüíûì íåáëàãîïðèÿòíûìãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ [20℄, íî íàáëþäàåòñÿ òàêæå âäðóãèõ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèÿõ. Íàïðèìåð, çàêîíóêâàäðàòíîãî êîðíÿ ïîä÷èíÿåòñÿ ïðî�èëü ñêîðîñòèâáëèçè îñè ñèììåòðèè òóðáóëåíòíîãî ñëåäà, êîòî�ðûé îáðàçóåòñÿ ïðè ïðîäîëüíîì îáòåêàíèè ïëîñêîéïëàñòèíû [21℄.4.2. Ñðàùèâàíèå ðåøåíèé äëÿ âíåøíåé èïðèñòåíî÷íîé îáëàñòåéÂûïîëíèì àñèìïòîòè÷åñêîå ñðàùèâàíèå ðåøå�íèé äëÿ äâóõ îáëàñòåé � âíåøíåé è ïðèñòåíî÷íîé.419 13*



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 2013Ñâÿçü ìåæäó âíóòðåííèìè è âíåøíèìè ïåðåìåííû�ìè íà îñíîâàíèè (3.1), (4.1) è (4.4) çàäàåòñÿ ðàâåí�ñòâàìèln y+ = ln � + � + k ln � + lnr
f2 ;u+ = 1 + (1 + 
0)�f 0(�; 
0)��1 +O(��2)p
f=2 : (4.15)Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî (3.3) ðàçíîñòü u+ è U+ ìåíü�øå ëþáîé îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè �, äëÿ ñðàùèâà�íèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâ�ëåíèå (3.5). Ïîäñòàâèâ ñîîòíîøåíèÿ (4.15) â (3.5) èçàìåíèâ �óíêöèþ f 0(�; 
0) åå àñèìïòîòè÷åñêèì ðàç�ëîæåíèåì (4.7), ïîëó÷èì óñëîâèå ñðàùèâàíèÿ [22℄1{r
f2 �ln �+�+k ln �+ lnr
f2 +C� = 1+�F1{ ��p(1 + 
0)(1 + 2
0) (ln � +A� lnF1)��1 ++O(��2): (4.16)Èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà êîý��èöèåíòîâ ïðè ln � ñëå�äóåò ïåðâîå ñîîòíîøåíèår
f2 = �F1p(1+
0)(1+2
0) ��1+O(��2): (4.17)Îòñþäà âèäíî, ÷òî êîý��èöèåíò òðåíèÿ íóæíî èñ�êàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿr
f2 = t1��1 + t2��2 +O(��3); (4.18)ïîäñòàâëÿÿ êîòîðîå â (4.16) è (4.17), íàéäåì k = 1 è� = {F1p(1 + 
0)(1 + 2
0) ;t1 = {; t2 = �{ [ln({F1)�A+ C℄ : (4.19)Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ñî�îòâåòñòâóåò ñòåïåííîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñêîðîñòèíàáåãàþùåãî ïîòîêà, è îïðåäåëèòü ïàðàìåòð 
0.Èç (2.18), (2.19) ñëåäóåò ðàâåíñòâî
 = �u0e�ue ; (4.20)ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ÷èñëî �åéíîëüäñà Rep, îáðàçî�âàííîå ïî ïðîäîëüíîìó ãðàäèåíòó äàâëåíèÿ, ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäåRep � u2eju0ej� = Re�j
j� : (4.21)

Ïîäñòàâëÿÿ â (4.21) ñîîòíîøåíèÿ (4.1), (4.3), áóäåìèìåòü Rep = �2e�j
0j� [1 +O(��1)℄: (4.22)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíòåãðèðîâàíèå âòîðîãî ðàâåí�ñòâà (2.19) ïðè ó÷åòå (4.1) è (4.2) äàåòue = u1�
0+
1e
0� [1 +O(��1)℄; (4.23)ãäå u1 � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðèíèìàÿâî âíèìàíèå îïðåäåëåíèå Rep (4.21), èç ñîïîñòàâëå�íèÿ (4.22) è (4.23) ïîëó÷èì
0 = 
1 = m1 +m: (4.24)Èç (4.8), (4.24) ñëåäóåò, ÷òî ðåæèì ñî ñòåïåííûìðàñïðåäåëåíèåì ñêîðîñòè (2.1) ñóùåñòâóåò ïðè m >> �1=3 (�1=2 < 
0 < 1).5. ÇÀÊÎÍÛ ÏÎÄÎÁÈß5.1. Çàêîí äå�åêòà ñêîðîñòèÊàê ñëåäóåò èç (4.3) è (4.19),� = p
f=2 �1 +O(��1)�F1p(1 + 
0)(1 + 2
0) : (5.1)Íà îñíîâàíèè (4.4) çàêîí äå�åêòà ñêîðîñòè âî âíåø�íåé îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ìîæíî çàïèñàòü ââèäå ue � uue� = �(1 + 
0)f 0(�; 
0) +O(��1): (5.2)Ïðîèíòåãðèðîâàâ îáå ÷àñòè (5.2) ïî � îò 0 äî 1,áóäåì èìåòü Æ��� = (1 + 
0)F 21 +O(��1): (5.3)Èç ñîîòíîøåíèé (5.1), (5.3) è (4.20) ïîëó÷èì âûðà�æåíèå 
0 ÷åðåç ïàðàìåòð Êëàóçåðà (1.1):
0 = � �1 + 2� +O(��1): (5.4)Âìåñòå ñ (4.24) ýòî ñîîòíîøåíèå äàåò ðàâåí�ñòâî (1.3). Èç (5.4) ïîëó÷èì, ÷òî 
0 ! �1=2ñîîòâåòñòâóåò � ! 1, à ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ
0 = 1 îòâå÷àåò � = �1=3.Êàê ñëåäóåò èç (2.2), (4.24), âåëè÷èíû � è 
0 ðàâ�íû, åñëè íå ó÷èòûâàòü âûòåñíÿþùåå äåéñòâèå ïî�ãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Âëèÿíèå ïîñëåäíåãî ñîîòâåòñòâó�åò ìàëîìó óìåíüøåíèþ ìîäóëÿ óãëà �� íà âåëè÷è�íó Æ�=x, êîòîðàÿ íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé (5.3),(4.3), (2.21) åñòü O(��2). Ïîýòîìó � = 
0 +O(��2).420



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 2013 Àâòîìîäåëüíûé òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé : : :Íà îñíîâàíèè (5.1), (5.4) çàêîí äå�åêòà ñêîðî�ñòè (5.2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäåue � uuep
f=2� Æ�u0e=ue = �f 0(�; 
0)F1(
0) +O �p
f � : (5.5)Â ÷àñòíîì ñëó÷àå íóëåâîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ ýòîñîîòíîøåíèå äàåò çàêîí äå�åêòà ñêîðîñòè Êàðìàíà(1.2). Èíòåãðèðîâàíèå ðàâåíñòâà (5.5) ïîïåðåê ïîãðà�íè÷íîãî ñëîÿ ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþÆ��p
f=2� Æ�u0e=ue = F1 +O �p
f � : (5.6)Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ óäîáíî èñïîëüçî�âàòü ïîïåðå÷íûé ìàñøòàá, îïðåäåëåííûé ðàâåí�ñòâîì �� = Æ�p
f=2� Æ�u0e=ue : (5.7)Âûðàæåíèå (5.7) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì íà ñëó÷àé òå�÷åíèÿ ñ ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ òîëùèíû ïîãðàíè÷íî�ãî ñëîÿ, ââåäåííîé Êëàóçåðîì [2℄.Çàêîí äå�åêòà ñêîðîñòè (5.5) ïîçâîëÿåò ñ�îð�ìóëèðîâàòü ïðàâèëà ïîäîáèÿ äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿêîìïîíåíò òåíçîðà ðåéíîëüäñîâûõ íàïðÿæåíèé. Èçóñëîâèÿ (2.10) è óðàâíåíèÿ (4.6) äëÿ êàñàòåëüíîãîíàïðÿæåíèÿ ïîëó÷èì��u=�y� hu0v0iu2e(
f=2� Æ�u0e=ue) = 1 + 2
01 + 
0 ++ (1 + 2
0)f(�; 
0)� �f 0(�; 
0)(1 + 
0)F 21 (
0) +O �p
f� : (5.8)Äëÿ íîðìàëüíûõ òóðáóëåíòíûõ íàïðÿæåíèé èç ñî�îòíîøåíèé (2.15) âî âíåøíåé îáëàñòè áóäåì èìåòühu02iu2e(
f=2� Æ�u0e=ue) == ��f 00(�; 
0)F1(
0) �2 S1(1; �;m) +O �p
f� : (5.9)Âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò hv02i è hw02i àíàëîãè÷íû�îðìóëå (5.9).�àçäåëèâ ðàâåíñòâî (5.2) íà (5.3), ïîëó÷èì �îð�ìóëèðîâêó çàêîíà äå�åêòà ñêîðîñòè, äàííóþ Çàãà�ðîëîé è Ñìèòñîì [7℄:F1(
0)�(ue � u)ueÆ� = �f 0(�; 
0)F1(
0) +O �p
f� ; (5.10)ïðè ýòîì íóæíî ïîëîæèòü òîëùèíó ïîãðàíè÷íîãîñëîÿ Æ = F1(
0)�. Çàêîí (5.5) åñòü òî÷íîå àñèìïòîòè�÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ôîð�ìóëà (5.10) ïðåäëîæåíà êàê ÷èñòî ýìïèðè÷åñêàÿ [7℄.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ðàçíûõ òåðìèíàõ îíè âûðàæà�þò îäíî è òî æå �èçè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå ñ îäèíàêî�âûìè �óíêöèÿìè â ïðàâîé ÷àñòè. Ïðè ýòîì �îðìó�ëà (5.10) ìåíåå óäîáíà, ïîñêîëüêó òðåáóåò äîïîëíè�òåëüíîãî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ òîëùèíûïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è íå ñîäåðæèò �îðìóëó Êàðìàíàêàê ÷àñòíûé ñëó÷àé.5.2. Ôîðìïàðàìåòðû ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿÇàêîí äå�åêòà ñêîðîñòè (5.5) ìîæíî çàïèñàòü ââèäå ue � uuep
f=2� Æ�u0e=ue = �f 0(�; 
0)F1(
0) + f1(�; �)��1;f1(�; �) = O(1); � !1:Îòñþäà äëÿ èíòåãðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ïîãðàíè÷íî�ãî ñëîÿ ïîëó÷èì Æ��F1p
f=2� Æ�u0e=ue = 1 + I(�)��1;��F1p
f=2� Æ�u0e=ue == 1�Gr
f2 � Æ�u0eue + I(�)��1 +O(��2);Æ��2�F1(
0)p
f=2� Æ�u0e=ue == 1� 32Gr 
f2 � Æ�u0eue ++ I(�)��1 +O(��2); (5.11)I(�) = 1Z0 f1(�; �) d�F1 ;G(
0) = 1Z0 f 02(�; 
0) d�F 31 (
0) : (5.12)Çäåñü � è Æ�� � òîëùèíû ñîîòâåòñòâåííî ïîòåðè èì�ïóëüñà è ýíåðãèè. Âòîðîé èíòåãðàë G(
0) â �îðìó�ëå (5.12) â ÷àñòíîì ñëó÷àå 
0 = 0 èçâåñòåí êàê �îðì�ïàðàìåòð Êëàóçåðà [2℄, åãî ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïîäàííûì èçìåðåíèé â ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà ïëàñòèíåïðè íóëåâîì ãðàäèåíòå äàâëåíèÿ ëåæèò â äèàïàçîíåîò 6.4 äî 7.1; âû÷èñëåíèÿ, îñíîâàííûå íà �îðìó�ëå Êîóëñà (ñì. �îðìóëó (5.14)), äàþò G(0) = 6:61.421



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 2013Èç (5.11) ñëåäóþò ïðàâèëà ïîäîáèÿ äëÿ �îðìïàðà�ìåòðîâ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ:1� �=Æ�p
f=2� Æ�u0e=ue = G(
0) +O �p
f � ;2� Æ��=Æ�3p
f=2� Æ�u0e=ue = G(
0) +O �p
f � ; (5.13)êîòîðûå îáîáùàþò íà ñëó÷àé òå÷åíèÿ ñ ãðàäèåíòîìäàâëåíèÿ âûðàæåíèÿ, èçâåñòíûå äëÿ áåçãðàäèåíòíî�ãî òå÷åíèÿ íà ïëàñòèíå [2℄. Èç (5.13), â ÷àñòíîñòè,ñëåäóåò, ÷òî äëÿ èíòåãðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ òóðáó�ëåíòíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ èìååò ìåñòî ñîîòíîøå�íèå Æ�� + Æ� = 3�:5.3. �àñ÷åò ïàðàìåòðîâ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿÊàê ñêàçàíî âûøå, óñëîâèå çàìûêàíèÿ (2.10) ïî�ëó÷åíî áåç ïðèâëå÷åíèÿ êàêèõ-ëèáî ñïåöèàëüíûõ ãè�ïîòåç î õàðàêòåðå òóðáóëåíòíîãî îáìåíà è ïðîñòîñëåäóåò èç ïîñòàíîâêè çàäà÷è (2.6), ñîãëàñíî êîòî�ðîé ðàññìàòðèâàåìîå òóðáóëåíòíîå òå÷åíèå çàâèñèòòîëüêî îò òðåõ îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ. Â ñîîò�âåòñòâèè ñ (2.10) âíå âÿçêîãî ïîäñëîÿ ïóòü ñìåøåíèÿåñòü �óíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ, ïðè÷åì â ñèëó óñëî�âèÿ (2.11) çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà m (ãðàäèåíòàäàâëåíèÿ) ïðîÿâëÿåòñÿ íå âî âñåé âíåøíåé îáëàñòè,à ëèøü â åå ÷àñòè, âíå ëîãàðè�ìè÷åñêîãî ïîäñëîÿ.Êàê ìîæíî âèäåòü íà ðèñ. 2, ãðàäèåíò äàâëåíèÿ ñëà�áî âëèÿåò íà ïðî�èëè ïóòè ñìåøåíèÿ; �àêòè÷åñêè,ðàçëè÷èå ìåæäó ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ïðî�èëÿìèíàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé. Íàñëàáóþ çàâèñèìîñòü ïðî�èëÿ ïóòè ñìåøåíèÿ îò ãðà�äèåíòà äàâëåíèÿ â àâòîìîäåëüíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîåóêàçàíî òàêæå â ðàáîòå [23℄.×òîáû âûïîëíèòü ðàñ÷åò ïàðàìåòðîâ ïîãðàíè÷�íîãî ñëîÿ, ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ S(1; �;m)íå çàâèñèò îò m. Òîãäà îíà ìîæåò áûòü îïðåäåëå�íà èç óðàâíåíèÿ (4.6) íà îñíîâàíèè îäíîãî èçâåñòíî�ãî ïðî�èëÿ ñêîðîñòè, â êà÷åñòâå êîòîðîãî åñòåñòâåí�íî âçÿòü ïðî�èëü â ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà ïëàñòèíåïðè íóëåâîì ãðàäèåíòå äàâëåíèÿ. Ôóíêöèþ f 0(�; 0),èñõîäÿ èç (5.5), çàäàäèì ïî ýìïèðè÷åñêîé �îðìóëåÊîóëñà [24℄:f 0(�; 0)F1(0) = 1{ [ln � � 0:55(1 + 
os(��))℄ ;0 < � 6 1: (5.14)Â ýòîì ñëó÷àåF1(0) = 1:55={; A(0) = 0:23:

0:5 1:0y=Æ990
0:05
0:10l=Æ99

�èñ. 3. Äëèíà ïóòè ñìåøåíèÿ ïî äàííûì èçìå-ðåíèé [25℄ äëÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ íà ïëàñòèíåïðè íóëåâîì ãðàäèåíòå äàâëåíèÿ è ðàñ÷åòíàÿ êðè-âàÿ (5.15)Â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.6) �óíêöèÿ S âûðàæàåòñÿ ÷å�ðåç f 0(�; 0) â êâàäðàòóðàõ, à ïóòü ñìåøåíèÿ èìååòâèälÆ99 = �pS(1; �) == pf(�; 0)� f(1; 0)� �f 0(�; 0)f 00(�; 0) : (5.15)Òàêèì îáðàçîì, ñäåëàííîå äîïóùåíèå ïðèâîäèòê ïðèáëèæåííîìó àëãåáðàè÷åñêîìó óñëîâèþ çàìû�êàíèÿ (5.15), êîòîðîå, ïî-âèäèìîìó, äëÿ ðàññìàòðè�âàåìîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå àäåêâàòíûì.Êðèâàÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî �îðìóëå (5.15), õîðîøîîïèñûâàåò ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [25℄ íà ðèñ. 3,íî çàìåòíî ðàñõîäèòñÿ ñ äàííûìè [16℄ âáëèçè âíåø�íåé ãðàíèöû ñëîÿ (ðèñ. 2). Ýòî ñâÿçàíî êàê ñ îòìå�÷åííûìè âûøå íåèçáåæíûìè îøèáêàìè èçìåðåíèÿïóòè ñìåøåíèÿ2), òàê è ñ íåäîñòàòêàìè �îðìóëû Êî�óëñà (5.14), íà îñíîâå êîòîðîé ýòà âåëè÷èíà âû÷èñ�ëåíà. Îíà ñëèøêîì ãðóáî àïïðîêñèìèðóåò ïðî�èëüñêîðîñòè âáëèçè âíåøíåé ãðàíèöû ñëîÿ. Îäíàêî äå�òàëè ïîâåäåíèÿ ïóòè ñìåøåíèÿ â ýòîé îáëàñòè íåîêàçûâàþò ñêîëüêî-íèáóäü ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ2) Âíåøíÿÿ ãðàíèöà ñëîÿ, êàê èçâåñòíî, íàõîäèòñÿ â îáëà�ñòè ïåðåìåæàåìîñòè, ÷òî âíîñèò äîïîëíèòåëüíûå îøèáêè âèçìåðåíèÿ.422
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1 2 3 4 5 6 7 123

456
7à á

0
7
14

0:01 0:1 0
0:5
1:0
1:5�f 0=F1 1 + 2
01 + 
0 + (1 + 2
0)f � �f 0(1 + 
0)F 21

0:1 0:2 0:3�=F1�=F1�èñ. 4. �àñ÷åòíûå ïðî�èëè ñêîðîñòè (à) è êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ (á ): 
0 = �1=2 (1 ), �3=7 (2 ), �1=3 (3 ),�1=5 (4 ), 0 (5 ), 1=3 (6 ), 1 (7 )íà ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé. Åñëè èçìåíèòü ïðî�èëüïóòè ñìåøåíèÿ íà èíòåðâàëå, ãäå êðèâûå íà ðèñ. 2,3 ïîêàçàíû øòðèõîâûìè ëèíèÿìè (íàïðèìåð, ïðè�íÿòü, ÷òî ïóòü ñìåøåíèÿ èìååò êîíå÷íûé íå ðàâíûéíóëþ ïðåäåë íà âíåøíåé ãðàíèöå ñëîÿ), òî ðàñ÷åò�íûå ïðî�èëè ñêîðîñòè è êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿíåçíà÷èòåëüíî èçìåíÿòñÿ òîëüêî íà ýòîì èíòåðâàëå.Óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà (4.6) ðåøàëîñü ÷èñ�ëåííî êàê çàäà÷à Êîøè äëÿ �óíêöèè f(�; 
0) �� f(1; 
0) ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì íà âíåø�íåé ãðàíèöå ñëîÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîéòèïà ñåäëà. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå 
0 = �1=2 ïðî��èëü ñêîðîñòè âû÷èñëåí èç èíòåãðàëà (4.9). �åçóëü�òàòû ðàñ÷åòà âî âñåì ðàññìàòðèâàåìîì äèàïàçîíåèçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà 
0 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4à.Íà ðèñ. 4á äàíî ðàñïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî íàïðÿ�æåíèÿ, êîòîðîå îïðåäåëåíî èç ëåâîé ÷àñòè óðàâíå�íèÿ (4.6). Êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå âåäåò ñåáÿ êà÷å�ñòâåííî ðàçëè÷íî ïðè áëàãîïðèÿòíîì è íåáëàãîïðè�ÿòíîì ãðàäèåíòàõ äàâëåíèÿ. Ïðè 
0 > 0 îíî èçìåíÿ�åòñÿ ìîíîòîííî ïîïåðåê ñëîÿ, ïðè 
0 < 0 � èìååòòî÷êó ìàêñèìóìà.�àñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ �îðìïàðàìåòðà G äàíû íàðèñ. 5. Ïîñêîëüêó�óíêöèÿ, çàäàþùàÿ äå�åêò ñêîðî�ñòè (5.5), îòíîñèòåëüíî ñëàáî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà
0 (ðèñ. 4à), ðàçíîñòü ìåæäó ìàêñèìàëüíûì è ìèíè�ìàëüíûì çíà÷åíèÿìè �îðìïàðàìåòðà G ñîñòàâëÿåòâñåãî 12%.

0 0:5 1:0 1:51=(1 + �)6
7 1� �=Æ�p
f=2� Æ�u0e=ue
�èñ. 5. Ôîðìïàðàìåòð ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, ðàñ÷åò-íàÿ êðèâàÿ è äàííûå èçìåðåíèé: I � [1℄, F � [23℄(m = �0:15), � � [16℄, N � [28℄5.4. Ñîïîñòàâëåíèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìèäàííûìèÄëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ îòîáðàíû ýêñïåðèìåíòàëü�íûå äàííûå, ïîëó÷åííûå â óñëîâèÿõ, áëèçêèõ ê àâ�òîìîäåëüíûì. Íà ðèñ. 6�8 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòûèçìåðåíèé [18; 26�28℄ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå ïðè áëàãî�ïðèÿòíîì ãðàäèåíòå äàâëåíèÿ (ïðî�èëè [18, 26, 27℄âçÿòû èç áàçû äàííûõ [29℄). Ñêîðîñòü è êàñàòåëü�íîå íàïðÿæåíèå ïðåäñòàâëåíû â ïåðåìåííûõ ïîäî�áèÿ (5.5), (5.8), à â êà÷åñòâå ïîïåðå÷íîãî ìàñøòà�423
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13.0

0.1
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0.1
0
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0.01
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ue cf/2 δ*ue
' /ue–
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ue u–

ue cf/2 δ*ue
' /ue–
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�èñ. 6. Ïðî�èëè ñêîðîñòè, èçìåðåííûå â ðàáîòå [18℄ (à) ïðè � = �0:310 (�), �0:334 (�), �0:334 (Æ), �0:320 (M),�0:321 (O), �0:285 (B), �0:230 (C) è â ðàáîòå [27℄ (á ) ïðè � = �0:390 (�), �0:360 (�), �0:341 (Æ), �0:333 (M), âïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ (5.5) è ðàñ÷åòíûå êðèâûå äëÿ 
0 = 1
14

0.1
0

7

0.01 y/∆*

ue u–

ue cf/2 δ*ue
' /ue–

-------------------------------------

�èñ. 7. Ïðî�èëè ñêîðîñòè, èçìåðåííûå â ðàáî-òå [26℄ ïðè � = �0:292 (�), �0:280 (�), �0:280(Æ), �0:268 (M), �0:274 (O), �0:270 (B), �0:273(C), �0:264 (çâåçäî÷êà), �0:268 (øåñòèóãîëüíèê) âïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ (5.5) è ðàñ÷åòíàÿ êðèâàÿ äëÿ
0 = 2=3

áà èñïîëüçóåòñÿ îáîáùåííàÿ òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãîñëîÿ Êëàóçåðà (5.7). Êàê âèäíî íà ðèñ. 6�8, âñå äàí�íûå ïîä÷èíÿþòñÿ çàêîíó äå�åêòà ñêîðîñòè (5.5), âñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì ýêñïåðèìåíòàëüíûå òî÷êè,ïîëó÷åííûå ïðè áëèçêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà �, ëå�æàò íà îäíîé êðèâîé. Èìååòñÿ òàêæå õîðîøåå ñîâ�ïàäåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ. Ïðî�èëè ñêîðî�ñòè íà ðèñ. 6 îòâå÷àþò ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ ïà�ðàìåòðà 
0 = 1 (� = �1=3), ïðè êîòîðîì òîëùè�íà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è èíòåãðàëüíûå ïàðàìåòðû,êàê ýòî ñëåäóåò èç (2.21), ïðèáëèçèòåëüíî ïîñòîÿí�íû ïî äëèíå, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè èç�ìåðåíèé [18, 27℄.Ïðî�èëè ñêîðîñòè è êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ,ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [16℄ ïðè íåáëàãîïðèÿòíîì ãðà�äèåíòå äàâëåíèÿ äëÿ � � 0:7; 1:6, äàíû íà ðèñ. 9.Âèäíî, ÷òî èìååòñÿ î÷åíü õîðîøåå ñîâïàäåíèå ýêñ�ïåðèìåíòàëüíûõ è ðàñ÷åòíûõ äàííûõ: ýêñïåðèìåí�òàëüíûå òî÷êè è òåîðåòè÷åñêèå êðèâûå íà ðèñ. 9à,áðàñõîäÿòñÿ òîëüêî âáëèçè ñòåíêè íà ó÷àñòêå, ñîîò�âåòñòâóþùåì âÿçêîìó ïîäñëîþ, ãäå çàêîí äå�åêòàñêîðîñòè (5.5) âûïîëíÿòüñÿ íå äîëæåí. Íà ýòèõ ðè�ñóíêàõ ïîñòðîåíà çàâèñèìîñòü êîðíÿ èç äå�åêòà ñêî�ðîñòè îò êîðíÿ èç îòíîñèòåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äîñòåíêè. Ýòî ñäåëàíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü íàëè�÷èå âáëèçè ñòåíêè ãðàäèåíòíîãî ïîäñëîÿ è ñïðàâåä�ëèâîñòü çàêîíà êâàäðàòíîãî êîðíÿ, êîòîðûé ïðè òà�424
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à á

0:01 0:1 0:15 0:300
0:6
1:2

0
6:5
13:0

y=�� y=��

�hu0v0iu2e(
f=2� Æ�u0e=ue)ue � uuep
f=2� Æ�u0e=ue

�èñ. 8. Äàííûå èçìåðåíèé [28℄ ñêîðîñòè (à) è êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ (á ) ïðè � = �0:151 â ïåðåìåííûõ ïîäî-áèÿ (5.5), (5.8) è ðàñ÷åòíûå êðèâûå äëÿ 
0 = 0:216êîì ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìîëèíåéíîìóó÷àñòêó íà ïðî�èëå ñêîðîñòè.Íà ðèñ. 5 â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ (5.13) ïðåä�ñòàâëåíû äàííûå äëÿ �îðìïàðàìåòðà ïîãðàíè÷íîãîñëîÿ. Â ïåðåìåííûõ (5.13) ýêñïåðèìåíòàëüíûå òî÷�êè ëåæàò â îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîì èíòåðâàëå è âöåëîì äîñòàòî÷íî áëèçêè ê ðàñ÷åòíîé êðèâîé: ìàê�ñèìàëüíîå ðàñõîæäåíèå ñîñòàâëÿåò îêîëî 10%. Ïðèýòîì íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî â ñëó÷àå íóëåâîãî ãðà�äèåíòà äàâëåíèÿ ðàçáðîñ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷å�íèé ýòîé âåëè÷èíû, êàê ñêàçàíî âûøå, òàêæå íå ìå�íåå 10%.�èñóíêè 6�9 äåìîíñòðèðóþò î÷åíü õîðîøåå ñî�îòâåòñòâèå ðåçóëüòàòîâ òåîðèè è ýêñïåðèìåíòà. Îä�íàêî òàêàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî íå âñåãäà. Ïðèíåáëàãîïðèÿòíîì ãðàäèåíòå äàâëåíèÿ è äîñòàòî÷íîáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà � ïðî�èëè ñêîðîñòèè êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ, ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìî�ùüþ óðàâíåíèÿ (4.5), çàìåòíî ðàñõîäÿòñÿ ñ ýêñïåðè�ìåíòàëüíûìè äàííûìè. Ïðè÷èíû òàêîãî íåñîîòâåò�ñòâèÿ óñòàíîâëåíû â ðàáîòàõ [10; 11℄.6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÇàêîí äå�åêòà ñêîðîñòè äëÿ âíåøíåé îáëàñòè àâ�òîìîäåëüíîãî òóðáóëåíòíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ èìå�åò ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ �îðìóëèðîâêó:

ue � uuep
f=2� Æ�u0e=ue = '(�; �) +O �p
f � ;� = yp
f=2� Æ�u0e=ueÆ� : (6.1)Çàêîíû ïîäîáèÿ äëÿ êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ èäðóãèõ êîìïîíåíò òåíçîðà �åéíîëüäñà çàïèñûâàþò�ñÿ â âèäå��u=�y� hu0v0iu2e(
f=2� Æ�u0e=ue) = �(�; �) +O �p
f � ; (6.2)hu02iu2e(
f=2� Æ�u0e=ue) = �1(�; �) +O �p
f � : (6.3)Âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò hv02i è hw02i àíàëîãè÷íû�îðìóëå (6.3). Ôóíêöèþ �(�; �) â (6.2) ìîæíî âûðà�çèòü ÷åðåç óíèâåðñàëüíóþ �óíêöèþ '(�; �) ñ ïîìî�ùüþ óðàâíåíèÿ èìïóëüñîâ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå íóëå�âîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (6.1)�(6.3) äà�þò çàêîí äå�åêòà ñêîðîñòè Êàðìàíà è èçâåñòíûå âû�ðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà �åéíîëüäñà è òîë�ùèíû ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Êëàóçåðà [2℄.Çàêîí äå�åêòà ñêîðîñòè (6.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéòî÷íîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ �åé�íîëüäñà ðåøåíèå óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, ïî�ëó÷åííîå êàê ðåçóëüòàò àñèìïòîòè÷åñêîãî ñðàùèâà�íèÿ ðåøåíèé äëÿ âíåøíåé è ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòåé.425
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y/∆*�èñ. 9. Äàííûå èçìåðåíèé [16℄ ñêîðîñòè (à,á ) è êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ (â,ã) â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ (5.5), (5.8) èðàñ÷åòíûå êðèâûå; 
0 = �0:29 (à,â), �0:38 (á,ã). Îáîçíà÷åíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê òàêèå æå, êàê íà ðèñ. 2Ñîîòíîøåíèå, èñïîëüçîâàííîå äëÿ çàìûêàíèÿ ýòèõóðàâíåíèé, íå îñíîâàíî íà êàêèõ-ëèáî ÷àñòíûõ ãèïî�òåçàõ, à ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì àâòîìîäåëüíîñòè ðàñ�ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Çàêîíû ïîäîáèÿ (6.1)�(6.3)âûâåäåíû äëÿ ñëó÷àÿ áëàãîïðèÿòíîãî è óìåðåííî�ãî íåáëàãîïðèÿòíîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ, ò. å. ïðèóñëîâèè � = O(1), íî, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [10; 11℄,
îíè îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè âïëîòü äî îòðûâà ïî�ãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Íà ýòî îáñòîÿòåëüñòâî óêàçûâàåòòîò �àêò, ÷òî ïðè 
f = 0 ëåâûå ÷àñòè (6.1)�(6.3) íåèìåþò îñîáåííîñòåé. Çàêîí äå�åêòà ñêîðîñòè, ïðåä�ëîæåííûé Çàãàðîëîé è Ñìèòñîì [7℄ êàê ýìïèðè÷å�ñêîå ñîîòíîøåíèå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàêîí (6.1),âûðàæåííûé â äðóãèõ òåðìèíàõ.426
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