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�ÀÑÑÅßÍÈÅ ×ÀÑÒÈÖ Ñ ÂÍÓÒ�ÅÍÍÈÌÈÑÒÅÏÅÍßÌÈ ÑÂÎÁÎÄÛÑ. Â. Ñëèïóøåíêî a;b, À. Â. Òóð , Â. Â. ßíîâñêèé a;b*aÈíñòèòóò ìîíîêðèñòàëëîâ Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê Óêðàèíû61001, Õàðüêîâ, ÓêðàèíàbÕàðüêîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Â. Í. Êàðàçèíà61000, Õàðüêîâ, ÓêðàèíàUniversit�e de Toulouse [UPS℄, CNRS, Institut de Reherhe en Astrophysique et Plan�etologie31028, Toulouse, FraneÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 13 �åâðàëÿ 2013 ã.�àññìîòðåíî ðàññåÿíèå ÷àñòèö ñ ìàëûì ÷èñëîì âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàññåÿ-íèÿ äâóõ òàêèõ ñòðóêòóðíî-ñëîæíûõ ÷àñòèö ïðèìåíÿåòñÿ áèëëèàðäíûé �îðìàëèçì. Óñòàíîâëåíû îñíîâ-íûå õàðàêòåðèñòèêè ðàññåÿíèÿ. Îáíàðóæåíû ðàçëè÷íûå òèïû ðåæèìîâ ðàññåÿíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, íàéäåíðåæèì, ïðè êîòîðîì ñêîðîñòü ðàçëåòà òàêèõ ÷àñòèö âûøå ñêîðîñòè èõ ñáëèæåíèÿ äî ñòîëêíîâåíèÿ. Ïî-êàçàíî, ÷òî ðàññåÿíèå òàêèõ ÷àñòèö ïðîèñõîäèò ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà ñòîëêíîâåíèé. Ïðåäëîæåí îáîá-ùåííûé íüþòîíîâñêèé çàêîí äëÿ ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö ñ ìàëûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû è óñòàíîâëåíâèä ý��åêòèâíîãî êîý��èöèåíòà âîññòàíîâëåíèÿ.DOI: 10.7868/S00444510130801051. ÂÂÅÄÅÍÈÅÈçó÷åíèå ñòîëêíîâåíèé ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ÷àñ�òèö íà÷àòî äîñòàòî÷íî äàâíî. Ñîáñòâåííî àíàëèçòàêèõ ñòîëêíîâåíèé ïîçâîëèë ïîíÿòü è óñòàíîâèòüîñíîâíûå çàêîíû âçàèìîäåéñòâèÿ [1℄ ìàêðîñêîïè÷å�ñêèõ ÷àñòèö èëè ìàññ. Äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ÷àñ�òèö ñ ãèãàíòñêèì ÷èñëîì âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâî�áîäû ñòîëêíîâåíèå, ñîãëàñíî ãèïîòåçå Íüþòîíà, îïè�ñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåìV 01 � V 02 = �e(V1 � V2);ãäå V1, V2 è V 01 , V 02 � ñêîðîñòè ìàêðîñêîïè÷åñêèõòåë ñîîòâåòñòâåííî äî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ, à e �êîý��èöèåíò âîññòàíîâëåíèÿ, íå çàâèñÿùèé îò ñêî�ðîñòè. Äëÿ óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ãèïîòåçà Íüþòîíàõîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàìè [1℄. Äëÿ àá�ñîëþòíî óïðóãèõ ñòîëêíîâåíèé e = 1, à äëÿ àáñî�ëþòíî íåóïðóãèõ � e = 0. Ïðè ñòîëêíîâåíèè ðåàëü�íûõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ òåë êîý��èöèåíò âîññòàíîâ�ëåíèÿ ëåæèò â äèàïàçîíå 0 < e < 1. Äðóãèìè ñëîâà�ìè, îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ìàêðîñêîïè÷åñêîé ÷àñ�òèöû ïðè ðàññåÿíèè ìîæåò òîëüêî óìåíüøàòüñÿ ïî*E-mail: yanovsky�is.kharkov.ua

àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Ýòî ñîâåðøåííî åñòåñòâåííîåñâîéñòâî, îêàçûâàåòñÿ, ìîæåò íàðóøàòüñÿ äëÿ ÷àñ�òèö ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâî�áîäû.Èíòåðåñ ê ñâîéñòâàì ÷àñòèö ñ íåáîëüøèì ÷èñëîìâíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû â ïîñëåäíåå âðåìÿ âîç�ðàñòàåò áëàãîäàðÿ èíòåíñèâíûì èññëåäîâàíèÿì íà�íîîáúåêòîâ. ßñíî, ÷òî ñ óìåíüøåíèåì ðàçìåðîâ ÷àñ�òèö ÷èñëî âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû óìåíüøà�åòñÿ. Ïîýòîìó âàæíî èññëåäîâàòü âëèÿíèå íåáîëü�øîãî ÷èñëà âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû íà õàðàê�òåð ñòîëêíîâåíèé òàêèõ ÷àñòèö. Ïðîñòåéøåé ìîäå�ëüþ äëÿ èçó÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ òàêèõ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿïàðà ñòàëêèâàþùèõñÿ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö. Êîìïî�çèòíàÿ ÷àñòèöà ñîñòîèò èç îáîëî÷êè ñ íåñêîëüêèìèòî÷å÷íûìè ÷àñòèöàìè âíóòðè [2℄. Îáîëî÷êè è âíó�òðåííèå ÷àñòèöû ìîãóò äâèãàòüñÿ òîëüêî âäîëü âû�áðàííîãî íàïðàâëåíèÿ, àáñîëþòíî óïðóãî ñòàëêèâà�ÿñü äðóã ñ äðóãîì. Èíûìè ñëîâàìè, âíóòðåííèå ñòå�ïåíè ñâîáîäû âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì è ñîáîëî÷êîé àáñîëþòíî óïðóãî, äèññèïàöèÿ ýíåðãèè âòàêîé ìîäåëè îòñóòñòâóåò.Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó âûáðàííîé ìîäåëè, ïîëó�÷åííûå ðåçóëüòàòû íîñÿò äîñòàòî÷íî îáùèé õàðàê�òåð è â îïðåäåëåííîì ïðèáëèæåíèè îòíîñÿòñÿ ê ðàñ�319



Ñ. Â. Ñëèïóøåíêî, À. Â. Òóð, Â. Â. ßíîâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 20132L1 2L2x0 xk+1m1 m2 mkx1 x2 xk xk+2 xk+3 xk+n+1 x: : : : : :�èñ. 1. Äâå êîìïîçèòíûå ÷àñòèöû: x0, xk+1 � ïîëîæåíèÿ öåíòðîâ îáîëî÷åê; ìàññû âíóòðåííèõ ÷àñòèö íóìåðóþòñÿâ ñîîòâåòñòâèè ñ íóìåðàöèåé èõ êîîðäèíàò. Äëÿ ïðèìåðà ìàññû âíóòðåííèõ ÷àñòèö ïåðâîé êîìïîçèòíîé ÷àñòèöûïðèâåäåíû ÿâíîñåÿíèþ è áîëåå ñëîæíûõ ÷àñòèö ñ ìàëûì ÷èñëîìâíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Èíòåðåñíî ïîä÷åðê�íóòü, ÷òî òàêèå êîìïîçèòíûå ÷àñòèöû ðåàëèçóþò�ñÿ è ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ïðèìåðîì ïîäîáíûõ ñòðóê�òóðíî ñëîæíûõ ÷àñòèö ÿâëÿþòñÿ ìîëåêóëû ðîòîêñà�íîâ [3℄ è çàêðûòûå íàíîòðóáêè ñ �óëåðåíîì âíóòðè(nanotube peapods) [4; 5℄. Ìîëåêóëà ðîòîêñàíà ñîñòî�èò èç ñòåðæíåâîé ìîëåêóëû ñ íàäåòîé íà íåå êîëüöå�âîé ìîëåêóëîé. Êîëüöåâàÿ ìîëåêóëà ìîæåò ñâîáîäíîäâèãàòüñÿ âäîëü ñòåðæíÿ, îòðàæàÿñü îò óòîëùåíèéíà åãî êîíöàõ. Òàêèì îáðàçîì, ýòè äâå ìîëåêóëû îêà�çûâàþòñÿ îáúåäèíåííûìè â êîìïîçèòíóþ ÷àñòèöóòîïîëîãè÷åñêîé ñâÿçüþ. Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõòàêàÿ êîìïîçèòíàÿ ÷àñòèöà îáëàäàåò îïðåäåëåííûì÷èñëîì âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, ñîâïàäàþùèìñ ÷èñëîì êîëüöåâûõ ìîëåêóë. Çàêðûòûå íàíîòðóá�êè ñ �óëåðåíîì èìåþò ïîõîæóþ ñòðóêòóðó. Îíè ñî�ñòîÿò èç íàíîòðóáêè, çàêðûòîé ñ îáîèõ êîíöîâ, âêîòîðóþ ïîìåùåíû ìàêðîìîëåêóëû �óëëåðåíà. Òà�êèå êîìïîçèòíûå ÷àñòèöû ÿâëÿþòñÿ ïåðñïåêòèâíû�ìè êîìïîíåíòàìè íàíîóñòðîéñòâ, íàíîðîáîòîâ [6℄ èçàïîìèíàþùèõ ýëåìåíòîâ [7℄.Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòîëêíîâåíèé êîìïîçèòíûõ÷àñòèö â ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ýêâè�âàëåíòíîãî áèëëèàðäà. Äâèæåíèå òî÷å÷íîé ÷àñòè�öû â òàêîì áèëëèàðäå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò äâè�æåíèå è âçàèìîäåéñòâèå âñåõ êîìïîíåíò èëè ñîñòàâ�íûõ ýëåìåíòîâ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö. Äðóãèìè ñëî�âàìè, ïîêàçàíî, ÷òî ðàññåÿíèå êîìïîçèòíûõ ÷àñòèöìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâèæåíèå òî÷å÷íîé ÷àñ�òèöû â ñïåöèàëüíîì îòêðûòîì áèëëèàðäå. Ïðèìåíå�íèå òàêîãî ïîäõîäà ïîçâîëÿåò îòíîñèòåëüíî ïðîñòîóñòàíîâèòü ðÿä îáùèõ ñâîéñòâ ñòîëêíîâåíèé êîìïî�çèòíûõ ÷àñòèö. Òàê, áûëà íàéäåíà ïîëíàÿ ìàòðè�öà ðàññåÿíèÿ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö, îïðåäåëÿþùàÿñêîðîñòè âñåõ êîìïîíåíò òàêèõ ÷àñòèö ïîñëå ðàññå�ÿíèÿ ïî èõ ñêîðîñòÿì äî ñòîëêíîâåíèÿ. Óñòàíîâëå�

íû îáùèå ñâîéñòâà ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ. Îáíàðóæå�íî, ÷òî, íåñìîòðÿ íà àáñîëþòíî óïðóãèé õàðàêòåðâçàèìîäåéñòâèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ òàêèõ ÷àñòèö, ðàññå�ÿíèå çàêàí÷èâàåòñÿ ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà ñòîëêíî�âåíèé êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö. Äëÿ íåáîëüøîãî ÷èñëàâíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ìàêñèìàëüíî âîçìîæ�íîå ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé óäàåòñÿ ïîëó÷èòü òî÷íî. Âñëó÷àå áîëåå ñëîæíûõ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö óäàåòñÿîöåíèòü ÷èñëî è âðåìÿ ñòîëêíîâåíèé ïðè èõ ðàññåÿ�íèè. Êðîìå òîãî, îáíàðóæåíû íåîáû÷íûå ðåæèìûðàññåÿíèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò îáìåí ìåæäóâíóòðåííèìè è ïîñòóïàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè ñâîáî�äû. Óñòàíîâëåíû ý��åêòû, ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì ó÷àñòèö íåáîëüøîãî ÷èñëà âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâî�áîäû. 2. ÁÈËËÈÀ�ÄÍÛÉ ÏÎÄÕÎÄ ÊÑÒÎËÊÍÎÂÅÍÈÞ ÄÂÓÕÊÎÌÏÎÇÈÒÍÛÕ ×ÀÑÒÈÖ�àññìîòðèì ñòîëêíîâåíèå äâóõ êîìïîçèòíûõ÷àñòèö â ðàìêàõ áèëëèàðäíîãî ïîäõîäà. Ïîä êîìïî�çèòíîé ÷àñòèöåé, ñëåäóÿ ðàáîòå [2℄, áóäåì ïîíèìàòüöèëèíäðè÷åñêóþ îáîëî÷êó ñ çàêðûòûìè òîðöàìè.Âíóòðè îáîëî÷êè íàõîäÿòñÿ âíóòðåííèå ÷àñòèöû,÷èñëî êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó âíóòðåííèõ ñòå�ïåíåé ñâîáîäû òàêîé ñëîæíîé ÷àñòèöû. �àçóìååòñÿ,âíóòðåííèå ñòåïåíè ñâîáîäû âçàèìîäåéñòâóþò, èëèñòàëêèâàþòñÿ êàê äðóã ñ äðóãîì, òàê è ñ îáîëî÷êîé.Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñòîëêíîâåíèÿ ìåæäó íèìèàáñîëþòíî óïðóãèå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïåðâàÿ÷àñòèöà õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàññîé îáîëî÷êè m0, ååäëèíîé 2L1 è ïîëîæåíèåì x0 öåíòðà îáîëî÷êè, àòàêæå ìàññàìè è ïîëîæåíèÿìè âíóòðåííèõ òî÷å÷�íûõ ÷àñòèö, mi è xi (ðèñ. 1). Öåëî÷èñëåííûé èíäåêñi íóìåðóåò âíóòðåííèå ÷àñòèöû è äëÿ ïåðâîé êîìïî�320



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 2013 �àññåÿíèå ÷àñòèö ñ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäûçèòíîé ÷àñòèöû ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ i = 1; 2; : : : ; k.Âòîðàÿ ÷àñòèöà õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîäîáíûì íàáîðîìâåëè÷èí. Îáîçíà÷èì ìàññó îáîëî÷êè âòîðîé ÷àñòè�öû mk+1, ïîëîæåíèå åå öåíòðà xk+1 è åå äëèíó 2L2.×èñëî âíóòðåííèõ ÷àñòèö âî âòîðîé êîìïîçèòíîé÷àñòèöå îáîçíà÷èì öåëûì ÷èñëîì n. Â îáùåì ñëó÷àå÷èñëî âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ÷àñòèö ìîæåòíå ñîâïàäàòü. Êîîðäèíàòû âíóòðåííèõ ÷àñòèöâòîðîé ÷àñòèöû îáîçíà÷èì xk+2, xk+3 , : : : , xk+n+1.Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íóìåðàöèÿ ýëåìåíòîâ êàæ�äîé êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû íà÷èíàåòñÿ ñ îáîëî÷êè, àâíóòðåííèå ÷àñòèöû íóìåðóþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñëåâà íàïðàâî. Ïîëíàÿ ìàññà ñèñòåìû äâóõ ÷àñòèöM = k+n+1Xi=0 mi:Ïîëîæåíèå âñåõ êîìïîíåíò äâóõ êîìïîçèòíûõ÷àñòèö îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì x == (x0; x1; : : : ; xk; xk+1; xk+2; : : : ; xk+n+1) â åâêëèäî�âîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè k + n+ 2.Òåïåðü îáñóäèì êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâîäâóõ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö. Êîí�èãóðàöèîííîå ïðî�ñòðàíñòâî òàêîé ñèñòåìû ñîñòîèò èç âñåõ âîçìîæ�íûõ ïîëîæåíèé êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö è ñîñòàâëÿþ�ùèõ èõ êîìïîíåíò. Îñíîâíîå �èçè÷åñêîå îãðàíè÷å�íèå çàêëþ÷àåòñÿ â íåïðîíèöàåìîñòè âñåõ êîìïîíåíò,îáðàçóþùèõ ýòè äâå êîìïîçèòíûå ÷àñòèöû. Â îäíî�ìåðíîì ñëó÷àå, êîòîðûé è ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàáî�òå, ýòî îçíà÷àåò íåâîçìîæíîñòü èçìåíèòü ïåðâîíà�÷àëüíûé ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ èëè êîì�ïîíåíò âäîëü îäíîìåðíîé îñè èõ ïîëîæåíèé è äâè�æåíèé (ñì. ðèñ. 1).Ñ�îðìóëèðóåì óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùèå êîí�è�ãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî. Â ïåðâóþ î÷åðåäü, ýòîóñëîâèå íåïðîíèöàåìîñòè îáîëî÷åê äðóã äëÿ äðóãà:xk+1 � x0 � L1 + L2: (1)�åîìåòðè÷åñêè ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò äåëåíèå åâêëè�äîâîãî ïðîñòðàíñòâà Rk+n+2 ãèïåðïëîñêîñòüþ ðàç�ìåðíîñòè k+n+1 íà äâå ÷àñòè. Êîí�èãóðàöèîííîåïðîñòðàíñòâî ïðèíàäëåæèò òîëüêî îäíîé èç ÷àñòåé,ñîîòâåòñòâóþùåé íåðàâåíñòâó (1). ×àñòü ãèïåðïëîñ�êîñòè xk+1 � x0 = L1 + L2 îáðàçóåò åãî ãðàíèöó.Òåïåðü ó÷òåì, ÷òî âíóòðåííèå ÷àñòèöû êàæäîé êîì�ïîçèòíîé ÷àñòèöû íå ìîãóò íè ïîêèíóòü îáîëî÷êó,íè èçìåíèòü ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ âíóòðè îáîëî÷�êè. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâàì:

x1 � x0 � �L1;x2 � x1 � 0;...xk � xk�1 � 0;x0 � xk � �L1: (2)Ýòà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ îïðåäåëÿåò îãðàíè÷åíèÿ,âîçíèêàþùèå äëÿ ïåðâîé êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû.Òàê, ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñîîòâåòñòâóåò íåâîçìîæíî�ñòè ïåðâîé âíóòðåííåé ÷àñòèöû âûéòè çà ïðåäå�ëû îáîëî÷êè, ò. å. ñòàòü ëåâåå åå. Ñëåäóþùèå íåðà�âåíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ âíóòðåííÿÿ÷àñòèöà íå ìîæåò ïðîíèêíóòü ÷åðåç áëèæàéøóþâíóòðåííþþ ÷àñòèöó, ðàñïîëîæåííóþ ëåâåå åå. Íà�êîíåö, ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îòðàæàåò íåâîçìîæ�íîñòü ñàìîé ïðàâîé âíóòðåííåé ÷àñòèöû âûéòè çàïðåäåëû îáîëî÷êè è ñòàòü ïðàâåå åå. Àíàëîãè÷íàÿñèñòåìà íåðàâåíñòâ ñâÿçàíà ñî âòîðîé êîìïîçèòíîé÷àñòèöåé: xk+2 � xk+1 � �L2;xk+3 � xk+2 � 0;...xk+n+1 � xk+n � 0;xk+1 � xk+n+1 � �L2: (3)Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò k + n+ 3 óñëîâèé èëèíåðàâåíñòâ, îïðåäåëÿþùèõ êîí�èãóðàöèîííîå ïðî�ñòðàíñòâî. Êàæäîå èç ïðèâåäåííûõ íåðàâåíñòâ ïðåä�ñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðïëîñêîñòü â åâêëèäîâîì ïðî�ñòðàíñòâå Rk+n+2 . Â öåëîì îíè îãðàíè÷èâàþò îá�ëàñòü ïðîñòðàíñòâà Rk+n+2 , êîòîðàÿ è ÿâëÿåòñÿ êîí��èãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì äâóõ êîìïîçèòíûõ÷àñòèö. Äðóãèìè ñëîâàìè, êîí�èãóðàöèîííîå ïðî�ñòðàíñòâî � ýòî îòêðûòûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèêèëè ïîëèýäð ñ ãðàíèöàìè, ñîñòàâëåííûìè èç ÷àñòåéïðèâåäåííûõ âûøå ãèïåðïëîñêîñòåé.�àçóìååòñÿ, äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè òàêèõ ÷àñ�òèö ñëåäóåò çàäàòü íå òîëüêî ïîëîæåíèÿ, íî è ñêî�ðîñòè äâèæåíèÿ îáîëî÷åê è âñåõ âíóòðåííèõ ÷àñòèö.Ìåæäó ñòîëêíîâåíèÿìè èõ ñêîðîñòè ïîñòîÿííû è íà�ïðàâëåíû âäîëü îñè x. Íàáîð âñåõ ñêîðîñòåé îïðå�äåëèì, ââîäÿ îáîçíà÷åíèå v = ( _x0; _x1; : : : ; _xk+n+1).Ýòîò íàáîð ñîõðàíÿåòñÿ äî ìîìåíòà ñòîëêíîâåíèÿâíóòðåííèõ ÷àñòèö èëè âíóòðåííåé ÷àñòèöû ñ îáî�ëî÷êîé èëè ñàìèõ îáîëî÷åê. Ïðè ýòîì èçìåíåíèå êî�îðäèíàò âñåõ ýëåìåíòîâ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö îïðå�äåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì x(t) = x0 + tv, ãäå x0 � íà�÷àëüíûé íàáîð ïîëîæåíèé âñåõ ýëåìåíòîâ êîìïî�çèòíûõ ÷àñòèö, ïðèíàäëåæàùèé êîí�èãóðàöèîííî�ìó ïðîñòðàíñòâó.7 ÆÝÒÔ, âûï. 2 (8) 321



Ñ. Â. Ñëèïóøåíêî, À. Â. Òóð, Â. Â. ßíîâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 2013Äî ìîìåíòà ñòîëêíîâåíèé äâèæåíèå âñåõ ýëåìåí�òîâ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìèçàäàåò ïàðàìåòðè÷åñêè ïðÿìóþ ëèíèþ â êîí�èãóðà�öèîííîì ïðîñòðàíñòâå. Â ìîìåíò ñòîëêíîâåíèé ýòàëèíèÿ äîñòèãàåò ãðàíèöû êîí�èãóðàöèîííîãî ïðî�ñòðàíñòâà. �ðàíèöû êîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàí�ñòâà ÿâëÿþòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè, îïðåäåëÿåìû�ìè íåðàâåíñòâàìè (1)�(3). Êàæäàÿ ãèïåðïëîñêîñòü,îáðàçóþùàÿ ãðàíèöó, ñîîòâåòñòâóåò ñòîëêíîâåíèþäâóõ îïðåäåëåííûõ ýëåìåíòîâ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö.Òàêèì îáðàçîì, äâèæåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ êîìïî�çèòíûõ ÷àñòèö ìåæäó ñòîëêíîâåíèÿìè ìîæíî ðàñ�ñìàòðèâàòü êàê äâèæåíèå îäíîé áåññòðóêòóðíîé ÷àñ�òèöû, íî â êîí�èãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåð�íîñòè k + n + 2. Ïðè ñòîëêíîâåíèè ñ ãðàíèöåé êîí��èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà êîîðäèíàòû ýòîé áåñ�ñòðóêòóðíîé ÷àñòèöû íå ìåíÿþòñÿ, à èçìåíÿþòñÿ íà�ïðàâëåíèå è âåëè÷èíà åå ñêîðîñòè. Èíûìè ñëîâàìè,ïðîèñõîäèò åå ¾îòðàæåíèå¿ îò ãðàíèö êîí�èãóðàöè�îííîãî ïðîñòðàíñòâà. Õàðàêòåð èçìåíåíèÿ íàïðàâ�ëåíèÿ ñêîðîñòè è åå âåëè÷èíû îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíà�ìè ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà îòäåëüíûõ êîì�ïîíåíò. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî òàêîå ïîâåäåíèå íàïîìè�íàåò äâèæåíèå ÷àñòèöû â ìíîãîìåðíîì ïîëèãîíàëü�íîì áèëëèàðäå. Äëÿ òîãî ÷òîáû àíàëîãèÿ ñòàëà ïîë�íîé, íåîáõîäèìî äîñòè÷ü ïðàâèëüíîãî áèëëèàðäíî�ãî çàêîíà îòðàæåíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè ñòîëê�íîâåíèè íîðìàëüíàÿ ê ãèïåðïëîñêîñòè êîìïîíåíòàñêîðîñòè äîëæíà ìåíÿòü çíàê, à òàíãåíöèàëüíàÿ �ñîõðàíÿòüñÿ. Äëÿ äîñòèæåíèÿ òàêîãî çàêîíà îòðà�æåíèÿ ïåðåéäåì ê áèëëèàðäíûì êîîðäèíàòàì [2; 8℄.Â êà÷åñòâå áèëëèàðäíûõ êîîðäèíàò ââåäåì âåêòîðy = (y0; y1; : : : ; yk+n+1), êîîðäèíàòû êîòîðîãî ñâÿçà�íû ñ èñõîäíûìè:yi = pmixi; i = 0; 1; : : : ; k + n+ 1;Åñòåñòâåííî, ïåðåõîä ê òàêèì êîîðäèíàòàì ïðèâî�äèò ê èçìåíåíèþ êîìïîíåíò ñêîðîñòåé ñîãëàñíîu = ( _y0; _y1; : : : ; _yk+n+1) == �pm0 _x0;pm1 _x1; : : : ;pmk+n+1 _xk+n+1� :Î÷åâèäíîå óäîáñòâî òàêèõ êîîðäèíàò çàêëþ÷àåòñÿâ òîì, ÷òî êâàäðàò äëèíû âåêòîðà ñêîðîñòåé òåïåðüðàâåí óäâîåííîìó çíà÷åíèþ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèèñèñòåìû,2E = k+n+1Xi=0 mi _x2i = k+n+1Xi=0 _y2i = juj2:Â áèëëèàðäíûõ êîîðäèíàòàõ çàêîí ñîõðàíåíèÿýíåðãèè îáåñïå÷èâàåò ðàâåíñòâî äëèí âåêòîðîâ ñêî�

ðîñòåé äî è ïîñëå îòðàæåíèÿ îò ãðàíèö êîí�èãóðà�öèîííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èç çà�êîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ñëå�äóåò çåðêàëüíûé çàêîí îòðàæåíèÿ. Ïîêàæåì ýòî íàïðèìåðå îòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû, îïðåäåëÿåìîé ðà�âåíñòâîì â óñëîâèè (1). Â áèëëèàðäíûõ êîîðäèíàòàõýòà ãðàíèöà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåìy0pm0 � yk+1pmk+1 = L1 + L2:Ýòà ãðàíèöà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðïëîñêîñòü ñåäèíè÷íîé íîðìàëüþn0 = 1pm0 +mk+1 �� ��pmk+1; 0; : : : ; 0;pm0; 0; : : : ; 0� : (4)Íàïîìíèì, ÷òî ïðè äîñòèæåíèè ýòîé ãðàíèöûáåññòðóêòóðíîé ÷àñòèöåé ïðîèñõîäèò ñòîëêíîâåíèåòîëüêî îáîëî÷åê êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö. Ñëåäîâàòåëü�íî, ìåíÿþòñÿ òîëüêî ñêîðîñòè îáîëî÷åê. Îñòàëüíûåýëåìåíòû ñîõðàíÿþò ñâîè ñêîðîñòè.Òåïåðü ïðîâåðèì áèëëèàðäíûé õàðàêòåð ñòîëê�íîâåíèÿ. ßñíî, ÷òî äëÿ ýòîãî íóæíî ïðîâåðèòü âû�ïîëíèìîñòü óñëîâèéu? = �u0?; uk = u0k;ãäå u? = u?n0 � íîðìàëüíàÿ ê çàäàííîé ãèïåð�ïëîñêîñòè êîìïîíåíòà ñêîðîñòè, à uk � êàñàòåëü�íàÿ. Øòðèõàìè ïîìå÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïî�íåíòû ñêîðîñòè ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ. Âåêòîð ïðî�äîëüíîé ñêîðîñòè uk îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñêîðîñòÿìèâíóòðåííèõ ÷àñòèö, íå ó÷àñòâóþùèõ â ñòîëêíîâåíèèîáîëî÷åê, òàê è ñêîðîñòÿìè ñòàëêèâàþùèõñÿ îáîëî�÷åê. Êîìïîíåíòà uk, ñâÿçàííàÿ ñ îáîëî÷êàìè, ìîæåòáûòü çàïèñàíà êàê � (u � � ), ãäå� = 1pm0+mk+1 �pm0; 0; : : : ; 0;pmk+1; 0; : : : ; 0� :Â êîîðäèíàòíîì âèäå ñîõðàíåíèå âåëè÷èíû u � �çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:_y0pm0 + _yk+1pmk+1 = _y00pm0 + _y0k+1pmk+1:Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì êîîðäèíàòàì, ëåãêî çàìå�òèòü, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî ñîâïàäàåò ñ çàêîíîì ñîõðà�íåíèÿ èìïóëüñà îáîëî÷åê ïðè ñòîëêíîâåíèè:m0 _x0 +mk+1 _xk+1 = m0 _x00 +mk+1 _x0k+1:Ïðîâåðèì òåïåðü èçìåíåíèå çíàêà íîðìàëüíîéêîìïîíåíòû ñêîðîñòè u?. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ðàâåí�ñòâî u � n0 = �u0 � n0 â êîîðäèíàòíîé �îðìå:� _y0pm0 + _yk+1pmk+1 = _y00pm0 � _y0k+1pmk+1 :322



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 2013 �àññåÿíèå ÷àñòèö ñ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäûÑíîâà ïåðåõîäÿ ê èñõîäíûì êîîðäèíàòàì, ïîëó÷èìçàêîí óïðóãîãî ñòîëêíîâåíèÿ äâóõ òåë, èçâåñòíûé ñîâðåìåí Íüþòîíà [1℄:_x0 � _xk+1 = �( _x00 � _x0k+1):Ïðè óïðóãîì ñòîëêíîâåíèè äâóõ òåë ðàçíîñòü èõñêîðîñòåé ìåíÿåò çíàê. Ýòîò çàêîí � ñëåäñòâèå çà�êîíîâ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà [1; 2℄. Òàêèìîáðàçîì, îòðàæåíèå áåññòðóêòóðíîé ÷àñòèöû îò ãðà�íèöû êîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà ïðîèñõîäèòñîãëàñíî çåðêàëüíîìó çàêîíó îòðàæåíèÿ. Àáñîëþò�íî àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü çåðêàëüíîñòü îòðà�æåíèÿ îò âñåõ ãðàíèö êîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàí�ñòâà â áèëëèàðäíûõ êîîðäèíàòàõ. Ïîýòîìó ñòîëêíî�âåíèå äâóõ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö ìîæíî îïèñûâàòüêàê äâèæåíèå îäíîé áåññòðóêòóðíîé, òî÷å÷íîé ÷àñ�òèöû â ìíîãîìåðíîì ïîëèãîíàëüíîì áèëëèàðäå âèäày0pm0 � yk+1pmk+1 � L1 + L2;y1pm1 � y0pm0 � �L1;y2pm2 � y1pm1 � 0;...ykpmk � yk�1pmk�1 � 0;y0pm0 � ykpmk � �L1;yk+2pmk+2 � yk+1pmk+1 � �L2;yk+3pmk+3 � yk+2pmk+2 � 0;...yk+n+1pmk+n+1 � yk+npmk+n � 0;yk+1pmk+1 � yk+n+1pmk+n+1 � �L2:Èç ïðèâåäåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäíî, ÷òî �îð�ìà ýòîãî áèëëèàðäà â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâåîïðåäåëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî çíà÷åíèÿìè ìàññ îò�äåëüíûõ êîìïîíåíò ñèñòåìû è ëèíåéíûìè ðàçìåðà�ìè îáîëî÷åê. Äàëåå äëÿ èçó÷åíèÿ ñòîëêíîâåíèé êîì�ïîçèòíûõ ÷àñòèö áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêîé áèëëè�àðäíûé ïîäõîä.Ïðè îïèñàíèè �îðìû áèëëèàðäà â ìíîãîìåð�íîì ïðîñòðàíñòâå âàæíîå çíà÷åíèå èãðàþò íîðìà�ëè ê ãðàíÿì áèëëèàðäà. Çàïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿâíóòðåííèõ íîðìàëåé âñåõ ãðàíåé áèëëèàðäà. Íîð�ìàëü äëÿ âûáðàííîé ãðàíè ëåãêî ïîëó÷èòü èç ðà�âåíñòâà, îïðåäåëÿþùåãî ýòó ãðàíü. Êàê ïîêàçàíî

âûøå, ãðàíü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòîëêíîâåíèþ îáî�ëî÷åê, èìååò íîðìàëü, âèä êîòîðîé çàäàåò âûðà�æåíèå (4). ×åòûðå ãðàíè, äîñòèæåíèå òðàåêòîðèåéêîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ñòîëêíîâåíèþ êðàéíèõ âíó�òðåííèõ ÷àñòèö ñ îáîëî÷êàìè, èìåþò íîðìàëè âèäàn1 = 1pm0 +m1 (�pm1;pm0; 0; : : : ; 0) ;nk+1 = 1pm0 +mk �� (pmk; 0; : : : ; 0;�pm0; 0; : : : ; 0) ;nk+2 = 1pmk+1 +mk+2 �� �0; : : : ; 0;�pmk+2;pmk+1; 0; : : : ; 0� ;nk+n+2 = 1pmk+1 +mk+n+1 �� �0; : : : ; 0;pmk+n+1; 0; : : : ; 0;�pmk+1 � :
(5)

Îñòàëüíûå íîðìàëè ê k+n�2 ãðàíÿì, ñîîòâåòñòâóþ�ùèì ñòîëêíîâåíèÿì ìåæäó äâóìÿ âíóòðåííèìè ñòå�ïåíÿìè ñâîáîäû, èìåþò âèänp = 1pm�1 +m �� �0; : : : ; 0;�pm�1;pm ; 0; : : : ; 0� ; (6)ãäå èíäåêñ p ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ èç äèàïàçîíà2; : : : ; k; k + 3; : : : ; k + n + 1. Äàëåå áóäåì íóìåðî�âàòü ãðàíè áèëëèàðäà è ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìàëèãðå÷åñêèì èíäåêñîì  = 0; 1; : : : ; k + n+ 2.Åñòåñòâåííî, ÷òî çíàíèå íîðìàëåé âñåõ ãðàíåéïîçâîëÿåò ëåãêî óñòàíîâèòü çíà÷åíèÿ âñåõ óãëîâ ý���åêòèâíîãî áèëëèàðäà. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî îïðå�äåëÿåò �îðìó ïîëèýäðà. Çíàíèå óãëîâ âàæíî è ñäðóãîé òî÷êè çðåíèÿ. Òàê, äëÿ çàìêíóòûõ n-ìåðíûõáèëëèàðäîâ â �îðìå ïîëèýäðà, óãëû êîòîðîãî ñî�èçìåðèìû ñ �, äîêàçàíà êîíå÷íîñòü âîçìîæíûõ íà�ïðàâëåíèé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ â çàìêíóòûõ ìíî�ãîãðàííèêàõ [8℄. Äëÿ îòêðûòîãî áèëëèàðäà, êîòî�ðûé ïîëó÷àåòñÿ óäàëåíèåì îäíîé èëè äâóõ ãðàíåéòàêîãî ïîëèýäðà, ýòî îçíà÷àåò êîíå÷íîñòü âîçìîæ�íûõ íàïðàâëåíèé âûëåòà èç îòêðûòîãî áèëëèàðäàïðè çàäàííîì íàïðàâëåíèè âëåòà â îòêðûòûé áèë�ëèàðä. Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ýòî îçíà÷àåò êî�íå÷íîñòü ñïåêòðà âîçìîæíûõ ñêîðîñòåé ïîñëå ðàñ�ñåÿíèÿ äâóõ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö ïðè �èêñèðîâàí�íûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ ñêîðîñòåé îòäåëüíûõ êîì�ïîíåíò. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè âñåâîçìîæíûõ ïî�ëîæåíèÿõ âíóòðåííèõ ÷àñòèö â ìîìåíò ñòîëêíîâå�íèÿ çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé îòäåëüíûõ êîìïîíåíò ïî�ñëå ðàññåÿíèÿ áóäóò ïðèíèìàòü ñîîòâåòñòâóþùèåçíà÷åíèÿ òîëüêî èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé.323 7*



Ñ. Â. Ñëèïóøåíêî, À. Â. Òóð, Â. Â. ßíîâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 2013Åñòåñòâåííî, ÷òî äèñêðåòíîñòü ñêîðîñòåé îòäåëüíûõêîìïîíåíò ñêîðîñòè u àâòîìàòè÷åñêè îçíà÷àåò äèñ�êðåòíîñòü òàêèõ âàæíûõ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí, êàê,íàïðèìåð, ñêîðîñòåé öåíòðîâ ìàññ ñòàëêèâàþùèõ�ñÿ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö è îòíîñèòåëüíûõ ñêîðîñòåéäâèæåíèÿ âíóòðåííèõ ÷àñòèö:v1 = kXi=0pmiui. kXi=0mi;v2 = k+n+1Xi=k+1 pmiui.k+n+1Xi=k+1 mi:Çäåñü v1 è v2 � ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ñîîòâåò�ñòâåííî ïåðâîé è âòîðîé êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö. Òà�êèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ïîäîáíîãî ðàññåÿíèÿ, â çà�âèñèìîñòè îò ñîñòîÿíèÿ âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáî�äû, ñêîðîñòè êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö áóäóò ïðèíèìàòüëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé. Òàêîå ïîâåäåíèå ñî�âåðøåííî íå òèïè÷íî äëÿ êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì. Îíîáîëåå íàïîìèíàåò ñöåíàðèé êâàíòîâîãî ðàññåÿíèÿ ñêîíå÷íûì ñïåêòðîì.Äëÿ ïîíèìàíèÿ óñòðîéñòâà ãðàíèöû áèëëèàð�äà âàæíóþ ðîëü èãðàþò íåñêîëüêî íàïðàâëåíèé âêîí�èãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòè íàïðàâëåíèÿèìåþò ïðîñòîé �èçè÷åñêèé ñìûñë. Òàê, íàïðàâëå�íèå � îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó ñêîðîñòè öåíòðà ìàññu = u � � äâóõ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö. Ýòî íàïðàâëå�íèå â êîí�èãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåò�ñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì� = 1pM �pm0;pm1; : : : ;pmk+n+1 � :Ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö ñîõðàíÿ�åòñÿ ñî âðåìåíåì äàæå ïðè ïðîèçâîëüíûõ ñòîëêíî�âåíèÿõ èõ êîìïîíåíò.Åùå äâà âàæíûõ íàïðàâëåíèÿ îïðåäåëÿþò ñêî�ðîñòè öåíòðà ìàññ îòäåëüíûõ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö,u1 = u � �1 è u2 = u � �2. Ýòè åäèíè÷íûå âåêòîðûèìåþò êîìïîíåíòû�1 = 1pM1 (pm0;pm1; : : : ;pmk; 0; 0; : : : ; 0) ;�2 = 1pM2 �� �0; 0; : : : ; 0;pmk+1;pmk+2; : : : ;pmk+n+1 � ;ãäå M1 = Pki=0mi è M2 = Pk+n+1i=k+1 mi � ìàññû ñî�îòâåòñòâóþùèõ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö. Çíà÷åíèå ñêî�ðîñòåé öåíòðà ìàññ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö ìåíÿåòñÿòîëüêî ïðè îòðàæåíèè áèëëèàðäíîé òðàåêòîðèè îò

ãðàíè ñ íîðìàëüþ (4); îòðàæåíèå îò ëþáûõ äðóãèõãðàíåé íå ïðèâîäèò ê èõ èçìåíåíèþ.Âàæíûé ñìûñë èìååò òàêæå âåëè÷èíàu � (�2 � �1). Îòðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà ýòîé ðàçíî�ñòè äëÿ äîñòàòî÷íî óäàëåííûõ ÷àñòèö îäíîçíà÷íîóêàçûâàåò íà íåèçáåæíîñòü ñòîëêíîâåíèÿ îáîëî÷åê÷àñòèö â áóäóùåì, ïîñêîëüêó ïåðâàÿ ÷àñòèöà äî�ãîíÿåò âòîðóþ. Âåðíî è îáðàòíîå. Ïîëîæèòåëüíàÿðàçíîñòü u � (�2 � �1) îçíà÷àåò, ÷òî ñòîëêíîâåíèåïðîèçîøëî ðàííåå è áîëåå íå ïðîèçîéäåò.Âåðíåìñÿ òåïåðü ê îáñóæäåíèþ �îðìû ý��åê�òèâíîãî áèëëèàðäà. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå äâèæå�íèÿ áèëëèàðäíîé òðàåêòîðèè âäîëü âåêòîðîâ �1 è�2 ñòîëêíîâåíèÿ ìåæäó îòäåëüíûìè âíóòðåííèìèñòåïåíÿìè ñâîáîäû áóäóò îòñóòñòâîâàòü. Êàê ñëåä�ñòâèå, òàêàÿ òðàåêòîðèÿ ìîæåò ñòîëêíóòüñÿ òîëüêîñ îäíîé ãðàíüþ áèëëèàðäà, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåòñòîëêíîâåíèþ îáîëî÷åê ÷àñòèö. Èç ýòîãî ñëåäóåò,÷òî ðàññìàòðèâàåìûé áèëëèàðä ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûìïî íàïðàâëåíèÿì ��1 è �2. Â ðàìêàõ áèëëèàðäíî�ãî ïîäõîäà ýòîò �àêò èíòåðïðåòèðóåòñÿ ïðîñòî êàêâîçìîæíîñòü óõîäà ÷àñòèöû 1 íà �1 è ÷àñòèöû 2íà +1. Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîíÿòü, ÷òîäîáàâëåíèå äâóõ ãðàíåé ê êîí�èãóðàöèîííîìó ïðî�ñòðàíñòâó ïðèâåäåò ê çàêðûòîìó áèëëèàðäó â �îð�ìå ïîëèýäðà. Äåéñòâèòåëüíî, ìîæåì ïîìåñòèòü êîì�ïîçèòíûå ÷àñòèöû ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè, êîòîðûåáóäóò ïðåïÿòñòâîâàòü óõîäó íà áåñêîíå÷íîñòü. Ýòîñîîòâåòñòâóåò äîáàâëåíèþ ê èñõîäíîé ñèñòåìå íåðà�âåíñòâ (2), (3) ïàðû óñëîâèé:y0m0 > C1; yk+1mk + 1 < C2:Äëÿ òàêîãî ñóììàðíîãî êîí�èãóðàöèîííîãî ïðî�ñòðàíñòâà îòñóòñòâóþò íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ,âäîëü êîòîðûõ ìîæíî óéòè â áåñêîíå÷íîñòü, íåâñòðå÷àÿ íà ïóòè ïðåïÿòñòâèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîèñõîäíûé áèëëèàðä, äîïîëíåííûé äâóìÿ ãèïåð�ïëîñêîñòÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðèâåäåííûìíåðàâåíñòâàì, áóäåò çàêðûòûì. Ñëåäóåò çàìåòèòü,÷òî â âûáîðå ãèïåðïëîñêîñòåé-¾êðûøåê¿ èìååòñÿíåêîòîðàÿ ñâîáîäà. Ïîýòîìó âûáåðåì â êà÷åñòâåòàêèõ ãèïåðïëîñêîñòåé äâå ãèïåðïëîñêîñòè, íîð�ìàëüíûå âåêòîðàì ��1 è �2. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü,òàê êàê î÷åâèäíî, ÷òî, îãðàíè÷èâ ïîëîæåíèå öåíòðàìàññû ÷àñòèöû, ìû îãðàíè÷èì è ïîëîæåíèå ååîáîëî÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíûé áèëëèàðä,äîïîëíåííûé ïàðîé ãèïåðïëîñêîñòåé ñ íîðìàëÿìè��1 è �2, ñòàíåò çàêðûòûì.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëíîñòüþ îïèñàëè �îðìóýêâèâàëåíòíîãî áèëëèàðäà. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéìíîãîìåðíûé ïîëèýäð, ëèøåííûé äâóõ ãðàíåé. Ïî�324



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 2013 �àññåÿíèå ÷àñòèö ñ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäûñêîëüêó âñå ãðàíè áèëëèàðäà ïëîñêèå, äëÿ èçó÷åíèÿòðàåêòîðèé â íåì óäîáíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä ñïðÿì�ëåíèÿ òðàåêòîðèé èëè ïðèíöèï Øâàðöà [8; 9℄. Ýòîòïðèíöèï çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå îòðàæåíèÿ òðàåêòî�ðèè îò ãðàíè îòðàæåíèåì áèëëèàðäà îòíîñèòåëüíîýòîé ãðàíè ñ ñîõðàíåíèåì ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæå�íèÿ òðàåêòîðèè â äîñòðîåííîì îáúåìå.Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó íåîáõîäèìîå ÷èñëî ðàç,ìîæíî äîáèòüñÿ ïîëíîãî ñïðÿìëåíèÿ ó÷àñòêà òðàåê�òîðèè, ñîîòâåòñòâóþùåãî âñåìó ïðîöåññó ðàññåÿíèÿ.Â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóÿ ïðîñòûå ñîîáðàæåíèÿ, ìîæ�íî ïîíÿòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ñòîëêíîâåíèé ïðè ðàññåÿ�íèè êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö áóäåò êîíå÷íûì. Äëÿ ýòîãîðàññìîòðèì ïîëèýäð, çàêðûòûé ãðàíÿìè, êîòîðûåîïèñàíû âûøå. ßñíî, ÷òî âîçâðàò áèëëèàðäíîé òðà�åêòîðèè ïîñëå ñòîëêíîâåíèé ñ äðóãèìè ãðàíÿìè íàýòè ãðàíè îçíà÷àåò îêîí÷àíèå ïðîöåññà ðàññåÿíèÿè ïåðåõîä ê êèíåìàòè÷åñêîìó ðàçëåòó êîìïîçèòíûõ÷àñòèö.Òåïåðü èñïîëüçóåì òåîðåìó Ïóàíêàðå î âîçâðàòåòðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòü íà÷àëüíîé òî÷êè çà êîíå÷�íîå âðåìÿ [10℄. Ýòî îçíà÷àåò îêîí÷àíèå ðàññåÿíèÿêîìïîçèòíûõ ÷àñòèö ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà ñòîëê�íîâåíèé. Åñòåñòâåííî, ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå, ìåðàíóëü òðàåêòîðèé ìîæåò íå âîçâðàùàòüñÿ â îêðåñò�íîñòü íà÷àëüíîé òî÷êè. Äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìîáùåãî ïîëîæåíèÿ ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò íåïî�äâèæíûå òî÷êè ãèïåðáîëè÷åñêîãî è ýëëèïòè÷åñêîãîòèïîâ è ñåïàðàòðèñû, âõîäÿùèå è âûõîäÿùèå èç ãè�ïåðáîëè÷åñêèõ òî÷åê çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ. Îäíàêîäëÿ áèëëèàðäîâ â ïîëèãîíàõ â �àçîâîì ïðîñòðàí�ñòâå îòñóòñòâóþò íåïîäâèæíûå òî÷êè. Ýòî ñëåäó�åò èç äîêàçàííîé òåîðåìû î âûõîäå òðàåêòîðèé èçìíîãîãðàííîãî óãëà [8; 11℄ çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Ïîýòî�ìó ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî â çàìêíóòîì ïîëèýäðå áèë�ëèàðäíàÿ òðàåêòîðèÿ ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà ñòîëê�íîâåíèé âîçâðàùàåòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëü�íûå ãðàíè, ñ êîòîðûõ íà÷àëàñü áèëëèàðäíàÿ òðà�åêòîðèÿ. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó èíòåðåñóþùàÿ íàñîêðåñòíîñòü âîçâðàòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âñþ îòñóò�ñòâóþùóþ ãðàíü áèëëèàðäà, à íå ìàëóþ îêðåñòíîñòüòî÷êè, ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé ñ ãðàíÿìè áóäåò îòíîñè�òåëüíî íåâåëèêî.Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïèñàíèþ õàðàêòåðèñòèê ðàñ�ñåÿíèÿ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö. Îñíîâíîå âíèìàíèå ñî�ñðåäîòî÷èì íà ìàòðèöå ðàññåÿíèÿ, ïîëíîñòüþ îïè�ñûâàþùåé ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö.Âíà÷àëå îïðåäåëèì ìàòðèöó ðàññåÿíèÿ ïðè ñòîëêíî�âåíèè áèëëèàðäíîé òðàåêòîðèè ñ ãðàíüþ  áèëëèàð�äà. Ýòà ìàòðèöà Ŝ ïîêàçûâàåò, êàê ïðåîáðàçóåòñÿñêîðîñòü áèëëèàðäíîé ÷àñòèöû ïðè ñòîëêíîâåíèè ñ

ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíüþ áèëëèàðäà:u0 = Ŝu:×òîáû îïðåäåëèòü êîìïîíåíòû ýòîé ìàòðèöû,âûÿñíèì, êàê ïðåîáðàçóþòñÿ êîìïîíåíòû ñêîðîñòèáèëëèàðäíîé ÷àñòèöû â ðåçóëüòàòå ñòîëêíîâåíèÿ ñãðàíüþ . Êàê óæå îáñóæäàëîñü âûøå, ïðè òàêîìñòîëêíîâåíèè áóäåò âûïîëíÿòüñÿ çåðêàëüíûé çàêîíîòðàæåíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, êîìïîíåíòà ñêîðîñòèu?, íîðìàëüíàÿ ê âûáðàííîé ãðàíè ñ íîðìàëüþn (u? � n (n � u)), èçìåíèò çíàê íà ïðîòèâî�ïîëîæíûé, à òàíãåíöèàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè(uk � u� n (n � u)) ñîõðàíèòñÿ:u0? = �u?; u0k = uk:Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèå ñêîðîñòè ïðè îòðàæå�íèè îò ãðàíè  ñ íîðìàëüþ n èìååò âèäu0 = u0? + u0k = u� 2n (n � u) :Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ëåãêî ïåðåïèñàòü â ìàòðè÷íîìâèäå, îïðåäåëèâ, òàêèì îáðàçîì, ìàòðè÷íûå êîý���èöèåíòû ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ Ŝij :u0i = Ŝijuj = (Æij � 2ni nj )uj : (7)Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïåðâîãî ñòîëêíîâåíèÿ ñãðàíüþ ïîä íîìåðîì 0, ñîîòâåòñòâóþùåé ñòîëêíîâå�íèþ îáîëî÷åê, âåêòîð ñêîðîñòè ïðåîáðàçóåòñÿ êàêu0 = Ŝ0u:Êàæäîå ïîñëåäóþùåå ñòîëêíîâåíèå ñ ñîîòâåòñòâóþ�ùåé ãðàíüþ  áóäåò ïðèâîäèòü ê óìíîæåíèþ ìàò�ðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ ñêîðîñòåé íà ìàòðèöó ðàññå�ÿíèÿ Ŝ . Ïðîöåññ áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ äî ïîñëåäíå�ãî ñòîëêíîâåíèÿ òðàåêòîðèè ñ ãðàíüþ, ñîîòâåòñòâó�þùåé ïîñëåäíåìó ñòîëêíîâåíèþ îáîëî÷åê. Â ðåçóëü�òàòå ïîëíàÿ ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ Ŝ áóäåò èìåòü âèäŜ(m0; : : : ;mn+k+1;�) = Ŝ0 : : : Ŝ : : : Ŝ0; (8)ãäå � îçíà÷àåò ìàðøðóò (0; : : : ; ; : : : ; 0), ïî êîòî�ðîìó òðàåêòîðèÿ ñòàëêèâàåòñÿ ñ ãðàíÿìè áèëëèàð�äà. Â ðåçóëüòàòå êàæäîìó ìàðøðóòó ñîîòâåòñòâóåòñòðîãî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ, çàâèñÿùàÿòîëüêî îò âåëè÷èí ìàññ âñåõ êîìïîíåíò ñòàëêèâàþ�ùèõñÿ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö. Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåò�ñÿ î÷åíü âàæíûì, ïîñêîëüêó îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöàðàññåÿíèÿ íå çàâèñèò ÿâíî îò âåêòîðà ñêîðîñòè ÷àñ�òèöû. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ ãîðàçäî áîëåå ãðóáîé õàðàê�òåðèñòèêîé � ìàðøðóòîì ïîñåùåíèÿ òðàåêòîðèåé325



Ñ. Â. Ñëèïóøåíêî, À. Â. Òóð, Â. Â. ßíîâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 2013ãðàíåé áèëëèàðäà â ïðîöåññå ðàññåÿíèÿ. Ñ �èçè÷å�ñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíà îïðåäåëÿåò�ñÿ ïîðÿäêîì ñòîëêíîâåíèÿ êîìïîíåíò êîìïîçèòíûõ÷àñòèö. Äëÿ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö ñ ìàëûì ÷èñëîìâíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû (k; n) îáùåå ÷èñëî òà�êèõ ìàðøðóòîâ îòíîñèòåëüíî íåâåëèêî. Îíî ìîæåòáûòü îöåíåíî ÷åðåç ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî âîçìîæíûõñòîëêíîâåíèé Nmax êàê (Nmax�2)k+n+2. Çäåñü ó÷òå�íî, ÷òî â ìàðøðóòå ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ ãðàíè �èê�ñèðîâàíû è ÷òî íåëüçÿ ñòîëêíóòüñÿ ñ îäíîé ãðàíüþäâà ðàçà ïîäðÿä. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ìàðøðóòîâîïðåäåëÿåò òî÷íîå ÷èñëî âîçìîæíûõ ìàòðèö ðàññåÿ�íèÿ ïðè �èêñèðîâàííûõ ìàññàõ âñåõ êîìïîíåíò êîì�ïîçèòíîé ÷àñòèöû.Â íàèáîëåå ïðîñòîì ñëó÷àå ðàññåÿíèÿ êîìïîçèò�íîé ÷àñòèöû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû íà áåññòðóê�òóðíîé ÷àñòèöå ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé ëåãêî íàõîäèò�ñÿ (ñì. ðàçä. 3). Äëÿ áîëåå ñëîæíîãî ñëó÷àÿ ðàññåÿ�íèÿ êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäûíà äðóãîé òàêîé æå êîìïîçèòíîé ÷àñòèöå âåëè÷èíàNmax îöåíåíà â ðàçä. 4. Â îáùåì ñëó÷àå îöåíêó ÷èñ�ëà Nmax ìîæíî ïîëó÷èòü, îñíîâûâàÿñü íà çíà÷åíèèNmax äëÿ ñëó÷àÿ ðàññåÿíèÿ äâóõ êîìïîçèòíûõ ÷àñ�òèö ñ îäíîé âíóòðåííåé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Äëÿ ýòî�ãî äîñòàòî÷íî çàìåíèòü âñå âíóòðåííèå ñòåïåíè ñâî�áîäû îäíîé ñ ìàññîé, ðàâíîé ñóììå ìàññ âíóòðåííèõñòåïåíåé ñâîáîäû.Êîíå÷íîñòü ÷èñëà ñòîëêíîâåíèé îçíà÷àåò, ÷òîìíîæåñòâî ìàòðèö ðàññåÿíèÿ, îïðåäåëÿþùèõ ðàññå�ÿíèå êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö ñ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿ�ìè ñâîáîäû, òàêæå êîíå÷íî. Áîëåå òîãî, íàáîð ýòèõìàòðèö ëåãêî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêè (ñì. ñîîòíîøå�íèå (8)). Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî òàêàÿ ñâîåîáðàç�íàÿ äèñêðåòíîñòü ìàòðèö ðàññåÿíèÿ íå õàðàêòåðíàäëÿ êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì è ñêîðåå íàïîìèíàåò ïðî�öåññ êâàíòîâîãî ðàññåÿíèÿ ñ äèñêðåòíûì ýíåðãåòè�÷åñêèì ñïåêòðîì. Ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà âíóòðåííèõñòåïåíåé ñâîáîäû ÷èñëî ìàòðèö ðàññåÿíèÿ â ñïåêòðåáûñòðî ðàñòåò, ïðåâðàùàÿ åãî â ñïëîøíîé.Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ñî�õðàíåíèå ñêîðîñòè äâèæåíèÿ áåññòðóêòóðíîé ÷àñòè�öû âäîëü îñè � óêàçûâàåò íà âîçìîæíîñòü èçó÷å�íèÿ åå ïîâåäåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèè òðàåêòîðèéíà ãèïåðïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ýòîìó âåêòî�ðó. Ïðè òàêîì ïðîåêòèðîâàíèè ïîëó÷àåì áèëëèàðäìåíüøåé ðàçìåðíîñòè k + n + 1. Â ñëó÷àÿõ ñòîëê�íîâåíèé êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû ñ îäíîé âíóòðåííåéñòåïåíüþ ñâîáîäû ñ áåññòðóêòóðíîé ÷àñòèöåé (k = 1è n = 0) è äâóõ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö ñ îäíîé âíó�òðåííåé ñòåïåíüþ ñâîáîäû (k = 1 è n = 1) ïðîåêöèÿêîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà îêàçûâàåòñÿ ñîîò�âåòñòâåííî äâóìåðíîé è òðåõìåðíîé. Ïîýòîìó äâè�

æåíèå òðàåêòîðèé â òàêèõ áèëëèàðäàõ ìîæåò áûòüïîëíîñòüþ èññëåäîâàíî. Íèæå ðàññìîòðèì äåòàëüíîýòè äâà ïðîñòûõ ñëó÷àÿ ñòîëêíîâåíèé êîìïîçèòíûõ÷àñòèö.3. ÑÒÎËÊÍÎÂÅÍÈß ÊÎÌÏÎÇÈÒÍÎÉ×ÀÑÒÈÖÛ Ñ ÎÄÍÎÉ ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅÉÑÒÅÏÅÍÜÞ ÑÂÎÁÎÄÛ ÑÁÅÑÑÒ�ÓÊÒÓ�ÍÎÉ ×ÀÑÒÈÖÅÉÓïðóãèå ñòîëêíîâåíèÿ äâóõ áåññòðóêòóðíûõ ÷àñ�òèö áûëè èçó÷åíû åùå ïðè âîçíèêíîâåíèè êëàññè÷å�ñêîé ìåõàíèêè. Ñîáñòâåííî ýòè èññëåäîâàíèÿ ïðèâå�ëè ê ïîíèìàíèþ ðîëè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè èèìïóëüñà. Â èäåàëèçèðîâàííîì âèäå îñíîâíûå ñâîé�ñòâà òàêèõ ñòîëêíîâåíèé ñâîäÿòñÿ ê íóëåâîìó âðå�ìåíè âçàèìîäåéñòâèÿ èëè ñòîëêíîâåíèÿ è ñîõðàíå�íèþ ðàçíîñòè ñêîðîñòåé ÷àñòèö äî è ïîñëå óäàðà.�àññìîòðèì òåïåðü, êàêèå ïðèíöèïèàëüíî íîâûå ÿâ�ëåíèÿ ìîãóò íàáëþäàòüñÿ â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ó ÷àñ�òèö âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Íà÷íåì ñ ñàìî�ãî ïðîñòîãî ñëó÷àÿ ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèöû, îáëàäàþ�ùåé îäíîé âíóòðåííåé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, ñ îáû÷íîéáåññòðóêòóðíîé ÷àñòèöåé. Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâó�åò ñòîëêíîâåíèþ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö ïðè ÷àñòíîìâûáîðå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâk = 1; n = 0; m3 = 0; L2 = 0:Êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî òàêîé ñèñòåìûóïðîùàåòñÿ è çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè� y0pm0 + y2pm2 � L1;� y0pm0 + y1pm1 � �L1;y0pm0 � y1pm1 � �L1:Òåïåðü êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî � ýòîîáëàñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, îãðàíè÷åííàÿòðåìÿ ïëîñêîñòÿìè (ðèñ. 2). Êàê è ðàíåå, ñòîëêíîâå�íèå êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû ñ áåññòðóêòóðíîé ýêâèâà�ëåíòíî äâèæåíèþ îäíîé òî÷å÷íîé ÷àñòèöû â êîí�è�ãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå, ïîêàçàííîì íà ðèñ. 2, ñçåðêàëüíûìè îòðàæåíèÿìè îò åãî ãðàíèö. Äîñòèæå�íèå áèëëèàðäíîé òðàåêòîðèåé ãðàíåé ýòîãî áèëëèàð�äà ñîîòâåòñòâóåò ñòîëêíîâåíèþ äâóõ îïðåäåëåííûõêîìïîíåíò. Òàê, äîñòèæåíèå ¾íèæíåé¿ ãðàíè  íîð�ìàëüþ n0 = 1pm0 +m2 (�pm2; 0;pm0 )326
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�èñ. 2. Êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ñòîëêíî-âåíèÿ êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû ñ áåññòðóêòóðíîé è ñå-÷åíèå åãî ïëîñêîñòüþ ñ íîðìàëüþ � (à) è ãðàíè-öà ñå÷åíèÿ ýòîé ïëîñêîñòè êîí�èãóðàöèîííûì ïðî-ñòðàíñòâîì (á )ñîîòâåòñòâóåò ñòîëêíîâåíèþ îáîëî÷êè êîìïîçèòíîé÷àñòèöû ñ áåññòðóêòóðíîé ÷àñòèöåé. Äîñòèæåíèå¾áîêîâûõ¿ ãðàíåé ñ íîðìàëÿìèn1;2 = � 1pm0 +m1 (�pm1;pm0; 0)ñîîòâåòñòâóåò ñòîëêíîâåíèþ âíóòðåííåé ÷àñòèöû ñëåâîé èëè ïðàâîé ãðàíèöåé îáîëî÷êè êîìïîçèòíîé÷àñòèöû. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé áèëëèàðä ÿâëÿåòñÿ îò�êðûòûì ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì, êàæäîå èõ êîòîðûõñîîòâåòñòâóåò óõîäó íà áåñêîíå÷íîñòü êîìïîçèòíîéè áåññòðóêòóðíîé ÷àñòèö. Ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè âäîëüáèëëèàðäíîé òðàåêòîðèè íà íàïðàâëåíèå� = 1pM (pm0;pm1;pm2 )îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó ñêîðîñòè äâèæåíèÿ öåíòðàìàññ áåññòðóêòóðíîé è êîìïîçèòíîé ÷àñòèö. Ýòà ñêî�ðîñòü íå ìåíÿåòñÿ äàæå ïðè ñòîëêíîâåíèè ÷àñòèö.�åîìåòðè÷åñêè ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ãðàíèáèëëèàðäà ïàðàëëåëüíû ýòîìó âåêòîðó (ñì. ðèñ. 2).Ïîýòîìó ñêîíöåíòðèðóåì âíèìàíèå íà íåòðèâèàëü�íîé äèíàìèêå áèëëèàðäíûõ òðàåêòîðèé â ñèñòåìåîòñ÷åòà öåíòðà ìàññ. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì ñå÷åíèå êîí��èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà ïëîñêîñòüþ, íàïðè�ìåð y � � = 0, è ñïðîåöèðóåì áèëëèàðäíóþ òðàåê�òîðèþ íà ýòó ïëîñêîñòü. Ïðîåêöèÿ èñõîäíîãî òðåõ�ìåðíîãî áèëëèàðäà íà òàêóþ ïëîñêîñòü áóäåò ïðåä�ñòàâëÿòü ñîáîé ïîëóáåñêîíå÷íóþ ïîëîñó øèðèíîé2L1pm0m1=(m0 +m1);

n0

� � ~l ~L n0 � ��èñ. 3. Áèëëèàðä, ýêâèâàëåíòíûé ñòîëêíîâåíèþêîìïîçèòíîé ÷àñòèöû ñ áåññòðóêòóðíîé â ïðî-åêöèè íà ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ íàïðàâ-ëåíèþ �. Óãîë � îïðåäåëÿåò �îðìó áèëëèàð-äà, � � óãîë ïåðâîãî ïàäåíèÿ òðàåêòîðèè íàãðàíü, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòîëêíîâåíèþ áåññòðóê-òóðíîé ÷àñòèöû è îáîëî÷êè êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû;l = lpm1(m0 +m2)=Mñðåçàííóþ ïîä óãëîì� = artgpm0M=m1m2(ðèñ. 3). Ýòîò óãîë �àêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí�íûì ïàðàìåòðîì, êîòîðûé îïðåäåëÿåò �îðìó áèëëè�àðäà. Äëèíà îñíîâàíèÿ ïîëîñû~L = 2L1pm1(m0 +m2)=M:Âàæíî îòìåòèòü òîò �àêò, ÷òî ïðîöåäóðà ïðîåöè�ðîâàíèÿ íà ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ �, ñîõðà�íÿåò áèëëèàðäíûå ñâîéñòâà òðàåêòîðèè. Ýòî ñëåäó�åò èç ñâîéñòâà ñîõðàíåíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè âäîëü�. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ÷àñòèö â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ äîñòàòî÷íî ðàññìîò�ðåòü äâèæåíèå òðàåêòîðèé â ïðîñòîì ïëàíàðíîìáèëëèàðäå, èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 3. Èñïîëüçóÿïðèíöèï Øâàðöà ñïðÿìëåíèÿ òðàåêòîðèè [8; 9℄, ëåã�êî íàéòè ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé N êîìïîçèòíîé ÷àñòè�öû ñ áåññòðóêòóðíîé ÷àñòèöåé â ïðîöåññå ðàññåÿíèÿ(ñì. Ïðèëîæåíèå):N = 1 + �� + aros (l os�=2L1)2� � ;ãäå êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷åíà öåëàÿ ÷àñòü÷èñëà, l � ðàññòîÿíèå ìåæäó áåññòðóêòóðíîé è âíó�òðåííåé ÷àñòèöàìè â ìîìåíò ïåðâîãî ñòîëêíîâåíèÿ327



Ñ. Â. Ñëèïóøåíêî, À. Â. Òóð, Â. Â. ßíîâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 2013êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû ñ áåññòðóêòóðíîé, à � � óãîëïàäåíèÿ òðàåêòîðèè íà íèæíþþ ãðàíü â ýòîò ìî�ìåíò. Ýòè ïàðàìåòðû èãðàþò ðîëü íà÷àëüíûõ óñëî�âèé. Èìåííî îíè îïðåäåëÿþò ÷èñëî ñòîëêíîâåíèéêîìïîçèòíîé ÷àñòèöû ñ áåññòðóêòóðíîé ÷àñòèöåé âïðîöåññå ðàññåÿíèÿ.Êðîìå òîãî, ïðè ñïðÿìëåíèè òðàåêòîðèè ëåãêîâû÷èñëèòü äëèíó �l òðàåêòîðèè ìåæäó ïåðâûì èïîñëåäíèì ñòîëêíîâåíèÿìè îáîëî÷êè ñ áåññòðóêòóð�íîé ÷àñòèöåé. Ñîîòâåòñòâåííî, çíàÿ ñêîðîñòü u äâè�æåíèÿ ý��åêòèâíîé òî÷å÷íîé ÷àñòèöû â áèëëèàðäå,ëåãêî îöåíèòü âðåìÿ ðàññåÿíèÿ:�tint = �lu �rm1(m0 +m2)M �� 2L1p2E � P 2=M sin(2�)(N � 1)os� ;ãäå E � ñóììàðíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, à P �ñóììàðíûé èìïóëüñ ñèñòåìû ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñ�òèö. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî âðåìÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñó�ùåñòâåííî çàâèñèò îò ÷èñëà ñòîëêíîâåíèé N è íà�÷àëüíûõ óñëîâèé �. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïà�ðàìåòðîâ �, � è l=L1 ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé ìåíÿåò�ñÿ â èíòåðâàëå 1 � N � Nmax. Ñëåäóåò ïîä÷åðê�íóòü, ÷òî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ñòîëêíîâå�íèé Nmax = 1 + [�=2�℄ îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ñîîò�íîøåíèåì ìàññ è íå çàâèñèò îò óñëîâèé ñòîëêíîâå�íèÿ. Äëÿ âûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ, ïðè êîòîðîì óãîë2� ñîèçìåðèì ñ � = 2k�, ãäå k � öåëîå ÷èñëî, èìååìNmax = 1 + �=2�.Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàññåÿíèè êîìïîçèòíîé ÷àñ�òèöû ñ î÷åíü ëåãêîé îáîëî÷êîé (m0 � m1;m2) íàáåññòðóêòóðíîé ÷àñòèöå ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé ìîæåòáûòü ñêîëü óãîäíî âåëèêî. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òîïðè îòñóòñòâèè èí�îðìàöèè î íà÷àëüíûõ äàííûõ (�è l) âîçíèêàåò ñïåöè�è÷åñêàÿ íåïðåäñêàçóåìîñòü äà�æå ÷èñëà ñòîëêíîâåíèé ïðè ðàññåÿíèè òàêèõ ÷àñòèö.Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî óêàçàòü òîëüêî ñïåêòð âîçìîæ�íûõ çíà÷åíèé.Ñëåäóþùåé âàæíîé êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðè�ñòèêîé ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà ðàñ�ñåÿíèÿ. Ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ Ŝ ñâÿçûâàåò íà÷àëüíûåñêîðîñòè âñåõ êîìïîíåíò ñ èõ ñêîðîñòÿìè ïîñëå ðàñ�ñåÿíèÿ: 0B�u00u01u021CA = Ŝ0B�u0u1u21CA :Çäåñü ui � ñêîðîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò(i = 0; 1; 2) äî ïåðâîãî ñòîëêíîâåíèÿ, à u0i � ñêîðî�ñòè ïîñëå ïîñëåäíåãî ñòîëêíîâåíèÿ áåññòðóêòóðíîé

÷àñòèöû ñ îáîëî÷êîé êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû. Ïîëó�÷åííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïàØâàðöà òî÷íûéâèä ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ Ŝ ïðèâåäåí â Ïðèëîæåíèè(�îðìóëà (15)).Âàæíî îòìåòèòü óíèâåðñàëüíîñòü ìàòðèöû ðàñ�ñåÿíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èç âèäà ìàòðèöû ðàññåÿíèÿŜ (ñì. Ïðèëîæåíèå) ÿñíî, ÷òî èçìåíåíèå ñêîðîñòåéâ ðåçóëüòàòå ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ òîëü�êî ñîîòíîøåíèåì ìàññ è ÷èñëîì ñòîëêíîâåíèé N .Áîëåå òîíêèå äåòàëè íå âëèÿþò íà õàðàêòåð ðàññåÿ�íèÿ. Çàâèñèìîñòü ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ îò íà÷àëüíûõóñëîâèé ñîäåðæèòñÿ òîëüêî â îáùåì ÷èñëå ñòîëêíî�âåíèé. Åùå îäíî âàæíîå ñâîéñòâî � ýòî óíèòàðíîñòüìàòðèöû Ŝ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Ŝ � Ŝ+ = I , ãäå I �åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à ¾+¿ îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðî�âàíèå ìàòðèöû. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè èñïîëüçîâàíèèñïðÿìëåíèÿ òðàåêòîðèè ÿñíî, ÷òî äëèíà âåêòîðà ñêî�ðîñòè íå ìåíÿåòñÿ. Âîçâðàò ê èñõîäíîìó áèëëèàðäóñâîäèòñÿ ê ïîâîðîòàì è îòðàæåíèÿì, ÷òî íå ìåíÿåòâåëè÷èíó ñêîðîñòè, à ìåíÿåò òîëüêî åå íàïðàâëåíèå.Îò ñêîðîñòåé îòäåëüíûõ êîìïîíåíò â áèëëèàðä�íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (u0; u1; u2) óäîáíî ïåðåéòè êâåëè÷èíàì, èìåþùèì ÿñíûé �èçè÷åñêèé ñìûñë: ñêî�ðîñòè öåíòðà ìàññ êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû,v = pm0u0 +pm1u1m0 +m1 ;ñêîðîñòè äâèæåíèÿ âíóòðåííåé ÷àñòèöû îòíîñèòåëü�íî öåíòðà ìàññ êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû,vi =rm0m1 �pm1u0 +pm0u1m0 +m1 ;è ñêîðîñòè áåññòðóêòóðíîé ÷àñòèöû, v2 = u2=pm2.Îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü vi ìîæíî ðàññìàòðèâàòüêàê ¾òåìïåðàòóðó¿ êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû. Çàêîí èç�ìåíåíèÿ ýòèõ âåëè÷èí â ðåçóëüòàòå ñòîëêíîâåíèéèìååò âèä 0B�v0v0iv021CA = Ŝr0B�vviv21CA : (9)Òî÷íûé âèä ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ Ŝr òàêæå ïîëó�÷åí â Ïðèëîæåíèè (ñì. ñîîòíîøåíèå (16)). Ñîîò�íîøåíèå (9) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò õàðàêòåðèñòè�êè ñêîðîñòåé êîìïîçèòíîé è áåññòðóêòóðíîé ÷àñ�òèö ïîñëå ðàññåÿíèÿ. Îäíàêî èíòåðåñíî îáñóäèòü,êàê ìîäè�èöèðóåòñÿ çàêîí ñòîëêíîâåíèÿ Íüþòîíàe(V1 � V2) = �(V 01 � V 02) ïðè íàëè÷èè âíóòðåííåéñòåïåíè ñâîáîäû êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû.Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ìàòðèöó ïîâîðîòà, âõîäÿùóþâ Ŝr, â áàçèñå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ (ñì. Ïðèëîæå�328



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 2013 �àññåÿíèå ÷àñòèö ñ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäûíèå). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùèå òðè ñîîòíî�øåíèÿ ìåæäó âåëè÷èíàìè v, vi è v2 äî è ïîñëå ðàñ�ñåÿíèÿ:v0 � v02 � m1m0 v0i = (v � v2)�� �os(2N�)�rm1m2m0M sin(2N�)��� m1m0 vi "os(2N�) +rMm0m1m2 sin(2N�)# ;v0 � v02 + Mm2 v0i = (v � v2)�� "os(2N�) +rMm0m1m2 sin(2N�)!++ Mm2 vi �os(2N�)�rm1m2m0M sin(2N�)� ;
(10)

(m0 +m1)v +m2v2 = (m0 +m1)v0 +m2v02:Î÷åâèäíî, ÷òî òðåòüå ñîîòíîøåíèå ñîîòâåòñòâóåò çà�êîíó ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà.Äâà ïåðâûõ óðàâíåíèÿ èãðàþò ðîëü äîïîëíèòåëü�íûõ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñ�òèö. Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò îáîáùåííûé çà�êîí Íüþòîíà äëÿ ñòîëêíîâåíèÿ êîìïîçèòíîé è áåñ�ñòðóêòóðíîé ÷àñòèö:v0 � v02 = �e(v � v2)� et(v0i � vi): (11)Äàëåå áóäåì íàçûâàòü e è et êîý��èöèåíòàìè ðàñ�ñåÿíèÿ. Ïðîñòûì, íî âàæíûì ñëåäñòâèåì ýòîãî ñî�îòíîøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòåé ÷àñòèöïîñëå ñòîëêíîâåíèé îò èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè âíóòðåí�íåé ÷àñòèöû. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî êîý��èöè�åíòû, âõîäÿùèå â ýòî ñîîòíîøåíèå, òî÷íî âû÷èñëÿ�þòñÿ â ÿâíîì âèäå: e = 1;et =rm1Mm0m2 sin(2N�)1� os(2N�) :�àâåíñòâî êîý��èöèåíòà e åäèíèöå óêàçûâàåò íàóïðóãóþ ïðèðîäó îòäåëüíûõ ñòîëêíîâåíèé â ïðî�öåññå ðàññåÿíèÿ. Èç âèäà âûðàæåíèÿ äëÿ êîý��è�öèåíòà et ñëåäóåò, ÷òî åãî âåëè÷èíà ìîæåò ïðèíè�ìàòü ëþáûå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ è çàâèñèò îò÷èñëà ñòîëêíîâåíèé N . Ýòî îçíà÷àåò ÷óâñòâèòåëü�íîñòü ýòîãî êîý��èöèåíòà ê ñîñòîÿíèþ âíóòðåííåéñòåïåíè ñâîáîäû â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñòîëêíîâåíèé.Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå âîçíèêàåò ñïåöè�è÷åñêàÿíåïðåäñêàçóåìîñòü ðåçóëüòàòà ðàññåÿíèÿ ïðè îòñóò�ñòâèè äàííûõ î âíóòðåííèõ ñòåïåíÿõ ñâîáîäû.

Îäíàêî â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè ðàññåÿíèÿ÷àñòèö ìîæíî ââåñòè ý��åêòèâíûé êîý��èöèåíòâîññòàíîâëåíèÿ eeff . Îïðåäåëèì ýòîò ý��åêòèâíûéêîý��èöèåíò âîññòàíîâëåíèÿ ñîãëàñíî ñîîòíîøå�íèþ V 01 � V 02 = �eeff (V1 � V2):Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî âåëè÷èíà ý��åêòèâíîãî êî�ý��èöèåíòà âîññòàíîâëåíèÿ ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ ýêñ�ïåðèìåíòàëüíî. Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýòîò êîý���èöèåíò, â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî êîý��èöèåíòà âîñ�ñòàíîâëåíèÿ, çàâèñèò íå òîëüêî îò ñâîéñòâ ìàòåðèà�ëà, íî è îò îòíîñèòåëüíûõ ñêîðîñòåé ñáëèæåíèÿ ÷àñ�òèö. Èç ñîîòíîøåíèé (10) ìîæíî ïîëó÷èòü çàâèñè�ìîñòü eeff îò íà÷àëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñòîëêíîâåíèÿ:eeff = �v0 � v02v � v2 == �"os(2N�) +rm1Mm0m2 viv � v2 sin(2N�)# : (12)Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ýòîò êîý��èöèåíò äîñòàòî÷íîóäîáåí â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè ñòåïåíè íåóïðó�ãîñòè ñòîëêíîâåíèé ÷àñòèö. Ñîîòíîøåíèå (12) ïîç�âîëÿåò ïðîàíàëèçèðîâàòü ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ â ðÿäåïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ.Íàèáîëåå ïðîñòîé èç íèõ � ñëó÷àé ëåãêîé âíó�òðåííåé ÷àñòèöû, m1 ! 0. Â ýòîì ñëó÷àå î÷åâèä�íî, ÷òî ðàññåÿíèå ïðîèçîéäåò çà îäíî ñòîëêíîâåíèåN = 1, à èç çàâèñèìîñòè � îò ìàññ ñëåäóåò, ÷òî� ! �=2 è, ñîîòâåòñòâåííî, os(2N�) ! �1. Èíû�ìè ñëîâàìè âûïîëíÿåòñÿ îáû÷íûé çàêîí Íüþòîíàäëÿ óïðóãèõ ñòîëêíîâåíèé ïàðû òåë ñ eeff � 1.Òàêæå ëåãêî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ý��åêòèâ�íîãî êîý��èöèåíòà âîññòàíîâëåíèÿ ëåãêîé áåññòðóê�òóðíîé ÷àñòèöû (m2 ! 0) íà êîìïîçèòíîé â ñëó÷àåîäíîêðàòíîãî ñòîëêíîâåíèÿ. Ïðè ýòîì ðîñò âåëè÷è�íû pm1M=m0m2 êîìïåíñèðóåòñÿ óìåíüøåíèåì âå�ëè÷èíû sin(2�)! 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èìeeff � 1� 2m1m0 viv � v2 :Îñíîâíîé îñîáåííîñòüþ â ýòîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àåìîæíî ñ÷èòàòü çàâèñèìîñòü ý��åêòèâíîãî êîý��è�öèåíòà âîññòàíîâëåíèÿ îò ñêîðîñòè ñáëèæåíèÿ ÷àñ�òèö äî ñòîëêíîâåíèÿ.Òðåòüèì âàæíûì ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåò�ñÿ ñëó÷àé ðàññåÿíèÿ êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû ñ ëåãêîéîáîëî÷êîé, m0 ! 0. Ïîñêîëüêó äëÿ òàêîé ÷àñòè�öû vi ! 0, ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ áóäåò ïðîèñõîäèòü ñáîëüøèì ÷èñëîì ñòîëêíîâåíèé N � 1, òàêèì ÷òî2N� ! �. Áëàãîäàðÿ ýòîìó âåëè÷èíà vi sin(2N�)329
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�èñ. 4. Òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå îñîáûì ðå-æèìàì ðàññåÿíèÿ êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû íà áåñ-ñòðóêòóðíîé: 1 � ¾êâàçèóïðóãîå¿ ðàññåÿíèå; 2 �íàãðåâ âíóòðåííåé ñòåïåíè ñâîáîäû; 3 � îõëàæäå-íèå âíóòðåííåé ñòåïåíè ñâîáîäûñòðåìèòñÿ ê íóëþ áûñòðåå, ÷åì pm0. Â ðåçóëüòàòåñîõðàíÿåòñÿ îáû÷íûé çàêîí Íüþòîíà äëÿ ñòîëêíî�âåíèÿ óïðóãèõ òåë, eeff � 1.Òàêæå îòìåòèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäàos(2N�) = 1. Ïðè ýòîì eeff = 1, èíûìè ñëîâàìè,ðàññåÿíèå ïðîèñõîäèò ïî óïðóãîìó çàêîíó, íåñìîò�ðÿ íà ìíîãîêðàòíûå ñîóäàðåíèÿ ÷àñòèö â ïðîöåññåðàññåÿíèÿ è êîíå÷íîå âðåìÿ âçàèìîäåéñòâèÿ. Â îïðå�äåëåííîì ñìûñëå ìîæíî ãîâîðèòü îá îñîáîì òèïåóïðóãèõ ñòîëêíîâåíèé, êîãäà èçìåíåíèå ñêîðîñòåéïîä÷èíÿåòñÿ óïðóãîìó çàêîíó, íî âðåìÿ âçàèìîäåé�ñòâèÿ êîíå÷íî è ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Âãðà�è÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè òàêîé ðåæèì ðàññåÿíèÿáóäåò âûãëÿäåòü, êàê òðàåêòîðèÿ 1 íà ðèñ. 4.Âåðíåìñÿ ê òîìó �àêòó, ÷òî âåëè÷èíà eeff , ñî�ãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (12), çàâèñèò îò v � v2 ïî ãè�ïåðáîëè÷åñêîìó çàêîíó, ò. å. ñ óìåíüøåíèåì ðàçíî�ñòè ñêîðîñòåé ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö êîý��èöè�åíò âîññòàíîâëåíèÿ ðàñòåò, à ïðè óâåëè÷åíèè � ñòðå�ìèòñÿ ê îïðåäåëåííîé êîíñòàíòå (ðèñ. 5). Íà �îíåýòîé îáùåé çàâèñèìîñòè ëåãêî çàìåòèòü íàëè÷èå ðåç�êèõ ñêà÷êîâ â âåëè÷èíå (12). Ýòîò èíòåðåñíûé ý���åêò ñêà÷êîîáðàçíîãî õàðàêòåðà èçìåíåíèÿ ý��åê�òèâíîãî êîý��èöèåíòà âîññòàíîâëåíèÿ îïðåäåëÿåò�ñÿ íàëè÷èåì ìàëîãî ÷èñëà âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâî�áîäû. Ñòðóêòóðà ýòèõ ñêà÷êîâ óñëîæíÿåòñÿ â ðåæè�ìàõ ñ áîëüøèì ÷èñëîì Nmax � 1. Ñëåäóåò îæèäàòü,÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâî�áîäû àìïëèòóäû ñêà÷êîâ áóäóò óáûâàòü è â ïðåäåëåìàêðîñêîïè÷åñêîãî ÷èñëà âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâî�áîäû èñ÷åçíóò.Â ýêñïåðèìåíòàõ ïî îïðåäåëåíèþ óïðóãèõñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ îáû÷íî èçìåðÿåòñÿ ý��åê�òèâíûé êîý��èöèåíò âîññòàíîâëåíèÿ ïðè ñòîëê�íîâåíèè äâóõ øàðîâ èç èññëåäóåìîãî ìàòåðèàëà.

N = 2N = 3 N = 4 N = 5
N = 10 0:4 0:8 1:2v � v20:500:751:00

1:751:501:25
eeff

�èñ. 5. Çàâèñèìîñòü ý��åêòèâíîãî êîý��èöèåíòàâîññòàíîâëåíèÿ îò îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè öåíòðîâìàññ ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö. Ïàðàìåòðû ÷àñòèö:m0 = 1:1, m1 = 2:0, m2 = 1:0, vi = 0:2, Nmax = 2.Îòäåëüíûå ãëàäêèå ó÷àñòêè çàâèñèìîñòè ñîîòâåò-ñòâóþò ðàññåÿíèþ ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ñòîëêíî-âåíèé NËþáîïûòíî îòìåòèòü, ÷òî â ýêñïåðèìåíòàõ ñ ðå�àëüíûìè ìàòåðèàëàìè ãðà�èêè çàâèñèìîñòè ýòîãîêîý��èöèåíòà îò îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ñòàëêè�âàþùèõñÿ òåë êà÷åñòâåííî âåäóò ñåáÿ ïîõîæèìîáðàçîì. Ïðè áîëüøèõ îòíîñèòåëüíûõ ñêîðîñòÿõñòîëêíîâåíèÿ ìåòàëëè÷åñêèõ øàðîâ êîý��èöèåíòâîññòàíîâëåíèÿ âûõîäèò íà ñòàöèîíàðíîå çíà÷å�íèå. Ïðè óìåíüøåíèè ýòîé ñêîðîñòè êîý��èöèåíòâîññòàíîâëåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ, íî ïî ïîíÿòíûìïðè÷èíàì íå ìîæåò ïðåâûñèòü åäèíèöó [12℄.Îáñóäèì òåïåðü íîâûå ý��åêòû, âîçíèêàþùèåïðè ñòîëêíîâåíèè òàêèõ ÷àñòèö. Ïðåæäå âñåãî çà�ìåòèì, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ðàçëåòà êîìïî�çèòíîé è áåññòðóêòóðíîé ÷àñòèö ìîæåò ïðåâûøàòüíà÷àëüíóþ ñêîðîñòü ñáëèæåíèÿ ÷àñòèö äî ñòîëêíî�âåíèÿ. Ýòî äîñòàòî÷íî íåîáû÷íûé è èíòåðåñíûé ý���åêò, ñâÿçàííûé ñ íàëè÷èåì âíóòðåííåé ñòåïåíè ñâî�áîäû ó êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû, îñîáåííî ñ ó÷åòîì óïî�ìÿíóòîãî âûøå çàêîíà ñòîëêíîâåíèÿ ìàêðîñêîïè÷å�ñêèõ òåë. Ñîãëàñíî íüþòîíîâñêîìó çàêîíó, ñêîðîñòüðàçëåòà òåë ìåíüøå ñêîðîñòè ñòîëêíîâåíèé, è òîëü�êî ïðè àáñîëþòíî óïðóãèõ ñòîëêíîâåíèÿõ ýòè ñêîðî�ñòè ðàâíû ïî âåëè÷èíå. �àçóìååòñÿ, òàêîé õàðàêòåðäâèæåíèÿ ïîñëå ñòîëêíîâåíèé ðàññìîòðåííûõ âûøå÷àñòèö òàêæå âîçìîæåí ïðè îïðåäåëåííûõ ñîîòíî�øåíèÿõ ìàññ è íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé. Ñ �èçè÷åñêîéòî÷êè çðåíèÿ, îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ïîñòóïàòåëü�íîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö ïðè ñòîëêíîâåíèè èçìåíÿåò�330



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 2013 �àññåÿíèå ÷àñòèö ñ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäûñÿ ëèøü çà ñ÷åò ýíåðãèè âíóòðåííåé ñòåïåíè ñâîáîäûêîìïîçèòíîé ÷àñòèöû. Ýòî óêàçûâàåò íà ïåðåðàñïðå�äåëåíèå ýíåðãèè ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâî�áîäû ïðè ðàññåÿíèè ÷àñòèö. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òîíàïðàâëåíèå è êîëè÷åñòâî ïåðåäàííîé ýíåðãèè äëÿçàäàííîãî ÷èñëà ñòîëêíîâåíèé îïðåäåëÿþòñÿ ëèøü÷èñëîì è ìàññàìè îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû,ò. å., â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, ïàðàìåòðàìè ¾ìàòåðè�àëà¿.�àññìîòðèì ñïåöè�è÷åñêèå ðåæèìû ðàññåÿíèÿ,âîçíèêàþùèå â ïðîöåññå ñòîëêíîâåíèÿ êîìïîçèòíîéè áåññòðóêòóðíîé ÷àñòèö. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ãðà��è÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ, âûïîëíåííóþ â ðàìêàõáèëëèàðäíûõ ïðåäñòàâëåíèé è ñ ïðèìåíåíèåì ïðèí�öèïà ñïðÿìëåíèÿ òðàåêòîðèè. Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëå�íî íåñêîëüêî îñîáûõ òðàåêòîðèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ðå�æèìîâ ðàññåÿíèÿ. Êàê óæå óïîìèíàëîñü ðàíåå, òðà�åêòîðèÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò âûðîæäåííîìó ñëó÷àþ �¾êâàçèóïðóãîìó¿ ñöåíàðèþ ðàññåÿíèÿ. Äëÿ ïðîñòîéèíòåðïðåòàöèè çàêîíîìåðíîñòåé ïðîöåññà ðàññåÿíèÿäîñòàòî÷íî ïîìíèòü, ÷òî ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè íà îñüïîëîñû áèëëèàðäà ñîîòâåòñòâóåò îòíîñèòåëüíîé ñêî�ðîñòè äâèæåíèÿ êîìïîçèòíîé è áåññòðóêòóðíîé ÷àñ�òèö, à ïðîåêöèÿ íà ïîïåðå÷íîå íàïðàâëåíèå � ñêîðî�ñòè âíóòðåííåé ÷àñòèöû. Èñõîäÿ èç ýòîãî, ëåãêî ïî�íÿòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå ðàññåÿíèÿ â îáùåì ñëó÷àå áó�äåò ïðîèñõîäèòü ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ìåæäóâíóòðåííåé ñòåïåíüþ ñâîáîäû è êèíåòè÷åñêîé ýíåð�ãèåé îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö. Ïðè ýòîìâîçìîæíû äâà ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿ. Íàïðèìåð, ïðèðåàëèçàöèè òðàåêòîðèè 2 ïî÷òè âñÿ ýíåðãèÿ îòíîñè�òåëüíîãî äâèæåíèÿ ïåðåøëà â ýíåðãèþ âíóòðåííåéñòåïåíè ñâîáîäû êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû. Èíûìè ñëî�âàìè, ý��åêòèâíûé êîý��èöèåíò âîññòàíîâëåíèÿeeff â äàííîì ñëó÷àå áëèçîê ê íóëþ. Áîëåå òîãî,èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (12), ëåãêî ïîëó÷èòü îöåíêóîòíîøåíèÿ ñêîðîñòåé vi=(v�v2), ïðè êîòîðîì òàêîéý��åêò áóäåò íàáëþäàòüñÿ äëÿ ñëó÷àÿ îäíîêðàòíî�ãî ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö â ïðîöåññå ðàññåÿíèÿ:viv � v2 � �12 �m2M � m0m1� :Îòìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî èç-çà îáû÷íûõ ñâîéñòâ ýê�âèâàëåíòíîãî áèëëèàðäà íåâîçìîæíî ðàññåÿíèå ñeeff = 0, ïîñêîëüêó íàëè÷èå òàêîé áèëëèàðäíîéòðàåêòîðèè ïðèâîäèëî áû ê íàðóøåíèþ îáðàòèìî�ñòè ïî âðåìåíè. Îäíàêî äëÿ îïðåäåëåííûõ çíà÷å�íèé ìàññ âåëè÷èíó eeff ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíîáëèçêîé ê íóëþ. Íàïðèìåð, ïðè m0 = 0:25, m1 = 1,m2 = 1 ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå eeff � 0:066 ïðèvi=(v � v2) = �0:12.Â ñëó÷àå, ñîîòâåòñòâóþùåì òðàåêòîðèè 3 íà

ðèñ. 4, íàáëþäàåòñÿ îáðàòíàÿ ñèòóàöèÿ. Âèäíî, ÷òîïðîèçîøëè ïðàêòè÷åñêè ïîëíàÿ îñòàíîâêà âíóòðåí�íåé ÷àñòèöû è âîçðàñòàíèå îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòèäâèæåíèÿ êîìïîçèòíîé è áåññòðóêòóðíîé ÷àñòèö ïî�ñëå ñòîëêíîâåíèÿ. Êðèòåðèé òàêîãî ðåæèìà ðàññåÿ�íèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü, ïîñêîëüêó èç àíàëèçà ñîîòíîøå�íèé (10) ñëåäóåò, ÷òîv0i = �vi os(2N�) + (v � v2)rm0m2m1M sin(2N�):Ñîîòâåòñòâåííî, ïðèviv � v2 =rm0m2m1M tg(2N�)áóäåò ïðîèñõîäèòü ïîëíîå îõëàæäåíèå âíóòðåííåéñòåïåíè ñâîáîäû.Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ áèëëèàðäíîãî ïîäõîäàóñòàíîâëåíû òî÷íûå çàêîíîìåðíîñòè ñòîëêíîâåíèÿáåññòðóêòóðíîé ÷àñòèöû ñ êîìïîçèòíîé ÷àñòèöåé ñîäíîé âíóòðåííåé ñòåïåíüþ ñâîáîäû è ïîëíîñòüþîïèñàíû âñå âîçìîæíûå ðåæèìû ñòîëêíîâåíèé.4. ÑÒÎËÊÍÎÂÅÍÈß ÊÎÌÏÎÇÈÒÍÛÕ×ÀÑÒÈÖ Ñ ÎÄÍÎÉ ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅÉÑÒÅÏÅÍÜÞ ÑÂÎÁÎÄÛÏåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ áîëåå ñëîæíîãî ñëó�÷àÿ ðàññåÿíèÿ äâóõ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö, êàæäàÿ èçêîòîðûõ îáëàäàåò îäíîé âíóòðåííåé ñòåïåíüþ ñâî�áîäû. Êàê óæå îáñóæäàëîñü âûøå, äèíàìèêà òàêîéñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê äâèæåíèþ áåññòðóêòóðíîé ÷àñ�òèöû â îïðåäåëåííîì áèëëèàðäå â ÷åòûðåõìåðíîìåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Êîí�èãóðàöèîííîå ïðî�ñòðàíñòâî è �îðìà ýòîãî áèëëèàðäà îïðåäåëÿþòñÿíåðàâåíñòâàìè y0pm0 � y2pm2 � L1 + L2;���� y1pm1 � y0pm0 ���� � �L1;���� y3pm3 � y2pm2 ���� � �L2: (13)Ó÷èòûâàÿ ñîõðàíåíèå ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ÷àñòèö,ìîæíî âûäåëèòü íàïðàâëåíèå �, äâèæåíèå âäîëü êî�òîðîãî áóäåò ðàâíîìåðíûì è ïðÿìîëèíåéíûì:� = 1M �pm0;pm1;pm2;pm3 � :Ïîýòîìó óäîáíî ñïðîåöèðîâàòü òàêîé ÷åòûðåõìåð�íûé áèëëèàðä íà ãèïåðïîâåðõíîñòü, îðòîãîíàëüíóþ331



Ñ. Â. Ñëèïóøåíêî, À. Â. Òóð, Â. Â. ßíîâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 2013âåêòîðó �. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîñêîëüêó âñå íîð�ìàëè ÷åòûðåõìåðíîãî áèëëèàðäà îðòîãîíàëüíû �,ïðîåêöèÿ òðàåêòîðèè ñîõðàíÿåò áèëëèàðäíûå ñâîé�ñòâà. Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òàêîé ïðèåì ñî�îòâåòñòâóåò ðàçäåëåíèþ äâèæåíèé íà ïðîäîëüíîå, âíàïðàâëåíèè �, è ïîïåðå÷íîå ê íåìó. Â êà÷åñòâå îð�òîâ íà ãèïåðïîâåðõíîñòè, îðòîãîíàëüíîé âåêòîðó �,óäîáíî âûáðàòü ñëåäóþùèå òðè âåêòîðà:e1 = 1pm0 +m1 (�pm1;pm0; 0; 0) ;e2 = 1pm2 +m3 (0; 0;�pm3;pm2) ;
e3 = 1pM �rm0m2 +m3m0 +m1 ;rm1m2 +m3m0 +m1 ;�rm2m0 +m1m2 +m3 ;�rm4m0 +m1m2 +m3 � :Îòìåòèì, ÷òî ïåðåõîä ê áàçèñó (e1; e2; e3;�) ÿâëÿåò�ñÿ íå áîëåå ÷åì ïîâîðîòîì ñèñòåìû êîîðäèíàò, à ïî�òîìó òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû â êîí�èãóðàöèîííîì ïðî�ñòðàíñòâå ñîõðàíÿåò áèëëèàðäíûå ñâîéñòâà. Âûáîðèìåííî òàêèõ îðòîâ ïðîäèêòîâàí, â ïåðâóþ î÷åðåäü,èõ ïðîñòûì �èçè÷åñêèì ñìûñëîì. Ïðîåêöèÿ âåêòî�ðà èç êîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà íà îðòû e1è e2 íåñåò èí�îðìàöèþ îá îòíîñèòåëüíîì ïîëîæå�íèè âíóòðåííèõ ÷àñòèö â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîëî÷�êàõ, à ïðîåêöèÿ íà îðò e3 ñîäåðæèò èí�îðìàöèþ îðàññòîÿíèè ìåæäó öåíòðàìè ìàññ êîìïîçèòíûõ ÷àñ�òèö. Â òàêîì áàçèñå ïðîåêòèðîâàíèå íà ãèïåðïëîñ�êîñòü, îðòîãîíàëüíóþ �, ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíîéïðîöåäóðîé. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñå ñâîé�ñòâà áèëëèàðäà è òðàåêòîðèé ñèñòåìû â êîîðäèíàò�íîì ïðåäñòàâëåíèè, ïîñòðîåííîì íà áàçèñå âåêòîðîâ(e1; e2; e3), èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòû z1; z2; z3:z = (z1; z2; z3) = (y � e1;y � e2;y � e3):Ñå÷åíèå ÷åòûðåõìåðíîãî áèëëèàðäà (13) ãèïåð�ïëîñêîñòüþ, îðòîãîíàëüíîé �, ïðèâîäèò ê òðåõìåð�íîìó áèëëèàðäó. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ãðàíèöû ýòîãîòðåõìåðíîãî áèëëèàðäà â êîîðäèíàòàõ z îïðåäåëÿ�þòñÿ ñëåäóþùèìè íåðàâåíñòâàìè:
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AO�èñ. 6. ×àñòü òðåõìåðíîãî îòêðûòîãî áèëëèàð-äà, êîòîðûé âîçíèêàåò ïðè ñå÷åíèè ÷åòûðåõìåð-íîãî êîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà ãèïåðïëîñ-êîñòüþ, îðòîãîíàëüíîé íàïðàâëåíèþ �. Âåðõíÿÿ÷àñòü ýòîãî áèëëèàðäà óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü�r m1m2(m0 +m1)(m0 +m2)z1 ++r m0m3(m0 +m2)(m2 +m3)z2 ++s Mm0m2(m0 +m2)(m0 +m1)(m2 +m3)z3 �� (L1 + L2)r m0m2m0 +m2 ;jz1j � L1r m0m1m0 +m1 ; jz2j � L2r m2m3m2 +m3 :Âèä ñîîòâåòñòâóþùåãî áèëëèàðäà ïðèâåäåí íàðèñ. 6. Ýòîò îòêðûòûé áèëëèàðä èìååò �îðìóáåñêîíå÷íîãî ¾öèëèíäðà¿ ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ,÷àñòü êîòîðîãî îãðàíè÷èâàåòñÿ ñåêóùåé ïëîñ�êîñòüþ. Äîñòèæåíèå áèëëèàðäíîé òðàåêòîðèåéâåðòèêàëüíûõ ñòåíîê ñîîòâåòñòâóåò ñòîëêíîâåíèÿìâíóòðåííèõ ÷àñòèö ñ îáîëî÷êàìè. Ñòîëêíîâåíèå òðà�åêòîðèè ñ ¾íèæíåé¿ ãðàíüþ, îáðàçîâàííîé ñåêóùåéïëîñêîñòüþ, ýêâèâàëåíòíî ñòîëêíîâåíèþ îáîëî÷åê.Èíòåðåñíîé îñîáåííîñòüþ ýòîãî áèëëèàðäà ÿâëÿåòñÿòî, ÷òî âñå óãëû â íåì îïðåäåëÿþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíîñîîòíîøåíèåì ìàññ îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ êîìïîçèò�íûõ ÷àñòèö. Ôîðìà òàêîãî áèëëèàðäà ïîëíîñòüþ332



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 2013 �àññåÿíèå ÷àñòèö ñ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäûîïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè:ñîîòíîøåíèåì ñòîðîí â ïðÿìîóãîëüíîì ñå÷åíèè,� = L2L1sm2m3(m0 +m1)m0m1(m2 +m3) ;è äâóìÿ óãëàìè ìåæäó ¾ñòåíêàìè¿ öèëèíäðà è åãî¾äíîì¿, �1 = arosr m1m2(m0 +m2)(m0 +m1) ;�2 = arosr m0m3(m0 +m2)(m2 +m3) :Èíûìè ñëîâàìè, äâà áèëëèàðäà ñ îäèíàêîâûìè �; �1è �2 áóäóò îáëàäàòü îäèíàêîâûìè õàðàêòåðèñòèêà�ìè ðàññåÿíèÿ. Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ýòè âåëè÷èíûìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êðèòåðèè ïîäîáèÿ ðàññå�ÿíèÿ ÷àñòèö ñ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.Ôîðìà ïîëó÷åííîãî áèëëèàðäà óäîáíà äëÿ òî�ãî, ÷òîáû îöåíèòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñòîëêíîâå�íèé îáîëî÷åê êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö, Nmax, â ïðîöåñ�ñå ðàññåÿíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äâèæåíèå âäîëü îñè z3ñâÿçàíî ñ îòíîñèòåëüíûì äâèæåíèåì êîìïîçèòíûõ÷àñòèö. Åñëè êîîðäèíàòà z3 óìåíüøàåòñÿ, òî ÷àñòè�öû ñáëèæàþòñÿ è íàîáîðîò. Ïîñêîëüêó ñòîëêíîâåíèå÷àñòèöû ñ âåðòèêàëüíûìè ñòåíêàìè áèëëèàðäà íåìîæåò ïðèâåñòè ê èçìåíåíèþ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè,íàïðàâëåííîé âäîëü îñè z3, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëàñòîëêíîâåíèé îáîëî÷åê â ïðîöåññå ðàññåÿíèÿ íåîáõî�äèìî ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé ñ íèæíåé ãðà�íüþ áèëëèàðäà OABC (ñì. ðèñ. 6). Íàïîìíèì, ÷òîäîñòèæåíèå áèëëèàðäíîé òðàåêòîðèåé ãðàíè OABCè ñîîòâåòñòâóåò ñòîëêíîâåíèþ îáîëî÷åê.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îöåíêè ÷èñëà ñòîëêíîâåíèéìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì äâèæåíèÿ ÷àñ�òèöû âíóòðè òðåõãðàííîãî óãëà ïðè âåðøèíå O, êàêïîêàçàíî íà ðèñ. 6, ïîñêîëüêó â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè÷èñëî ñòîëêíîâåíèé íå ïðåâûøàåò äâóõ. Ýòîò óãîëîáðàçîâàí òðåìÿ äâóãðàííûìè óãëàìè, êîòîðûå ëåã�êî âû÷èñëèòü çíàÿ íîðìàëè ê ñîîòâåòñòâóþùèì ãðà�íÿì. Âåëè÷èíû ýòèõ óãëîâ ñîñòàâëÿþòarosr m1m2(m0 +m2)(m0 +m1) ;arosr m0m3(m0 +m2)(m2 +m3) ;�2 :Ïîñêîëüêó óãîë, îáðàçóåìûé ãðàíÿìè DOB èDOA, � ïðÿìîé, óäîáíî îáúåäèíèòü ÷åòûðå òàêèå�èãóðû â îäíó ñ îáùèì ðåáðîì OD. �àçóìååòñÿ, ýòî

ñîãëàñîâàíî ñ ïðèíöèïîì Øâàðöà ñïðÿìëåíèÿ òðà�åêòîðèè. Â ðåçóëüòàòå îáðàçóåòñÿ ÷åòûðåõãðàííûéóãîë, êàæäàÿ ãðàíü êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò ñòîëê�íîâåíèþ îáîëî÷åê êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö. Âåëè÷èíàýòîãî òåëåñíîãî óãëà ñîñòàâëÿåò
 = 4�arosr m1m2(m0 +m2)(m0 +m1) ++ arosr m0m3(m0 +m2)(m2 +m3) � �2� :Â ïðîöåññå ñïðÿìëåíèÿ òðàåêòîðèè êàæäîå íî�âîå äîñòðîåííîå îòðàæåíèå òàêîãî ÷åòûðåõãðàííîãîóãëà íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðåäûäóùèì. Ïðè ýòîì âñåäîñòðîåííûå óãëû èìåþò îáùóþ âåðøèíó O. Î÷å�âèäíî, ÷òî âñå îòðàæåíèÿ â ñóììå áóäóò çàïîëíÿòüíå áîëåå ÷åì ïîëîâèíó ïîëíîãî òåëåñíîãî óãëà 4�.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóììà óãëîâ âñåõ äîñòðîåííûõáèëëèàðäîâ ïðè âåðøèíå O íå ìîæåò ïðåâûøàòü âå�ëè÷èíó 2�. Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà âåðõíåé ãðàíèöû÷èñëà ñîóäàðåíèé îáîëî÷åê ïðè ñòîëêíîâåíèè äâóõ÷àñòèö ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:Nmax = 2 + �2�
 � == 2 + "�2 �arosr m1m2(m0 +m2)(m0 +m1) ++ arosr m0m3(m0 +m2)(m2 +m3) � �2��1# : (14)Çäåñü êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷åíà öåëàÿ÷àñòü ÷èñëà. Âàæíûì ñëåäñòâèåì ýòîé �îðìóëûÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîñòü âåëè÷èíû Nmax îò ñêî�ðîñòåé êîìïîíåíò âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö.Îíà îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü çíà÷åíèÿìè ìàññ è èõãåîìåòðè÷åñêèìè ðàçìåðàìè.Îòäåëüíî ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ñòîëêíî�âåíèÿ îäèíàêîâûõ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö, m0 = m2,m1 = m3. Ýòîò ñëó÷àé ïðèîáðåòàåò îñîáîå çíà÷åíèåïðè ðàññìîòðåíèè, íàïðèìåð, ãàçà êîìïîçèòíûõ ÷àñ�òèö. Ïîñêîëüêó ìàññû îáîëî÷åê â ýòîì ñëó÷àå ðàâ�íû, èõ âçàèìîäåéñòâèå ñâîäèòñÿ â òî÷íîñòè ê îáìåíóèìïóëüñàìè. Ïðè ýòîì îáîëî÷êè êàê áû ïðîíèêàþòäðóã â äðóãà. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèáëèæåííî ðàññìàò�ðèâàòü çàäà÷ó ñòîëêíîâåíèÿ äâóõ êîìïîçèòíûõ ÷àñ�òèö êàê çàäà÷ó ñòîëêíîâåíèÿ êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû,èìåþùåé óäâîåííóþ ìàññó îáîëî÷êè, ñ áåññòðóêòóð�íîé ÷àñòèöåé. Îäíàêî ñòîèò ó÷èòûâàòü, ÷òî �àêòè�÷åñêè îáîëî÷êà ñîñòîèò èç äâóõ ïîëîâèíîê. Ïîýòîìóîöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà ñòîëêíîâåíèé èç ïðå�äûäóùåãî ðàçäåëà îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ñòîëêíîâå�333



Ñ. Â. Ñëèïóøåíêî, À. Â. Òóð, Â. Â. ßíîâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 2013à áB AO B A
�èñ. 7. Òðåõãðàííûé óãîë ñî ñïåöèàëüíî âûáðàí-íûìè óãëàìè ïðè âåðøèíå O (à) è ðåçóëüòàò ïðè-ìåíåíèÿ ê íåìó ïðèíöèïà Øâàðöà (á ). Ïðîëåò ïîïðÿìîëèíåéíîé òðàåêòîðèè ÷åðåç ïîëó÷åííûé ìíî-ãîãðàííèê äàåò ïðåäñòàâëåíèå î ÷èñëå ñòîëêíîâåíèé÷àñòèö, ðàâíîì ÷èñëó ïåðåñå÷åíèé ñ íåâèäèìûìèãðàíÿìè OAB, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû âíóòðè ìíî-ãîãðàííèêà. Òî÷êè O, A è B ñîîòâåòñòâóþò ïðèâå-äåííûì íà ðèñ. 6íèÿ äâóõ îäèíàêîâûõ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö ñëåäóþ�ùèì îáðàçîì:Nmax � 2 1 + �artanp2 + 2m0=m1! :Äëÿ îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíè âçàèìîäåé�ñòâèÿ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö çàìåòèì, ÷òî �èãóðà,ïîñòðîåííàÿ ïî ïðèíöèïó Øâàðöà, íàõîäèòñÿ âíó�òðè íåêîòîðîé ñ�åðû (ðèñ. 7). �àäèóñ ýòîé ñ�åðûñîîòâåòñòâóåò äèàãîíàëè íèæíåé ãðàíè OC áèëëè�àðäà. Ïîñêîëüêó äâèæåíèå âäîëü áèëëèàðäíîé òðà�åêòîðèè ïðîèñõîäèò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, âåðõ�íþþ ãðàíèöó âðåìåíè âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî îöå�íèòü êàê âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå íà ïðîëåò òàêîé ñ�å�ðû ïî äèàìåòðó:�max = 2pErm0 +m2M ��sL12m1�1 + m3m2�+ L22m3�1 + m1m2�:Òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ ñòîëêíîâåíèé äâóõ êîìïîçèò�íûõ ÷àñòèö ïðè ðàññåÿíèè êîíå÷íî. Âàæíî îòìå�òèòü, ÷òî ý��åêòû, ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì âíóòðåí�íèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, ïðîÿâëÿþòñÿ â íåîáû÷íîì õà�ðàêòåðå ðàññåÿíèÿ. Êàê ïîêàçàíî âûøå, íåñìîòðÿ íààáñîëþòíóþ óïðóãîñòü âçàèìîäåéñòâèé âñåõ ýëåìåí�òîâ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö, ðåæèì ñâîáîäíîãî äâèæå�íèÿ íà÷èíàåòñÿ òîëüêî ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà ñòîëê�

íîâåíèéN � Nmax è ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ çàíèìàåò êî�íå÷íîå âðåìÿ t � �max. Ýòî êà÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿîò óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ áåññòðóêòóðíûõ ÷àñòèö.Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïîëó÷åíèþ ìàòðèöû ðàññåÿ�íèÿ äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö ñ îäíîéâíóòðåííåé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Â ðàçä. 2 îáñóæäà�ëîñü óñòðîéñòâî ýòîé ìàòðèöû â îáùåì ñëó÷àå. Êàêóæå îáñóæäàëîñü, ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ äâóõ êîìïî�çèòíûõ ÷àñòèö ñîñòîèò èç ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö, ñî�îòâåòñòâóþùèõ ñòîëêíîâåíèþ îòäåëüíûõ êîìïîíåíòñèñòåìû, çàïèñàííûõ â ïîðÿäêå îòðàæåíèÿ áèëëè�àðäíîé òðàåêòîðèè îò ãðàíåé ýêâèâàëåíòíîãî áèëëè�àðäà. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ãðàíåé áèëëèàðäàïÿòü, îäíàêî ðàçëè÷íûõ ìàòðèö ðàññåÿíèÿ íà ãðàíèâñåãî òðè. Ïàðàëëåëüíûå áîêîâûå ãðàíè èìåþò îäè�íàêîâûå ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ. Ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâó�þùàÿ ñòîëêíîâåíèþ îáîëî÷åê êîìïîçèòíûõ ÷àñòèöìåæäó ñîáîé, èìååò âèäŜ0 = 0BBBBBBBBB�
m0 �m2m0 +m2 0 2pm0m2m0 +m2 00 1 0 02pm0m2m0 +m2 0 m2 �m0m0 +m2 00 0 0 1

1CCCCCCCCCA ;à ìàòðèöû, îïðåäåëÿþùèå ñòîëêíîâåíèå îáîëî÷åêêîìïîçèòíûõ ÷àñòèö ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âíóòðåí�íèìè ÷àñòèöàìè, �Ŝ1 = 0BBBBBBBB�m0 �m1m0 +m1 2pm0m1m0 +m1 0 02pm0m1m0 +m1 m1 �m0m0 +m1 0 00 0 1 00 0 0 1
1CCCCCCCCA ;

Ŝ2 = 0BBBBBBBB�1 0 0 00 1 0 00 0 m2 �m3m2 +m3 2pm2m3m2 +m30 0 2pm2m3m2 +m3 m3 �m2m2 +m3
1CCCCCCCCA :Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü áèëëèàðäíîé òðàåêòîðèè âïðîöåññå ðàññåÿíèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ êàêu0 = Ŝ0 : : : Ŝ : : : Ŝ0u = Ŝ(m0; : : : ;mn+k+1;�)u; = 0; 1; 2;ãäå � = (0; : : : ; ; : : : ; 0) � ïîðÿäîê îòðàæåíèÿ îòãðàíåé áèëëèàðäà, èëè ìàðøðóò òðàåêòîðèè. Êàê334



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 2013 �àññåÿíèå ÷àñòèö ñ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäûóæå îáñóæäàëîñü ðàíåå, îáùåå ÷èñëî âàðèàíòîâ ìàò�ðèöû Ŝ êîíå÷íî. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ �èêñèðîâàí�íîãî íàïðàâëåíèÿ èñõîäíîé òðàåêòîðèè ìîæíî óêà�çàòü êîíå÷íûé íàáîð âîçìîæíûõ ìàðøðóòîâ ïîñå�ùåíèÿ ãðàíåé ïðè ðàññåÿíèè. Ýòîò �àêò íåñêîëüêîíàïîìèíàåò êâàíòîâûé ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ. �àçóìå�åòñÿ, äëÿ âûáðàííîé îïðåäåëåííîé òðàåêòîðèè áó�äåò ðåàëèçîâàí ëèøü îäèí îïðåäåëåííûé âàðèàíòìàòðèöû ðàññåÿíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöû S1 èS2 êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì è ïîýòîìó ìàðø�ðóòû, ðàçëè÷àþùèåñÿ ïåðåñòàíîâêîé ýòèõ ìàòðèöèëè, òî÷íåå, ñîîòâåòñòâóþùèõ èì àäðåñîâ, ïðèâîäÿòê îäèíàêîâûì ìàòðèöàì ðàññåÿíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ïîëíûõ ìàòðèö ðàñ�ñåÿíèÿ óìåíüøàåòñÿ.Îáùèé âèä ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ ïîçâîëÿåò âûâå�ñòè îáîáùåíèå íüþòîíîâñêîãî çàêîíà ðàññåÿíèÿ èâ ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïðî�àíàëèçèðîâàòü, êàê èçìåíÿþòñÿ â ïðîöåññå ðàññåÿ�íèÿ âåëè÷èíû ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ñèñòåìû, ðàç�íîñòè ñêîðîñòåé öåíòðîâ ìàññ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèöè ñêîðîñòè âíóòðåííèõ ÷àñòèö îòíîñèòåëüíî ñêîðî�ñòåé öåíòðîâ ìàññ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîçèòíûõ÷àñòèö. Åñòåñòâåííî, ÷òî ýòè âåëè÷èíû ñâÿçàíû ñîçíà÷åíèÿìè ñêîðîñòè â áèëëèàðäíîì ïðîñòðàíñòâåui ïðîñòûìè ëèíåéíûìè ñîîòíîøåíèÿìè:v = pm0u0 +pm1u1 +pm2u2 +pm3u3m0 +m1 +m2 +m3 ;v1�v2 = pm0u0+pm1u1m0 +m1 �pm2u2�pm3u3m2 +m3 ;vi1 = u1m1 � v1; vi2 = u3m3 � v2:Èç âèäà ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâó�åò è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ïîñêîëüêó âåëè÷è�íû ui ïðåîáðàçóþòñÿ â ðåçóëüòàòå ðàññåÿíèÿ â u0iïî ëèíåéíîìó çàêîíó, î÷åâèäíî, ÷òî íàáîð âåëè÷èí(v; v1�v2; vi1; vi2) òàêæå áóäåò ïðåîáðàçîâûâàòüñÿïî ëèíåéíîìó çàêîíó. Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëü�ñà ñëåäóåò, ÷òî v0 = v, ñëåäîâàòåëüíî, â ïðîöåññåðàññåÿíèÿ òðîéêà âåëè÷èí (v1 � v2; vi1; vi2) ëèíåé�íûì îáðàçîì ïðåîáðàçóåòñÿ â (v01 � v02; v0i1; v0i2) îò�äåëüíî îò v. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ìîæíî çàïèñàòü îáîá�ùåíèå çàêîíà Íüþòîíà íà ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àéðàññåÿíèÿ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö:v01�v02 = �0(v1�v2)+�1(v0i1�vi1)+�2(v0i2�vi2);ãäå âåëè÷èíû �i îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðèöåé ðàññåÿíèÿè ïîýòîìó çàâèñÿò îò ìàññ âñåõ êîìïîíåíò ñòàëêèâà�

1 2 3v1 � v201
23eeff

�èñ. 8. Çàâèñèìîñòü ý��åêòèâíîãî êîý��èöèåí-òà âîññòàíîâëåíèÿ îò ðàçíîñòè ñêîðîñòåé öåíòðîâìàññ ñòàëêèâàþùèõñÿ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö ñ îäíîéâíóòðåííåé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Ïàðàìåòðû ÷àñòèö:m0 = 0:7,m1 = 1:2,m2 = 0:6,m3 = 1:5, vi1 = �0:2,vi2 = �0:3. Îòäåëüíûå ãëàäêèå ó÷àñòêè çàâèñèìî-ñòè ñîîòâåòñòâóþò ðàññåÿíèþ ñ îäèíàêîâûì ïîðÿä-êîì ñòîëêíîâåíèé êîìïîíåíò ÷àñòèö â ïðîöåññå ðàñ-ñåÿíèÿþùèõñÿ ÷àñòèö è îò ìàðøðóòà ñòîëêíîâåíèé â ïðî�öåññå ðàññåÿíèÿ. Âåëè÷èíó�1(v0i1 � vi1) + �2(v0i2 � vi2) ==  2Xi=1 �i! �1(v0i1 � vi1) + �2(v0i2 � vi2)�P2i=1 �i� ��  2Xi=1 �i! h(v0i � vi)iìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óñðåäíåííîå çíà÷åíèåèçìåíåíèÿ ñêîðîñòåé âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáî�äû. Ïîýòîìó, ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ, êîý��èöèåíòû�i=P2i=1 �i ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âåðîÿòíî�ñòè èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè i-îé âíóòðåííåé ñòåïåíè ñâî�áîäû â ïðîöåññå ðàññåÿíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, îáîáùåí�íûé çàêîí ñòîëêíîâåíèé êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö ìîæ�íî çàïèñàòü â âèäåv01 � v02 = �0(v1 � v2) + 2Xi=1 �i! h(v0i � vi)i:Ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî òàêàÿ �îðìà îáîáùåííîãîçàêîíà ñòîëêíîâåíèé ñîõðàíèòñÿ è â ñëó÷àå áîëüøå�ãî ÷èñëà âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Èç ýòîãî çà�êîíà ñëåäóåò, ÷òî ìåõàíèçì ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ýíåð�ãèè ìåæäó âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è êèíå�335



Ñ. Â. Ñëèïóøåíêî, À. Â. Òóð, Â. Â. ßíîâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 2013òè÷åñêîé ýíåðãèåé ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ èìå�åò ìåñòî è â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå. Äåéñòâèòåëü�íî, ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà çàâèñèìîñòè ý���åêòèâíîãî êîý��èöèåíòà eeff îò ñêîðîñòè ñòàëêè�âàþùèõñÿ ÷àñòèö (ðèñ. 8) ïîêàçûâàþò âîçìîæíîñòüðàññåÿíèÿ ñ âåëè÷èíîé eeff > 1. Êðîìå òîãî, õàðàê�òåðíûå ñêà÷êè ý��åêòèâíîãî êîý��èöèåíòà âîññòà�íîâëåíèÿ íàáëþäàþòñÿ è â ýòîì ñëó÷àå. Îòäåëüíûåó÷àñòêè ìåæäó ñêà÷êàìè ñîîòâåòñòâóþò äâèæåíèþòðàåêòîðèé ïî îäíîìó ìàðøðóòó.5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ ðàáîòå èññëåäîâàíû íîâûå ý��åêòû, âîçíèêàþ�ùèå â ïðîöåññå ðàññåÿíèÿ äâóõ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö.�åçóëüòàòû íîñÿò îáùèé õàðàêòåð è ðàñïðîñòðàíÿ�þòñÿ íà ðàññåÿíèÿ ëþáûõ ÷àñòèö, ñîäåðæàùèõ ìà�ëîå ÷èñëî âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Âàæíûìäëÿ ýòèõ ý��åêòîâ ÿâëÿåòñÿ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèåìåæäó âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è ïîñòóïà�òåëüíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû îáúåêòà. Ïîëó÷åíà ìàò�ðèöà ðàññåÿíèÿ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö è óñòàíîâëå�íû åå îáùèå ñâîéñòâà. Âûâåäåí îáîáùåííûé íüþ�òîíîâñêèé çàêîí ñòîëêíîâåíèé äâóõ êîìïîçèòíûõ÷àñòèö, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî ÷èñëà âíóòðåí�íèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Åñòü âñå îñíîâàíèÿ óòâåð�æäàòü, ÷òî òàêîé ìîäè�èöèðîâàííûé íüþòîíîâñêèéçàêîí ñòîëêíîâåíèé áóäåò ñïðàâåäëèâûì äëÿ ïðîöåñ�ñîâ ðàññåÿíèÿ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö ñ ëþáûì ÷èñëîìñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïîëó÷åííûé çàêîí ñòîëêíîâåíèÿïðÿìî óêàçûâàåò íà ìåõàíèçì ïåðåõîäà ê íåóïðóãî�ìó ðàññåÿíèþ ÷àñòèö, âñå êîìïîíåíòû êîòîðûõ âçàè�ìîäåéñòâóþò àáñîëþòíî óïðóãèì îáðàçîì. Åãî ñóòüñîñòîèò â ïåðåðàñïðåäåëåíèè ýíåðãèè ìåæäó êèíå�òè÷åñêîé ýíåðãèåé äâèæåíèÿ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö èýíåðãèåé èõ âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Íàéäåíûêðèòåðèè, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ýòîò ìåõàíèçìïðèâîäèò êàê ê àáñîëþòíî íåóïðóãîìó ðàññåÿíèþ,òàê è ê ðàññåÿíèþ ñ êîý��èöèåíòîì âîññòàíîâëå�íèÿ, ïðåâûøàþùèì åäèíèöó.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÎïðåäåëèì N � îáùåå ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé ìåæ�äó êîìïîçèòíîé ÷àñòèöåé ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáî�äû è áåññòðóêòóðíîé ÷àñòèöåé. �àññìîòðèì äâèæå�íèå òî÷å÷íîé ÷àñòèöû â áèëëèàðäå, ïðèâåäåííîìâûøå íà ðèñ. 3. Äëÿ ïîèñêà N èñïîëüçóåì ìåòîäñïðÿìëåíèÿ òðàåêòîðèè, ðåàëèçàöèÿ êîòîðîãî ïîêà�çàíà íà ðèñ. 9. Ïðè ïîïàäàíèè òðàåêòîðèè íà ãðàíüáèëëèàðäà âìåñòî îòðàæåíèÿ òðàåêòîðèè ïðîèñõî�
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�èñ. 9. Ïðèåì Øâàðöà ñïðÿìëåíèÿ òðàåêòîðèè äëÿáèëëèàðäà â îãðàíè÷åííîé ïîëîñå. Âèäíî, ÷òî ïðå-îáðàçîâàíèå áàçèñà n, � , ñâÿçàííîãî ñ ãðàíüþ OA,ñâîäèòñÿ ê ïîâîðîòó â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäè-íàò íà óãîë, êðàòíûé 2�. Äëÿ èçîáðàæåííîãî ñëó÷àÿáàçèñ âåêòîðîâ n, � â ðåçóëüòàòå ðàññåÿíèÿ ïîâîðà-÷èâàåòñÿ íà óãîë �6�äèò îòðàæåíèå áèëëèàðäà îòíîñèòåëüíî ýòîé ãðàíè.Ïðè ýòîì òðàåêòîðèÿ ïðîíèêàåò â îòðàæåííûé áèë�ëèàðä, ñîõðàíÿÿ ñâîå íàïðàâëåíèå. �ðàíü áèëëèàð�äà OA ñîîòâåòñòâóåò ñòîëêíîâåíèþ áåññòðóêòóðíîé÷àñòèöû ñ îáîëî÷êîé êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû. Ïîýòî�ìó ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïå�ðåñå÷åíèå ïðÿìîëèíåéíîé òðàåêòîðèåé âñåõ îáðàçîâãðàíè OA, âîçíèêàþùèõ ïðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ îò�ðàæåíèÿõ. Èç ïîñòðîåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî âñå òàêèåîòðàæåíèÿ áóäóò èìåòü îáùóþ òî÷êó O. Äëèíà ýòîéãðàíè ñîñòàâëÿåò ~L. Ïîýòîìó ñïðÿìëåííàÿ òðàåêòî�ðèÿ ìîæåò ïåðåñåêàòü îòðàæåíèÿ ãðàíè OA ëèøüâíóòðè îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O è ðàäèóñà~L. Âûõîä çà ýòó îêðóæíîñòü áóäåò îçíà÷àòü îêîí÷à�íèå ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ (òî÷êà B) è ïåðåõîä ê êè�íåìàòè÷åñêîìó ðàçëåòó ÷àñòèö. Ñîîòâåòñòâåííî, êî�ëè÷åñòâî îòðàæåíèé ãðàíè OA, êîòîðûå ïåðåñåêàåòïðÿìîëèíåéíàÿ òðàåêòîðèÿ, îïðåäåëÿåò N � ïîëíîå÷èñëî ñòîëêíîâåíèé ÷àñòèö â ïðîöåññå ðàññåÿíèÿ.×òîáû îïðåäåëèòü N , èñïîëüçóåì òåîðåìó ñèíóñîâäëÿ òðåóãîëüíèêà OAB:~Los� = ~lsin(� � � � \AOB) ;ãäå336



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 2013 �àññåÿíèå ÷àñòèö ñ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû~L = 2L1rm1(m0+m2)M ; ~l = lrm1(m0+m2)M ;à l � ðàññòîÿíèå ìåæäó áåññòðóêòóðíîé è âíóòðåí�íåé ÷àñòèöàìè â ìîìåíò ïåðâîãî ñòîëêíîâåíèÿ êîì�ïîçèòíîé ÷àñòèöû ñ áåññòðóêòóðíîé. Ó÷èòûâàÿ, ÷òîíàñ èíòåðåñóåò, ñêîëüêî öåëûõ óãëîâ 2� ïîìåùàåòñÿâ \AOB, ïîëó÷àåìN = 1 + �\AOB2� � :Â èòîãå �îðìóëà äëÿ îáùåãî ÷èñëà ñòîëêíîâåíèéáóäåò èìåòü òàêîé âèä:N = 1 +� 12� �� + aros� l2L1 os���� :Ïðèåì ñïðÿìëåíèÿ òðàåêòîðèè ïîçâîëÿåò íåòîëüêî âû÷èñëèòü ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé, íî è îïðå�äåëèòü, êàê ïðåîáðàçóþòñÿ ñêîðîñòè êîìïîíåíò ñè�

ñòåìû â ðåçóëüòàòå ðàññåÿíèÿ. Èç ðèñ. 9 ëåãêî ïî�íÿòü, ÷òî èñêîìîå ïðåîáðàçîâàíèå ñâîäèòñÿ ê ðàç�ëîæåíèþ íåèçìåííîãî âåêòîðà ñêîðîñòè â íîâîì áà�çèñå (� (N);n(N);�), ïîâåðíóòîì íà óãîë �2N� âïëîñêîñòè ðèñóíêà îòíîñèòåëüíî èñõîäíîãî áàçèñà(� ;n;�). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â áàçèñå (� ;n;�) ïðåîá�ðàçîâàíèå ñêîðîñòè ñâîäèòñÿ ê ïðîñòîìó ïîâîðîòóåå âåêòîðà íà óãîë 2N� âîêðóã âåêòîðà �. Èíûìèñëîâàìè, ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ Ŝ� ;n;� â òàêîì áàçèñåèìååò ïðîñòîé âèä:Ŝ� ;n;� = 0B� os(2N�) sin(2N�) 0� sin(2N�) os(2N�) 00 0 11CA :×òîáû ïåðåéòè ê áàçèñó, ñâÿçàííîìó ñî ñêîðî�ñòÿìè (u0;u1;u2), íåîáõîäèìî ïîìåñòèòü ìàòðèöóðàññåÿíèÿ Ŝ� ;n;� â îáêëàäêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåä�ñòàâëåíèþ âåêòîðîâ � ;n;� â èñõîäíîì áàçèñå:
Ŝ = 0BBBBBBBBB��

r m2m0 +m2 �r m1m0M(m0 +m2) rm0M0 rm0 +m2M rm1Mr m0m0 +m2 �r m1m2M(m0 +m2) rm2M
1CCCCCCCCCA0B� os(2N�) sin(2N�) 0� sin(2N�) os(2N�) 00 0 11CA�

�0BBBBBBBBB� �r m2m0 +m2 0 r m0m0 +m2�r m1m0M(m0 +m2) rm0 +m2M �r m1m2M(m0 +m2)rm0M rm1M rm2M
1CCCCCCCCCA : (15)

Òàêàÿ ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ Ŝ îïèñûâàåò ïðåîáðàçîâàíèå ñêîðîñòåé îòäåëüíûõ êîìïîíåíò ñèñòåìû ui â ïðî�öåññå ðàññåÿíèÿ: 0B�u00u01u021CA = Ŝ0B�u0u1u21CA :Äàëåå ñëåäóåò ïåðåéòè ê áîëåå �èçè÷åñêè ïîíÿòíûì âåëè÷èíàì v, vi è v2, êîòîðûå îïèñûâàþò ñîîòâåò�ñòâåííî ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû, îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü âíóòðåííåé ñòåïåíè ñâîáîäûè ñêîðîñòü áåññòðóêòóðíîé ÷àñòèöû:8 ÆÝÒÔ, âûï. 2 (8) 337



Ñ. Â. Ñëèïóøåíêî, À. Â. Òóð, Â. Â. ßíîâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 20130B�v0v0iv021CA = 0BBBBBBBB�
pm0m0 +m1 pm1m0 +m1 0� pm0m0 +m1 m0pm1(m0 +m1) 00 0 1pm2

1CCCCCCCCA
0BBBBBBBBB��

r m2m0 +m2 �r m1m0M(m0 +m2) rm0M0 rm0 +m2M rm1Mr m0m0 +m2 �r m1m2M(m0 +m2) rm2M
1CCCCCCCCCA�

�0B� os(2N�) sin(2N�) 0� sin(2N�) os(2N�) 00 0 11CA0BBBBBBB� �r m2m0 +m2 0 r m0m0 +m2�r m1m0M(m0 +m2) rm0 +m2M �r m1m2M(m0 +m2)pm0=M pm1=M pm2=M
1CCCCCCCA�

�0BBBB�pm0 � m1pm0 0pm1 pm1 00 0 pm21CCCCA0B�vviv21CA : (16)Òàêàÿ çàïèñü ðåçóëüòàòà ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ, íåñìîòðÿ íà íåêîòîðóþ ãðîìîçäêîñòü, ïîçâîëÿåò íàéòè êîì�áèíàöèè âåëè÷èí v, vi è v2, ïðåîáðàçóþùèåñÿ íàèáîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ìàòðèöóïîâîðîòà âîêðóã îñè � â áàçèñå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ:0B�v0v0iv021CA = 0BBBBBBBB�
pm0m0 +m1 pm1m0 +m1 0� pm0m0 +m1 m0pm1(m0 +m1) 00 0 1pm2

1CCCCCCCCA
0BBBBBBBBB��

r m2m0 +m2 �r m1m0M(m0 +m2) rm0M0 rm0 +m2M rm1Mr m0m0 +m2 �r m1m2M(m0 +m2) rm2M
1CCCCCCCCCA��0B� 1 1 0�i i 00 0 11CA0B�os(2N�) + i sin(2N�) 00 os(2N�)� i sin(2N�)0 0 11CA0B�1=2 �i=2 01=2 i=2 00 0 11CA�

�0BBBBBBB� �r m2m0 +m2 0 r m0m0 +m2�r m1m0M(m0 +m2) rm0 +m2M �r m1m2M(m0 +m2)pm0=M pm1=M pm2=M
1CCCCCCCA0BBBB�pm0 � m1pm0 0pm1 pm1 00 0 pm21CCCCA0B�vviv21CA :

Èç ýòîé çàïèñè âèäíî, ÷òî ñóùåñòâóþò òðè êîìáè�íàöèè âåëè÷èí v, vi è v2, êîòîðûå ïðåîáðàçóþòñÿ â ïðîöåññå ðàññåÿíèÿ ïðîñòî óìíîæåíèåì íà íåêîòî�ðóþ âåëè÷èíó:338



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 2 (8), 2013 �àññåÿíèå ÷àñòèö ñ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû0BBBBBBB�12 � i2 012 i2 00 0 1
1CCCCCCCA0BBBBBBB� �r m2m0 +m2 0 r m0m0 +m2�r m1m0M(m0 +m2) rm0 +m2M �r m1m2M(m0 +m2)pm0=M pm1=M pm2=M

1CCCCCCCA�
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1CCCCCCCA0BBBBBBB� �r m2m0 +m2 0 r m0m0 +m2�r m1m0M(m0 +m2) rm0 +m2M �r m1m2M(m0 +m2)pm0=M pm1=M pm2=M
1CCCCCCCA0BBB�pm0 � m1pm0 0pm1 pm1 00 0 pm21CCCA0B�vviv21CA :

Ïîñëå âû÷èñëåíèé îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äâå êîìáèíà�öèè, â ñîâîêóïíîñòè ñ çàêîíàìè èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ,ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó ñ òî÷íîñòüþ äî ýðìèòîâàñîïðÿæåíèÿ. Ïîýòîìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðåîá�ðàçîâàíèå äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé èñõîä�íîé êîìïëåêñíîé êîìáèíàöèè îòäåëüíî. Òàêèì îáðà�çîì, äëÿ âåëè÷èí v, vi è v2 â ðåçóëüòàòå ðàññåÿíèÿâûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (10). Ïåðâûå äâà èç íèõïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü îáîáùåíèå íüþòîíîâñêîãî çàêî�íà ñòîëêíîâåíèÿ íà ñëó÷àé ðàññåÿíèÿ êîìïîçèòíîé÷àñòèöû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû íà áåññòðóêòóð�íîé ÷àñòèöå. Òðåòüå ñîîòíîøåíèå ñîîòâåòñòâóåò çà�êîíó ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà â ñèñòåìå.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Â. Â. Êîçëîâ, Ä. Â. Òðåùåâ, Áèëëèàðäû. �åíåòè÷å�ñêîå ââåäåíèå â äèíàìèêó ñèñòåì ñ óäàðàìè, Èçä-âîÌ�Ó, Ìîñêâà (1991), ñ. 168.2. Â. Â. ßíîâñêèé, À. Â. Òóð, Þ. Í. Ìàñëîâñêèé,ÆÝÒÔ 133, 220 (2008).
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