
ÆÝÒÔ, 2013, òîì 143, âûï. 6, ñòð. 1033�1038 

 2013
Ò�ÀÍÑËßÖÈÎÍÍÎ-ÈÍÂÀ�ÈÀÍÒÍÀß ÒÅÎ�Èß ÏÎËß�ÎÍÀ(ÁÈÏÎËß�ÎÍÀ) È Ï�ÎÁËÅÌÀ ÊÂÀÍÒÎÂÀÍÈßÂ ÎÊ�ÅÑÒÍÎÑÒÈ ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎ�Î �ÅØÅÍÈßÂ. Ä. Ëàõíî *Èíñòèòóò ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì áèîëîãèè �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê142290, Ïóùèíî, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 12 íîÿáðÿ 2012 ã.Äàåòñÿ �èçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ òðàíñëÿöèîííî-èíâàðèàíòíûõ ïîëÿðîíîâ è áèïîëÿðîíîâ è àíàëèçè-ðóþòñÿ ðàçëè÷íûå ñëåäñòâèÿ, âûòåêàþùèå èç èõ ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïîëó÷åíà ñàìàÿ íèçêàÿ âàðèàöèîííàÿîöåíêà äëÿ ýíåðãèè áèïîëÿðîíà E(�) ñ E(0) = �0:440636�2 , ãäå � � êîíñòàíòà ýëåêòðîí-�îíîííîéñâÿçè, � � ïàðàìåòð èîííîé ñâÿçè. Îáñóæäàåòñÿ ïðîáëåìà êâàíòîâàíèÿ â îêðåñòíîñòè êëàññè÷åñêîãîðåøåíèÿ â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ.DOI: 10.7868/S00444510130600251. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ îñíîâå êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ëåæèò ïðåä�ñòàâëåíèå î ñóùåñòâîâàíèè êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé,â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ êâàíòîâàíèåïîëåé [1℄. Òàêèìè êëàññè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè ìîãóòáûòü îáû÷íûå ïëîñêèå âîëíû, ñîëèòîíû, êèíêè èäð. Â ÷àñòíîñòè, êâàíòîâîïîëåâûå òåîðèè ÷àñòèöû,âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ ïîëåì, èñõîäÿò èç ïðåäïîëî�æåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ïîëóêëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ(ò. å. êîãäà êâàíòîâàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ â êëàññè÷å�ñêîì ïîëå), ê êîòîðîìó äîëæíî ñõîäèòüñÿ ðåøåíèåêâàíòîâîïîëåâîé çàäà÷è â ïðåäåëå, êîãäà êîíñòàíòàâçàèìîäåéñòâèÿ � ! 1. Â îêðåñòíîñòè òàêîãî ðå�øåíèÿ ìîæíî ïðîâîäèòü êâàíòîâàíèå ïîëÿ è èñêàòüðåøåíèÿ ïîëó÷àåìîé òàêèì îáðàçîì êâàíòîâîé çàäà�÷è.Â ðàáîòå [2℄ íà ïðèìåðå êâàíòîâîïîëåâîé òåîðèèïîëÿðîíà ñèëüíîé ñâÿçè áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíîíåâûïîëíåíèå òàêîãî ñîîòâåòñòâèÿ, ò. å. îòñóòñòâèåïåðåõîäà ê ïîëóêëàññè÷åñêîìó îïèñàíèþ ïðè ïðå�äåëüíîì ïåðåõîäå. Ýòîò ðåçóëüòàò âëå÷åò çà ñîáîéìíîãî÷èñëåííûå ñëåäñòâèÿ, íàèáîëåå âàæíûå èç êî�òîðûõ îáñóæäàþòñÿ â äàííîé ðàáîòå.*E-mail: lak�impb.psn.ru

2. ÈÍÒÅ�Ï�ÅÒÀÖÈß È ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÅÑÂÎÉÑÒÂÀÒ�ÀÍÑËßÖÈÎÍÍÎ-ÈÍÂÀ�ÈÀÍÒÍÛÕÏÎËß�ÎÍÎÂÊâàíòîâîïîëåâàÿ òðàíñëÿöèîííî-èíâàðèàíòíàÿ(ÒÈ) òåîðèÿ ïîëÿðîíà áûëà ïîñòðîåíà â ðàáîòå [3℄.Ñîãëàñíî [3℄, îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ÒÈ-ïîëÿðîíà ïðåä�ñòàâëÿåò ñîáîé äåëîêàëèçîâàííîå ñîñòîÿíèå ýëåê�òðîí-�îíîííîé ñèñòåìû: âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿýëåêòðîíà â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà îäèíàêîâà.Äåëîêàëèçîâàíû êàê ýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòü, òàêè àìïëèòóäû �îíîííûõ ìîä (ïåðåíîðìèðîâàííûåâçàèìîäåéñòâèåì ñ ýëåêòðîíîì). Ïîíÿòèå ïîëÿðîí�íàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà (îáðàçîâàííàÿ ëîêàëüíûìè�îíîíàìè [4℄), â êîòîðîé ëîêàëèçîâàí ýëåêòðîí,ò. å. ñàìîçàõâà÷åííîå ñîñòîÿíèå, â ÒÈ-òåîðèèîòñóòñòâóåò. Ñîîòâåòñòâåííî, èíäóöèðîâàííûéïîëÿðèçàöèîííûé çàðÿä äëÿ ÒÈ-ïîëÿðîíà ðàâåííóëþ. Îòñóòñòâèå ëîêàëèçîâàííîé ¾�îíîííîé øó�áû¿ ó ÒÈ-ïîëÿðîíà ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òîåãî ý��åêòèâíàÿ ìàññà íå ñëèøêîì ñèëüíî îòëè�÷àåòñÿ îò ý��åêòèâíîé ìàññû ýëåêòðîíà. Ýíåðãèÿîñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ÒÈ-ïîëÿðîíà ìåíüøå ýíåðãèèïîëÿðîíà Ïåêàðà è ðàâíà E0 = �0:1257520�2 [2℄(äëÿ ïîëÿðîíà Ïåêàðà E0 = �0:10851128�2 [5℄).Òàêèì îáðàçîì, ïðè P = 0, ãäå P � ïîëíûé èì�ïóëüñ ïîëÿðîíà, èìååòñÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ùåëü ìåæ�äó ÒÈ-ïîëÿðîííûì ñîñòîÿíèåì è ïåêàðîâñêèì ñî�ñòîÿíèåì (ò. å. ñîñòîÿíèåì ñ íàðóøåííîé òðàíñëÿ�1033



Â. Ä. Ëàõíî ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 6, 2013öèîííîé èíâàðèàíòíîñòüþ). ÒÈ-ïîëÿðîí ÿâëÿåòñÿáåññòðóêòóðíîé ÷àñòèöåé (ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèéñòðóêòóðû ïåêàðîâñêîãî ïîëÿðîíà ñóììèðîâàíû âðàáîòå [4℄). Ñîãëàñíî ÒÈ-òåîðèè ïîëÿðîíà, òåðìè�íû ïîëÿðîí áîëüøîãî ðàäèóñà (ÏÁ�) è ïîëÿðîí ìà�ëîãî ðàäèóñà (ÏÌ�) ÿâëÿþòñÿ óñëîâíûìè, òàê êàêâ îáîèõ ñëó÷àÿõ ñîñòîÿíèå ýëåêòðîíà äåëîêàëèçîâà�íî ïî êðèñòàëëó. �àçëè÷èå ìåæäó ÏÁ� è ÏÌ� âÒÈ-òåîðèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ÏÁ� âûïîëíÿåò�ñÿ íåðàâåíñòâî k
hara < �, à äëÿ ÏÌ� k
hara > �,ãäå a � ïîñòîÿííàÿ ðåøåòêè, k
har � õàðàêòåðíîåçíà÷åíèå �îíîííûõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ, êîòîðûå äà�þò îñíîâíîé âêëàä â ýíåðãèþ ïîëÿðîíà. Ñäåëàííîåóòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî íå òîëüêî äëÿ ïîëÿðîíàÏåêàðà �Ôð�åëèõà, íî è äëÿ âñåãî êëàññà ïîëÿðîíîâ,ó êîòîðûõ êîíñòàíòà ñâÿçè íå çàâèñèò îò âîëíîâî�ãî âåêòîðà ýëåêòðîíà, êàê ýòî èìååò ìåñòî, íàïðè�ìåð, â ñëó÷àå õîëñòåéíîâñêîãî ïîëÿðîíà. Â êëàññåïîëÿðîíîâ ñ êîíñòàíòîé ñâÿçè, çàâèñÿùåé îò âîëíî�âîãî âåêòîðà ýëåêòðîíà, óêàçàííûå êðèòåðèè ìîãóòíå âûïîëíÿòüñÿ (êàê ýòî èìååò ìåñòî, íàïðèìåð, âìîäåëè Ñè �Øðè�åðà �Õèãåðà [6℄).Óêàçàííûå îñîáåííîñòè ÒÈ-ïîëÿðîíîâ îïðåäå�ëÿþò èõ �èçè÷åñêèå ñâîéñòâà, êà÷åñòâåííî îòëè÷�íûå îò ñâîéñòâ ïåêàðîâñêèõ ïîëÿðîíîâ. Ïðè íàëè�÷èè â êðèñòàëëå íåáîëüøèõ ëîêàëüíûõ íàðóøåíèéÒÈ-ïîëÿðîí îñòàåòñÿ â äåëîêàëèçîâàííîì ñîñòîÿ�íèè. Òàê, íàïðèìåð, â èîííîì êðèñòàëëå ñ âàêàí�ñèÿìè îáðàçîâàíèå F -öåíòðîâ äåëîêàëèçîâàííûìèïîëÿðîííûìè ñîñòîÿíèÿìè áóäåò ïðîèñõîäèòü òîëü�êî ïðè íåêîòîðîì êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ñòàòè÷å�ñêîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïîñòîÿííîé �0
. Ïðè �0 > �0
â êðèñòàëëå áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü äåëîêàëèçîâàí�íûå ÒÈ-ïîëÿðîíû è ñâîáîäíûå âàêàíñèè. Ïðè �0 == �0
 áóäåò ïðîèñõîäèòü ïåðåõîä èç äåëîêàëèçîâàí�íîãî ñîñòîÿíèÿ â ëîêàëèçîâàííîå íà âàêàíñèè ñîñòî�ÿíèå (êîëëàïñ âîëíîâîé �óíêöèè). Òàêîå ïîâåäåíèåÒÈ-ïîëÿðîíîâ êà÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïîâåäåíèÿïåêàðîâñêèõ ïîëÿðîíîâ, êîòîðûå ëîêàëèçóþòñÿ íàâàêàíñèÿõ ïðè ëþáîì çíà÷åíèè �0. Ýòî îáúÿñíÿåò, â÷àñòíîñòè, îòñóòñòâèå íàáëþäåíèé ïîãëîùåíèÿ (ò. å.ñòðóêòóðû) ñâîáîäíûì ïîëÿðîíîì Ïåêàðà, òàê êàêâ ýòîì ñëó÷àå ðåàëèçóåòñÿ ÒÈ-ïîëÿðîí. Ïîãëîùåíèåïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïðè îáðàçîâàíèè ñâÿçàííîãî ïî�ëÿðîíà Ïåêàðà, ò. å. F -öåíòðà. Ñäåëàííûå óòâåðæäå�íèÿ ïîäòâåðæäàþòñÿ òàêæå ðÿäîì ïîñëåäíèõ ðàáîò,ðàññìàòðèâàþùèõ ïîëÿðîí Õîëñòåéíà [7�9℄.Îòìåòèì, ÷òî èçìåíåíèÿì äîëæíà ïîäâåðãíóòü�ñÿ òîëüêî �èçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñâîáîäíûõ ïî�ëÿðîíîâ ñèëüíîé ñâÿçè. Ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâîðåçóëüòàòîâ ïî �èçèêå ïîëÿðîíîâ ñèëüíîé ñâÿçè îò�íîñÿòñÿ ê ñâÿçàííûì (íà âàêàíñèÿõ èëè äå�åêòàõ

ðåøåòêè) ïîëÿðîííûì ñîñòîÿíèÿì ïåêàðîâñêîãî òè�ïà è íå òðåáóþò êàêîé-ëèáî êîððåêöèè.Ó÷åò òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè â ñëó÷àåïîëÿðîíà ïðèâîäèò ê íåáîëüøîìó èçìåíåíèþ â îöåí�êå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ è, íà ïåðâûé âçãëÿä, êà�æåòñÿ íåàêòóàëüíûì äëÿ �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé.Òàêîìó âûâîäó, îäíàêî, ïðåïÿòñòâóþò äâà îáñòîÿ�òåëüñòâà. Âî-ïåðâûõ, îöåíêà ýíåðãèè, ïîëó÷åííàÿäëÿ ÒÈ-ïîëÿðîíà, áóäó÷è âàðèàöèîííîé, äàåò ëèøüâåðõíåå çíà÷åíèå äëÿ ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.Âî-âòîðûõ, èçâåñòíû ñëó÷àè, êîãäà ó÷åò òðàíñëÿ�öèîííîé èíâàðèàíòíîñòè ïðèâîäèò ê ãîðàçäî áîëü�øèì èçìåíåíèÿì ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Êèõ ÷èñëó îòíîñèòñÿ âàæíûé â ïðàêòè÷åñêîì îòíî�øåíèè ñëó÷àé áèïîëÿðîíà, ðàññìîòðåííûé â ñëåäó�þùåì ðàçäåëå. Â êà÷åñòâå íàãëÿäíîé èëëþñòðàöèèê ñêàçàííîìó ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð îöåíêè äëÿýíåðãèé ÒÈ-ñîñòîÿíèÿ, àâòîëîêàëèçîâàííîãî ñîñòî�ÿíèÿ è ñîñòîÿíèÿ, ëîêàëèçîâàííîãî íà ñòàòè÷åñêîìäå�åêòå, êîòîðûå ìîãóò áûòü áëèçêèìè, ÷òî, îäíà�êî, ñîâñåì íå ñâèäåòåëüñòâóåò î òîæäåñòâåííîñòèýòèõ ñîñòîÿíèé. Ïîäòâåðæäåíèåì ÿâëÿåòñÿ ñðàâíå�íèå ñâîéñòâ ëîêàëèçîâàííîãî íà ñòàòè÷åñêîì äå�åê�òå ïîëÿðîíà è ñâîéñòâ ëåãêîãî ýëåêòðîí-ïîëÿðîíà,ëîêàëèçîâàííîãî íà òÿæåëîé äûðêå (ðèñ. 6 â [10℄).Ñâîéñòâà äâóõ òàêèõ ñîñòîÿíèé î÷åíü ïîõîæè, íî îä�íî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ òðàíñëÿöèîííî-èíâàðèàíòíûì, àäðóãîå � íåò.3. Ò�ÀÍÑËßÖÈÎÍÍÎ-ÈÍÂÀ�ÈÀÍÒÍÛÅÁÈÏÎËß�ÎÍÛÊâàíòîâîïîëåâàÿ ÒÈ-òåîðèÿ áèïîëÿðîíà áûëàïîñòðîåíà â ðàáîòå [11℄ íà îñíîâå ïîëÿðîííîéÒÈ-òåîðèè [3℄. Ñîãëàñíî [11℄, îñíîâíîå ñîñòîÿíèåÒÈ-áèïîëÿðîíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåëîêàëèçîâàí�íîå ñîñòîÿíèå. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òîîöåíêà îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, íàéäåííàÿ â ðàáîòàõ[11; 12℄ ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíî- è äâóõïàðàìåòðè�÷åñêèõ ïðîáíûõ âîëíîâûõ �óíêöèé, ìîæåò áûòüóëó÷øåíà, åñëè èñïîëüçîâàòü òðåõïàðàìåòðè÷åñêóþâîëíîâóþ �óíêöèþ, è îáñóäèì âûòåêàþùèå èçòàêîé îöåíêè ñëåäñòâèÿ.Ñîãëàñíî [11℄, ãàìèëüòîíèàí Ôð�åëèõà äëÿ áèïî�ëÿðîíà èìååò âèäĤ = � ~22Me�R � ~22�e�r + U(jrj) ++Xk ~!aykak +Xk 2 
os kr2 (VkakeikR +H.
.); (1)ãäå R, r � êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâåííî öåíòðà ìàññ1034



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 6, 2013 Òðàíñëÿöèîííî-èíâàðèàíòíàÿ òåîðèÿ ïîëÿðîíà : : :è îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ; Me = 2m,�e = m=2, m � ìàññà ýëåêòðîíà; ayk, ak � îïåðà�òîðû �îíîííîãî ïîëÿ; Vk = (e=k)p2�~!=~�V , ~��1 == ��11 � ��10 , ! � �îíîííàÿ ÷àñòîòà, e � çàðÿä ýëåê�òðîíà, �1 è �0 � âûñîêî÷àñòîòíàÿ è ñòàòè÷åñêàÿäèýëåêòðè÷åñêèå ïîñòîÿííûå, V � îáúåì ñèñòåìû,U(r) = e2=�1jrj. Äëÿ ìèíèìèçàöèè ïîëíîé ýíåðãèèE = D	0jĤ j	0E â [11℄ áûëà âûáðàíà âîëíîâàÿ �óíê�öèÿ	0 = 	(r) exp(�iXk kaykakR)�� exp(Xk fk(ak � ayk))�0: (2)ßâíûé âèä �0 = �0(fk; ak) ïðèâåäåí â ðàáîòå [11℄.Âûáåðåì ïðîáíóþ âîëíîâóþ �óíêöèþ 	(r) è âàðèà�öèîííûå ïàðàìåòðû fk â âèäåfk = �N �Vk exp�� k22�� ; (r) = � 2�l2�3=4 exp��r2l2 � ; (3)�Vk = 2Vkh	j 
os k � r2 j	i;ãäå N , �, l � âàðèàöèîííûå ïàðàìåòðû. Ïðè N == 1 âûðàæåíèå (3) âîñïðîèçâîäèò ðåçóëüòàòû ðàáî�òû [12℄, à ïðè N = 1 è � ! 1 � ðåçóëüòàòû ðàáî�òû [11℄.Ïîäñòàíîâêà (2), (3) â âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîéýíåðãèè ïîñëå ìèíèìèçàöèè ïî ïàðàìåòðó N ïðèâî�äèò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ E:E(x; y; �) = �(x; y; �)�2; (4)�(x; y; �) = 6x2 + 20:25x2 + 16y �� 16px2 + 16yp�(x2 + 8y) + 4p2=�x(1� �) :Çäåñü x, y � âàðüèðóåìûå ïàðàìåòðû: x = l�, y == �2=�, � = (e2=~~�)pm=2~! � êîíñòàíòà ýëåêò-ðîí-�îíîííîé ñâÿçè, � = �1=�0 è ïîëîæåíî, ÷òî~ = 1, ! = 1, Me = 1 (ñîîòâåòñòâåííî �e = 1=4).Îáîçíà÷èì �min ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèè �îò ïàðàìåòðîâ x è y. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíà çàâèñè�ìîñòü �min îò ïàðàìåòðà �. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà çà�âèñèìîñòü xmin, ymin îò ïàðàìåòðà �.Èç ðèñ. 1 ñëåäóåò, ÷òî Emin(� = 0) == �0:440636�2 � ñàìîå íèçêîå èç âñåõ ðàíåå
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�èñ. 1. Ôóíêöèÿ �min(�) = minx;y �(x; y; �) è ãî-ðèçîíòàëüíûå ëèíèè �0:217, �0:2515; �min(0) == �0:440636
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�èñ. 2. Êîîðäèíàòû xmin(�), ymin(�), íà êîòîðûõäîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì � ïðè 0 � � � 0:4ïîëó÷åííûõ âàðèàöèîííûì ñïîñîáîì çíà÷åíèåýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ áèïîëÿðîíà. �îðèçîí�òàëüíûå ëèíèè íà ðèñ. 1 ñîîòâåòñòâóþò ýíåðãèÿì:E1 = �0:217�2 è E2 = �0:2515�2, ãäå E1 = 2EP1,EP1 � ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ Ïåêàðà [5℄;E2 = 2EP2, EP2 � ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿÒÈ-ïîëÿðîíà [2℄. Ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ëèíèé ñ êðèâîéEmin(�) äàåò êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ� = �C1 = 0:3325 è � = �C2 = 0:289. Ïðè � > �C2ïðîèñõîäèò ðàñïàä áèïîëÿðîíà íà äâà ÒÈ-ïîëÿ-ðîíà, ïðè � > �C1 ïðîèñõîäèò ðàñïàä áèïîëÿðîíàíà ïåêàðîâñêèå ïîëÿðîíû. Çíà÷åíèÿ ìèíèìèçèðó�þùèõ ïàðàìåòðîâ xmin è ymin äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé� ðàâíû: xmin(0) = 5:87561; ymin(0) = 2:58537,xmin(0:289) = 8:16266, ymin(0:289) = 3:68098,xmin(0:3325) = 8:88739, ymin(0:3325) = 4:03682.Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå êîíñòàíòû ýëåêòðîí-�î-1035



Â. Ä. Ëàõíî ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 6, 2013íîííîé ñâÿçè � äëÿ îáðàçîâàíèÿ ÒÈ-áèïîëÿðîíàðàâíî �C = 4:54 è ÿâëÿåòñÿ ñàìûì íèçêèì èç îöå�íîê, ñäåëàííûõ âàðèàöèîííûì ìåòîäîì.Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åííîãî îñíîâíîãî ñîñòî�ÿíèÿ ÒÈ-áèïîëÿðîíà âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà âèðèà�ëà [13℄: �kin� = �1; ~�el� = 3; ~�int� = 4; (5)ãäå�kin = 20:25x2 + 16y + 6x2 ; �int = � 32p�px2 + 16yx2 + 8y ;~�int = �int+2�U; �U = 4 p2=�x(1��) ; ~�el = �kin+~�int:Âõîäÿùèå â (5) âåëè÷èíûEkin = �kin�2; Eint = �int�2;Eel = (�kin + �int + �U)�2èìåþò ñìûñë ñîîòâåòñòâåííî êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíà ñ �îíîííûì ïî�ëåì è ýëåêòðîííîé ýíåðãèè:Ekin = Xi=1;2�	 ����� ~2m�i����	� ;Eint = Xk;i=1;2*	 �����Xk �Vkakeikri +H.
.������	+ ;Eel = Ekin+Eint+ h	 jU(r)j	i ; �U = h	 jU(r)j	i�2 :Ñîîòíîøåíèÿ (5) âûïîëíÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî øå�ñòè çíàêîâ. Áîëüøàÿ ýíåðãèÿ ñâÿçè ÒÈ-áèïîëÿðîíàïðèâîäèò ê âàæíûì �èçè÷åñêèì ñëåäñòâèÿì. Â÷àñòíîñòè, ïðè íàëè÷èè â êðèñòàëëå íåáîëüøèõëîêàëüíûõ íàðóøåíèé ÒÈ-áèïîëÿðîí áóäåò îñòà�âàòüñÿ â äåëîêàëèçîâàííîì ñîñòîÿíèè. Òàê, íàïðè�ìåð, â èîííîì êðèñòàëëå ñ âàêàíñèÿìè îáðàçîâàíèåF 0-öåíòðîâ äåëîêàëèçîâàííûìè áèïîëÿðîííûìè ñî�ñòîÿíèÿìè áóäåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî ïðè íåêîòî�ðîì êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ñòàòè÷åñêîé äèýëåêòðè�÷åñêîé ïîñòîÿííîé �0
. Ïðè çíà÷åíèè �0 > �0
 â êðè�ñòàëëå áóäóò äåëîêàëèçîâàííûå ÒÈ-áèïîëÿðîíû èñâîáîäíûå âàêàíñèè.Ïðè �0 = �0
 áóäåò ïðîèñõîäèòü ïåðåõîä èç äå�ëîêàëèçîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ÒÈ-áèïîëÿðîíà â ëîêà�ëèçîâàííîå íà âàêàíñèè ñîñòîÿíèå, ò. å. â F 0-öåíòð.Òàêîå ïîâåäåíèå ÒÈ-áèïîëÿðîíîâ êà÷åñòâåííî îòëè�÷àåòñÿ îò ïîâåäåíèÿ áèïîëÿðîíîâ ñî ñïîíòàííî íàðó�øåííîé ñèììåòðèåé ïåêàðîâñêîãî òèïà [13℄, êîòîðûåëîêàëèçóþòñÿ íà âàêàíñèÿõ ïðè ëþáîì çíà÷åíèè �0.

Äåëîêàëèçîâàííûå ïðè P = 0 ÒÈ-áèïîëÿðîíû,ãäå P � ïîëíûé èìïóëüñ áèïîëÿðîíà, áóäóò îòäåëå�íû ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëüþ îò áèïîëÿðîííûõ ñîñòî�ÿíèé ñ íàðóøåííîé òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíî�ñòüþ, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ëîêàëèçîâàííîé âîëíî�âîé �óíêöèåé. Â ðàáîòå [12℄ áûëî âûñêàçàíî ïðåä�ïîëîæåíèå, ÷òî òðàíñëÿöèîííî-èíâàðèàíòíûå ïîëÿ�ðîííûå è áèïîëÿðîííûå ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñâåðõ�ïðîâîäÿùèìè. Êàê è â ñëó÷àå ÒÈ-ïîëÿðîíà, â ñëó�÷àå ÒÈ-áèïîëÿðîíà íåò íèêàêèõ îñíîâàíèé ñ÷èòàòüåãî ìàññó ñèëüíî îòëè÷àþùåéñÿ îò óäâîåííîé ìàñ�ñû ñïàðåííûõ ýëåêòðîíîâ. Êàê èçâåñòíî, îáúÿñíåíèåâûñîêîòåìïåðàòóðíîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè íà îñíî�âå áèïîëÿðîííîãî ìåõàíèçìà áîçå-êîíäåíñàöèè ñòàë�êèâàåòñÿ ñ òðóäíîñòüþ, ñâÿçàííîé ñ áîëüøîé ìàñ�ñîé áèïîëÿðîíîâ è, êàê ñëåäñòâèå, íèçêîé òåìïåðà�òóðîé áîçå-êîíäåíñàöèè. Âîçìîæíîñòü ìàëîñòè ìàñ�ñû ÒÈ-áèïîëÿðîíîâ ðàçðåøàåò ýòó ïðîáëåìó. Ñëå�äóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî îòìå÷åííûå âûøå ñâîéñòâàÒÈ-áèïîëÿðîíîâ ïðèäàþò èì ñâåðõïðîâîäÿùèå êà�÷åñòâà äàæå â îòñóòñòâèå èõ áîçå-êîíäåíñàöèè.4. ÄÈÑÊÓÑÑÈß Î ÏÎËÍÎÒÅ ÒÅÎ�ÈÈÒÓËÓÁÀÂ ðàáîòàõ [14; 15℄ áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ î íåïîë�íîòå òåîðèè Òóëóáà [3℄. Âîçðàæåíèÿ àâòîðîâ ðà�áîò [14; 15℄ îñíîâûâàþòñÿ íà ðàáîòå Ïîðøà è �îñå�ëåðà [16℄, êîòîðàÿ âîñïðîèçâîäèò ðåçóëüòàòû òåîðèèÒóëóáà. Îäíàêî â ïîñëåäíåì ðàçäåëå ñâîåé ñòàòüèÏîðø è �îñåëåð ðàññìîòðåëè âîïðîñ î òîì, ÷òî ïðî�èçîéäåò, åñëè â òåîðèè Òóëóáà çàìåíèòü áåñêîíå÷�íûé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ íà êîíå÷íûé, à çàòåìïåðåéòè ê áåñêîíå÷íîìó ïðåäåëó. Ñþðïðèçîì îêàçà�ëîñü òî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îäíîâðåìåííî ñ îáðåçàíè�åì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî �îíîííûì âîëíîâûì âåêòî�ðàì â �óíêöèîíàëå ïîëíîé ýíåðãèè ïîëÿðîíà ê ïî�ñëåäíåìó íåîáõîäèìî äîáàâèòü ÷ëåí ÆEPR, êîòîðûéíå èñ÷åçàåò, åñëè âåðõíèé ïðåäåë óñòðåìèòü ê áåñ�êîíå÷íîñòè [15; 17℄. Íà îñíîâàíèè ýòîãî ðåçóëüòàòààâòîðû ðàáîò [14; 15℄ ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî Òóëóáíå ó÷åë ýòó äîáàâêó è, òàêèì îáðàçîì, åãî òåîðèÿíåïîëíà.×òîáû ðàçðåøèòü ïàðàäîêñ ñ âêëàäîì â ýíåðãèþïîëÿðîíà ¾ïëàçìåííîé ÷àñòîòû¿, ïðèâîäÿùåé ê äî�áàâêå ÆEPR [16℄, ðàññìîòðèì �óíêöèþ �q(s), îïðå�äåëÿåìóþ �îðìóëîé (37ñ) ðàáîòû [16℄. Íóëè ýòîé�óíêöèè äàþò âêëàä â ýíåðãèþ ¾îòäà÷è ïîëÿðîíà¿è, ñîãëàñíî [16℄, îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ óðàâíå�íèÿ1036



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 6, 2013 Òðàíñëÿöèîííî-èíâàðèàíòíàÿ òåîðèÿ ïîëÿðîíà : : :1 = � 23mXq q2f2q ~!qs� !2q ; (6)ãäå ìû ñîõðàíèëè îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçîâàííûå âðàáîòå [16℄.Åñëè îáðåçàíèå â ñóììå, �èãóðèðóþùåé â ïðà�âîé ÷àñòè (6), îòñóòñòâóåò, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(6) äàåò ñïåêòð çíà÷åíèé s, îïðåäåëÿåìûé ÷àñòîòà�ìè 
qi , ëåæàùèìè ìåæäó ñîñåäíèìè çíà÷åíèÿìè !qiè !qi+1 äëÿ âñåõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ qi. Ýòè ÷àñòîòûîïðåäåëÿþò çíà÷åíèå ýíåðãèè ¾îòäà÷è¿:�E = ~2Xqi (
qi � !qi): (7)Ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ âêëàäîì ÷àñòîò 
qi â�E â òîé îáëàñòè âîëíîâûõ âåêòîðîâ q, â êîòîðîé fqñòðåìèòñÿ ê íóëþ, íî íèãäå â òî÷íîñòè íå îáðàùà�åòñÿ â íóëü. Èç (6) ñëåäóåò, ÷òî ïðè fq ! 0 ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ (6) 
qi áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê !qi : 
qi ! !qi .Ñîîòâåòñòâåííî, âêëàä â �E îáëàñòè âîëíîâûõ âåê�òîðîâ, â êîòîðîé fq ! 0, áóäåò òàêæå ñòðåìèòüñÿ êíóëþ.Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìû ââåäåì íåêîòîðîå q0, òàêîå÷òî â îáëàñòè q > q0 âåëè÷èíû fq áóäóò ìàëû, ìûïîëó÷èì äëÿ �E âûðàæåíèå�E = ~2 Xqi�q0(
qi � !qi); (8)íå ñîäåðæàùåå íèêàêèõ äîáàâî÷íûõ ÷ëåíîâ. Ýòî ñî�îòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî â �óíêöèîíàëå Òóëóáà ìû ìî�æåì ïîñòàâèòü âåðõíèé ïðåäåë q0 è íèêàêèõ äîáàâî÷�íûõ ÷ëåíîâ ïðè ýòîì íå âîçíèêíåò.Íàïðèìåð, åñëè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìèíèìóìà�óíêöèîíàëà Òóëóáà âûáðàòü ïðîáíóþ �óíêöèþ fq ,íå ñîäåðæàùóþ îáðåçàíèå, â âèäåfq = �Vq exp(�q2=2a2(q));a(q) = a2 �1 + th�qb � qa �� ; (9)ãäå a � ïàðàìåòð ïðîáíîé �óíêöèè Òóëóáà [3℄, qbóäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ a � qb � q0
, q0
 � âåëè÷è�íà âîëíîâîãî âåêòîðà, ïðè êîòîðîì èíòåãðàë Òóëóáàq(1=�) èìååò ìàêñèìóì [3; 17℄, òî ñ èñïîëüçîâàíèåì(9) â ïðåäåëå �!1 ïîëó÷èì äëÿ èíòåãðàëà q(1=�)âûðàæåíèåq� 1�� � 5:75 + 6� aqb�3 exp�� q2ba2� : (10)Âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (10) èñ÷åçàåò ïðèqb=a!1 è ìû ïîëó÷àåì, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü,ðåçóëüòàò Òóëóáà: q(1=�) � 5:75.

Óðàâíåíèå (6), îäíàêî, èìååò îñîáåííîñòü. Äàæåâ ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà, ïðè fq = 0, åñëèq > q0, îíî èìååò èçîëèðîâàííîå ðåøåíèå 
q0 , îò�ëè÷àþùååñÿ îò ìàêñèìàëüíîé ÷àñòîòû !q0 íà êîíå÷�íóþ âåëè÷èíó. Ýòî èçîëèðîâàííîå ðåøåíèå ïðèâî�äèò ê äîïîëíèòåëüíîìó âêëàäó â �E:�E = 12 Xqi<q0(
qi � !qi) + ÆEPR;ÆEPR = 12(
q0 � !q0); (11)ãäå 
q0 èìååò ñìûñë ¾ïëàçìåííîé ÷àñòîòû¿. Òàêèìîáðàçîì, çäåñü îòñóòñòâóåò íåïðåðûâíûé ïåðåõîä îòñëó÷àÿ fq ! 0 ïðè q > q0 ê ñëó÷àþ fq = 0 ïðèq > q0. Êàê ïîêàçàíî ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì [17℄ âêëà�äà â (11) ñëàãàåìîãî ñ ¾ïëàçìåííîé ÷àñòîòîé¿ ÆEPR,äàæå ïðè q0 ! 1 òåîðèÿ Ïîðøà è �îñåëåðà íå ïå�ðåõîäèò â òåîðèþ Òóëóáà.Â òåîðèè Òóëóáà ìû âûáèðàåì òàêèå fq, êîòîðûåïðèâîäÿò ê ìèíèìóìó �óíêöèîíàëà ïîëíîé ýíåð�ãèè ïîëÿðîíà. Â ÷àñòíîñòè, âûáîð ïðîáíîé �óíê�öèè â âèäå (9) ãàðàíòèðóåò íàì îòñóòñòâèå âêëàäà¾ïëàçìåííîé ÷àñòîòû¿ â âåëè÷èíó ïîëíîé ýíåðãèèè ïðè ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ ìîæíî âûáèðàòü îáðå�çàííóþ fq , íå ââîäÿ ïðè ýòîì â �óíêöèîíàë Òóëóáàíèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ÷ëåíîâ [18℄.5. ÇÀÊËÞ×ÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈßÂ ðàáîòàõ [14; 15℄ áûëè âûñêàçàíû êðèòè÷åñêèåçàìå÷àíèÿ â àäðåñ òåîðèè Òóëóáà [3℄ è îñíîâàííûõíà ýòîé òåîðèè ðàáîò àâòîðà [11; 12℄. Íåñîñòîÿòåëü�íîñòü ýòèõ êðèòè÷åñêèõ çàìå÷àíèé áûëà ïîêàçàíà âðàáîòàõ [17; 18℄ è â äàííîé ðàáîòå. Â íàñòîÿùåå âðå�ìÿ òåîðèÿ Òóëóáà è ïîëó÷åííûå íà åå îñíîâå êîëè÷å�ñòâåííûå ðåçóëüòàòû [11; 12℄ íå âûçûâàþò ñîìíåíèé.Âàæíóþ ðîëü â ïðîâåðêå ïðàâèëüíîñòè òåîðèèèãðàþò âèðèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ. Â ðàáîòå [2℄ áû�ëî ïîêàçàíî, ÷òî â òåîðèè Òóëóáà ýòè ñîîòíîøåíèÿñòðîãî âûïîëíÿþòñÿ â ñëó÷àå ïîëÿðîíà. Â äàííîéðàáîòå ïîêàçàíî èõ ñòðîãîå âûïîëíåíèå â ñëó÷àå áè�ïîëÿðîíà. Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ, ïîëó÷åííûå âðàáîòàõ [14; 15℄ äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè ïîëÿðîíà è áè�ïîëÿðîíà, íå óäîâëåòâîðÿþò âèðèàëüíûì ñîîòíîøå�íèÿì.Ïîñòðîåííàÿ â ðàáîòå [3℄ êâàíòîâîïîëåâàÿ òåî�ðèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïåðòóðáàòèâíîé. Ïðåäåë ñèëüíîéñâÿçè äîñòèãàåòñÿ â íåé ïîñðåäñòâîì âûáîðà ïðîá�íîé �óíêöèè, è ïðè áîëåå ñëîæíîì âûáîðå ýòà òåî�ðèÿ ìîæåò âîñïðîèçâîäèòü ðåæèì ïðîìåæóòî÷íîé è1037



Â. Ä. Ëàõíî ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 6, 2013ñëàáîé ñèëû ñâÿçè [19℄. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îäíèì èçíàèáîëåå ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà ïîëÿðîíîâè áèïîëÿðîíîâ â ýòîì äèàïàçîíå ñèëû ñâÿçè ñ÷èòà�åòñÿ ìåòîä èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì. Ýòîò ïîäõîäáåç äîëæíîé ìîäè�èêàöèè íå ÿâëÿåòñÿ òðàíñëÿöèîí�íî-èíâàðèàíòíûì, ïîñêîëüêó â ýòîì ìåòîäå ãëàâíûéâêëàä â óðîâíè ýíåðãèè äàþò êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ(ò. å. ýêñòðåìóìû ýêñïîíåíòû îò êëàññè÷åñêîãî äåé�ñòâèÿ, âõîäÿùåé â èíòåãðàë ïî òðàåêòîðèÿì). Ïðèýòîì òàêèå ðåøåíèÿ â ñèëó òðàíñëÿöèîííîé èíâàðè�àíòíîñòè ÿâëÿþòñÿ íå èçîëèðîâàííûìè ñòàöèîíàð�íûìè òî÷êàìè, à ïðèíàäëåæàò íåïðåðûâíîìó ñåìåé�ñòâó êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé, ïîëó÷àåìûõ â ðåçóëü�òàòå äåéñòâèÿ íà èñõîäíîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèåîïåðàòîðà òðàíñëÿöèé. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðèáëèæå�íèå ñòàöèîíàðíîé �àçû â ÒÈ-ñèñòåìå áåç ñîîòâåò�ñòâóþùåé ìîäè�èêàöèè íåïðèìåíèìî. Â êâàíòîâîéòåîðèè ïîëÿ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ òðàíñëÿöèîííîéèíâàðèàíòíîñòè ðàçðàáîòàíû ïîäõîäû, îñíîâàííûåíà ââåäåíèè êîëëåêòèâíûõ êîîðäèíàò â �óíêöèî�íàëüíûé èíòåãðàë [1℄, êîòîðûå, îäíàêî, âïëîòü äîíàñòîÿùåãî âðåìåíè â òåîðèè ïîëÿðîíà íå èñïîëüçî�âàëèñü. Ïî ýòîé ïðè÷èíå íåóäèâèòåëüíî, ÷òî èñïîëü�çîâàííûé â òåîðèè ïîëÿðîíà ìåòîä èíòåãðàëîâ ïîòðàåêòîðèÿì ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó, ñîâïàäàþùåìóñ ïîëóêëàññè÷åñêîé òåîðèåé ïîëÿðîíà ñèëüíîé ñâÿ�çè [20℄.Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòüÀ. Â. Òóëóáó è Í. È. Êàøèðèíîé çà îáñóæäåíèå ðàç�ëè÷íûõ àñïåêòîâ çàòðîíóòûõ â ðàáîòå âîïðîñîâ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíòû ��11-07-12054, 13-07-00256).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. �. �àäæàðàìàí, Ñîëèòîíû è èíñòàíòîíû â êâàí�òîâîé òåîðèè ïîëÿ, Ìèð, Ìîñêâà (1985) [R. Raja-raman, An Introdu
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