
ÆÝÒÔ, 2013, òîì 143, âûï. 4, ñòð. 804�812  2013
��ÀÍÈ×ÍÛÅ ÓÑËÎÂÈßÊ ÑÓÁÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÛÌ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÌÂ. Ï. Øêèëåâ *Èíñòèòóò õèìèè ïîâåðõíîñòè Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê Óêðàèíû03164, Êèåâ, ÓêðàèíàÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 23 èþëÿ 2012 ã.Ñ�îðìóëèðîâàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ê ñóáäè��óçèîííûì óðàâíåíèÿì â ðàìêàõ ìîäåëè ñëó÷àéíûõ áëó-æäàíèé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è â ðàìêàõ íåñêîëüêèõ ðàçíîâèäíîñòåé ìîäåëè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèéíà íåîäíîðîäíîé ðåøåòêå. Ïîêàçàíî, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ê îäíîìó è òîìó æå óðàâíåíèþ â ðàçíûõìîäåëÿõ èìåþò ðàçíûé âèä è ýòî ðàçëè÷èå ìîæåò ñóùåñòâåííûì îáðàçîì ñêàçûâàòüñÿ íà ðåçóëüòàòàõìîäåëèðîâàíèÿ.DOI: 10.7868/S00444510130401981. ÂÂÅÄÅÍÈÅÏðè îïèñàíèè àíîìàëüíûõ äè��óçèîííûõ ïðî�öåññîâ âìåñòî êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äè��óçèèèñïîëüçóþòñÿ îáîáùåííûå äè��óçèîííûå óðàâíå�íèÿ [1�7℄. Â ÷àñòíîñòè, ñóáäè��óçèÿ (çàìåäëÿþùàÿ�ñÿ äè��óçèÿ) îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåìàðêîâñêî�ãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ìîæåòáûòü çàïèñàíî â âèäå��(x; t)�t = �2 tZ0 �(t� �)�2�(x; �)�x2 d�; (1)ãäå �2 � ïàðàìåòð, èìåþùèé ðàçìåðíîñòü êâàäðàòàäëèíû, �(t) � �óíêöèÿ ïàìÿòè. Êëàññè÷åñêîå óðàâ�íåíèå äè��óçèè��(x; t)�t = D�2�(x; t)�x2 (2)ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (1) êàê ÷àñòíûé ñëó÷àéïðè �óíêöèè ïàìÿòè, ðàâíîé �Æ(t), ãäå Æ(t) � äåëü�òà-�óíêöèÿ Äèðàêà, D = �2� � êîý��èöèåíò äè���óçèè.Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ãðàíè÷íîå óñëîâèå, âûðà�æàþùåå áàëàíñ ìàññû íà ãðàíèöå, èìååò âèä [8; 9℄�D��(x; t)�x ����x=0 = j+(t)� ��(0; t): (3)*E-mail: shkilevv�ukr.net

Â ëåâîé ÷àñòè çäåñü ñòîèò ðåçóëüòèðóþùèé ïîòîêìàññû ÷åðåç ãðàíèöó, â ïðàâîé � ðàçíîñòü âõîäÿùå�ãî â ðàññìàòðèâàåìóþ îáëàñòü ïîòîêà (j+) è âûõîäÿ�ùåãî èç íåå ïîòîêà (��). Èç ýòîãî óñëîâèÿ â êà÷åñòâå÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïîëó÷àþòñÿ óñëîâèå íåïðîíèöàíèÿ,óñëîâèå Äèðèõëå, óñëîâèå Íåéìàíà, ðàäèàöèîííîåóñëîâèå. Ñ åãî ïîìîùüþ ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíûòàêæå áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è ñ àäñîðáöèåé è äåñîðá�öèåé ÷àñòèö, ñ õèìè÷åñêèìè ðåàêöèÿìè, çàäà÷è îïðîñà÷èâàíèè è äð. Àíàëîãè÷íîå óñëîâèå â íåìàð�êîâñêîì ñëó÷àå äîëæíî èìåòü òàêóþ æå ñòðóêòóðó,ò. å. ðåçóëüòèðóþùèé ïîòîê äîëæåí áûòü ïðåäñòàâ�ëåí â âèäå âõîäÿùåãî è âûõîäÿùåãî ïîòîêîâ, îäíà�êî âûðàæåíèÿ äëÿ ðåçóëüòèðóþùåãî è âûõîäÿùåãîïîòîêîâ â íåìàðêîâñêîì ñëó÷àå äîëæíû áûòü äðó�ãèìè. Âûðàæåíèå äëÿ ðåçóëüòèðóþùåãî ïîòîêà âû�òåêàåò èç óðàâíåíèÿ (1) è èìååò ñëåäóþùèé âèä:��2 tZ0 �(t� �)��(x; �)�x d�: (4)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàâåðøåíèÿ �îðìóëèðîâêè ãðà�íè÷íîãî óñëîâèÿ ê óðàâíåíèþ ñóáäè��óçèè îñòàåò�ñÿ íàéòè âûðàæåíèå äëÿ âûõîäÿùåãî ïîòîêà. Â äàí�íîé ðàáîòå ýòà çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàìêàõ ìî�äåëè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ñ íåïðåðûâíûì âðåìå�íåì (ÑÁÍÂ), à òàêæå â ðàìêàõ íåñêîëüêèõ ðàçíî�âèäíîñòåé ìîäåëè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé íà íåîäíî�ðîäíîé ðåøåòêå.Àêòóàëüíîñòü ïðîáëåìû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé êñóáäè��óçèîííûì óðàâíåíèÿì îòìå÷àëè ìíîãèå àâ�òîðû [10�15℄. Òåì íå ìåíåå ðàáîòû, â êîòîðûõ ýòà804



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 4, 2013 �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ê ñóáäè��óçèîííûì óðàâíåíèÿìïðîáëåìà ðàññìàòðèâàëàñü áû ñèñòåìàòè÷åñêè, îò�ñóòñòâóþò. Èçó÷àëèñü ëèøü îòäåëüíûå ÷àñòíûå ñëó�÷àè. Òàê, â ðàáîòàõ [16; 17℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êëàñ�ñè÷åñêîå ðàäèàöèîííîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå ñïðàâåä�ëèâî è â íåìàðêîâñêîì ñëó÷àå. Â ðàáîòàõ [18; 19℄ðàäèàöèîííîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå áûëî îáîáùåíî íàòîò ñëó÷àé, êîãäà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè äè���óíäèðóþùàÿ ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå. Â ðà�áîòàõ [14; 15℄ áûëè âûâåäåíû óñëîâèÿ íà ãðàíèöåäâóõ ñðåä â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìåæ�àçíûå ïîòåí�öèàëüíûå áàðüåðû è ïîâåðõíîñòíûå ñîñòîÿíèÿ îò�ñóòñòâóþò. Âñå ýòè ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû âðàìêàõ ìîäåëè ÑÁÍÂ. Â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ ãðàíè÷�íûå óñëîâèÿ ê ñóáäè��óçèîííûì óðàâíåíèÿì çàäà�âàëèñü ïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêèì ñëó÷àåì áåç îá�îñíîâàíèÿ [10; 11; 20�22℄. Â ðàáîòå [23℄ ïðè ðåøåíèèêîíêðåòíûõ çàäà÷ ðàññìàòðèâàëèñü ãðàíè÷íûå óñëî�âèÿ ê ñóáäè��óçèîííûì óðàâíåíèÿì â ðàìêàõ ìîäå�ëè ãðåáåøêîâûõ ñòðóêòóð. Â ýòîé ìîäåëè ïîñòàíîâ�êà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íå ïðåäñòàâëÿåò ïðîáëåìû.×òîáû îáîáùèòü óñëîâèå (3) íà ñóáäè��óçèîííûéñëó÷àé, íóæíî ïðîñòî ñäåëàòü â íåì çàìåíó ïåðåìåí�íîé. �åçóëüòàò ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå� �2 tZ0 �(t� �) ��(x; �)�x ����x=0 d� == j+ � �1 tZ0 �(t� �)�(0; �) d�: (5)Âî âñåõ ðàáîòàõ, â êîòîðûõ ðàíåå ðàññìàòðèâà�ëàñü ïðîáëåìà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ê ñóáäè��óçè�îííûì óðàâíåíèÿì â ðàìêàõ ìîäåëè ÑÁÍÂ, àâòî�ðû ñòðåìèëèñü ñ�îðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ òàêèì îá�ðàçîì, ÷òîáû îíè ñòðîãî ñîîòâåòñòâîâàëè óðàâíå�íèþ (1). Ïîñêîëüêó ýòî óðàâíåíèå âûâîäèòñÿ â ðàì�êàõ ìîäåëè ÑÁÍÂ â ðåçóëüòàòå óñòðåìëåíèÿ ê íó�ëþ øàãà ðåøåòêè è âðåìåíí�îãî ìàñøòàáà, ïðåäïîëà�ãàëîñü, ÷òî è ãðàíè÷íîå óñëîâèå äîëæíî ïîëó÷àòü�ñÿ â ýòîì æå ïðåäåëå. Îäíàêî ïðè òàêîì ïîäõîäåîáùåå ãðàíè÷íîå óñëîâèå, àíàëîãè÷íîå óñëîâèþ (3),çàïèñàòü íåëüçÿ, ïîòîìó ÷òî ïîñëå ïåðåõîäà ê ïðå�äåëó âûõîäÿùèé ïîòîê îêàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì. Âäàííîé ðàáîòå ñóáäè��óçèîííîå óðàâíåíèå è ãðà�íè÷íîå óñëîâèå ê íåìó ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ïðè�áëèæåííûå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîäåëü ñëó÷àéíûõáëóæäàíèé íà äèñêðåòíîé ðåøåòêå àäåêâàòíî ïðåä�ñòàâëÿåò ðåàëüíûé äè��óçèîííûé ïðîöåññ ïðè �èê�ñèðîâàííîì ðàññòîÿíèè ìåæäó óçëàìè è �èêñèðî�âàííîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îæèäàíèÿ.Óðàâíåíèå è ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïîëó÷àþòñÿ èç ìîäå�ëè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé â ðåçóëüòàòå ðàçëîæåíèÿ

êîíöåíòðàöèé â ðÿäû è îòáðàñûâàíèÿ âûñøèõ ÷ëå�íîâ ðàçëîæåíèÿ.2. ÌÎÄÅËÜ ÑÁÍÂÂâåäåì îäíîìåðíóþ ñåòêó óçëîâ xi = ih, ãäå h �øàã ðåøåòêè, i = 0; 1; 2; : : : Â ìîäåëè ÑÁÍÂ ÷àñòèöàïîñëå ïðèáûòèÿ â íåêîòîðûé óçåë i îñòàåòñÿ â íåìíåêîòîðîå ñëó÷àéíîå âðåìÿ � , ðàñïðåäåëåííîå â ñî�îòâåòñòâèè ñ �óíêöèåé  (�), à çàòåì ñ îäèíàêîâîéâåðîÿòíîñòüþ ñîâåðøàåò ñêà÷îê ëèáî â óçåë i � 1,ëèáî â óçåë i+1. Îñíîâíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå,îïèñûâàþùåå ýòîò ïðîöåññ, èìååò âèä [24; 25℄�Pi(t)�t = tZ0 �(t� �) �� �Pi�1(�)2 + Pi+1(�)2 � Pi(�)� d�; (6)ãäå Pi(t) � ÷èñëî ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â óçëå i â ìî�ìåíò âðåìåíè t. Ôóíêöèÿ  (t) ñâÿçàíà ñ �óíêöèåéïàìÿòè �(t) ñîîòíîøåíèåì�(s) = s (s)1�  (s) ;ãäå  (s) è �(s) � ñîîòâåòñòâóþùèå èçîáðàæåíèÿËàïëàñà. Óðàâíåíèå (6) âûïîëíÿåòñÿ âî âíóòðåííèõóçëàõ (ïðè i > 0). Óðàâíåíèå äëÿ ãðàíè÷íîãî óçëà(i = 0) áóäåò çàâèñåòü îò òîãî, ÷òî ïðîèñõîäèò, êîãäà÷àñòèöà ñîâåðøàåò ïîïûòêó ïåðåñå÷ü ãðàíèöó îáëà�ñòè, ò. å. ñîâåðøèòü ñêà÷îê âëåâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîâ ýòîì ñëó÷àå ÷àñòèöà ñ âåðîÿòíîñòüþ � ïåðåñåêàåòãðàíèöó, à ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 � � îòðàæàåòñÿ è âîç�âðàùàåòñÿ â óçåë i = 0. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì,÷òî èçâíå ÷åðåç ãðàíèöó îáëàñòè â óçåë i = 0 ìî�ãóò ïðèáûâàòü ÷àñòèöû ñî ñêîðîñòüþ j+. Ïðè òàêèõïðåäïîëîæåíèÿõ óðàâíåíèå äëÿ óçëà i = 0 çàïèøåò�ñÿ â âèäå�P0(t)�t = tZ0 �(t� �)�� �P1(�)2 + (1� �)P0(�)2 � P0(�)� d� + j+: (7)Ïåðåéäåì îò äèñêðåòíîé ïåðåìåííîé Pi(t) ê íåïðå�ðûâíîé ïåðåìåííîé �(x; t), èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèåPi(t) = h�(x; t), ãäå x = ih. Òîãäà óðàâíåíèÿ (6) è(7) ïåðåïèøóòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:805



Â. Ï. Øêèëåâ ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 4, 2013��(x; t)�t = tZ0 �(t� �) �� ��(x� h; �)2 + �(x+ h; �)2 � �(x; �)� d�; (8)h��(0; t)�t = h tZ0 �(t� �)�� ��(h; �)2 + (1� �)�(0; �)2 � �(0; �)� d� + j+: (9)�àñêëàäûâàÿ �óíêöèè �(x � h; t) è �(x + h; t) âðÿäû:�(x� h; t) = �(x; t)� ��(x; t)�x + h22 �2�(x; t)�x2 �� h36 �3�(x; t)�x3 + h424 �4�(x; t)�x4 � : : : ; (10)è ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ â óðàâíåíèå (8), ïîëó÷èì��(x; t)�t = tZ0 �(t� �) �� �h22 �2�(x; �)�x2 + h424 �4�(x; �)�x4 + : : :� d�: (11)Ïóñòü äëÿ �óíêöèè � õàðàêòåðíûé èíòåðâàë èçìå�íåíèÿ �x = L, à õàðàêòåðíûé äèàïàçîí èçìåíåíèÿâ ýòîì èíòåðâàëå �� = R. Òîãäà ìîæíî ïðèíÿòü,÷òî ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðîèçâîäíûå îò � ïî x èìå�þò ïîðÿäêè R=L, R=L2 è ò. ä. Â òàêîì ñëó÷àå, åñëèâûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå h=L � 1, òî â ïðàâîé ÷àñòèóðàâíåíèÿ (11) ìîæíî îñòàâèòü òîëüêî ïåðâûé ÷ëåíè ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå ñóáäè��óçèè��(x; t)�t = h22 tZ0 �(t� �)�2�(x; �)�x2 d�: (12)Çäåñü áûëè èñïîëüçîâàíû óñëîâèÿ ñïðàâåäëèâîñòèäè��óçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ�n��xn � RLn è hL � 1; (13)ñ�îðìóëèðîâàííûå â êíèãå [26℄. Èõ ìîæíî ïðèìå�íèòü òàêæå è ê âûâîäó ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ.Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (9) â âèäåh��(0; t)�t = tZ0 �(t� �) �� �h2 �(h; �) � �(0; �)2h � �h�(0; �)2 � d� + j+: (14)

�àñêëàäûâàÿ �óíêöèþ �(h; t) â ðÿä â îêðåñòíîñòèòî÷êè x = 0, óäåðæèâàÿ â ðàçëîæåíèè òîëüêî äâàïåðâûõ ÷ëåíà (ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (13)) è ïîäñòàâëÿÿðåçóëüòàò â (14), ïîëó÷èìh��(0; t)�t = tZ0 �(t� �) �� � h22 ��(x; �)�x ����x=0 � �h�(0; �)2 � d� + j+: (15)×ëåí â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðåíåáðåæèìîìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷ëåíîì â ïðàâîé ÷àñòè, ñîäåð�æàùèì ïðîèçâîäíóþ ïî x. Äàííîå óòâåðæäåíèå âû�òåêàåò èç ñëåäóþùåãî ðàññóæäåíèÿ. Âî âíóòðåííèõóçëàõ óäîâëåòâîðÿåòñÿ óðàâíåíèå (12), ñëåäîâàòåëü�íî, â ñèëó óñëîâèé (13) â ýòèõ òî÷êàõ âûïîëíÿåòñÿíåðàâåíñòâî������(x; t)�t ����� h2 tZ0 �(t� �) ������(x; �)�x ���� d�: (16)Åñëè êîíöåíòðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöè�åé ñ íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè, òî ýòî íåðàâåí�ñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ è íà ãðàíèöå. Òàêèì îáðà�çîì, ãðàíè÷íîå óñëîâèå (15) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå� h22 tZ0 �(t� �) ��(x; �)�x ����x=0 d� == j+ � �h2 tZ0 �(t� �)�(0; �) d�: (17)Äàííûé ðåçóëüòàò ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàåò ñ ðåçóëü�òàòîì (5), ïîëó÷åííûì â ìîäåëè ãðåáåøêîâûõ ñòðóê�òóð. Ïðåäëîæåííûé çäåñü âûâîä óñëîâèÿ (17) ïîêà�çûâàåò, ÷òî îíî ñïðàâåäëèâî ïðè òåõ æå ïðåäïîëî�æåíèÿõ, ÷òî è ñóáäè��óçèîííîå óðàâíåíèå.3. ÌÎÄÅËÜ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÁËÓÆÄÀÍÈÉÍÀ ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉ �ÅØÅÒÊÅÎñíîâíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ìîäåëè ñëó�÷àéíûõ áëóæäàíèé íà íåîäíîðîäíîé ðåøåòêå èìååòâèä�Pn(t)�t = �Xm WnmPn(t) +Xm WmnPm(t); (18)ãäå Pn(t) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ìîìåíò âðåìå�íè t ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â óçëå n, Wnm � âåðîÿò�806



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 4, 2013 �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ê ñóáäè��óçèîííûì óðàâíåíèÿìíîñòü ïåðåõîäà ÷àñòèöû èç óçëà n â óçåë m â åäè�íèöó âðåìåíè. ×àñòíûìè ñëó÷àÿìè ýòîé ìîäåëè ÿâ�ëÿþòñÿ ìîäåëü ñëó÷àéíûõ ëîâóøåê, â êîòîðîé âåðî�ÿòíîñòü ïåðåõîäà çàâèñèò òîëüêî îò èñõîäíîãî óçëà:Wnm =Wn, è ìîäåëü ñëó÷àéíûõ áàðüåðîâ, â êîòîðîéâåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ñèììåòðè÷íà: Wnm =Wmn.Èç óðàâíåíèÿ (18) ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî ÷àñòèö,ïåðåñåêàþùèõ âûäåëåííóþ ïîâåðõíîñòü â çàäàííîìíàïðàâëåíèè (íàïðèìåð, ñëåâà íàïðàâî) â åäèíèöóâðåìåíè, ðàâíî PnmWnmPn(t), ãäå ñóììèðîâàíèå âå�äåòñÿ ïî òàêèì ïàðàì óçëîâ (n;m), äëÿ êîòîðûõ ïðÿ�ìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ýòè óçëû, ïåðåñåêàåò âûäåëåííóþïîâåðõíîñòü, ïðè÷åì óçåë n ëåæèò ñëåâà îò íåå, àóçåë m � ñïðàâà. Äåëåíèå ýòîé ñóììû íà ïëîùàäüïîâåðõíîñòè S äàåò âûðàæåíèå äëÿ îäíîíàïðàâëåí�íîãî ïîòîêà ÷àñòèö â ìîäåëè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèéíà íåîäíîðîäíîé ðåøåòêå:j� = 1SXnm WnmPn(t):Äàííîå âûðàæåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäój� = lG(x; t); (19)ãäå G(x; t) � ÷èñëî ñêà÷êîâ, ñîâåðøàåìûõ ÷àñòèöà�ìè â åäèíèöó âðåìåíè â åäèíèöå îáúåìà (ó÷èòûâà�þòñÿ òàêèå ñêà÷êè, äëÿ êîòîðûõ èñõîäíûé óçåë íàõî�äèòñÿ âíóòðè îáúåìà), l � êîý��èöèåíò, ÷èñëåííîåçíà÷åíèå êîòîðîãî çàâèñèò îò ñòðóêòóðû ðåøåòêè.Ñòðîãèé ïåðåõîä îò ìèêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíå�íèé (18) ê óñðåäíåííûì ìàêðîñêîïè÷åñêèì óðàâíå�íèÿì â îáùåì ñëó÷àå íåâîçìîæåí, ïîýòîìó ïðèõî�äèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ÷àñòíûå ñëó÷àè è ïðèáåãàòüê ðàçëè÷íîãî ðîäà ïðèáëèæåíèÿì. Â ìîäåëÿõ ñëó�÷àéíûõ ëîâóøåê è ñëó÷àéíûõ áàðüåðîâ óñðåäíåí�íûå ïî àíñàìáëþ êîí�èãóðàöèé óðàâíåíèÿ ìîæíîïîëó÷èòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèáëèæåíèÿ ñðåäíåãîïîëÿ [5; 27℄. Â ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ëîâóøåê ñðåäíåïî�ëåâûå óðàâíåíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä [5℄:��i(x; t)�t = ��i�i(x; t) + �iF (x; t);i = 1; 2; : : : ; N; (20)F (x; t) = NXj=1 �j�j(x; t) ++ h22 �2�x2 24 NXj=1 �j�j(x; t)35 ; (21)NXj=1 �j(x; t) = �(x; t): (22)

Çäåñü �i(x; t) � êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö, íàõîäÿùèõ�ñÿ â óçëàõ i-ãî òèïà, �(x; t) � îáùàÿ êîíöåíòðàöèÿ÷àñòèö, F (x; t) � ÷èñëî ñêà÷êîâ, ñîâåðøàåìûõ ÷à�ñòèöàìè â åäèíèöó âðåìåíè â åäèíèöå îáúåìà (ó÷è�òûâàþòñÿ òàêèå ñêà÷êè, äëÿ êîòîðûõ öåëåâîé óçåëíàõîäèòñÿ âíóòðè îáúåìà), �i � ÷àñòîòà, ñ êîòîðîé÷àñòèöû ïîêèäàþò óçëû i-ãî òèïà, �i � äîëÿ óçëîâi-ãî òèïà, N � ÷èñëî òèïîâ óçëîâ. Èñêëþ÷åíèå èçýòèõ óðàâíåíèé ïàðöèàëüíûõ êîíöåíòðàöèé �i(x; t)äàåò óðàâíåíèå äëÿ îáùåé êîíöåíòðàöèè, ñîâïàäà�þùåå ñ óðàâíåíèåì (12). Ôóíêöèÿ �(t) â ýòîì ñëó�÷àå áóäåò âûðàæàòüñÿ ÷åðåç �óíêöèþ  (t) òàê æå,êàê è â ìîäåëè ÑÁÍÂ (ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèÿ�(s) = s (s)=(1 �  (s))). Ïðè ýòîì �óíêöèÿ  (t)áóäåò èìåòü âèä (t) = NXj=1 �j�j exp(��jt):Ñðåäíåïîëåâûå óðàâíåíèÿ ìîäåëè ñëó÷àéíûõ áà�ðüåðîâ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå [27℄��i(x; t)�t = ��i�i(x; t) + �i�i� F (x; t);i = 1; 2; : : : ; N; (23)F (x; t) = ��(x; t) + � h22 �2�(x; t)�x2 ; (24)NXj=1 �j(x; t) = �(x; t); (25)ãäå � = NPi=1�i�i. Óðàâíåíèå äëÿ îáùåé êîíöåíòðàöèèâ ýòîé ìîäåëè ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (12), à �óíê�öèè �(t) è  (t) èìåþò òàêîé æå âèä, êàê è â ìîäåëèñëó÷àéíûõ ëîâóøåê.Èç óðàâíåíèé (20) è (23) ñëåäóåò, ÷òî â òåðìèíàõïàðöèàëüíûõ êîíöåíòðàöèé âûðàæåíèÿ äëÿ �óíê�öèè G(x; t) äëÿ ìîäåëåé ñëó÷àéíûõ ëîâóøåê è ñëó�÷àéíûõ áàðüåðîâ áóäóò èìåòü îäèí è òîò æå âèä:G(x; t) = NXj=1 �j�j(x; t): (26)Îäíàêî â òåðìèíàõ îáùåé êîíöåíòðàöèè âûðàæåíèÿïîëó÷àþòñÿ ðàçíûå. Â ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ëîâóøåêG(x; t) = tZ0 �(t� �)�(x; �) d�; (27)à â ìîäåëè ñëó÷àéíûõ áàðüåðîâ807



Â. Ï. Øêèëåâ ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 4, 2013G(x; t) = ��(x; t) + � h22 �2�(x; t)�x2 � h22 �� tZ0 �(t� �)�2�(x; �)�x2 d�: (28)Åñëè óäîâëåòâîðÿåòñÿ óñëîâèå ñïðàâåäëèâîñòè äè���óçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ h=L� 1, òî âòîðûì è òðå�òüèì ÷ëåíàìè â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ñîîòíîøå�íèÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.Âûðàæåíèÿ (27) è (28) ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè íåçàâèñÿùåé îò âðåìåíè êîíöåíòðàöèè ÷àñòîòà ñîâåð�øåíèÿ ñêà÷êîâ â ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ëîâóøåê ìîíî�òîííî óìåíüøàåòñÿ îò çíà÷åíèÿ � NXi=1 �i�i äî çíà÷å�íèÿ � NXi=1 �i�i !�1, à â ìîäåëè ñëó÷àéíûõ áàðüåðîâñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå � NXi=1 �i�i. Ýòè ïîëó�÷åííûå â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ ðåçóëüòàòûïðàâèëüíî îòðàæàþò ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ ìî�äåëåé [28; 29℄. Â ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ëîâóøåê ÷àñòîòàñîâåðøåíèÿ ñêà÷êîâ óìåíüøàåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî âíà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöû ðàñïðåäåëåíûïî óçëàì ðàçíîãî òèïà ðàâíîâåðîÿòíûì îáðàçîì, à ñòå÷åíèåì âðåìåíè ñòðåìÿòñÿ ðàñïðåäåëèòüñÿ ðàâíî�âåñíûì îáðàçîì. Â ìîäåëè ñëó÷àéíûõ áàðüåðîâ ðàâ�íîâåðîÿòíîå ðàñïðåäåëåíèå îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿè ðàâíîâåñíûì, ïîýòîìó ÷àñòîòà ñîâåðøåíèÿ ñêà÷�êîâ îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé.Â îòñóòñòâèå îòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû (ïðè � = 1)âûõîäÿùèé ïîòîê, �èãóðèðóþùèé â ãðàíè÷íîìóñëîâèè, ñîâïàäàåò ñ îäíîíàïðàâëåííûì ïîòîêîìj�. Ïðè íàëè÷èè îòðàæåíèÿ îäíîíàïðàâëåííûéïîòîê íóæíî óìíîæèòü íà �. Òàêèì îáðàçîì, îáùååãðàíè÷íîå óñëîâèå â ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ëîâóøåêáóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:� h22 tZ0 �(t� �) ��(x; �)�x ����x=0 d� == j+ � k tZ0 �(t� �)�(0; �) d�; (29)à â ìîäåëè ñëó÷àéíûõ áàðüåðîâ �� h22 tZ0 �(t� �) ��(x; �)�x ����x=0 d� == j+ � k��(0; t): (30)

Çäåñü k = �l. Óñëîâèå (29) ïî ñóùåñòâó ñîâïàäà�åò ñ óñëîâèåì (5) ìîäåëè ãðåáåøêîâûõ ñòðóêòóð èóñëîâèåì (17) ìîäåëè ÑÁÍÂ. Óñëîâèå æå (30) áó�äåò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò íèõ, åñëè �óíêöèÿ�(t) òàêîâà, ÷òî äè��óçèÿ ÿâëÿåòñÿ àíîìàëüíîé(ñì. ðàçä. 5). Îòñþäà âèäíî, ÷òî äëÿ ïðàâèëüíîãî�îðìóëèðîâàíèÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ê ñóáäè��ó�çèîííîìó óðàâíåíèþ êðîìå �óíêöèè ïàìÿòè �(t)íåîáõîäèìî çíàòü ìèêðîñêîïè÷åñêîå ñòðîåíèå ñðå�äû, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò äè��óçèÿ.Âûøå áûëè ïîëó÷åíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿäâóõ ïðîñòûõ èäåàëèçèðîâàííûõ ìîäåëåé. Áîëåå ðå�àëèñòè÷íóþ ìîäåëü, ó÷èòûâàþùóþ íàëè÷èå êàê ñëó�÷àéíûõ ëîâóøåê, òàê è ñëó÷àéíûõ áàðüåðîâ, ìîæíîïîñòðîèòü ïóòåì îáîáùåíèÿ óðàâíåíèé (20) è (23).Çàïèøåì îáîáùàþùåå óðàâíåíèå ñëåäóþùèì îáðà�çîì: ��i(x; t)�t = ��i�i(x; t) + �iF (x; t);i = 1; 2; : : : ; N: (31)Ýòî óðàâíåíèå ñîäåðæèò ïàðàìåòðû �i, êîòîðûå âìîäåëè ñëó÷àéíûõ ëîâóøåê ðàâíû �i, à â ìîäå�ëè ñëó÷àéíûõ áàðüåðîâ � �i�i=�. Â îáùåì ñëó÷àåîíè äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíûìè è óäîâëåòâîðÿòüóñëîâèþ NXi=1 �i = 1. Ýòè ïàðàìåòðû ìîæíî âûðàçèòü÷åðåç ðàâíîâåñíûå êîíöåíòðàöèè �eqi ñ ïîìîùüþ ñî�îòíîøåíèé �eqi = onst�i=�i, âûòåêàþùèõ èç (31).Ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ (31) ïðåîáðàçîâàíèå Ëà�ïëàñà:s�i(x; s) � �i�0(x) = ��i�i(x; s) + �iF (x; s);i = 1; 2; : : : ; N: (32)Çäåñü �0(x) � çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè â íà÷àëüíûéìîìåíò âðåìåíè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíûéìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöû ìîãóò ñ ðàâíîé âåðîÿòíî�ñòüþ íàõîäèòüñÿ â óçëàõ ëþáîãî òèïà. Âûðàæàÿ èç(32) êîíöåíòðàöèè �i(x; s) è ñóììèðóÿ ïî i, ïîëó÷èì�(x; s) = 1�  (s)s �0(x) + 
(s)F (x; s); (33)ãäå  (s) = MXi=1 �i�is+ �i ; 
(s) = MXi=1 �is+ �i :Ñîîòíîøåíèå (33) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäós�(x; s)� �0(x) = s
(s)1�  (s) F (x; s)�� s (s)1�  (s) �(x; s): (34)808



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 4, 2013 �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ê ñóáäè��óçèîííûì óðàâíåíèÿìÒðåáóÿ, ÷òîáû ýòî ðàâåíñòâî ñîâïàäàëî ñ ïðåîáðàçî�âàíèåì Ëàïëàñà óðàâíåíèÿ (12)s�(x; s)� �0(x) = s (s)1�  (s) h22 �2�(x; s)�x2 ; (35)íàéäåì �óíêöèþ F (x; s):F (x; s) =  (s)
(s) ��(x; s) + h22 �2�(x; s)�x2 � : (36)Ñóììèðîâàíèå óðàâíåíèé (32) äàåòs�(x; s)� �0(x) = � NXi=1 �i�i(x; s) + F (x; s): (37)Èç óðàâíåíèÿ (35) è èç ñîîòíîøåíèé (36) è (37) ñëå�äóåò, ÷òîNXi=1 �i�i(x; s) =  (s)
(s) ��(x; s) + h22 �2�(x; s)�x2 ��� s (s)1�  (s) h22 �2�(x; s)�x2 : (38)Çäåñü òàê æå, êàê è â ñîîòíîøåíèè (28), ÷ëåíàìè,ñîäåðæàùèìè ïðîèçâîäíûå, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.Ñîîòíîøåíèå (38) ïîçâîëÿåò íàéòè âûðàæåíèåäëÿ îäíîíàïðàâëåííîãî ïîòîêà. Ïîäñòàâëÿÿ (38) â(26), à çàòåì â (19), ïîëó÷àåìj� = � tZ0 �(t� �)�(x; �) d�; (39)ãäå �(t) � îðèãèíàë �óíêöèè  (s)=
(s). Òàêèì îá�ðàçîì, â äàííîé îáîáùåííîé ìîäåëè ãðàíè÷íîå óñëî�âèå áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:� h22 tZ0 �(t� �) ��(x; �)�x ����x=0 d� == j+ � k tZ0 �(t� �)�(0; �) d�: (40)Ïðè �i = �i �óíêöèÿ �(t) ñîâïàäàåò ñ �(t), à ïðè�i = �i�i=� îíà ðàâíà �Æ(t), ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå(40) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì óñëîâèé (29) è (30).4. ×ÀÑÒÍÛÅ ÂÈÄÛ ��ÀÍÈ×ÍÛÕÓÑËÎÂÈÉÅñëè âõîäÿùèé ïîòîê j+ è êîý��èöèåíò ïðîíè�öàíèÿ � ðàâíû íóëþ, òî ãðàíè÷íîå óñëîâèå (40) ïðå�âðàùàåòñÿ â êëàññè÷åñêîå óñëîâèå íåïðîíèöàíèÿ��(x; t)�x ����x=0 = 0: (41)

Åñëè âõîäÿùèé ïîòîê ðàâåí íóëþ, à êîý��èöè�åíò ïðîíèöàíèÿ îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ïîëó÷àåì îáîá�ùåííîå ðàäèàöèîííîå óñëîâèå âèäàtZ0 �(t� �) ��(x; �)�x ����x=0 d� == C tZ0 �(t� �)�(0; �) d�: (42)Ñòàíäàðòíîå ðàäèàöèîííîå óñëîâèå��(x; t)�x ����x=0 = C�(0; t)ïîëó÷àåòñÿ îòñþäà ëèøü òîãäà, êîãäà �óíêöèè �(t)è �(t) ñîâïàäàþò, ò. å. â ìîäåëÿõ ãðåáåøêîâûõ ñòðóê�òóð, ÑÁÍÂ è ñëó÷àéíûõ ëîâóøåê.Åñëè êîíñòàíòà C âåëèêà (C � 1=L), òî â êëàññè�÷åñêîì ñëó÷àå âìåñòî ðàäèàöèîííîãî óñëîâèÿ ìîæ�íî èñïîëüçîâàòü áîëåå ïðîñòîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå�(0; t) = 0 [26℄. Èç îáîáùåííîãî ðàäèàöèîííîãî óñëî�âèÿ (42) âèäíî, ÷òî â íåìàðêîâñêîì ñëó÷àå ïðàâîìåð�íîñòü òàêîé çàìåíû çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó�óíêöèÿìè �(t) è �(t).Åñëè êîý��èöèåíò ïðîíèöàíèÿ îòëè÷åí îò íóëÿè òàêîâ, ÷òî ÷ëåíîì ñ ïðîèçâîäíîé â (40) ìîæíî ïðå�íåáðå÷ü (â ñèëó óñëîâèÿ h=L � 1), òî ïðèõîäèì êîáîáùåííîìó óñëîâèþ ÄèðèõëåtZ0 �(t� �)�(0; �) d� = onst: (43)Ê ñòàíäàðòíîìó óñëîâèþ Äèðèõëå �(0; t) = onstäàííîå óñëîâèå ñâîäèòñÿ ëèøü ïðè �(t) = �Æ(t), ò. å.òîëüêî â ìîäåëè ñëó÷àéíûõ áàðüåðîâ.�àññìîòðèì óñëîâèÿ íà ñòûêå ìåæäó äâóìÿ ñðå�äàìè. Ïóñòü â îáëàñòÿõ x > 0 è x < 0 äè��óçèÿ÷àñòèö îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ñîîòâåòñòâåííî��(x; t)�t = h2+2 tZ0 �+(t� �)�2�(x; �)�x2 d� (44)è ��(x; t)�t = h2�2 tZ0 ��(t� �)�2�(x; �)�x2 d�: (45)809



Â. Ï. Øêèëåâ ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 4, 2013Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ãðàíèöå ñóùåñòâóþò ïîâåðõ�íîñòíûå ñîñòîÿíèÿ. Ïðîöåññû ïåðåõîäà â ýòè ñîñòî�ÿíèÿ è îáðàòíî áóäåì ìîäåëèðîâàòü óðàâíåíèåì�P (t)�t = k+ tZ0 �+(t� �)�(x; �)jx=+0d� ++ k� tZ0 ��(t��)�(x; �)jx=�0d��(�++��)P (t): (46)Çäåñü P (t) � ÷èñëî ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â ïîâåðõ�íîñòíûõ ñîñòîÿíèÿõ, �+ è �� � êîíñòàíòû ñêîðî�ñòåé, ñ êîòîðûìè ÷àñòèöû ïåðåõîäÿò èç ïîâåðõíîñò�íûõ ñîñòîÿíèé â îáëàñòè ñîîòâåòñòâåííî x > 0 èx < 0. Èíòåãðàëüíûå ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè ïðåä�ñòàâëÿþò ñîáîé ñêîðîñòè, ñ êîòîðûìè ÷àñòèöû ïåðå�õîäÿò èç îáëàñòåé x > 0 è x < 0 â ïîâåðõíîñòíûåñîñòîÿíèÿ. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ê óðàâíåíèÿì (44) è(45) â ýòîì ñëó÷àå áóäóò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îá�ðàçîì:h2+2 tZ0 �+(t� �) ��(x; �)�x ����x=+0 d� == k+ tZ0 �+(t� �)�(x; �)jx=+0d� � �+P (t); (47)h2�2 tZ0 ��(t� �) ��(x; �)�x ����x=�0 d� == �k� tZ0 ��(t� �)�(x; �)jx=�0d� + ��P (t): (48)Åñëè ÷èñëî ÷àñòèö â ïîâåðõíîñòíûõ ñîñòîÿíèÿõè ÷ëåíû ñ ïðîèçâîäíûìè â ñîîòíîøåíèÿõ (47) è (48)ïðåíåáðåæèìî ìàëû, òî òðè ñîîòíîøåíèÿ (46)�(48),îïðåäåëÿþùèå óñëîâèÿ íà ñòûêå äâóõ ñðåä, ìîæíîñâåñòè ê ñëåäóþùèì äâóì:h2+2 tZ0 �+(t� �) ��(x; �)�x ����x=+0 d� == h2�2 tZ0 ��(t� �) ��(x; �)�x ����x=�0 d�; (49)

��k+ tZ0 �+(t� �)�(x; �)jx=+0d� == �+k� tZ0 ��(t� �)�(x; �)jx=�0d�: (50)Çäåñü ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì íåïðå�ðûâíîñòè ðåçóëüòèðóþùåãî ïîòîêà, à âòîðîå óñòà�íàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó êîíöåíòðàöèÿìè ïî îáå ñòî�ðîíû ãðàíèöû. Àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ áûëè ïîëó÷å�íû â ðàáîòàõ [14; 15℄ â ðàìêàõ ìîäåëè ÑÁÍÂ.5. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ�àññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî çàäà÷ó î êîíòàê�òå äâóõ ñðåä. Ïóñòü â ñðåäå, çàíèìàþùåé îáëàñòüx > 0, ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííàÿ êîíöåíòðàöèÿ�+ è òðåáóåòñÿ íàéòè ðàâíîâåñíóþ êîíöåíòðàöèþ âîáëàñòè x < 0. Êàê ñëåäóåò èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé(46)�(48), â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ áóäåò âûïîëíÿòü�ñÿ ñîîòíîøåíèå��k+�+(s)js=0�+ = �+k���(s)js=0��: (51)Åñëè ñðåäà, íàõîäÿùàÿñÿ â îáëàñòè x > 0, çàäàíàè åñëè èçâåñòíû êîíöåíòðàöèÿ �+, à òàêæå ïàðàìåò�ðû �� è k�, òî çíà÷åíèå èñêîìîé êîíöåíòðàöèè ��áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âåëè÷èíîé ��(s)js=0. Â ìîäåëèñëó÷àéíûõ ëîâóøåê ýòà âåëè÷èíà ðàâíà ðàâíîâåñíîéïîäâèæíîñòè ÷àñòèö  NXi=1 �i�i !�1, à â ìîäåëè ñëó�÷àéíûõ áàðüåðîâ � ïîäâèæíîñòè � = NXi=1 �i�i. Ýòèäâå ïîäâèæíîñòè ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèÿ�ìè �óíêöèè ��(s): NXi=1 �i�i !�1 = ��(0); � = ��(1):Äëÿ ñðåä ñ àíîìàëüíûìè äè��óçèîííûìè ñâîéñòâà�ìè îòíîøåíèå ��(1)=��(0) ìîæåò áûòü íàìíîãîáîëüøå åäèíèöû (äëÿ óðàâíåíèÿ ñ äðîáíîé ïðîèç�âîäíîé îíî ðàâíî áåñêîíå÷íîñòè), ïîýòîìó çíà÷åíèÿêîíöåíòðàöèè �� â äâóõ ìîäåëÿõ ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿêàðäèíàëüíî.Ìîäåëü ñëó÷àéíûõ ëîâóøåê è ìîäåëü ñëó÷àéíûõáàðüåðîâ � ýòî äâå èäåàëèçèðîâàííûå ìîäåëè, âêàæäîé èç êîòîðûõ ó÷èòûâàåòñÿ îäíà èç âîçìîæ�íûõ ïðè÷èí, âûçûâàþùèõ çàìåäëåíèå äè��óçèè.810



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 4, 2013 �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ê ñóáäè��óçèîííûì óðàâíåíèÿìÂ ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ëîâóøåê ó÷èòûâàåòñÿ óìåíü�øåíèå ñî âðåìåíåì ïîäâèæíîñòè ÷àñòèö, ò. å. ÷èñ�ëà ñêà÷êîâ, ñîâåðøàåìûõ ÷àñòèöåé â åäèíèöó âðåìå�íè. Â ìîäåëè ñëó÷àéíûõ áàðüåðîâ ïðè÷èíîé çàìåä�ëåíèÿ äè��óçèè ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ïðîñòðàíñòâåí�íûõ îãðàíè÷åíèé, êîòîðûå íå ïîçâîëÿþò ÷àñòèöàìïåðåìåùàòüñÿ ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ â ðàçíûõ íà�ïðàâëåíèÿõ [28; 29℄. Â ðåàëüíûõ íåóïîðÿäî÷åííûõñðåäàõ, êàê ïðàâèëî, îäíîâðåìåííî ïðèñóòñòâóþòîáå ýòè ïðè÷èíû [30�32℄, ïîýòîìó â ðàññìîòðåííîéçàäà÷å ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè �� áó�äåò íàõîäèòüñÿ ãäå-òî ìåæäó êðàéíèìè çíà÷åíèÿ�ìè, äàâàåìûìè èäåàëèçèðîâàííûìè ìîäåëÿìè. Îò�ìåòèì, ÷òî ìîäåëü ãðåáåøêîâûõ ñòðóêòóð è ìîäåëüÑÁÍÂ êà÷åñòâåííî íå îòëè÷àþòñÿ îò ìîäåëè ñëó÷àé�íûõ ëîâóøåê: â íèõ åäèíñòâåííîé ïðè÷èíîé çàìåä�ëåíèÿ äè��óçèè ÿâëÿåòñÿ óìåíüøåíèå ñî âðåìåíåìïîäâèæíîñòè ÷àñòèö. (Â ìîäåëè ãðåáåøêîâûõ ñòðóê�òóð ïðè îïðåäåëåíèè ïîäâèæíîñòè ÷àñòèö ñëåäóåòó÷èòûâàòü òîëüêî èõ ïåðåìåùåíèÿ âäîëü õðåáòà.)Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå êîí�öåíòðàöèè â ðàññìîòðåííîé çàäà÷å è âîîáùå èìåòüâîçìîæíîñòü àäåêâàòíî ìîäåëèðîâàòü ñóáäè��óçè�îííûå ïðîöåññû â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, íåîáõîäè�ìî ðàñïîëàãàòü áîëåå ðåàëèñòè÷íûìè ìîäåëÿìè, ÷åìíûíå ñóùåñòâóþùèå. Ïðåäïðèíÿòàÿ â äàííîé ðàáî�òå ïîïûòêà ïîëó÷èòü òàêóþ ìîäåëü ïóòåì êîìáè�íèðîâàíèÿ èäåàëèçèðîâàííûõ ìîäåëåé ïîêàçûâàåò,÷òî â ãðàíè÷íîì óñëîâèè áóäåò ïîÿâëÿòüñÿ íîâàÿ�óíêöèÿ, îòñóòñòâóþùàÿ â èäåàëèçèðîâàííûõ ìîäå�ëÿõ. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò ïðîáëåìà íàõîæäå�íèÿ ýòîé �óíêöèè. Ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòüðàññ÷èòàòü ýòó �óíêöèþ èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàí�íûõ ñóùåñòâóåò â òîì ñëó÷àå, êîãäà äè��óíäèðóþ�ùèå ÷àñòèöû çàðÿæåíû. Îá ýòîì ãîâîðÿò ðåçóëüòà�òû ðàáîòû [33℄, â êîòîðîé ìîäåëü, ó÷èòûâàþùàÿ îáåïðè÷èíû, îáóñëîâëèâàþùèå çàìåäëåíèå äè��óçèè,ñòðîèëàñü íà îñíîâå ìîäåëè ìíîãîêðàòíîãî çàõâàòà.Ïîëó÷åííîå â ýòîé ðàáîòå óðàâíåíèå ïåðåíîñà ïîìè�ìî �óíêöèè �(t) ñîäåðæèò åùå äâå �óíêöèè ïàìÿ�òè, îáîçíà÷åííûå òàì ÷åðåç �1(t) è �2(t). Èç ýòîãîóðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ �1(t) ìîæåò áûòüíàéäåíà, åñëè èçâåñòíà ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ çàâèñè�ìîñòü ïðîâîäèìîñòè îò ÷àñòîòû. Â ïðåäëîæåííîé âäàííîé ðàáîòå ìîäåëè óðàâíåíèå ïåðåíîñà ïðè íà�ëè÷èè ïåðåìåííîãî âíåøíåãî ïîëÿ íàõîäèòñÿ èç òðå�áîâàíèÿ, ÷òîáû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïà�ðàìåòðîâ �i îíî ñâîäèëîñü ê óðàâíåíèÿì ìîäåëåéñëó÷àéíûõ ëîâóøåê è ñëó÷àéíûõ áàðüåðîâ. Ïîëó÷à�þùååñÿ óðàâíåíèå àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ ïåðåíîñàèç ðàáîòû [33℄:

��(x; t)�t = h22 tZ0 �(t� �) �2�x2 �(x; �) d� �� h22kT tZ0 	(t� �) ��x ��8<:F (x; �)24 �Z0 �(� � �)�(x; �) d�359=; d�; (52)ãäå 	(t) � îðèãèíàë �óíêöèè s
(s)=(1� (s)). Ñðàâ�íåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ óðàâíåíèåì (29) èç ðàáî�òû [33℄ ïîêàçûâàåò, ÷òî �óíêöèÿì �1(t) è �2(t) îòâå�÷àþò ñîîòâåòñòâåííî �óíêöèè 	(t) è �(t). Èç îïðå�äåëåíèÿ ïîñëåäíèõ �óíêöèé ñëåäóåò, ÷òî îíè ñâÿçà�íû ñîîòíîøåíèåì�(t) = tZ0 	(t� �)�(�) d�: (53)Òàêèì îáðàçîì, åñëè äè��óíäèðóþùèå ÷àñòèöû çà�ðÿæåíû, òî �óíêöèþ �(t) ìîæíî ðàññ÷èòàòü èçóðàâíåíèÿ (53), ïðåäâàðèòåëüíî íàéäÿ �óíêöèþ	(t) èç äàííûõ ïî çàâèñèìîñòè ïðîâîäèìîñòè îò ÷àñ�òîòû. Ñâÿçü ìåæäó �óíêöèåé 	(t) è ïðîâîäèìîñòüþäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (34) èç ðàáîòû [33℄. Â îáîçíà�÷åíèÿõ äàííîé ðàáîòû îíî âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îá�ðàçîì: �(!) = h2q2n2kT 	(s)js=i!�(s)js=0; (54)ãäå q � çàðÿä ÷àñòèöû, n � êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö.6. ÂÛÂÎÄÛÏîêàçàíî, ÷òî îáùåå ãðàíè÷íîå óñëîâèå ê ñóá�äè��óçèîííîìó óðàâíåíèþ äîëæíî ñîäåðæàòü äâå�óíêöèè ïàìÿòè. Êðîìå �óíêöèè �(t) â ãðàíè÷íîìóñëîâèè äîëæíà ïðèñóòñòâîâàòü �óíêöèÿ �(t), �è�ãóðèðóþùàÿ â âûðàæåíèè äëÿ îäíîíàïðàâëåííîãîïîòîêà. Ýòè äâå �óíêöèè ñîâïàäàþò â ìîäåëÿõ ãðå�áåøêîâûõ ñòðóêòóð, ÑÁÍÂ è ñëó÷àéíûõ ëîâóøåê,íî ðàçëè÷àþòñÿ â ìîäåëè ñëó÷àéíûõ áàðüåðîâ, â êî�òîðîé �(t) ñâîäèòñÿ ê äåëüòà-�óíêöèè.Íà îñíîâå ìîäåëåé ñëó÷àéíûõ ëîâóøåê è ñëó�÷àéíûõ áàðüåðîâ ñêîíñòðóèðîâàíà îáîáùåííàÿ ìî�äåëü, ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñðåä ñî ñëîæ�íîé ñòðóêòóðîé. Â ýòîé ìîäåëè �óíêöèÿ �(t) ÿâëÿ�åòñÿ íåçàâèñèìûì ïàðàìåòðîì, êîòîðûé â êîíêðåò�íûõ ñëó÷àÿõ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ìèêðîñêîïè÷åñêèìñòðîåíèåì ñðåäû.811
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