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Ó�ÎÂÍÈ ÝÍÅ��ÈÈ ÝËÅÊÒ�ÎÍÎÂ, ËÎÊÀËÈÇÎÂÀÍÍÛÕÍÀÄ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÜÞ ÈÍÅ�ÒÍÎÉ ÏËÅÍÊÈÑ ÀÄ�ÅÑÍÛÌÈ ÝËÅÊÒ�ÎÄÀÌÈÀ. Á. Ïåòðèí *Îáúåäèíåííûé èíñòèòóò âûñîêèõ òåìïåðàòóð �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê125412, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 20 èþëÿ 2012 ã.�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè è ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ýëåêòðîíîâ, ëî-êàëèçîâàííûõ íàä ïîâåðõíîñòüþ òîíêèõ æèäêèõ è òâåðäûõ èíåðòíûõ ïëåíîê ñ ïîìîùüþ àäðåñíûõ ýëåêò-ðîäîâ, ðàñïîëîæåííûõ ïîä ïëåíêîé.DOI: 10.7868/S00444510130301401. ÂÂÅÄÅÍÈÅßâëåíèå ëîêàëèçàöèè ýëåêòðîíîâ íàä ñâîáîäíîéïîâåðõíîñòüþ íåêîòîðûõ ñæèæåííûõ èíåðòíûõ ãà�çîâ (íàïðèìåð, 3He, 4He è Ne) è òâåðäûõ âîäîðîäà èíåîíà õîðîøî èçó÷åíî òåîðåòè÷åñêè [1�5℄ è ýêñïåðè�ìåíòàëüíî [6�10℄. Ëîêàëèçàöèÿ ýëåêòðîíîâ ó ïîâåðõ�íîñòè ïîäîáíûõ äèýëåêòðèêîâ îáóñëîâëåíà, ñ îäíîéñòîðîíû, ñëàáûìè ñèëàìè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïðè�òÿæåíèÿ ýëåêòðîíà ê èíäóöèðîâàííûì çàðÿäàì íàïîâåðõíîñòè äèýëåêòðèêà, à ñ äðóãîé � ñèëàìè îò�òàëêèâàíèÿ, êîòîðûå âîçíèêàþò èç-çà îáìåííîãî âçà�èìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíà ñ àòîìàìè ïîâåðõíîñòè. Âå�ëè÷èíà ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà ïî ïðåîäîëåíèþ ñèëîòòàëêèâàíèÿ, íàïðèìåð, äëÿ æèäêîãî ãåëèÿ èìååòïîðÿäîê V0 � 1B. Ýòà âåëè÷èíà äîñòàòî÷íî âåëèêàè ïîýòîìó ïðè òåîðåòè÷åñêîì àíàëèçå ñïåêòðà ýëåê�òðîíîâ ïðèáëèæåííî ïîëàãàþò, ÷òî ïîòåíöèàëüíûéáàðüåð ñî ñòîðîíû ðàññìàòðèâàåìûõ äèýëåêòðèêîâáåñêîíå÷íî âåëèê [11℄.Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå ñòàëî ÿñíî, ÷òî äâó�ìåðíûé ãàç ýëåêòðîíîâ, ëîêàëèçîâàííûõ ó ïîâåðõ�íîñòè æèäêîãî ãåëèÿ, òâåðäîãî íåîíà è âîäîðîäà,ìîæåò íàéòè ïðèìåíåíèå â îáëàñòè êâàíòîâûõ âû�÷èñëåíèé [12�15℄. Ïðè ìèíèàòþðèçàöèè ýëåìåíòîâíîâûõ óñòðîéñòâ òîëùèíà ïëåíêè (êàê â [15℄), ðàñïî�ëîæåííîé íàä ïðîâîäÿùèìè ýëåìåíòàìè àäðåñíûõýëåêòðîäîâ, ñ íåîáõîäèìîñòüþ äîëæíà óìåíüøàòü�ñÿ. Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [16℄, èç-çà ìàëîñòè ïîëÿ�*E-mail: a_petrin�mail.ru

ðèçóåìîñòè âåùåñòâà èíåðòíûõ ïëåíîê, ïðèãîäíûõäëÿ ïðèïîâåðõíîñòíîé ëîêàëèçàöèè ýëåêòðîíîâ, ïî�ëÿðèçàöèîííûå çàðÿäû íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêàïîä ïëåíêîé áóäóò ñóùåñòâåííî âëèÿòü íà ïðèòÿæå�íèå ýëåêòðîíà ê ïîâåðõíîñòè è íà åãî ýíåðãåòè÷å�ñêèé ñïåêòð ïðè òîëùèíå ïëåíêè, ìåíüøåé ïðèìåð�íî 10 ìêì [16℄. Ïîýòîìó ïðè ðàñ÷åòå ïîòåíöèàëüíîéÿìû, â êîòîðîé ëîêàëèçóåòñÿ ýëåêòðîí ó ïîâåðõíî�ñòè ïëåíêè íàä óïðàâëÿþùèì ýëåêòðîäîì, íåîáõî�äèìî àäåêâàòíî îïèñûâàòü ïîòåíöèàë ýëåêòðîäà èó÷èòûâàòü ïðè ýòîì ìàëóþ òîëùèíó ïëåíêè. Êàêïðàâèëî, ýòî ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé çàäà÷åé. Òàê, â ðàáî�òå [17℄ â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùåãî ýëåêòðîäà èñïîëü�çóåòñÿ çàêðóãëåííûé ìåòàëëè÷åñêèé öèëèíäð, âûõî�äÿùèé èç çàçåìëåííîãî ìåòàëëè÷åñêîãî îñíîâàíèÿ.Íà ýëåêòðîä ïîäàåòñÿ óïðàâëÿþùèé ïîòåíöèàë. Äëÿòåîðåòè÷åñêèõ îöåíîê â ðàáîòå [17℄ ðàñïðåäåëåíèåïîòåíöèàëà îïèñûâàåòñÿ ïðèáëèæåííî ïîòåíöèàëîìñ�åðû çàêðóãëåííîãî ýëåêòðîäà, à âëèÿíèåì ìåòàë�ëè÷åñêîãî îñíîâàíèÿ ïîä ïëåíêîé ïðåíåáðåãàåòñÿ.Îäíàêî, î÷åâèäíî, ÷òî êîíñòðóêöèÿ ðàáîòû [17℄ñëîæíà, íåñîâìåñòèìà ñ òåõíîëîãèåé ïëàçìåííîé ìè�êðîëèòîãðà�èè è íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿ ìàñ�ñîâîãî ïðîèçâîäñòâà. Äðóãèìè ñëîâàìè, êîíñòðóê�öèè àäðåñíûõ ýëåêòðîäîâ, ïðèãîäíûå äëÿ ìàññîâî�ãî ïðîèçâîäñòâà, äîëæíû áûòü ñîâìåñòèìûìè ñ ïëà�íàðíîé ëèòîãðà�èåé ïðîèçâîäñòâà èíòåãðàëüíûõñõåì.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îäíà èç òà�êèõ ïëàíàðíûõ êîíñòðóêöèé ñ ðàçìåðàìè, äîñòè�æèìûìè íà ñîâðåìåííîì óðîâíå ðàçâèòèÿ òåõíîëî�ãèè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ïîòåíöèàëü�557
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z = �b

z = d z
y x ÏëåíêàÄèýëåêòðèê Àäðåñíûå ýëåêòðîäû0 Ýëåêòðîí ñ çàðÿäîì Q = �e

�èñ. 1. �åîìåòðèÿ çàäà÷è: ðàñïîëîæåíèå ïëåíêè,àäðåñíûõ ýëåêòðîäîâ, êîîðäèíàòíûõ îñåéíîé ýíåðãèè ýëåêòðîíà è ñïåêòðà ýëåêòðîíîâ, ëîêà�ëèçîâàííûõ íàä ïîâåðõíîñòüþ èíåðòíîé ïëåíêè âïîòåíöèàëüíûõ ÿìàõ, ñîçäàííûõ ïëîñêèìè àäðåñíû�ìè ýëåêòðîäàìè, ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä, îñíîâàííûé íàðàáîòå Çîììåð�åëüäà [18℄ è ïîäðîáíî èçëîæåííûé,íàïðèìåð, â [16; 19℄.2. ÏÎÒÅÍÖÈÀËÜÍÀß ÝÍÅ��ÈßÝËÅÊÒ�ÎÍÀ ÍÀÄ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÜÞÈÍÅ�ÒÍÎÉ ÏËÅÍÊÈ È ÑÈÑÒÅÌÎÉÀÄ�ÅÑÍÛÕ ÝËÅÊÒ�ÎÄÎÂ�àññìîòðèì ñíà÷àëà ýëåêòðîí, ëîêàëèçîâàííûéíàä èíåðòíîé ïëåíêîé ïîñòîÿííîé òîëùèíû. Ñèñòå�ìó ïðÿìîóãîëüíûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò âûáåðåìòàê, ÷òîáû ýëåêòðîí íàõîäèëñÿ íà îñè z, à îñè x èy � íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè ïëåíêè (ñì. ðèñ. 1).Ïóñòü ïîä ýòîé ïëåíêîé ðàñïîëîæåíà ñèñòåìà ýëåê�òðîäîâ, ñîçäàþùàÿ íåêîòîðîå çàäàííîå ðàñïðåäåëå�íèå ïîòåíöèàëà  (x; y) íà íèæíåé ãðàíèöå ïëåíêè.�àññìîòðèì (ñì. ðèñ. 2) òî÷å÷íûé çàðÿä âåëè÷è�íîé Q ñ îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ q(x; y; z):q = QÆ(x)Æ(y)Æ(z � d); (1)ãäå Æ(x) � äåëüòà-�óíêöèÿ, d � êîîðäèíàòà çàðÿäàïî îñè z. Ïóñòü ýòîò çàðÿä ðàñïîëîæåí íàä èíåðòíîéäèýëåêòðè÷åñêîé ïëåíêîé òîëùèíîé b.Îáîçíà÷èì îáëàñòü íàä ïîâåðõíîñòüþ ïëåíêèz > 0 èíäåêñîì j = 1, îáëàñòü âíóòðè ïëåíêè �èíäåêñîì j = 2.Óðàâíåíèÿ ýëåêòðîñòàòèêè ìîæíî çàïèñàòü ÷å�ðåç ïîòåíöèàë 'j â äâóõ îáëàñòÿõ â âèäå�'j = � q"j"0 ; (2)

zz = d yz
z = �b x Îáëàñòü 1Îáëàñòü 2

p
x0

Q
y

�èñ. 2. Ñèñòåìà êîîðäèíàò è ãåîìåòðèÿ çàäà÷èãäå � � îïåðàòîð Ëàïëàñà, "j � îòíîñèòåëüíàÿ äè�ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü j-é îáëàñòè, "0 � äè�ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âàêóóìà. Â äàííîé ðà�áîòå èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà åäèíèö ÑÈ.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòèïëåíêè òðåáóþò íåïðåðûâíîñòè òàíãåíöèàëüíûõ ñî�ñòàâëÿþùèõ ïîëåé E, à òàêæå íîðìàëüíûõ ñîñòàâ�ëÿþùèõ ïîëåé D = ""0E. �ðàíè÷íîå óñëîâèå íàíèæíåé ïîâåðõíîñòè ïëåíêè � ðàâåíñòâî ïîòåíöè�àëà ïîòåíöèàëó àäðåñíûõ ýëåêòðîäîâ  (x; y). Êðîìåòîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà áåñêîíå÷íîñòè ïðèz !1 ïîòåíöèàë ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå è ïîòåíöèàë ìîæíî ïðåäñòà�âèòü â âèäå �óðüå-ðàçëîæåíèé:E(x; y; z) = (2�)�2 1Z�1 d� 1Z�1 d� ei�x+i�y ~E(�; �; z);'(x; y; z) = (2�)�2 1Z�1 d� 1Z�1 d� ei�x+i�y ~'(�; �; z):Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå ìîæíî íàïèñàòü äëÿ q:q(x; y; z) = (2�)�2 1Z�1 d� 1Z�1 d� ei�x+i�y ~q(�; �; z):Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, íàéäåì �óðüå-îá-ðàç ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà (1):~q(�; �; z) = QÆ(z � d): (3)Èñïîëüçóÿ �óðüå-ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëåé, óðàâíå�íèå (2) â äâóõ îáëàñòÿõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå� �2�z2��2��2� ~'j = � Q"j"0 Æ(z � d); j = 1; 2: (4)558



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 3, 2013 Óðîâíè ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ, ëîêàëèçîâàííûõ íàä ïîâåðõíîñòüþ : : :Óðàâíåíèÿ (4) ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ � è� åñòü îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿîòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé z. Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõî�æäåíèè èç óðàâíåíèé (4) �óíêöèé ~'j â ðàññìàòðèâà�åìûõ îáëàñòÿõ. Ïî èçâåñòíîìó �óðüå-îáðàçó ïîòåí�öèàëà ~'j ñîñòàâëÿþùèå ~Ej îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæå�íèÿìè: ~Ejx = �i� ~'j , ~Ejy = �i� ~'j , ~Ejz = �� ~'j=�z.Â îáëàñòè 1 ïåðâîå óðàâíåíèå (4) ïðè j = 1 ÿâëÿ�åòñÿ íåîäíîðîäíûì:� �2�z2 � �2 � �2� ~'1 = � Q"1"0 Æ(z � d):Åãî ÷àñòíîå ðåøåíèå èìååò âèä( ~'1)p = e�p�2+�2 jz�dj2"1"0p�2 + �2 Q:Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ çàïèñûâàåòñÿêàê~'1 = S01ep�2+�2 z+S1e�p�2+�2 z+e�p�2+�2 jz�dj2"1"0p�2+�2 Q;ãäå S1 = S1(�; �) è S01 = S01(�; �) � �óíêöèè, íå çàâè�ñÿùèå îò z.�ðàíè÷íîå óñëîâèå ïðè z ! 1 äàåò S01 = 0. Ñëå�äîâàòåëüíî, ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë â ïåðâîé îá�ëàñòè (â îáëàñòè íàä ïîâåðõíîñòüþ æèäêîñòè) áóäåòèìåòü âèä~'1 = S1e�p�2+�2 z + e�p�2+�2 jz�dj2"1"0p�2 + �2 Q: (5)Îòìåòèì, ÷òî â âûðàæåíèè (5) âòîðîé ÷ëåí ïðåä�ñòàâëÿåò ñîáîé �óðüå-îáðàç ïîòåíöèàëà òî÷å÷íîãîçàðÿäà Q, à ïåðâûé ÷ëåí � �óðüå-îáðàç ïîòåíöèàëàâñåõ îñòàëüíûõ çàðÿäîâ (çàðÿäîâ ýëåêòðîäîâ è èí�äóöèðîâàííûõ çàðÿäîâ íà ïîâåðõíîñòè ïëåíêè), êî�òîðûé è áóäåò îïðåäåëÿòü ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþçàðÿäà Q.Â îáëàñòè 2 ðàñïîëîæåíû äâà ëèíåéíî íåçàâèñè�ìûõ ðåøåíèÿ (óðàâíåíèå (4) â ýòîé îáëàñòè îäíîðîä�íî), ïîýòîìó~'2 = S02ep�2+�2 z + S2e�p�2+�2 (z+b);ãäå S2 = S2(�; �) è S02 = S02(�; �) � �óíêöèè, íå çàâè�ñÿùèå îò z.�åøåíèÿ óðàâíåíèé (4) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòüãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà äâóõ ãðàíèöàõ ñðåä: íà ïåð�âîé ãðàíèöå äèýëåêòðèêà è âàêóóìà ïðè z = 0 è íàâòîðîé ãðàíèöå äèýëåêòðèêà è àäðåñíûõ ýëåêòðîäîâïðè z = �b.

Íà ïåðâîé ãðàíèöå z = 0 çàïèøåì óñëîâèÿ íåïðå�ðûâíîñòè òàíãåíöèàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ íàïðÿæåí�íîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ~Ejx, ~Ejy è íîðìàëüíîéñîñòàâëÿþùåé èíäóêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ "j ~Ejzíà ãðàíèöå: ~'1��z=0 = ~'2��z=0� ðàâåíñòâî òàíãåíöèàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ýëåê�òðè÷åñêîãî ïîëÿ,"1 � ~'1�z ����z=0 = "2 � ~'2�z ����z=0� ðàâåíñòâî íîðìàëüíûõ êîìïîíåíò èíäóêöèè.Íà âòîðîé ãðàíèöå z = �b çàïèøåì óñëîâèå ðàâåí�ñòâà �óðüå-îáðàçà ïîòåíöèàëà ~'2 �óðüå-îáðàçó ïî�òåíöèàëà àäðåñíûõ ýëåêòðîäîâ ~ :~'2��z=�b = ~ (�; �);ãäå ~ (�; �) = 1Z�1 dx 1Z�1 dy e�i�x�i�y (x; y):Ïîäñòàâëÿÿ â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âûðàæåíèÿ äëÿ�óðüå-îáðàçîâ ïîòåíöèàëîâ, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâ�íåíèé: S1 � S02 � e��bS2 = �
;S1 + "S02 � "e��bS2 = 
;e��bS02 + S2 = ~ ; (6)ãäå äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ
 = Qe��d2"0"1� ; � =p�2 + �2; " = "2"1 :Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (6) íàéäåì S1:S1 = �" 
h(�b)� sh(�b)" 
h(�b) + sh(�b) Qe��d2"0"1� ++ "" 
h(�b) + sh(�b) ~ :Òîãäà ïðèðàùåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïðè èçìå�íåíèè çàðÿäà íà dQ ðàâíîdU = dQ'p(0; 0; d;Q) = (2�)�2dQ�� 1Z�1 d� 1Z�1 d� ei�x+i�yS1(�; �;Q)e�p�2+�2 d:Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿýëåêòðîíà áóäåò ðàâíà èíòåãðàëó ïðàâîé ÷àñòèýòîãî âûðàæåíèÿ îò íóëÿ äî �e, ò. å.559



À. Á. Ïåòðèí ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 3, 2013U = (2�)�2 1Z�1 d� 1Z�1 d� ei�x+i�y ��0� �eZ0 S1(�; �;Q) dQ1A e�p�2+�2 z��������x=0y=0z=d == � 14�2 1Z�1 d� 1Z�1 d� ei�x+i�y ���" 
h(�b)� sh(�b)" 
h(�b) + sh(�b) e2e��d4"0"1� ++ e"" 
h(�b) + sh(�b) ~ � e�p�2+�2 z��������x=0y=0z=dèëèU = � e216�2"0"1 1Z�1 d� 1Z�1 d� ���" 
h(�b)� sh(�b)" 
h(�b)+ sh(�b) e��d� � ei�x+i�y��z��������x=0y=0z=d �� e"4�2 1Z�1 d� 1Z�1 d� ~ ei�x+i�y��z" 
h(�b) + sh(�b) ��������x=0y=0z=dèëèU = � e216�2"0"1 1Z�1 d� 1Z�1 d� ���" 
h(�b)� sh(�b)" 
h(�b) + sh(�b) e�2�d� �� e"4�2 �� 1Z�1 d� 1Z�1 d� ~ e��d" 
h(�b) + sh(�b) : (7)Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûâîäå (7) ìû èñïîëüçîâàëèñèñòåìó êîîðäèíàò (ñì. ðèñ. 1), â êîòîðîé ýëåêòðîíèìååò êîîðäèíàòû (x; y; z) = (0; 0; d).Îáîçíà÷èì ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæå�íèÿ (7) êàê U0 � ýòî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðî�íà â ñëó÷àå, êîãäà âñå àäðåñíûå ýëåêòðîäû èìåþò íó�ëåâîé ïîòåíöèàë ~ = 0 (çàçåìëåíû). Òàêîå âûðàæå�íèå áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [16℄. Îáîçíà÷èì âòîðîé÷ëåí (7) êàê Ue � ýòî âêëàä â ïîòåíöèàëüíóþ ýíåð�ãèþ íåíóëåâûõ ïîòåíöèàëîâ àäðåñíûõ ýëåêòðîäîâ âñëó÷àå èõ àêòèâàöèè (ïîäà÷å íà íèõ íàïðÿæåíèÿ).

Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ íà óðîâíè ýëåêòðîíà â ïîòåí�öèàëüíîé ÿìå ýòèõ ïîòåíöèàëîâ ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîéöåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû.Çàìåòèì, ÷òî U0 ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåð�ãèåé, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò ïîòåíöèàëîâ ýëåêòðî�äîâ è çàâèñèò, â ñèëó ñèììåòðèè, òîëüêî îò ðàññòî�ÿíèÿ d îò ýëåêòðîíà äî ïîâåðõíîñòè ïëåíêè. Ïîýòî�ìó U0 ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç îäíîìåðíûé èíòåãðàë(ñì. [16℄):U0(d) = � e216�"1"0d 1Z0 "� th(b#=2d)"+ th(b#=2d) e�#d#: (8)Íàì íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàòü �îðìóëó (7) òà�êèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü ïîòåíöèàëüíóþýíåðãèþ ýëåêòðîíà êàê �óíêöèþ êîîðäèíàò ýëåêòðî�íà â ñèñòåìå êîîðäèíàò, æåñòêî ñâÿçàííîé ñ ýëåêòðî�äàìè. Ïóñòü ýòà ñèñòåìà êîîðäèíàò ïîëó÷åíà ñìåùå�íèåì ñèñòåìû êîîðäèíàò ðèñ. 1 íà âåêòîð (x0; y0; 0)âäîëü ïîâåðõíîñòè. È ïóñòü â ýòîé íîâîé ñèñòåìåêîîðäèíàò ðàñïðåäåëåíèå êîîðäèíàò ïî ïîâåðõíî�ñòè àäðåñíûõ ýëåêòðîäîâ îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèåé'a(x; y) è åå �óðüå-îáðàç ðàâåí ~'a(�; �). Òîãäà �ó�ðüå-îáðàç ~ (�; �) â ïðåæíåé ñèñòåìå êîîðäèíàò ðà�âåí~ (�; �) = 1Z�1 dx 1Z�1 dy e�i�x�i�y'a(x�x0; y�y0) == 1Z�1 ds 1Z�1 dw e�i�(x0+s)�i�(y+w)'a(s; w) == e�i�x0�i�y0 1Z�1 ds 1Z�1 dw e�i�s�i�s'a(s; w) == e�i�x0�i�y0 ~'a(�; �):Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (7), ïîëó÷èìU = � e216�2"0"1 1Z�1 d� 1Z�1 d��" 
h(�b)� sh(�b)" 
h(�b) + sh(�b) �� e�2�d� �� e"4�2 1Z�1 d� 1Z�1 d� �� e�i�x0�i�y0 ~'a(�; �)e��d" 
h(�b) + sh(�b) : (9)Â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ñì. ðèñ. 3) ýëåêòðîíðàñïîëîæåí â òî÷êå (�x0;�y0; d), òîãäà â ýòîé ñèñòå�560
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zd�e y x�b(�x0;�y0)Äèýëåêòðèê Àäðåñíûå ýëåêòðîäûÏëåíêà0
�èñ. 3. Ñèñòåìà êîîðäèíàò, æåñòêî ñâÿçàííàÿ ñýëåêòðîäàìè, à íå ñ ýëåêòðîíîì, êàê íà ðèñ. 1ìå êîîðäèíàò ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ (9) ýëåêòðîíàñ êîîðäèíàòàìè (x; y; z) âûðàæàåòñÿ �îðìóëîéU(x; y; z) = U0(z) + Ue(x; y; z) = � e216�2"0"1 �� 1Z�1 d� 1Z�1 d��" 
h(�b)� sh(�b)" 
h(�b)+ sh(�b) e�2�z� ��� e"4�2 1Z�1 d� 1Z�1 d� ei�x+i�y��z ~'a(�; �)" 
h(�b) + sh(�b) : (10)Ó÷èòûâàÿ (8) è òî, ÷òî, êàê ïðàâèëî, ñ âûñîêîéòî÷íîñòüþ ìîæíî ïîëîæèòü äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðî�íèöàåìîñòü ïàðîâ âåùåñòâà ïëåíêè ðàâíîé åäèíè�öå, ìîæíî ñ÷èòàòü " îòíîñèòåëüíîé ïðîíèöàåìîñòüþïëåíêè. Òîãäà âûðàæåíèå (10) ìîæíî çàïèñàòü â âè�äåU(x; y; z) = U0(z) + Ue(x; y; z) == � e216�"0z 1Z0 "� th(b#=2z)"+ th(b#=2z) e�#d#� e"4�2 �� 1Z�1 d� 1Z�1 d� ei�x+i�y��z ~'a(�; �)" 
h(�b) + sh(�b) : (11)Îòìåòèì, ÷òî âòîðîé ÷ëåí â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿïðåäñòàâèòü â âèäå îäíîìåðíîãî èíòåãðàëà.3. ×ÀÑÒÍÛÉ ÑËÓ×ÀÉ: ÀÊÒÈÂÍÛÉÊÂÀÄ�ÀÒÍÛÉ ÀÄ�ÅÑÍÛÉ ÝËÅÊÒ�ÎÄ�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ÷àñòíûé ñëó÷àéðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà íà ïëîñêîñòè ñ àäðåñíû�ìè ýëåêòðîäàìè. Ïóñòü ïîòåíöèàë âñåé ïëîñêîñòè

z = �b èìååò íóëåâîå çíà÷åíèå, çà èñêëþ÷åíèåì îä�íîé êâàäðàòíîé îáëàñòè ýëåêòðîäà ñî ñòîðîíîé a èöåíòðîì íà îñè z, ãäå ïîòåíöèàë ðàâåí V . Ôóðüå-îá-ðàç òàêîãî ïîòåíöèàëà åñòü~'a(�; �) = a=2Z�a=2 dx a=2Z�a=2 dy e�i�x�i�yV == 4V�� sin a�2 sin a�2 :Ïîäñòàâëÿÿ ýòó �îðìóëó â (11), çàïèøåì ñëåäóþ�ùåå âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ýëåêòðî�íà â ïîëó÷åííîé îäèíî÷íîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå íàäïîâåðõíîñòüþ èíåðòíîé ïëåíêè íàä êâàäðàòíûì àê�òèâíûì ýëåêòðîäîì:U(x; y; z) = � e216�"0z 1Z0 "� th(b#=2z)"+ th(b#=2z) e�#d#�� e"V�2 1Z�1 d� 1Z�1 d� sin(a�=2) sin(a�=2)�� �� ei�x+i�y��z" 
h(�b) + sh(�b) : (12)4. ÝÍÅ��ÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÅÊÒ�ÝËÅÊÒ�ÎÍÎÂ. ×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄÍÀÕÎÆÄÅÍÈß ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÝÍÅ��ÈÈÓðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòî�ÿíèé ýëåêòðîíà â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå ó ïîâåðõíîñòèïëåíêè èìååò âèä~22m ��2 �x2+�2 �y2 +�2 �z2 �� U(x; y; z) = �E : (13)Ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò äèñêðåòíóþ ÷àñòüñïåêòðà ýëåêòðîíîâ ó ïîâåðõíîñòè. Èç-çà ïðèòÿãè�âàþùåãî ïîòåíöèàëà àäðåñíûõ ýëåêòðîäîâ ýëåêòðîíáóäåò ëîêàëèçîâàí â ñâÿçàííîì ñîñòîÿíèè âáëèçèýëåêòðîäîâ â ïëîñêîñòè ïëåíêè. Êîîðäèíàòà z ìåíÿ�åòñÿ îò íóëÿ íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè ïëåíêè äî áåñ�êîíå÷íîñòè äàëåêî îò íåå. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå jx!�1 = 0;  jx!+1 = 0; jy!�1 = 0;  jy!+1 = 0; jz!+0 = 0;  jz!+1 = 0: (14)Â óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñî�ñòîÿíèé (13), (14) ïåðåìåííàÿ z ìåíÿåòñÿ â èíòåð�11 ÆÝÒÔ, âûï. 3 561



À. Á. Ïåòðèí ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 3, 2013âàëå 0 < z < 1. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåîáðàçîâàíè�åì ïåðåìåííûõ, êîòîðîå áûëî èñïîëüçîâàíî â ðàáî�òå [16℄. Ñäåëàåì â (13) çàìåíó ïåðåìåííûõ [20℄ z == �Dz=(1� �), ãäå Dz � õàðàêòåðíàÿ äëèíà çàäà÷èïî îñè z, êîòîðàÿ áóäåò îïðåäåëåíà íèæå. Òàêèì ïðå�îáðàçîâàíèåì èíòåðâàë 0 < z < 1 îòîáðàæàåòñÿ âáåçðàçìåðíûé èíòåðâàë 0 < � < 1.Êðîìå òîãî, â (13) ïåðåìåííûå x è y èçìåíÿþò�ñÿ â èíòåðâàëàõ �1 < x < 1 è �1 < y < 1,ïîýòîìó äëÿ íèõ ñäåëàåì çàìåíû ïåðåìåííûõ x == �Dx=(1 � �2) è y = �Dy=(1 � �2), ãäå Dx è Dy �íåêîòîðûå õàðàêòåðíûå äëèíû ïî îñÿì x è y, çíà÷å�íèÿ êîòîðûõ âûáåðåì íèæå. Òàêèìè ïðåîáðàçîâàíè�ÿìè èíòåðâàëû �1 < x <1 è �1 < y <1 îòîáðà�æàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â áåçðàçìåðíûå èíòåðâàëû�1 < � < 1 è �1 < � < 1.Óðàâíåíèå (13) ïîñëå òàêîé çàìåíû ïðèìåò âèäD�2x (1��2)4(1+�2)2 �2 ��2 �D�2x 2�(1��2)3(1+�2)3 (�2+3)� �� ++D�2y (1��2)4(1+�2)2 �2 ��2�D�2y 2�(1��2)3(1+�2)3 (�2+3)� ��++ (1� �)4D�2z d2 d�2 � 2(1� �)3D�2z d d� �� 2m~2 u(�; �; �) = �2m~2 E ; (15)ãäå u(�; �; �) = U � �Dx1� �2 ; �Dy1� �2 ; �Dz1� �� :Ïîëîæèì Dz = D. Áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî õà�ðàêòåðíûå ðàçìåðû çàäà÷è ïî îñÿì x è y ïðèìåðíîîäèíàêîâû, ïîýòîìó ïîëîæèì Dx = Dy = H (îáîá�ùåíèå ïðèâåäåííûõ íèæå âû÷èñëåíèé íà ñëó÷àé, êî�ãäà âñå òðè õàðàêòåðíûõ ðàçìåðà ñóùåñòâåííî ðàç�ëè÷àþòñÿ, òðèâèàëüíî).Òîãäà (15) ïðèìåò âèäD2H2 (1��2)4(1+�2)2 �2 ��2 �D2H2 2�(1��2)3(1+�2)3 (�2+3)� �� ++D2H2 (1��2)4(1+�2)2 �2 ��2�D2H2 2�(1��2)3(1+�2)3 (�2+3)� �� ++ (1��)4 d2 d�2 �2(1��)3 d d� �2mD2~2 u(�; �; �) == �2mD2~2 E : (16)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ  â áåçðàçìåðíûõ êîîð�äèíàòàõ ïðèíèìàþò âèä j�!�1 = 0;  j�!+1 = 0; j�!�1 = 0;  j�!+1 = 0; j�!0 = 0;  j�!+1 = 0: (17)

�àññìîòðèì êîíå÷íî-ðàçíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèåóðàâíåíèÿ (16). Ââåäåì äèñêðåòèçàöèþ ïî �k, �l, �nè âåêòîð-ñòîëáåö ñëåäóþùèì îáðàçîì:�k = 2�k�M�+12 �h� äëÿ k = 0; 1; 2; : : : ;M�+1;�l = 2�l�M�+12 �h� äëÿ l = 0; 1; 2; : : : ;M�+1;�n = nh� äëÿ n = 0; 1; 2; : : : ;M� + 1; k;l;n =  (�k; �l; �n):Ïðè ýòîì øàã äèñêðåòèçàöèè ïî îñè � ðàâåí h� == 1=(M� + 1) è, â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (17), ïî�ëó÷èì  (�0; �l; �n) =  (�M�+1; �l; �n) = 0:Øàã ïî îñè � ðàâåí h� = 1=(M� + 1) è, â ñèëó (17), (�k ; �0; �n) =  (�k ; �M�+1; �n) = 0:Øàã ïî îñè � ðàâåí h� = 1=(M� + 1) è, â ñèëó (17), (�k; �l; �0) =  (�k ; �l; �M�+1) = 0:Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè ïåðâûõ èâòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå (�k; �l; �n) ïðè�ìåì â âèäå� �z (�k ; �l; �n) �  k;l;n+1 �  k;l;n�12h� +O(h2�);�2 �z2 (�k; �l; �n) �  k;l;n+1�2 k;l;n+ k;l;n�1h2� +O(h2�):Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàïèñàòü âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèç�âîäíûõ ïî äðóãèì ïåðåìåííûì.Ïîäñòàâëÿÿ ïðèâåäåííûå âûøå ïðèáëèæåííûåêîíå÷íî-ðàçíîñòíûå âûðàæåíèÿ â ñòàöèîíàðíîåóðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (16), ïîëó÷èìD2H2 ��k(1��2k )3(�2k+3)(1+�2k )3h� � (1��2k )4(1+�2k )2h2� � k+1;l;n�� D2H2 � (1��2k )4(1+�2k )2h2� +�k(1��2k )3(�2k+3)(1+�2k )3h� � k�1;l;n ++ D2H2 ��l(1��2l )3(�2l+3)(1+�2l )3h� � (1��2l )4(1+�2l )2h2� � k;l+1;n �� D2H2 � (1��2l )4(1+�2l )2h2�+�l(1��2l )3(�2l+3)(1+�2l )3h� � k;l�1;n +562



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 3, 2013 Óðîâíè ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ, ëîêàëèçîâàííûõ íàä ïîâåðõíîñòüþ : : :+ " (1� �n)3h� � (1� �n)4h2� # k;l;n+1 �� " (1� �n)4h2� + (1� �n)3h� # k;l;n�1 ++ �D2H2 2(1� �2k )4(1 + �2k )2h2� + D2H2 2(1� �2l )4(1 + �2l )2h2� ++ 2(1� �n)4h2� + 2mD2~2 u(�k; �l; �n)# k;l;n == � k;l;n; (18)ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå � = 2mD2E=~2, à k, l èn ìåíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îò 1 äî M� , M� è M� .Óðàâíåíèå (18) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìàòðè÷�íîãî óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿM��M��M�Xj=1 Aij	j = �	i;ãäå 	j =  k;l;n è ââåäåíà åäèíàÿ íóìåðàöèÿ òî÷åê(âçàèìíî îäíîçíà÷íàÿ öåëàÿ �óíêöèÿ j = j(k; l; n)).Ïðåäñòàâèì ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ â âèäåu(�; �; �) = W (D)f(�; �; �), ãäå W (D) � õàðàêòåð�íàÿ ýíåðãèÿ çàäà÷è, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåéõàðàêòåðíîé äëèíû D, à f(�; �; �) � áåçðàçìåð�íàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ. Òîãäà óðàâíåíèå íàñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðèìåò âèä�2 ��k(1� �2k )3(�2k + 3)(1 + �2k )3h� � (1� �2k )4(1 + �2k )2h2� � k+1;l;n �� �2 � (1� �2k )4(1 + �2k )2h2� +�k(1� �2k )3(�2k + 3)(1 + �2k )3h� � k�1;l;n ++ �2 ��l(1� �2l )3(�2l + 3)(1 + �2l )3h� � (1� �2l )4(1 + �2l )2h2� � k;l+1;n �� �2 � (1� �2l )4(1 + �2l )2h2�+�l(1� �2l )3(�2l + 3)(1 + �2l )3h� � k;l�1;n ++ " (1� �n)3h� � (1� �n)4h2� # k;l;n+1 �� " (1� �n)4h2� + (1� �n)2h� # k;l;n�1 ++ ��2 2(1� �2k )4(1 + �2k )2h2� + �2 2(1� �2l )4(1 + �2l )2h2� ++ 2(1��n)4h2� +2mD2W (D)~2 f(�k; �l; �n)# k;l;n == � k;l;n; (19)ãäå �2 = D2=H2. Êàê ìû óâèäèì íèæå, äëÿ øèðîêî�ãî êëàññà çàäà÷ �� 1.

Óðàâíåíèå (19) äîïóñêàåò âûáîð ïðîèçâîëüíûõõàðàêòåðíûõ äëèí D è H . Âûáåðåì âåëè÷èíó D òà�êèì æå îáðàçîì, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ðàáîòå [16℄,÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå 2mD2W (D)=~2 == 1. Èç ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì çíà÷åíèåD,ïîñëå ýòîãî ïîäñòàâëÿåì åãî â âûðàæåíèå äëÿ � è íà�õîäèì, ÷òî � = 2mD2E=~2 � ýíåðãèÿ, âûðàæåííàÿ âåäèíèöàõ õàðàêòåðíîé ýíåðãèè çàäà÷èW . Îïûò ÷èñ�ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàë, ÷òî ïðè óêàçàííîìâûáîðå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó D è W ìàòðèöà çàäà�÷è îêàçûâàåòñÿ õîðîøî îáóñëîâëåííîé è ñòàíäàðò�íûå àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèéðàáîòàþò óñòîé÷èâî. Âåëè÷èíó H âûáåðåì ðàâíîéõàðàêòåðíîé äëèíå àäðåñíîãî ýëåêòðîäà (â ÷àñòíîìñëó÷àå êâàäðàòíîãî ýëåêòðîäà ñî ñòîðîíîé a ïîëî�æèì H = a).Çàïèøåì òåïåðü â ïåðåìåííûõ �; �; � âûðàæåíèå(12) äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ýëåêòðîíà âáëèçèäèýëåêòðè÷åñêîé ïëåíêè, ðàñïîëîæåííîé íàä àäðåñ�íûìè ýëåêòðîäàìè. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðî�íà ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ è íåñëîæíûõ ïðåîáðà�çîâàíèé ïðèìåò âèäu(�; �; �) = � e216�"0D 1� �� �� 1Z0 "� th (Æ(1� �)#=2�)"+ th (Æ(1� �)#=2�) e�# d#�� e216�"0D "�2 � 1Z�1 d� 1Z�1 d� sin(��=2) sin(��=2)�� �
� exp i ���1� �2 + i ���1� �2 � �p�2 + �21� � !" 
h �Æp�2 + �2 �+ sh �Æp�2 + �2 � :Çäåñü Æ = b=D � òîëùèíà ïëåíêè, âûðàæåííàÿ âåäèíèöàõ õàðàêòåðíîé äëèíû D, � = a=D = ��1 �ðàçìåð êâàäðàòíîãî ýëåêòðîäà, âûðàæåííûé â åäè�íèöàõ õàðàêòåðíîé äëèíû D, � = V='0 � ïîòåíöè�àë ýëåêòðîäà, âûðàæåííûé â åäèíèöàõ õàðàêòåðíîãîïîòåíöèàëà '0 = e=16�"0D.Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè�äå u(�; �; �) =W (D)f(�; �; Æ; "; �; �; �);ãäå W (D) = e2=16�"0D � õàðàêòåðíàÿ ýíåðãèÿ çà�äà÷è, à �óíêöèÿ f(�; �; Æ; "; �; �; �) èìååò âèä563 11*



À. Á. Ïåòðèí ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 3, 2013f(�; �; Æ; "; �; �; �) = �1� �� �� 1Z0 "� th (Æ(1� �)#=2�)"+ th (Æ(1� �)#=2�) e�#d#� "�2 � 1Z�1 d� �� 1Z�1 d� sin(��=2) sin(��=2)�� �" 
h �Æp�2+�2 �+sh �Æp�2+�2 �� �� exp i ���1� �2 + i ���1� �2 � �p�2 + �21� � ! :�àíåå ìû ïîëîæèëè, ÷òî 2mD2W (D)=~2 = 1, ïî�ýòîìó õàðàêòåðíûå äëèíà D, ýíåðãèÿ W , ïîòåíöèàë'0 è ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå G = '0=D äëÿ äàííîé çà�äà÷è ðàâíûD = ~22m 16�"0e2 = 8�"0~2me2 = 2aB � 1:0584 � 10�10 ì;W = e216�"0D = e232�"0aB � 3:4014 ýÂ;'0 = e16�"0D = e32�"0aB � 3:4014 Â;G = '0D = e16�"0D2 = e64�"0a2B � 3:214 � 1010 Â/ì;ãäå aB � áîðîâñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà. Çàìåòèì, ÷òîòàêèå õàðàêòåðíûå äëèíà è ýíåðãèÿ ñ òî÷íîñòüþ äîäâîéêè ýêâèâàëåíòíû êóëîíîâûì åäèíèöàì, ïðèíÿ�òûì ïðè ðàññìîòðåíèè äâèæåíèÿ â êóëîíîâîì ïîëå(ñì. [21℄, � 36).Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷å�íèé óðîâíåé ýíåðãèè â áåçðàçìåðíîì âèäå çàïèøåò�ñÿ êàê�2 ��k(1� �2k )3(�2k + 3)(1 + �2k )3h� � (1� �2k )4(1 + �2k )2h2� � k+1;l;n �� �2 � (1� �2k )4(1 + �2k )2h2� +�k(1� �2k )3(�2k + 3)(1 + �2k )3h� � k�1;l;n ++ �2 ��l(1� �2l )3(�2l + 3)(1 + �2l )3h� � (1� �2l )4(1 + �2l )2h2� � k;l+1;n �� �2 � (1� �2l )4(1 + �2l )2h2�+�l(1� �2l )3(�2l + 3)(1 + �2l )3h� � k;l�1;n ++ " (1� �n)3h� � (1� �n)4h2� # k;l;n+1 �� " (1� �n)4h2� + (1� �n)3h� # k;l;n�1 ++ ��2 2(1� �2k )4(1 + �2k )2h2� + �2 2(1� �2l )4(1 + �2l )2h2� +

+ 2(1� �n)4h2� + f(�; �; Æ; "; �k; �l; �n)# k;l;n == � k;l;n: (20)Ïðåäñòàâëÿÿ óðàâíåíèå (20) â ìàòðè÷íîì âèäå èðåøàÿ ìàòðè÷íóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ ïðîöåäóð, íàéäåì ñîáñòâåí�íûå çíà÷åíèÿ �i è ïîñëå ýòîãî ðàçìåðíûå çíà÷åíèÿñîáñòâåííîé ýíåðãèè ýëåêòðîíà ïî �îðìóëåEi = ~22mD2 �i = e216�"0D �i =W�i:Íåòðóäíî îáîáùèòü ïîëó÷åííîå ðåøåíèå äëÿ ñëó�÷àÿ, êîãäà íà ñèñòåìó íàëîæåíî ïðèæèìàþùåå ýëåê�òðîíû îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, ïàðàëëåëü�íîå îñè z, ñ ñîñòàâëÿþùåé Ez = E0 ñíàðóæè ïëåíêè.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòî ïîëå ñîçäàåòñÿ çàðÿæåííîéïëàñòèíîé, ðàñïîëîæåííîé â ñâîáîäíîì ïðîñòðàí�ñòâå ïàðàëëåëüíî ïîâåðõíîñòè ïëåíêè, êîòîðàÿ ñî�ñòàâëÿåò âìåñòå ñ ñèñòåìîé àäðåñíûõ ýëåêòðîäîâ ïîäïëåíêîé ïëîñêèé êîíäåíñàòîð. Â ýòîì ñëó÷àå âûðà�æåíèå (12) äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ýëåêòðîíàñíàðóæè ïëåíêè ïðèìåò âèäU(x; y; z) = e�E0" b+E0z�� e216�"0z �� 1Z0 "� th(b#=2z)"+ th(b#=2z) e�# d#� e"V�2 �� 1Z�1 d� 1Z�1 d� sin(a�=2) sin(a�=2)�� �� ei�x+i�y��z" 
h(�b) + sh(�b) : (21)Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà ïîñëå ðàíååîïèñàííîé çàìåíû ïåðåìåííûõ è íåñëîæíûõ ïðåîá�ðàçîâàíèé ïðèìåò âèäu(�; �; �) = eE0D�Æ" + �1� ��� e216�"0D 1� �� �� 1Z0 "� th (Æ(1� �)#=2�)"+ th (Æ(1� �)#=2�) e�#d#�� e216�"0D "�2 � 1Z�1 d� 1Z�1 d� sin(��=2) sin(��=2)�� �� exp i ���1� �2 + i ���1� �2 � �p�2 + �21� � !" 
h �Æp�2 + �2 �+ sh �Æp�2 + �2 � :564



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 3, 2013 Óðîâíè ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ, ëîêàëèçîâàííûõ íàä ïîâåðõíîñòüþ : : :Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ìîæíî, êàê è ðàíåå, ïðåäñòà�âèòü â âèäåu(�; �; �) =W (D)f(�; �; �; Æ; "; �; �; �);ãäå, êàê è ðàíåå, W (D) = e2=16�"0D èf(�; �; �; Æ; "; �; �; �) = ��Æ" + �1� ��� 1� �� �� 1Z0 "� th (Æ(1��)#=2�)"+th (Æ(1��)#=2�) e�#d#� "�2 � 1Z�1 d� 1Z�1 d� �� sin(��=2) sin(��=2)�� �" 
h �Æp�2 + �2 �+ sh �Æp�2 + �2 �� �� exp i ���1� �2 + i ���1� �2 � �p�2 + �21� � ! : (22)Çàìåòèì, ÷òî âëèÿíèå âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ E0 îïðåäåëÿåòñÿ áåçðàçìåðíîé âåëè÷èíîé� = eE0DW (D) = 16�"0E0D2e = E0G ;êîòîðàÿ åñòü âíåøíåå ïîëå, âûðàæåííîå â åäèíèöàõõàðàêòåðíîãî ïîëÿ çàäà÷è.Êîíå÷íî-ðàçíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñòàöèîíàðíî�ãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà â áåçðàçìåðíîì âèäå ïðèíàëè÷èè âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îòëè÷àåòñÿîò óðàâíåíèÿ (20) òîëüêî òåì, ÷òî �óíêöèÿ f âûðà�æàåòñÿ �îðìóëîé (22).5. ×ÀÑÒÍÛÉ ÄÂÓÌÅ�ÍÛÉ ÑËÓ×ÀÉ:ÀÊÒÈÂÍÀß ÏÎËÎÑÀ � ÀÄ�ÅÑÍÛÉÝËÅÊÒ�ÎÄ�àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà àäðåñíûìýëåêòðîäîì ÿâëÿåòñÿ ìåòàëëè÷åñêàÿ ýêâèïîòåíöè�àëüíàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîëîñà â íàïðàâëåíèè îñè y.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîòåíöèàë âñåé ïëîñêîñòè àäðåñ�íîãî ýëåêòðîäà z = �b ðàâåí íóëþ, çà èñêëþ÷åíèåìóêàçàííîé ìåòàëëè÷åñêîé ïîëîñû ýëåêòðîäà øèðè�íîé a (øèðèíà â íàïðàâëåíèè îñè x) ñ öåíòðîì íàîñè z. Ïîòåíöèàë ïîëîñû ðàâåí V . Ôóðüå-îáðàç òà�êîãî ïîòåíöèàëà åñòü~'a(�; �) = a=2Z�a=2 dx 1Z�1 dy e�i�x�i�yV == 4�V� sin a�2 Æ(�):Äåéñòâèòåëüíî, èìååì òîæäåñòâî1 = 12� 1Z�1 d� ei�y2�Æ(�);

à, çíà÷èò, �óðüå-îáðàç åäèíèöû åñòü2�Æ(�) = 1Z�1 ei�ydy:Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â (11), ïîëó÷èìñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèèýëåêòðîíà â ïîëó÷åííîé äâóìåðíîé ïîòåíöèàëüíîéÿìå íàä ïîâåðõíîñòüþ èíåðòíîé ïëåíêè íàä àêòèâ�íûì ýëåêòðîäîì â âèäå ïîëîñû ñ ïîòåíöèàëîì V :U(x; y; z) = U0(z) + Ue(x; y; z) = � e216�"0z �� 1Z0 "� th(b#=2z)"+ th(b#=2z) e�#d#� e"V� 1Z�1 d� �� 1Z�1 sin(a�=2)� d� ei�x+i�y�p�2+�2 zÆ(�)" 
h�bp�2+�2 �+sh�bp�2+�2 � ;èëèU(x; y; z) = U0(z) + Ue(x; y; z) = � e216�"0z �� 1Z0 "� th(b#=2z)"+ th(b#=2z) e�#d#� e"V� 1Z�1 d� �� sin(a�=2)� ei�x�p�2 z" 
h�bp�2 �+ sh�bp�2 � : (23)Åñëè ó÷åñòü ïðèæèìàþùåå ïîëå è çàïèñàòü âûðà�æåíèå äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â áåçðàçìåðíîìâèäå, òî ïîëó÷èìf(�; �; �; Æ; "; �; �) = ��Æ" + �1� ���� 1� �� 1Z0 "� th (Æ(1� �)#=2�)"+ th (Æ(1� �)#=2�) e�#d#�� "�� 1Z�1 d� sin(��=2)� h" 
h�Æp�2 �+ sh�Æp�2 �i �� exp i ���1� �2 � �p�21� � ! : (24)Óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ àäðåñ�íîé ïîëîñû (äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ, àíàëîãè÷íîåóðàâíåíèþ (20) äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ) çàïèøåò�ñÿ â âèäå565



À. Á. Ïåòðèí ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 3, 2013�2 ��k(1� �2k )3(�2k + 3)(1 + �2k )3h� � (1� �2k )4(1 + �2k )2h2� � k+1;n ���2 � (1��2k )4(1+�2k )2h2� +�k(1��2k )3(�2k+3)(1+�2k )3h� � k�1;n ++ " (1� �n)3h� � (1� �n)4h2� # k;n+1 �� " (1� �n)4h2� + (1� �n)3h� # k;n�1 ++ "�2 2(1� �2k )4(1 + �2k )2h2� + 2(1� �n)4h2� ++ f(�; �; Æ; "; �k; �n)# k;n = � k;n: (25)6. �ÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉ È ÈÕÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅÑíà÷àëà ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé î ñòðóêòó�ðå ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ýëåêòðîíà, íàõîäÿùåãî�ñÿ ó ïîâåðõíîñòè èíåðòíîé ïëåíêè.Â ñëó÷àå, êîãäà ýëåêòðîí íàõîäèòñÿ ó ïîâåðõ-íîñòè èíåðòíîé ïëåíêè áåñêîíå÷íîé òîëùèíû, çàäà�÷à íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà ëåãêî ðåøàåòñÿ [2℄. Ó ýòîéçàäà÷è èìååòñÿ âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå, ïåðïåíäè�êóëÿðíîå ïîâåðõíîñòè (îñü z). Ïîýòîìó â óðàâíå�íèè Øðåäèíãåðà íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåí�íûå ðàçäåëÿþòñÿ, è ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ðåøå�íèÿ óðàâíåíèÿ ñïåêòð ýëåêòðîíà ñîñòîèò èç äâóõñëàãàåìûõ. Îäíî ñëàãàåìîå îïèñûâàåò íåïðåðûâíûéñïåêòð, ñâÿçàííûé ñ äâèæåíèåì ýëåêòðîíà ïàðàë�ëåëüíî ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè, âòîðîå ñëàãàåìîå îïè�ñûâàåò äèñêðåòíûé ñïåêòð ñâÿçàííûõ ïî z ñîñòîÿ�íèé:En(k) = ~2k22m +mQ22~2 � e24�"0�2 1n2 ; n = 1; 2; : : : ;ãäå k � äâóìåðíûé âîëíîâîé âåêòîð, ïàðàëëåëüíûéïîâåðõíîñòè, Q = ("� 1)=4("+ 1), " � äèýëåêòðè÷å�ñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ïëåíêè, m � ìàññà ýëåêòðîíà,e � ýëåìåíòàðíûé çàðÿä.Êîãäà òîëùèíà èíåðòíîé ïëåíêè ñòàíîâèòñÿ êî�íå÷íîé, à ïîä ïëåíêîé ðàñïîëîæåí çàçåìëåííûé ïðî�âîäÿùèé áåñêîíå÷íûé (â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿð�íîé ïëåíêå) ïëîñêèé ýëåêòðîä, òî äèñêðåòíàÿ ÷àñòüñïåêòðà ìåíÿåòñÿ èç-çà èçìåíåíèÿ ïîòåíöèàëüíîéýíåðãèè ýëåêòðîíà [16℄. Îäíàêî êà÷åñòâåííî ñïåêòðýëåêòðîíà îñòàåòñÿ ïðåæíèì:En(k) = ~2k22m +E(n); n = 1; 2; : : :

Åñëè òåïåðü ïîä ïëåíêîé ïîìåñòèòü ïðîâîäÿùèéýëåêòðîä â âèäå ïîëîñû, áåñêîíå÷íîé âäîëü îñè y,è ïîäàòü íà íåãî ïîëîæèòåëüíûé ïîòåíöèàë, òî âîç�íèêíåò äâóìåðíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà â ïëîñêîñòèxz è ýëåêòðîí ïðè íåêîòîðûõ ýíåðãèÿõ áóäåò ëîêà�ëèçîâàí è â íàïðàâëåíèè îñè x. Â òàêèõ ñâÿçàííûõ(â ïðîñòðàíñòâå xz) ñîñòîÿíèÿõ ñïåêòð ýëåêòðîíà áó�äåò èìåòü âèäEn;l(ky) = ~2k2y2m +E(n; l); n; l = 1; 2; : : : ;ãäå ky � âîëíîâîå ÷èñëî â íàïðàâëåíèè îñè y (âäîëüíàïðàâëåíèÿ àäðåñíîé ïîëîñû), E(n; l) � äèñêðåò�íàÿ ÷àñòü ñïåêòðà, çàâèñÿùàÿ îò íàïðÿæåíèÿ íàýëåêòðîäå V . Ìû âèäèì, ÷òî íàëîæåíèå ïðèòÿãè�âàþùåãî ýëåêòðîí íàïðÿæåíèÿ ñíèìàåò âûðîæäå�íèå óðîâíåé äèñêðåòíîé ÷àñòè ñïåêòðà, ñîîòâåòñòâó�þùåå êîîðäèíàòå x. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäåê ïîëíîñòüþ òðåõìåðíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå (äëÿòðåõìåðíîé çàäà÷è ðàñ÷åòû òðåáóþò çíà÷èòåëüíîá�îëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ è íå áûëè ïðîâå�äåíû â íàñòîÿùåé ðàáîòå), êîòîðóþ îáðàçóåò, íàïðè�ìåð, àäðåñíûé êâàäðàòíûé ýëåêòðîä (ñì. ðàçä. 3),ñïåêòð ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé áóäåò ïîëíîñòüþ äèñ�êðåòíûì.×èñëåííûå ðàñ÷åòû äëÿ àäðåñíîãî ýëåêòðîäà ââèäå ïîëîñû (äëÿ äâóìåðíîé çàäà÷è) áûëè ïðîâåäå�íû äëÿ ýëåêòðîíà ó ïîâåðõíîñòè ïëåíêè æèäêîãîãåëèÿ 4He. Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ïðèíè�ìàëàñü ðàâíîé " = 1:057, òîëùèíà ïëåíêè � ðàâíîéb = 100 íì. Ïîä ïëåíêîé ðàñïîëàãàëñÿ ïëîñêèé ïðî�âîäÿùèé çàçåìëåííûé ýëåêòðîä ñ âûðåçîì äëÿ àê�òèâíîãî àäðåñíîãî ýëåêòðîäà â âèäå ìåòàëëè÷åñêîéïîëîñû (ñì. ðàçä. 5). Ïîòåíöèàë àäðåñíîãî ýëåêòðî�äà îïðåäåëÿë ãëóáèíó ïîòåíöèàëüíîé ÿìû ó ïîâåðõ�íîñòè ïëåíêè. Òàêèì îáðàçîì, ïîä äåéñòâèåì ýëåê�òðè÷åñêîãî ïîëÿ ýëåêòðîäà ýëåêòðîí óäåðæèâàëñÿâáëèçè àäðåñíîãî ýëåêòðîäà íàä ïîâåðõíîñòüþ ïëåí�êè. Øèðèíà ïîëîñû àäðåñíîãî ýëåêòðîäà áûëà ðàâíàa = 100 íì.�àñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ïîäà÷å ïîëîæèòåëüíî�ãî ïîòåíöèàëà íà ýëåêòðîä äèñêðåòíûå óðîâíè ýíåð�ãèè, ñâÿçàííûå ñ ëîêàëèçàöèåé ýëåêòðîíà â íàïðàâ�ëåíèè îñè z, ðàñùåïëÿþòñÿ íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëîóðîâíåé â ñâÿçè ñ ëîêàëèçàöèåé ýëåêòðîíà â íàïðàâ�ëåíèè îñè x. Íà ðèñ. 4 ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêà�çàíû øåñòü íèæíèõ óðîâíåé (èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñ�ëà), íà êîòîðûå ðàñùåïëÿåòñÿ ñàìûé íèæíèé óðî�âåíü ýíåðãèè îäíîìåðíîé çàäà÷è (êîãäà ïîòåíöèàëðàññìàòðèâàåìîãî ýëåêòðîäà ðàâåí íóëþ), êîòîðûéïîêàçàí ïóíêòèðíîé ëèíèåé.Íà ðèñ. 5 è 6 ïîêàçàíû àíàëîãè÷íûå çàâèñèìîñòè566
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�èñ. 4. Çàâèñèìîñòè îò íàïðÿæåíèÿ íà àäðåñíîìýëåêòðîäå ýíåðãèé øåñòè íèæíèõ óðîâíåé (ñïëîø-íûå ëèíèè 1�6 ) èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà, íà êîòîðûåðàñùåïëÿåòñÿ ñàìûé íèæíèé óðîâåíü ýíåðãèè 0 îä-íîìåðíîé çàäà÷è (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ). Îäíîìåðíàÿçàäà÷à ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà ïîòåíöèàë àä-ðåñíîãî ýëåêòðîäà ðàâåí íóëþ. �àñ÷åòû ïðîâåäåíûäëÿ ïëåíêè æèäêîãî 4He òîëùèíîé b = 100 íì. Øè-ðèíà àäðåñíîãî ýëåêòðîäà a = 100 íì
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�èñ. 6. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 4, äëÿ ïëåíêè æèäêî-ãî 3He

äëÿ ïëåíêè òâåðäîãî íåîíà è 3He, äèýëåêòðè÷åñêèåïðîíèöàåìîñòè êîòîðûõ ïðèíèìàëèñü ðàâíûìè ñî�îòâåòñòâåííî " = 1:188 è " = 1:0428 [22℄.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ðàñùåïëåíèÿ óðîâíåé êà÷å�ñòâåííî ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [17℄, â êî�òîðîé ðàñùåïëåíèå âû÷èñëåíî â ïðèáëèæåíèè ðàçäå�ëåíèÿ äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè ïîâåðõíîñòèïëåíêè (â ýòîé ïëîñêîñòè â [17℄ äâèæåíèå ñâîäèò�ñÿ ê ãàðìîíè÷åñêîìó îñöèëëÿòîðíîìó äâèæåíèþ) èïåðïåíäèêóëÿðíî åé. Ñ óâåëè÷åíèåì ïîòåíöèàëà àä�ðåñíîãî ýëåêòðîäà óðîâíè ñìåùàþòñÿ è ðàñùåïëÿ�þòñÿ. Ïîñêîëüêó â ðàáîòå [17℄ ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñüäëÿ äðóãîé ãåîìåòðèè, êîëè÷åñòâåííîå ñðàâíåíèå íåïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.7. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ ðàáîòå ïðîâåäåí òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ýíåðãå�òè÷åñêîãî ñïåêòðà ýëåêòðîíîâ, ëîêàëèçîâàííûõ íàäïîâåðõíîñòüþ ïëåíîê æèäêèõ 3He, 4He è òâåðäîãîNe ïîä äåéñòâèåì ñèë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïðèòÿ�æåíèÿ èíäóöèðîâàííûõ çàðÿäîâ è ïðèæèìàþùåãîïîëÿ àäðåñíîãî ýëåêòðîäà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïî�äà÷å ïîëîæèòåëüíîãî ïîòåíöèàëà íà ýëåêòðîä äèñ�êðåòíûå óðîâíè ýíåðãèè, ñâÿçàííûå ñ ëîêàëèçàöèåéýëåêòðîíà â íàïðàâëåíèè îñè z, ðàñùåïëÿþòñÿ íàáåñêîíå÷íîå ÷èñëî óðîâíåé â ñâÿçè ñ ëîêàëèçàöèåéýëåêòðîíà â íàïðàâëåíèè îñè x. Êîëè÷åñòâåííî íàé�äåíà ñòðóêòóðà óðîâíåé è çàâèñèìîñòü ðàñùåïëåíèÿóðîâíåé îò ïðèëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ äëÿ àäðåñíî�ãî ýëåêòðîäà â âèäå ïðîâîäÿùåé ïîëîñû.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. M. W. Cole, Phys. Rev. B 2, 4239 (1970).2. M. W. Cole, Rev. Mod. Phys. 46, 451 (1974).3. Â. Á. Øèêèí, Þ. Ï. Ìîíàðõà, Äâóìåðíûå çàðÿæåí�íûå ñèñòåìû â ãåëèè, Íàóêà, Ìîñêâà (1989).4. Ï. Ä. �ðèãîðüåâ, Ïèñüìà â ÆÝÒÔ 66, 599 (1997).5. Ï. Ä. �ðèãîðüåâ, À. Ì. Äþãàåâ, ÆÝÒÔ 120, 119(2001).6. À. Ï. Âîëîäèí, Â. Ñ. Ýäåëüìàí, Ïèñüìà â ÆÝÒÔ30, 668 (1979).7. C. C. Grimes and T. R. Brown, Phys. Rev. Lett. 32,280 (1974).8. C. C. Grimes, T. R. Brown, M. L. Burns, andC. L. Zipfel, Phys. Rev. B 13, 140 (1976).567
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