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Ê ÒÅÎ�ÈÈ ÓÏ�Ó�Î�Î �ÀÑÑÅßÍÈß ÌÅÄËÅÍÍÛÕ ×ÀÑÒÈÖÁ. ß. Áàëàãóðîâ *Èíñòèòóò áèîõèìè÷åñêîé �èçèêè èì. Í. Ì. Ýìàíóýëÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119334, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 21 ñåíòÿáðÿ 2012 ã.Ïðåäëîæåíà òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö ìàëîé ýíåðãèè E íà òðåõìåðíîì ïîòåíöèàëå ïðîèçâîëüíîé âåëè-÷èíû. Ïîëó÷åíî òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ àìïëèòóäû s-ðàññåÿíèÿ â ïðåäåëå E ! 0. Âõîäÿùàÿ â �îðìóëóäëÿ àìïëèòóäû ðåçîíàíñíîãî ðàññåÿíèÿ �åíîìåíîëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà { âûðàæåíà ÷åðåç õàðàêòåðíûåäëÿ äàííîãî ïîòåíöèàëà ïàðàìåòðû.DOI: 10.7868/S00444510130300481. ÂÂÅÄÅÍÈÅÒåîðèÿ óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ìåäëåííûõ ÷àñòèöäîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçëîæåíà â êíèãå [1℄. Êàê ïî�êàçàíî â [1℄, ïîñëåäîâàòåëüíûé ïîäõîä ê ýòîé çà�äà÷å òðåáóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà ïðè íóëåâîé ýíåðãèè, ÷òî ïðåäñòàâëÿ�åò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè. Âìåñòî ýòîãî èñïîëüçó�åòñÿ �îðìàëüíûé ïðèåì, êîãäà íà âîëíîâóþ �óíê�öèþ íàêëàäûâàåòñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå [1℄, ñîäåðæà�ùåå íåêîòîðóþ �åíîìåíîëîãè÷åñêóþ (íå âû÷èñëÿå�ìóþ â òåîðèè) êîíñòàíòó {. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåòäàòü êà÷åñòâåííóþ òåîðèþ ðåçîíàíñíîãî ðàññåÿíèÿìåäëåííûõ ÷àñòèö íà ïîòåíöèàëå ñ ¾ìåëêèì¿ ðåàëü�íûì èëè âèðòóàëüíûì óðîâíåì ýíåðãèè. Êðîìå òî�ãî, íà ðÿäå òî÷íî ðåøàåìûõ ïðèìåðîâ [1; 2℄ áûëîïîêàçàíî, ÷òî àìïëèòóäà s-ðàññåÿíèÿ fs â ïðåäåëåE ! 0 ïðîõîäèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ¾ðåçîíàíñîâ¿ ïîìåðå óãëóáëåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé ÿìû. Îäíàêî äëÿïðîèçâîëüíîãî ïîòåíöèàëà àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòûîòñóòñòâóþò.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåíà ïîñëåäîâàòåëü�íàÿ òåîðèÿ óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ìåäëåííûõ ÷àñòèö.Äëÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ïîòåíöèàëà ïðîèç�âîëüíîé âåëè÷èíû íàéäåíî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿàìïëèòóäû s-ðàññåÿíèÿ fs. Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà ñ íóëåâîé ýíåðãèåé ïðèìåíåí ïîäõîä,îñíîâàííûé íà êâàíòîâàíèè àìïëèòóäû ïîòåíöèà�ëà (ãëóáèíû ïîòåíöèàëüíîé ÿìû) � ñì., íàïðèìåð,ðàáîòó [3℄, ãäå ýòîò ìåòîä äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èç�*E-mail:balagurov�deom.
hph.ras.ru, byabalagurov�mail.ru

ëîæåí äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ1). Â íàñòîÿùåé ðà�áîòå ñíà÷àëà èññëåäóþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà ñîá�ñòâåííûõ �óíêöèé �n(r) è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé �nýòîãî ìåòîäà ïðè íóëåâîé ýíåðãèè. �åøåíèå óðàâíå�íèÿ Øðåäèíãåðà ïðè E = 0 èùåòñÿ çàòåì ñ ïîìî�ùüþ ðàçëîæåíèÿ âîëíîâîé �óíêöèè  (r) ïî ñèñòåìåf�n(r)g. Â ðåçóëüòàòå àìïëèòóäà fs óïðóãîãî ðàññå�ÿíèÿ ìåäëåííûõ ÷àñòèö (â òîì ÷èñëå è óïîìÿíóòàÿâûøå �åíîìåíîëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà {) âûðàæàåò�ñÿ ÷åðåç õàðàêòåðíûå äëÿ äàííîãî ïîòåíöèàëà ïàðà�ìåòðû, çàâèñÿùèå òîëüêî îò åãî �îðìû. Â ïðåäåëåE ! 0 íàéäåííîå â ðàáîòå âûðàæåíèå äëÿ àìïëèòó�äû fs(0) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì.Äëÿ èëëþñòðàöèè ïîëó÷åííûõ îáùèõ �îðìóë âðàáîòå ðàññìîòðåí êîíêðåòíûé ïðèìåð � êâàíòî�âîìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ ïîòåíöèàëîì ýêñïîíåíöè�àëüíîé �îðìû. Â ýòîì ñëó÷àå ìîãóò áûòü íàéäåíûòî÷íûå âûðàæåíèÿ êàê äëÿ àìïëèòóäû fs(0), òàê èäëÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé �n(r) ñ ñîîòâåòñòâóþùè�ìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè �n. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðî�âåñòè äåòàëüíóþ ïðîâåðêó ïðåäëàãàåìîé òåîðèè �è âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû fs(0), è óñòàíîâëåí�íûõ â ðàáîòå ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèé òèïà ¾ïðàâèëñóìì¿. Äëÿ ñïðàâîê â Ïðèëîæåíèè â êðàòêîé �îð�ìå ïðèâåäåíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû åùå äëÿ òðåõòî÷íî ðåøàåìûõ ïðèìåðîâ.2. ÑÈÑÒÅÌÀ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ1. �àññìîòðèì òðåõìåðíóþ êâàíòîâîìåõàíè÷å�1) Îòìåòèì, ÷òî ñõîäíûé, íî áîëåå �îðìàëüíûé, ïîäõîä ðà�íåå áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ [4�6℄. Â òî æå âðåìÿ ïðîáëåìû,çàòðîíóòûå â [3℄ è â ýòîé ðàáîòå, â [4�6℄ íå ðàññìàòðèâàëèñü.444



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 3, 2013 Ê òåîðèè óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ìåäëåííûõ ÷àñòèöñêóþ ñèñòåìó � ÷àñòèöó â ïîëå ïîòåíöèàëà U(r).Ïðåäñòàâèì ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ â âèäå U(r) == U0v(r), ãäå U0 � àìïëèòóäà ïîòåíöèàëà, à áåçðàç�ìåðíàÿ �óíêöèÿ v(r) çàäàåò åãî �îðìó. Ñòàöèîíàð�íîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ ÷àñòèöû ñ ýíåðãèåéE çàïèøåì â âèäår2 (r) + " (r) = � v(r) (r); (1)ãäå " = 2mE=~2, � = 2mU0=~2. Ïðè ñòàíäàðòíîìïîäõîäå [1℄ â êà÷åñòâå îáúåêòà êâàíòîâàíèÿ âûáèðà�åòñÿ ýíåðãèÿ. Äëÿ ïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèÿ (� < 0)ïðè ýòîì îïðåäåëÿþòñÿ (åñëè îíè åñòü) óðîâíè ýíåð�ãèè "� ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëíóþñèñòåìó îáðàçóåò ñîâîêóïíîñòü âîëíîâûõ �óíêöèéäèñêðåòíîãî (" < 0) è íåïðåðûâíîãî (" > 0) ñïåê�òðîâ.Âîçìîæåí, îäíàêî, àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä, êî�ãäà êâàíòóåòñÿ àìïëèòóäà ïîòåíöèàëà (ñì., íàïðè�ìåð, ðàáîòó [3℄, ãäå ðàññìîòðåí îäíîìåðíûé ñëó÷àé).Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå �óíêöèè '�(r) ðåãó�ëÿðíû è óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþr2'�(r) + "'�(r) = �� v(r)'� (r); (2)ãäå �� � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Âåëè÷èíû '�(r) è�� çàâèñÿò îò ýíåðãèè: '� = '�("; r) è �� = ��("),ïðè÷åì �� < 0 ïðè " 6 0. Ñèñòåìà �óíêöèé f'�(r)gîðòîíîðìèðîâàíà ñîãëàñíîZ '�(r)'�(r) v(r) dr = Æ�� ; (3)ãäå '�(r) è '�(r) îòíîñÿòñÿ ê îäíîé è òîé æå ýíåð�ãèè.Äëÿ ïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèÿ (� < 0) óðîâíèýíåðãèè "� = "�(�) ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿ�þòñÿ èç óðàâíåíèÿ ��(") = �: (4)Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ  �(r), îòâå÷àþùàÿ óðîâíþ ýíåð�ãèè "� , âûðàæàåòñÿ ÷åðåç '�(r) ïðè " = "� [3℄. Ïðåä�ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà f'�(r)g îáðàçóåò ïîëíûé íà�áîð, òàê ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ïîëíîòû ââèäå v(r)X� '�(r)'� (r0) = Æ(r� r0); (5)ãäå �óíêöèè '�(r) è '�(r0) îòíîñÿòñÿ ê îäíîé è òîéæå ýíåðãèè.2. �àññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñâîéñòâà ñîáñòâåí�íûõ �óíêöèé s-ñîñòîÿíèé â öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷-íîì ïîòåíöèàëå v(r) = v(r) ïðè íóëåâîé ýíåðãèè.

Íåçàâèñÿùèå îò óãëà (ñ íóëåâûì îðáèòàëüíûì ìî�ìåíòîì) ðàäèàëüíûå �óíêöèè �n(r) = 'n(0; r) ðåãó�ëÿðíû è ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèþ� 00n(r) + 2r � 0n(r) = �nv(r)�n(r); n = 1; 2; : : : ; (6)ãäå �n = �n(0) < 0 � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ. Ïðè íàëîæåíèè óñëîâèÿr !1 : �n(r) r2� 0n(r) ! 0 (7)�óíêöèè �m(r) è �n(r) îðòîãîíàëüíû ñ âåñîì v(r),åñëè �m 6= �n. Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå îðòîíîðìèðî�âàííîñòè ñèñòåìû f�n(r)g â îòñóòñòâèå âûðîæäåíèÿèìååò âèä, àíàëîãè÷íûé (3):1Z0 �n(r)�m(r) v(r) r2 dr = Ænm: (8)Ïðè r � R, ãäå R � ðàäèóñ äåéñòâèÿ ïîòåíöèà�ëà (ñì. íèæå �îðìóëó (24)), â óðàâíåíèè (6) ìîæíîïðåíåáðå÷ü ïðàâîé ÷àñòüþ. �åøåíèåì ïîëó÷èâøåãî�ñÿ óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ (7), ÿâëÿ�åòñÿ óáûâàþùàÿ �óíêöèÿ �n(r) / 1=r, òàê ÷òîr !1 : �n(r) � Qnr : (9)Êîíñòàíòû (¾çàðÿäû¿) Qn, êàê è �n, � ïàðàìåòðû,õàðàêòåðíûå äëÿ çàäàííîé �îðìû ïîòåíöèàëà, ò. å.�óíêöèè v(r).Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ �n îïðåäåëÿþò êðèòè�÷åñêèå çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû ïîòåíöèàëà U0n == (~2=2m)�n, ïðè êîòîðûõ ïî ìåðå óãëóáëåíèÿ ÿìûâîçíèêàþò íîâûå óðîâíè ñ íóëåâîé ýíåðãèåé ñâÿçè.Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå ìîæåòñóùåñòâîâàòü òîëüêî â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå êîíå÷íîé(íå íóëåâîé) ãëóáèíû. Ïîýòîìó âñå ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ �n îòëè÷íû îò íóëÿ è, êàê îòìå÷àëîñüâûøå, îòðèöàòåëüíû.Óìíîæèì óðàâíåíèå (6) íà r2 dr è ïðîèíòåãðèðó�åì ïî r îò 0 äî 1. Â ðåçóëüòàòå ïîñëå èíòåãðèðîâà�íèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷èì, ñ ó÷åòîì (9), ñîîòíîøåíèå�n 1Z0 �n(r) v(r) r2 dr = �Qn: (10)�àâåíñòâî (10) äàåò �îðìàëüíîå îïðåäåëåíèå çàðÿäàQn èç (9) ÷åðåç �óíêöèþ �n(r).Ââåäåì íóëåâóþ �óíêöèþ �ðèíàG0(r; r0) = ��1r �(r � r0) + 1r0 �(r0 � r)� ; (11)445



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 3, 2013óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ�2G0(r; r0)�r2 + 2r �G0(r; r0)�r = Æ(r � r0)r2 : (12)Â âûðàæåíèè (11) �(x) = 1 ïðè x > 0 è �(x) = 0ïðè x < 0. Ôóíêöèÿ �ðèíà G0(r; r0) ñèììåòðè÷íà ïîñâîèì àðãóìåíòàì: G0(r; r0) = G0(r0; r). Ñ ïîìîùüþG0(r; r0) äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (6) ïðèâîäèìê èíòåãðàëüíîé �îðìå:�n(r) = �n 1Z0 G0(r; r0)�n(r0) v(r0)r02 dr0: (13)Ïðè r ! 1 èç (13) ñëåäóåò àñèìïòîòèêà âèäà (9)ñ òåì æå, ÷òî è â (10), �îðìàëüíûì âûðàæåíèåìäëÿ Qn.3. Êàê è â ñëó÷àå " 6= 0, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñè�ñòåìà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé f�n(r)g � ïîëíàÿ. Ýòîäàåò âîçìîæíîñòü ïðîâåñòè ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëü�íîé �óíêöèè f(r) â ñëåäóþùèé ðÿä:f(r) = 1Xn=1Cn�n(r); (14)Cn = 1Z0 f(r)�n(r) v(r) r2 dr: (15)Äëÿ ñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèÿ (14), (15) ê ñàìîé �óíê�öèè f(r) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâîv(r) 1Xn=1 �n(r)�n(r0) = Æ(r � r0)r2 ; (16)ÿâëÿþùååñÿ ñîîòíîøåíèåì ïîëíîòû äëÿ ñèñòå�ìû f�n(r)g.Óìíîæèì óðàâíåíèå (6) íà ��1f(r) r2dr è ïðîèí�òåãðèðóåì ïî âñåì r. Â ðåçóëüòàòå, ïîñëå äâóêðàòíî�ãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èìCn = 1�n 1Z0 �n(r)�r2f 00(r) + 2r f 0(r)	 dr: (17)Ïðè âûâîäå (17) ñ÷èòàëîñü, ÷òî ïðîèíòåãðèðîâàí�íûå ñëàãàåìûå ðàâíû íóëþ, ÷òî íàêëàäûâàåò íåêî�òîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà �óíêöèþ f(r). Òàê, äëÿ ýòîãîïðè r ! 1, íàïðèìåð, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû �óíêöèÿf(r) óáûâàëà êàê 1=r.Äëÿ f(r) = G0(r; r0) èç (17) ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ(12) íàõîäèì Cn = �n(r0)=�n, òàê ÷òîG0(r; r0) =Xn �n(r)�n(r0)�n : (18)

Ïîñêîëüêó G0(r; r0) = �1=r0 ïðè r0 ! 1, èç âûðà�æåíèÿ (18) ñ ó÷åòîì àñèìïòîòèêè (9) ñëåäóåò ñîîò�íîøåíèå Xn Qn�n �n(r) = �1; (19)ñïðàâåäëèâîå ïðè âñåõ r. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèr ! r0 èç (18) ñëåäóåò ðàâåíñòâîXn [�n(r)℄2�n = �1r ; (20)òàêæå ñïðàâåäëèâîå ïðè âñåõ r. Óìíîæèâ (20) íàv(r) r2 dr è ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî âñåì r, ïîëó÷èì ïðà�âèëî ñóìì1R2 Xn 1�n = �L; L = 1R2 1Z0 v(r) r dr (21)
 áåçðàçìåðíîé êîíñòàíòîé L è âåëè÷èíîé R èç (24).Ïðè âûâîäå (21) èñïîëüçîâàíî óñëîâèå íîðìèðîâêè(8) äëÿ �óíêöèè �n(r).Óìíîæèì (18) íà v(r0) r02dr0 è ïðîèíòåãðèðóåìïî âñåì r0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàçëî�æåíèå:1Z0 G0(r; r0) v(r0) r02dr0 = �Xn Qn�2n �n(r): (22)Çäåñü èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå (10). Ïðè r !1 èç(22) ñ ó÷åòîì (9) íàõîäèì åùå îäíî ïðàâèëî ñóììXn Q2n�2n = 13 R3; (23)ãäå R � ðàäèóñ äåéñòâèÿ ïîòåíöèàëà, îïðåäåëÿåìûéèç ðàâåíñòâà R3 = 3 1Z0 v(r) r2dr: (24)Íàêîíåö, óìíîæèâ (22) íà v(r) r2dr, ïîëó÷èì ïîñëåèíòåãðèðîâàíèÿ ïî âñåì r ïðàâèëî ñóìì â âèäå1R5 Xn Q2n�3n = I; (25)ãäåI = 1R5 1Z0 24 1Z0 G0(r; r0) v(r0) r02dr035 v(r) r2dr (26)� áåçðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà.446



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 3, 2013 Ê òåîðèè óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ìåäëåííûõ ÷àñòèö¾Ïîëíàÿ¿ �óíêöèÿ �ðèíà G(r; r0) óäîâëåòâîðÿåòóðàâíåíèþ�2G(r; r0)�r2 + 2r �G(r; r0)�r � � v(r)G(r; r0) == Æ(r � r0)r2 : (27)�àçëîæåíèå G(r; r0) â ðÿä âèäà (14) ïðèâîäèò ê âû�ðàæåíèþ G(r; r0) =Xn �n(r)�n(r0)�n � � ; (28)êîòîðîå ïðè �! 0 ïåðåõîäèò â ðàçëîæåíèå (18) äëÿG0(r; r0). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì âûðàæåíèå (28) ìî�æåò áûòü çàïèñàíî â âèäåG(r; r0) = G0(r; r0) + �Xn �(r)�n(r0)�n(�n � �) : (29)4. Ââåäåííûå âûøå âåëè÷èíû èìåþò ñëåäóþùèåïîðÿäêîâûå îöåíêè:j�nj � 1=R2; Qn � 1=pR; L � 1; I � 1:Îäíàêî ïðè n� 1 îöåíêè äëÿ j�nj è Qn íóæäàþòñÿâ óòî÷íåíèè. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ s-ñîñòîÿíèé ñ íóëå�âîé ýíåðãèåé ïðè áîëüøèõ n ìîæåò áûòü èñïîëüçî�âàíî êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå, àíàëîãè÷íîåñòàíäàðòíîìó [1℄. Â òî æå âðåìÿ ìåòîä ÂÊÁ ïðè" = 0 îáëàäàåò îïðåäåëåííîé ñïåöè�èêîé, òàê êàêîáëàñòü ¾âíå ÿìû¿ â ýòîì ñëó÷àå îòñóòñòâóåò. Êâà�çèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ïðè r !1 ñòàíîâèòñÿíåïðèìåíèìûì, è â ýòîé îáëàñòè ðàññòîÿíèé íåîáõî�äèìî èñïîëüçîâàòü òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6) ñàñèìïòîòè÷åñêèì âûðàæåíèåì äëÿ v(r).�àññìîòðèì ìîäåëüíûé ïîòåíöèàë ñ v(0) = 1 èýêñïîíåíöèàëüíîé àñèìïòîòèêîé
r � 1 : v(r) � v1e�2
r; (30)ãäå v1 � 1 è 
 � 1=R. Òîãäà ïðè n � 1 àíàëîãè÷�íî [3℄ ïîëó÷èì�n(r) = 1r r2b (�1)n4pv(r) �� 
os8<:pj�nj rZ0 pv(r0) dr0 � �29=; (31)ïðè exp(�
r)� 1=n è�n(r) = Qnr J0 ��ne�
r� ; �n = 1
pj�nj v1 (32)

ïðè exp(�
r) � 1. Çäåñü Qn � òî æå, ÷òî è â (9),J0(z) � �óíêöèÿ Áåññåëÿ [7℄ è âåëè÷èíà b èç (31)îïðåäåëåíà â (33).Èç ¾ñøèâêè¿ âûðàæåíèé (31) è (32) â îáëàñòè1=n� exp(�
r)� 1 íàõîäèì ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ1Z0 pj�nj v(r) dr = �n+ 34��è âûðàæåíèå äëÿ çàðÿäàQn. Â ðåçóëüòàòå ïðè n� 1ïîëó÷àåì�n = �n�n+ 32���b �2 ; b = 1Z0 pv(r) dr;Qn = �b s 1
 �n+ 34�: (33)Â âûðàæåíèè äëÿ �n îïóùåí ÷ëåí ïîðÿäêà n0, òàêêàê äëÿ åãî òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ â ïðàâèëå êâàíòî�âàíèÿ íåîáõîäèìî ó÷åñòü ñëàãàåìîå ïîðÿäêà 1=n.Èç (33) äëÿ ïîòåíöèàëîâ ñ àñèìïòîòèêîé âèäà(30) ñëåäóþò óòî÷íåííûå îöåíêè äëÿ j�nj è Qn ïðèn� 1: j�nj � � nR�2 ; Qn �r nR:Â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà ñ v(0) = 1 è àñèìïòîòèêîé
r � 1 : v(r) � v1(
r)� ; � > 2 (34)ïðè (
r)(��2)=2 � n äëÿ �óíêöèè �n(r) ñïðàâåäëèâîâûðàæåíèå (31). Ïðè (
r)(��2)=2 � 1 äëÿ �óíêöèè�n(r) ñ ó÷åòîì àñèìïòîòèêè (34) íàõîäèì ñëåäóþùååâûðàæåíèå:�n(r) = �Qnpr ��� � 1� � 2� (2�)� J� � 1� 1r(��2)=2� ;� = 1� � 2 ; 1� = 2� � 2 pj�njv1
�=2 : (35)Èç ¾ñøèâêè¿ (31) è (35) â äèàïàçîíå ðàññòîÿíèé1� (
r)(��2)=2 � n ïîëó÷àåì�n = �n �n+ 4� �2(� � 2)���b �2 ;Qn =r�b 
�=44pv1 � 12��=2�1=(��2) �� ���� � 1� � 2���1 (36)
 b èç (33) è � èç (35).447



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 3, 20133. ÀÌÏËÈÒÓÄÀ s-�ÀÑÑÅßÍÈß1. �àññìîòðèì ðàññåÿíèå ïëîñêîé âîëíû eikzíà öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîòåíöèàëå. Ñîîòâåò�ñòâóþùàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ  (r) ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâ�íåíèþ (1) ñ " = k2 è v(r) = v(r). Äëÿ ìåäëåííûõ ÷àñ�òèö (kR� 1) ñóùåñòâåííî òîëüêî s-ðàññåÿíèå [1℄. Âýòîì ñëó÷àå â îáëàñòè ðàññòîÿíèé r � R, êîãäà âóðàâíåíèè (1) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïðàâîé ÷àñòüþ, ðà�äèàëüíàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ èìååò âèä (r) = sin krkr + fs eikrr ; (37)ãäå fs � èñêîìàÿ àìïëèòóäà s-ðàññåÿíèÿ. Ïðè kr �� 1 äëÿ âîëíîâîé �óíêöèè (37) ïîëó÷àåì ïðèáëè�æåííî R� r � 1=k :  � 1 + ikfs + fsr : (38)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè kr � 1 â óðàâíåíèèØðåäèíãåðà ìîæåò áûòü îïóùåíî ñëàãàåìîå, ñîäåð�æàùåå ýíåðãèþ, òàê ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àås-ðàññåÿíèÿ îíî ïðèíèìàåò âèäkr � 1 :  00(r) + 2r  0(r) = �v(r) (r): (39)Ïðè r � R â óðàâíåíèè (39) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïðà�âîé ÷àñòüþ, òàê ÷òî äëÿ  (r) èìååì ñëåäóþùåå âû�ðàæåíèå:R� r � 1=k :  (r) � A�1 + Br � ; (40)ãäå êîíñòàíòà B íå çàâèñèò îò ýíåðãèè.Ôîðìóëû (38) è (40) ñïðàâåäëèâû â îäíîì è òîìæå äèàïàçîíå ðàññòîÿíèé è äîëæíû ïîýòîìó ñøè�âàòüñÿ. Èç ýòîãî óñëîâèÿ íàõîäèì ñëåäóþùåå âûðà�æåíèå äëÿ àìïëèòóäû s-ðàññåÿíèÿ:fs(k) = B1� ikB : (41)Ôîðìóëà (41) äàåò �óíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòüàìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ îò ýíåðãèè ïðè kR � 1. Âõî�äÿùàÿ â (41) êîíñòàíòà B çàâèñèò îò âèäà (�îð�ìû) ïîòåíöèàëà è äîëæíà îïðåäåëÿòüñÿ èç ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ (39). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ �óíêöèÿ  (r)äîëæíà áûòü ðåãóëÿðíîé ïðè r = 0 è èìåòü àñèì�ïòîòèêó r !1 :  (r) � 1 + Br : (42)Â (42) íåñóùåñòâåííàÿ äëÿ äàëüíåéøåãî êîíñòàíòàA èç (40) ïîëîæåíà ðàâíîé åäèíèöå. Çàìåòèì, ÷òî âïðåäåëå k ! 0 èç (41) ñëåäóåòfs(0) = B; (43)

òàê ÷òî âåëè÷èíà B ñîâïàäàåò ñ àìïëèòóäîé ðàññåÿ�íèÿ ïðè " = 0.Ââåäåì �óíêöèþ '(r) ñîãëàñíî (r) = 1 + '(r): (44)Ïîäñòàíîâêà (44) â (39) ïðèâîäèò ê íåîäíîðîäíîìóóðàâíåíèþ äëÿ '(r):'00(r) + 2r '0(r) � � v(r)'(r) = � v(r): (45)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (45) íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ �óíê�öèè �ðèíàG(r; r0) èç (27). Â ðåçóëüòàòå äëÿ �óíêöèè (r) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå (r) = 1 + � 1Z0 G(r; r0) v(r0) r02 dr0: (46)Ïîäñòàâèâ â (46) ðàçëîæåíèå (28) äëÿ G(r; r0), íàé�äåì  (r) = 1� �Xn Qn�n(r)�n(�n � �) : (47)Ïðè âûâîäå (47) èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå (10).Ïðè r ! 1 èç (47) ñ ó÷åòîì (9) äëÿ  (r) ïîëó÷à�åì àñèìïòîòèêó âèäà (42) ñ ÿâíûì âûðàæåíèåì äëÿêîý��èöèåíòà B = fs(0).Â ðåçóëüòàòå äëÿ àìïëèòóäû s-ðàññåÿíèÿ ïðèkR� 1 íàõîäèì îêîí÷àòåëüíîfs(k) = fs(0)1� ikfs(0) ; (48)ãäå fs(0) = ��Xn Q2n�n(�n � �) : (49)Ôîðìóëà (49) äàåò òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ àìïëèòó�äû ðàññåÿíèÿ â ïðåäåëå k ! 0.2. Äëÿ ïîòåíöèàëà îòòàëêèâàíèÿ (� > 0) âåëè÷è�íà fs(0) < 0, òàê ÷òî äëèíà ðàññåÿíèÿ [1℄ a = �fs(0)ïîëîæèòåëüíà. Â òî æå âðåìÿ äëÿ ïîòåíöèàëà ïðè�òÿæåíèÿ (� < 0) àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ fs(0) ìîæåòèìåòü ëþáîé çíàê. Ïðè ýòîì ñ èçìåíåíèåì âåëè÷è�íû � àìïëèòóäà fs ïðîõîäèò ðÿä ¾ðåçîíàíñîâ¿ ïðè� = �n (n = 1; 2; : : : ). Âáëèçè òàêîãî ðåçîíàíñà àì�ïëèòóäà s-ðàññåÿíèÿ ïðèíèìàåò âèäfs � � 1ik + {n ; {n = �n � �Q2n : (50)Âûðàæåíèå (50) ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíîé �îðìóëîéäëÿ ðåçîíàíñíîãî s-ðàññåÿíèÿ ìåäëåííûõ ÷àñòèö [1,� 133℄. Â òî æå âðåìÿ äëÿ âåëè÷èíû {n, ââåäåí�íîé â [1℄ â êà÷åñòâå �åíîìåíîëîãè÷åñêîé êîíñòàí�òû, çäåñü èìååì ÿâíîå âûðàæåíèå ÷åðåç õàðàêòåð�íûå äëÿ äàííîãî ïîòåíöèàëà ïàðàìåòðû.448



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 3, 2013 Ê òåîðèè óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ìåäëåííûõ ÷àñòèöÏðè j�j > j�nj (ò. å. ïðè {n > 0) â äàííîì ïîòåí�öèàëå èìååòñÿ ðåàëüíûé óðîâåíü ñ ýíåðãèåé "n == �{2n. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê è äîëæíî áûòü [1℄, âàìïëèòóäå (50) (òî÷íåå, â åå àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîë�æåíèè â ïëîñêîñòü êîìïëåêñíîé ýíåðãèè) èìååòñÿïîëþñ ïðè " = "n íà �èçè÷åñêîì ëèñòå Imp" > 0.Åñëè æå j�j < j�nj, òî èìååòñÿ âèðòóàëüíûé óðîâåíü({n < 0) è ïîëþñ â àìïëèòóäå ðàññåÿíèÿ ðàñïîëî�æåí íà íå�èçè÷åñêîì ëèñòå Imp" < 0.Ñ ïîìîùüþ íóëåâîé �óíêöèè �ðèíà (11) ïðèâå�äåì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (39) ê èíòåãðàëü�íîé �îðìå: (r) = 1 + � 1Z0 G0(r; r0) (r0) v(r0) r02 dr0: (51)Îòñþäà ïðè r !1 äëÿ fs(0) = B ñëåäóåò �îðìàëü�íîå âûðàæåíèåfs(0) = �� 1Z0  (r) v(r) r2 dr: (52)�åøàÿ óðàâíåíèå (51) äëÿ ñëàáîãî (j�jR2 � 1) ïî�òåíöèàëà èòåðàöèÿìè, äëÿ àìïëèòóäû fs(0) ïîëó�÷èì ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì �:fs(0) = ��R33 � �2R5I � : : : (53)
 R èç (24) è I èç (26). Ñðàâíèâàÿ (53) ñ àíàëî�ãè÷íûì ðàçëîæåíèåì, ñëåäóþùèì èç îáùåé �îðìó�ëû (49) äëÿ fs(0), ïðèõîäèì ê ïðàâèëàì ñóìì (23)è (25).4. ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÛÉ ÏÎÒÅÍÖÈÀË1. Çàäà÷è îá óïðóãîì s-ðàññåÿíèè è óðîâíÿõýíåðãèè ñâÿçàííûõ s-ñîñòîÿíèé â òðåõìåðíîì ñëó�÷àå èìåþò òî÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ ðÿäà ïîòåíöèàëîâ,â òîì ÷èñëå äëÿ v(r) = exp(�2
r): (54)Êðîìå òîãî, äëÿ ýòîãî ïîòåíöèàëà ìîæåò áûòü îïðå�äåëåíà ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé f�n(r)g ñ ñî�îòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè �n. Ýòîïîçâîëÿåò ïðîâåñòè íà ýòîì ïðèìåðå ïðîâåðêó îá�ùèõ �îðìóë, ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ.Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (39) ñ ïîòåíöèàëîì(54) èìååò âèä (r) = Ar �J0(�e�
r) +DN0(�e�
r)	 ;� = p��
 ; (55)

ãäå N0(z) � �óíêöèÿ Íåéìàíà, îïðåäåëåííàÿ íàâñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z ñ ðàçðåçîì âäîëüâåùåñòâåííîé îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè [8℄. Èç óñëî�âèÿ êîíå÷íîñòè  (r) ïðè r = 0 ñëåäóåò D == �J0(�)=N0(�). Ïîñêîëüêó ïðè z ! 0N0(z) = 2� �ln z2 + C � + : : : ; (56)ãäå C = 0:577 : : : � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà, â ïðåäåëår !1 èç (55) íàõîäèìfs(0) = 1
 ��2 N0(�)J0(�) � ln �2 � C� (57)
 � èç (55).Äëÿ êîíñòàíò, ââåäåííûõ â ðàçä. 2, â ñëó÷àå ïî�òåíöèàëà (54) ïîëó÷àåìL = 14(R
)2 ; R3 = 34
3 ;I = � 5128 1(R
)5 ; b = 1
 : (58)Òàê êàê ïðè z ! 0N0(z)J0(z) = 2� �ln z2 + C � + 2� �z2�2 ++ 54� �z2�4 + : : : ; (59)äëÿ ñëàáîãî ïîòåíöèàëà èç (57) ñëåäóåò ðàçëîæåíèåàìïëèòóäûfs(0) = � �4
3 + 5128 �2
5 + : : : ; (60)ñîãëàñóþùååñÿ, ñ ó÷åòîì (58), ñ (53).2. Ñîáñòâåííûå �óíêöèè �n(r) è ñîáñòâåííûå çíà�÷åíèÿ �n â äàííîì ñëó÷àå èìåþò âèä�n(r) = Qnr J0(�ne�
r); �n = �
2�2n;Qn = (�1)n+1 p2
J 00(�n) ; (61)ãäå �n > 0 � íóëè �óíêöèè Áåññåëÿ:J0(�n) = 0: (62)Èç àñèìïòîòèêè �óíêöèè J0(z) ïðè z ! 1 íàéäåì�n ïðè áîëüøèõ n:n� 1 : �n = �n+ 34��: (63)Â ðåçóëüòàòå äëÿ �n è Qn èç (61) ñëåäóþò àñèìïòî�òè÷åñêèå âûðàæåíèÿ (33) ñ b = 1=
.4 ÆÝÒÔ, âûï. 3 449
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Cρ

z

CR

Ïîäñòàíîâêà �n è Qn èç (61) â îáùóþ �îðìóëó(49) äàåòfs(0) = 2�2
 1Xn=1 1[J 00(�n)℄2 �2n (�2n � �2) (64)
 � èç (55). Èç âðîíñêèàíà [8℄J0(z)N 00(z)� J 00(z)N0(z) = 2�z (65)âûðàçèì J 00(z) ïðè z = �n ÷åðåç N0(�n) è ïîäñòàâèìâ (64). Â ðåçóëüòàòå fs(0) ïðèìåò âèäfs(0) = ���2
 S; S = 1Xn=1 N0(�n)J 00(�n) 1�n(�2n � �2) :(66)�àññìîòðèì èíòåãðàëT = I N0(z)J0(z) 1z(z2 � �2) dz2�i ; (67)âçÿòûé ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó, èçîáðàæåííîìó íàðèñóíêå. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòîò èíòåãðàë ðàâåí ñóì�ìå âû÷åòîâ â ïîëþñàõ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæå�íèÿ: T = S + 12�2 N0(�)J0(�) : (68)Ñ äðóãîé, � ñóììå èíòåãðàëîâ, âçÿòûõ ïî îòäåëü�íûì ÷àñòÿì êîíòóðà:T = ZCR+ ZC� + i�Zi1 + �i1Z�i� : (69)

Ïåðâûé èíòåãðàë â (69), âçÿòûé ïî ïîëóîêðóæ�íîñòè ðàäèóñà R !1, â ýòîì ïðåäåëå îáðàùàåòñÿ âíóëü. Âòîðîé èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ïîëóîêðóæíîñòèðàäèóñà � ! 0 ñ öåíòðîì â òî÷êå z = 0. Èñïîëüçóÿðàçëîæåíèå (59), íàéäåìZC� = 1��2 �ln �2 + C � : (70)Òðåòèé è ÷åòâåðòûé èíòåãðàëû â (69) áåðóòñÿ ïîìíèìîé îñè z = iy. Ñîãëàñíî [8℄,N0(ze� i�=2)J0(ze� i�=2) = �i� 2� K0(z)I0(z) ; (71)ãäå I0(z) � ìîäè�èöèðîâàííàÿ �óíêöèÿ Áåññåëÿïåðâîãî ðîäà è K0(z) � �óíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà, òàê÷òîi�Zi1 + �i1Z�i� = 1� 1Z� dyy (y2 + �2) = = 1��2 ln �� : (72)Â ðåçóëüòàòå, ñóììèðóÿ âêëàäû îòäåëüíûõ èíòå�ãðàëîâ, äëÿ T èç (69) ïîëó÷èìT = 1��2 �ln �2 + C� : (73)Ïðèðàâíèâàÿ (68) è (73), íàéäåì âåëè÷èíó S èç (66):S = � 12�2 N0(�)J0(�) + 1��2 �ln �2 + C � : (74)Ïîäñòàíîâêà (74) â (66) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ (57)äëÿ fs(0). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðîâåðÿþòñÿ ðàç�ëè÷íûå ïðàâèëà ñóìì, âûâåäåííûå â ðàçä. 2.Äëÿ ïîòåíöèàëîâ îòòàëêèâàíèÿ (� > 0) äëÿ àì�ïëèòóäû ðàññåÿíèÿ fs(0) èç (57) ñëåäóåò âûðàæåíèåfs(0) = � 1
 �K0(e�)I0(e�) + ln e�2 + C� ; e� = p�
 : (75)Ïðè âûâîäå (75) èñïîëüçîâàíî ðàâåíñòâî (71).Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî ïî ñèñòåìå �óíêöèéfJ0(�n�)g ïðè 0 6 � 6 1 ïðîâîäèòñÿ òàê íàçûâàåìîåðàçëîæåíèå Ôóðüå �Áåññåëÿ [8℄. Â ñèëó ñõîäèìîñòèòàêîãî ðàçëîæåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå2 1Xn=1 J0(�n�)J0(�n�0)[J 00(�n)℄2 = Æ(� � �0)� : (76)Ïîäñòàíîâêà � = e�
r â (76) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâóe�2
r 1Xn=1 �n(r)�n(r0) = Æ(r � r0)r2 ; (77)450



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 3, 2013 Ê òåîðèè óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ìåäëåííûõ ÷àñòèöÿâëÿþùåìóñÿ ñîîòíîøåíèåì ïîëíîòû (16) äëÿñèñòåìû ñîáñòâåííûõ �óíêöèé f�n(r)g èç (61) ñv(r) = exp(�2
r).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÏðèâåäåì äëÿ ñïðàâîê ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëü�òàòû åùå äëÿ òðåõ ïîòåíöèàëîâ, äîïóñêàþùèõ òî÷�íîå ðåøåíèå ðàññìîòðåííîé çàäà÷è.1. Äëÿ ïîòåíöèàëàv(r) = 1(1 + 
2r2)2 (1:1)ñîáñòâåííûå �óíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìå�þò âèä�n(r) = Anr p1 + 
2r2 sin f2n ar
tg(
r)g ;An = (�1)n+1r4
� ; Qn = 4nr
� ;�n = �
2 �(2n)2 � 1� ; n = 1; 2; : : : (1.2)Àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ ïðè " = 0 ðàâíàfs(0) = ��
 
tg ��2 ; � =r1� �
2 : (1:3)Äëÿ êîíñòàíò, ââåäåííûõ â ðàçä. 2, ïîëó÷àåìR3 = 3�4
3 ; L = 12(R
)2 ;I = � �16 1(R
)5 ; b = �2
 : (1.4)Ïðè n � 1 âûðàæåíèÿ äëÿ �n è Qn ñîãëàñóþòñÿ, ñó÷åòîì b = �=2
, ñ (36) ïðè � = 4 è v1 = 1.2. Äëÿ ïîòåíöèàëàv(r) = �(R� r); (2:1)ãäå �(x) = 1 ïðè x > 0 è �(x) = 0 ïðè x < 0, äëÿr � R èìååì�(i)n (r) = (�1)nr 2R sin�nrr ; �n =p��n; (2:2)à äëÿ r � R ��(e)n (r) = Qnr ; Qn =r 2R: (2:3)Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñëåäóåò 
os(�nR) = 0, òàê ÷òî�n = �n+ 12� �R;�n = ��n+ 12�2 � �R�2 ; n = 0; 1; 2; : : : (2.4)

Àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ ïðè " = 0 ðàâíàfs(0) = �R�1� tg�R�R � ; � = p��: (2:5)Äëÿ êîíñòàíò ïîëó÷àåìL = 12 ; I = � 215 : (2:6)�àäèóñ äåéñòâèÿ ïîòåíöèàëà è êîíñòàíòà b ðàâíû R.Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ (1.3), (2.5) è (57) èçòåêñòà ñîãëàñóþòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðåçóëüòàòà�ìè çàäà÷ ê � 132 èç [1℄ è çàäà÷è �13.31 èç [2℄.3. Äëÿ ïîòåíöèàëàv(r) = 1
h2 
r (3:1)èìååì �n(r) = Qnr P2n+1(th 
r);Qn = 2s
�n+ 34�;�n = �2
2(n+ 1)(2n+ 1);n = 0; 1; 2; : : : ; (3.2)ãäå Pn(x) � ïîëèíîìû Ëåæàíäðà. Äëÿ êîíñòàíò ïî�ëó÷àåì R33 = �12 1
3 ; L = ln 2(
R)2 ;I � �0:3796(
R)5 ; b = �2 1
 : (3.3)Çäåñü êîíñòàíòà I îïðåäåëåíà ÷èñëåííûì ìåòîäîì.Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû �n è Qn ïðè n� 1 ñîãëàñó�þòñÿ, ñ ó÷åòîì b = �=2
, ñ àñèìïòîòè÷åñêèìè îöåí�êàìè (33).�åãóëÿðíîå ïðè r = 0 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (39) ñïîòåíöèàëîì (3.1) èìååò âèä (r) = Ar �P�(�) + 2� 
tg ��2 Q�(�)� ;� = th 
r: (3.4)Çäåñü P�(z) è Q�(z) � �óíêöèè Ëåæàíäðà [9℄ ñ èí�äåêñîì � = 12 �r1� 4�
2 � 1� : (3:5)Ïðè r ! 1 èìååì � ! 1 � 2e�2
r. Â ýòîì ñëó÷àå,ñîãëàñíî [9℄, � ! 1 : P�(�)! 1;Q�(�)! �12 ln 1� �2 � C �  (1 + �); (3.6)451 4*



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 3, 2013ãäå  (z) � ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ãàì�ìà-�óíêöèè, òàê ÷òî èç (3.4) íàõîäèìfs(0) = 1
 n�2 tg ��2 � C �  (1 + �)o : (3:7)Ñîãëàñíî [7; 9℄ èìååìz ! 0 :  (1+z) = �C +z�(2)�z2�(3)+ : : : ; (3:8)ãäå �(n) � äçåòà-�óíêöèÿ �èìàíà:�(2) = �26 ; �(3) = 1:2020569 : : : (3:9)�àçëîæåíèå (3.5) è (3.7) ïî ñòåïåíÿì � äî �2 ïîçâî�ëÿåò íàéòè àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ êîíñòàí�òû I : I = ���(3)� �212� 1(
R)5 ; (3:10)ñîãëàñóþùååñÿ ñ ðåçóëüòàòîì ÷èñëåííîãî ñ÷åòàèç (3.4).
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