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Ê�ÈÒÈ×ÅÑÊÀß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÏÎ×ÒÈ ÀÄÈÀÁÀÒÈ×ÅÑÊÎÉÊÎÍÂÅÊÖÈÈ Â ÁÛÑÒ�ÎÂ�ÀÙÀÞÙÅÌÑßÈ ØÈ�ÎÊÎÌ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÎÌ ÑËÎÅÑ. Â. Ñòàð÷åíêî a*, Ì. Ñ. Êîòåëüíèêîâà baÈíñòèòóò çåìíîãî ìàãíåòèçìà, èîíîñ�åðû è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàäèîâîëí èì. Í. Â. Ïóøêîâà142190, Òðîèöê, Ìîñêâà, �îññèÿbÈíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì. À. Ëàâðåíòüåâà Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê630090, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 28 èþíÿ 2012 ã.Èññëåäóþòñÿ óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè â ïî÷òè àäèàáàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè, äëÿ êîòîðûõ âûáîð �èçè÷å-ñêèõ ïàðàìåòðîâ îáóñëîâëåí âîçìîæíûìè ïðèëîæåíèÿìè ê îïèñàíèþ ãèäðîäèíàìèêè ãëóáèííûõ íåäðÇåìëè, à òàêæå ïëàíåò è ëóí çåìíîé ãðóïïû. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè â ïðåäåëå áû-ñòðîãî âðàùåíèÿ èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âïåðâûå ñâåäåíà ê ñèñòåìå îáûêíî-âåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ äàâëåíèÿ è ïðîåêöèè ñêîðîñòè íà îñü âðàùåíèÿ. Êðèòè÷åñêèå÷àñòîòû, ÷èñëà �ýëåÿ è ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùèå âîçíèêàþùóþ êîíâåêöèþ, ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêè è÷èñëåííî ïðè íàèáîëåå èíòåðåñíûõ äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ÷èñëàõ Ïðàíäòëÿ è òîëùèíàõ ñ�åðè-÷åñêèõ ñëîåâ. Âïåðâûå ïîëó÷åíî ïîëíîñòüþ àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå òèïà ÂÊÁ â ïðåäåëå, êîãäà ðàäèóñâíóòðåííåé ãðàíèöû ðàññìàòðèâàåìîãî ñ�åðè÷åñêîãî ñëîÿ ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ âíåøíèì ðàäèóñîì èèñòî÷íèêè êîíâåêòèâíîé íåóñòîé÷èâîñòè êîíöåíòðèðóþòñÿ ó âíóòðåííåé ãðàíèöû.DOI: 10.7868/S00444510130201681. ÂÂÅÄÅÍÈÅÍàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëå�äîâàíèÿ êîíâåêöèè â ïî÷òè àäèàáàòè÷åñêîì ïðèáëè�æåíèè, íà÷àòîãî ðàíåå [1℄. Îñíîâíûì ïðèëîæåíèåìèçó÷åíèÿ êîíâåêöèè â áûñòðîâðàùàþùåìñÿ ñ�åðè�÷åñêîì ñëîå ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ãåíåðàöèè ïëàíåòàð�íûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé. Ïðîâîäÿùàÿ æèäêîñòü â ãëó�áèííûõ íåäðàõ ïëàíåò íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè áëèç�êîì ê àäèàáàòè÷åñêîìó ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Íà�ïðèìåð, äëÿ âíåøíåãî ÿäðà Çåìëè îòëè÷èå îñíîâ�íûõ �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ îò àäèàáàòè÷åñêèõ çíà�÷åíèé ñîñòàâëÿåò âñåãî 10�3 %. Ïîýòîìó âûáîð ïî�÷òè àäèàáàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿìîäåëåé ãåíåðàöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðåäñòàâëÿåò�ñÿ íàèáîëåå åñòåñòâåííûì. Âñå ïëàíåòû è ëóíû, îá�ëàäàþùèå ñîáñòâåííûì ìàãíèòíûì ïîëåì, íàõîäÿò�ñÿ â ñîñòîÿíèè áûñòðîãî âðàùåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî äâèæåíèå æèäêîñòè â ãëóáèííûõ íåäðàõ õàðàê�*E-mail: sstar
henko�mail.ru

òåðèçóåòñÿ ìàëûìè çíà÷åíèÿìè ÷èñëà Ýêìàíà (äëÿÇåìëè åãî âåëè÷èíà ïîðÿäêà 10�15). Ïðèñóòñòâèå âçàäà÷å òàêîãî ìàëîãî ïàðàìåòðà äàåò âîçìîæíîñòüïðèìåíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ äëÿ èññëåäî�âàíèÿ óðàâíåíèé êîíâåêöèè.Ñòàíäàðòíûì è øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûì ìåòî�äîì ïðèâåäåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ê óäîá�íîé äëÿ àíàëèçà �îðìå ÿâëÿåòñÿ äâîéíîå äåéñòâèåîïåðàòîðà ðîòîðà íà óðàâíåíèå ìîìåíòîâ è ïðèìå�íåíèå ïîëîèäàëüíî-òîðîèäàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿñêîðîñòè [1�5℄. Ýòè äåéñòâèÿ ïðèâîäÿò ê ïîâûøå�íèþ ïîðÿäêà óðàâíåíèé è âîçìîæíîìó ïîÿâëåíèþäîïîëíèòåëüíûõ ðåøåíèé, íå ñîîòâåòñòâóþùèõ èñ�õîäíîé çàäà÷å. Äëÿ òîãî ÷òîáû èñêëþ÷èòü òàêóþâîçìîæíîñòü, â ðàçä. 2 íàñòîÿùåé ðàáîòû èç èñ�õîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïî÷òè àäèàáà�òè÷åñêîé êîíâåêöèè ïîëó÷åíà óïðîùåííàÿ ñèñòåìàîáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿîïðåäåëåíèÿ z-êîìïîíåíòû (âäîëü îñè âðàùåíèÿ)ñêîðîñòè, äàâëåíèÿ è âàðèàöèé ýíòðîïèè ñ èñïîëü�çîâàíèåì àñèìïòîòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ, íî áåç ïîâû�øåíèÿ ïîðÿäêà óðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷àíà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, âîçíèêàþùàÿ ïðè îïðåäå�388



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 2, 2013 Êðèòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî÷òè àäèàáàòè÷åñêîé êîíâåêöèè : : :ëåíèè êðèòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ êîíâåêöèè, ðåøàåò�ñÿ äëÿ óðàâíåíèé, â êîòîðûå â êà÷åñòâå íåèçâåñò�íûõ �óíêöèé âõîäÿò íåïîñðåäñòâåííî äàâëåíèå ëè�áî z-êîìïîíåíòà ñêîðîñòè, à íå ïðîèçâîäíûå ñêîðî�ñòè, �èãóðèðîâàâøèå â êëàññè÷åñêîì ìåòîäå. Ýòîèçìåíåíèå äàåò äîïîëíèòåëüíóþ �èçè÷åñêóþ ÿñ�íîñòü ïðè èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ.Ïåðâûå àíàëèòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ òåïëîâîéêîíâåêöèè â áûñòðîâðàùàþùåìñÿ ñ�åðè÷åñêîì ñëîåáûëè îñíîâàíû íà ëîêàëüíîì àñèìïòîòè÷åñêîì àíà�ëèçå, ò. å. ðåøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿäëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïðîâîäè�ëîñü òîëüêî â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïðåäïîëîæå�íèåì î ñóùåñòâîâàíèè íàèáîëåå áûñòðîðàñòóùåãîðåøåíèÿ [2; 3℄. Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå êðèòè÷å�ñêèå çíà÷åíèÿ îòëè÷àëèñü îò çíà÷åíèé, îïðåäåëåí�íûõ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì èñõîäíîé ñèñòåìû, íà âå�ëè÷èíó ïîðÿäêà åäèíèöû. Èññëåäîâàíèå ïî÷òè àäèà�áàòè÷åñêîé êîíâåêöèè â ãëóáèííûõ íåäðàõ ïëàíåò,íà÷àòîå â ðàáîòå [1℄, òàêæå ÷àñòè÷íî áûëî ïðîâåäå�íî â ðàìêàõ ëîêàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè, ðàç�ðàáîòàííîé â ðàáîòàõ [2; 3℄, â ÷àñòíîñòè, áûëî ðàñ�ñìîòðåíî ëîêàëüíîå âîçíèêíîâåíèå êîíâåêöèè â ñëó�÷àå îäíîðîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêîâ òåïëà.Â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêîâêîíâåêöèè â ðàáîòå [1℄ êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû áû�ëè ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äëÿíåêîòîðûõ ÷èñåë Ïðàíäòëÿ, à â ðåçóëüòàòå ëîêàëü�íîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà � ïðè ìàëûõ è áîëü�øèõ ÷èñëàõ Ïðàíäòëÿ. Â ðàçä. 3 ïîëó÷åííûå êðè�òè÷åñêèå ïàðàìåòðû âîçíèêíîâåíèÿ êîíâåêöèè äëÿïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ÷èñåë Ïðàíäòëÿ ñóùåñòâåííîîòêîððåêòèðîâàíû çà ñ÷åò ïîñòðîåíèÿ ãëîáàëüíîãîðåøåíèÿ òèïà ÂÊÁ [4; 5℄ âìåñòî ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿèç ðàáîòû [1℄.Ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêîãî àíà�ëèçà êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ÷àñòîòû è ÷èñåë �ýëåÿñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò ðåçóëüòàòàì÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèéâ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [4�7℄. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðå�çóëüòàòû ñòàíîâÿòñÿ íåçàìåíèìûìè ïðè ðàññìîò�ðåíèè ðåøåíèé â äèàïàçîíå ÷èñåë Ýêìàíà, ñîîò�âåòñòâóþùèõ ðåàëüíûì ïàðàìåòðàì â ãëóáèííûõíåäðàõ ïëàíåò, ïîñêîëüêó ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ íàäàííûé ìîìåíò äîñòóïíû òîëüêî äî çíà÷åíèé ÷èñëàÝêìàíà ïîðÿäêà 10�7, ÷òî íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâïðåâûøàåò ðåàëüíûå [8; 9℄. Òàêæå ïðè ïðîâåäåíèèàñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà íåò îãðàíè÷åíèé íà êîëè�÷åñòâî è âåëè÷èíó ïðî÷èõ âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ,÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ðàññìîòðåòü áîëåå øèðîêèéäèàïàçîí �èçè÷åñêèõ êàðòèí êîíâåêöèè ïî ñðàâíå�íèþ ñ ïðÿìûì ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì.

Â ðàçä. 4 ïîñòðîåíî ïîëíîñòüþ àíàëèòè÷åñêîå ðå�øåíèå, îïèñûâàþùåå ïî÷òè àäèàáàòè÷åñêóþ êîíâåê�öèþ â äîñòàòî÷íî øèðîêîì ñ�åðè÷åñêîì ñëîå äëÿðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ÷èñëà Ïðàíäòëÿ. Ïîä äîñòàòî÷�íî øèðîêèì ñ�åðè÷åñêèì ñëîåì ïîíèìàåòñÿ êîí�è�ãóðàöèÿ, êîãäà âíóòðåííèé ðàäèóñ ri ñ�åðè÷åñêîãîñëîÿ ìîæíî ñ÷èòàòü çíà÷èòåëüíî ìåíüøå âíåøíå�ãî ðàäèóñà ro. Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìå âîçíèêàåòäîïîëíèòåëüíûé ìàëûé ïàðàìåòð � îòíîøåíèå ðà�äèóñîâ b = ri=ro, íàëè÷èå êîòîðîãî ïîçâîëÿåò ïðè�ìåíèòü ÂÊÁ-ïîäõîä è ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðå�øåíèå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé äëÿ âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòèè äàâëåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðè ïîëó÷åíèè ðå�øåíèÿ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî èñòî÷íèêè òåïëà íåîäíî�ðîäíû è ìàêñèìóì òåïëîâûäåëåíèÿ ïðèõîäèòñÿ íàâíóòðåííþþ ãðàíèöó. Òàêàÿ ìîäåëü, íàïðèìåð, ñî�îòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà òåìïåðàòóðíûé ãðàäèåíòïîääåðæèâàåòñÿ çà ñ÷åò ðàçíèöû òåìïåðàòóð âíó�òðåííåé è âíåøíåé ãðàíèö èëè æå, ÷òî áîëåå åñòå�ñòâåííî, çà ñ÷åò ðàçíèöû â âåëè÷èíå òåïëîâûõ ïîòî�êîâ íà ãðàíèöàõ ïðè óñëîâèè, ÷òî òåïëîâîé ïîòîê, ñî�çäàâàåìûé âíóòðåííèìè èñòî÷íèêàìè òåïëà, ïðåíå�áðåæèìî ìàë. Îïèñàííîå ðàñïðåäåëåíèå èñòî÷íèêîâòåïëîâîé è/èëè êîìïîçèöèîííîé êîíâåêöèè íàèáî�ëåå âåðîÿòíî äëÿ ãëóáèííûõ íåäð áîëüøèíñòâà ïëà�íåò è ëóí â ñëó÷àå, êîãäà åñòü îñíîâàíèÿ ïðåíåáðå÷üðàäèîàêòèâíûì íàãðåâîì [10℄.Â Çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòûè êîììåíòàðèè ê âîçìîæíîñòÿì èõ ïðèìåíåíèÿ äëÿïîñòðîåíèÿ äîñòîâåðíûõ ìîäåëåé ãèäðîäèíàìè÷å�ñêèõ òå÷åíèé â íåäðàõ ïëàíåò è ëóí. Ïîäîáíûå òå�÷åíèÿ ìîãóò ïîääåðæèâàòü íàáëþäàåìîå ìàãíèòíîåïîëå, íàëè÷èå ëèáî îòñóòñòâèå êîòîðîãî, â ñâîþ î÷å�ðåäü, ñëóæèò èíäèêàòîðîì àêòèâíîñòè äâèæåíèé âæèäêèõ ÿäðàõ íàáëþäàåìûõ îáúåêòîâ.2. ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÀß ÑÈÑÒÅÌÀ ÄËßÂÅ�ÒÈÊÀËÜÍÎÉ ÑÊÎ�ÎÑÒÈ ÈÄÀÂËÅÍÈß�àññìîòðèì ñ�åðè÷åñêèé ñëîé, âðàùàþùèéñÿ ñïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ 
. Ñëîé çàïîëíåíæèäêîñòüþ ïëîòíîñòè � ñ êîý��èöèåíòîì òåðìè÷å�ñêîãî ðàñøèðåíèÿ �, êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòüþ �,òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòüþ K è êîý��èöèåíòîì òåï�ëîïðîâîäíîñòè �. Äëÿ ïîñëåäóþùåãî ñðàâíåíèÿ ðå�çóëüòàòîâ ñ óæå èìåþùèìèñÿ â àíàëîãè÷íûõ ðàáî�òàõ [3�5℄ èñïîëüçóåì âíåøíèé ðàäèóñ ro ñëîÿ â êà�÷åñòâå ìåðû äëèíû, à õàðàêòåðíîå ¾âÿçêîå¿ âðåìÿr2o=� êàê ìåðó âðåìåíè. Òîãäà ñêîðîñòü æèäêîñòè389



Ñ. Â. Ñòàð÷åíêî, Ì. Ñ. Êîòåëüíèêîâà ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 2, 2013V áóäåò èçìåðÿòüñÿ â åäèíèöàõ �=ro. Ý��åêòèâíîåäàâëåíèå p èçìåðÿåì îòíîøåíèåì 2
=�, ïîñêîëüêóåãî ãðàäèåíò îïðåäåëÿåòñÿ óñêîðåíèåì Êîðèîëèñà.Â êà÷åñòâå åäèíèöû òåìïåðàòóðû èñïîëüçóåì ñðåä�íþþ òåìïåðàòóðó T ñëîÿ è îòíîøåíèå r2oKT 00�=T��2êàê åäèíèöó äëÿ èçìåðåíèÿ óäåëüíîé ýíòðîïèè, àåäèíèöåé òåïëîâîãî ïîòîêà áóäåò àäèàáàòè÷åñêèéïîòîê èç ñ�åðè÷åñêîãî ñëîÿ. Çäåñü øòðèõàìè îáî�çíà÷åíû îáûêíîâåííûå ïðîèçâîäíûå ïî ðàäèóñó r.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì áåçðàçìåðíóþ ëèíåàðèçîâàí�íóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ âîçìóùåíèé ïî÷òè àäèà�áàòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ, ñîñòîÿùóþ èç óðàâíåíèé ìî�ìåíòîâ è ïåðåíîñà òåïëà, â �îðìå, ïîäîáíîé ïîëó�÷åííîé â ðàáîòå [1℄:E�V�t + ez �V +rp = ERa�r�Er�r�V;r �V = 0;Pr ���t = r2� � s00Vr: (1)Íà ïðîèçâîäíûå ñâåðõàäèàáàòè÷åñêîé ýíòðîïèè � íà�êëàäûâàþòñÿ îäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è äî�ïîëíèòåëüíîå èíòåãðàëüíîå óñëîâèå:����r �r=b = 0;����r �r=1 = 0;Zb�r�1 � d3r = 0: (2)Çäåñü Pr � ÷èñëî Ïðàíäòëÿ, b � îòíîøåíèå ðàäèó�ñîâ ñëîÿ, Ra � ìîäè�èöèðîâàííîå àäèàáàòè÷åñêîå÷èñëî �ýëåÿ è E � àñèìïòîòè÷åñêè ìàëîå ÷èñëî Ýê�ìàíà: Pr = ��; b = riro ; Ra = �KT 00gor5o�Cp��2 ;E = �2
r20 � 1:Çàìûêàþò çàäà÷ó íà óñòîé÷èâîñòü (1), (2) ãðàíè÷�íûå óñëîâèÿ äëÿ ñêîðîñòè V (íàïðèìåð, â ñëó÷àåðàññìîòðåíèÿ òâåðäûõ ãðàíèö âíåøíåãî ÿäðà â ïëà�íåòàõ Çåìíîãî òèïà ìîæíî èñïîëüçîâàòü óñëîâèåïðèëèïàíèÿ). Áåçðàçìåðíûé èñòî÷íèê êîíâåêòèâ�íîé íåóñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿåòñÿ òåïëîâûìè ïîòî�êàìè ïî �îðìóëå [1℄s00 = �Qo � 1�Qi + b31� b3 r � Qi �Qob31� b3 r�2: (3)Çäåñü Qi è Qo � âåëè÷èíû ìîùíîñòè òåïëîâûõ ïîòî�êîâ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâåííî çàäàíû íà âíóòðåííåé

è âíåøíåé ãðàíèöàõ ðàññìàòðèâàåìîãî ñ�åðè÷åñêî�ãî ñëîÿ.Áóäåì èñêàòü ìåòîäîì òèïà ÂÊÁ ðåøåíèå ñèñòå�ìû (1), óäîâëåòâîðÿþùåå âñåì íåîáõîäèìûì ãðàíè÷�íûì óñëîâèÿì, â ñëåäóþùåì âèäå:(V; p; �) = exp2664im'+ Z k(s) dsE1=3 � i!E2=3 t3775��Xn�0En=3 �Vn; E1=3pn; E2=3�n� ;Ra = E�4=30�R+Xn�1En=3Rn1A : (4)
Çäåñü m=E1=3 � àçèìóòàëüíîå âîëíîâîå ÷èñëî, k �âîëíîâîå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ �óíêöèåé öèëèíäðè÷å�ñêîãî ðàäèóñà s, ! � êîìïëåêñíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî,Vn, pn, �n � íå çàâèñÿùèå îò àçèìóòàëüíîãî óãëà 'àñèìïòîòè÷åñêèå êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ äëÿ ñî�îòâåòñòâóþùèõ �óíêöèé, à R è Rn � àñèìïòîòè÷å�ñêèå êîý��èöèåíòû ðÿäà äëÿ àäèàáàòè÷åñêîãî ÷èñ�ëà �ýëåÿ. Èñïîëüçóÿ öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîð�äèíàò (z; s; '), ïîäñòàâèì ðåøåíèå (4) â (1) è â ãëàâ�íîì ïîðÿäêå ïîëó÷èì�p0�z = �i! � m2s2 � k2�V0z +R�0z;ikp0 = V0'; ims p0 = �V0s;ikV0s = �ims V0';�iPr! � m2s2 � k2� �0 = s00r (zV0z + sV0s): (5)
Åñëè ñðàâíèòü âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ â (5) ñ÷åòâåðòûì, òî âèäíî, ÷òî ñèñòåìà (5) ÿâëÿåòñÿ âû�ðîæäåííîé è òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü óðàâíåíèÿ äëÿêîý��èöèåíòîâ ðÿäà ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà. Îíè èìå�þò âèäV1' = ikp1 ��i! � m2s2 � k2�V0s �R�0s;V1s = �ims p1 ��i! � m2s2 � k2�V0';ikV1s + ims V1' + �V0z�z + V0zs = 0: (6)Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ ïîïðàâîê ïåðâîãî ïîðÿäêàäëÿ àçèìóòàëüíîé è ðàäèàëüíîé êîìïîíåíò ñêîðî�ñòè èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé â (6) â òðåòüå óðàâ�íåíèå è èñêëþ÷èâ ïîïðàâêó äàâëåíèÿ p1, ïîëó÷èì390



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 2, 2013 Êðèòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî÷òè àäèàáàòè÷åñêîé êîíâåêöèè : : :òðåáóåìóþ ñèñòåìó äëÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè è äàâ�ëåíèÿ:�p0�z = Rs00 zV0z � imp0iPr! �m2=s2 � k2 zr ++�i! � m2s2 � k2�V0z;�V0z�z = imRs00iPr! �m2=s2 � k2 zV0z � imp0r ++ �ims2 +�m2s2 + k2��i! � m2s2 � k2�� p0;V0' = ikp0; V0s = �ims p0;�0 = s00r zV0z � imp0iPr! �m2=s2 � k2 :
(7)

Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà (7) ìîæåòáûòü ñâåäåíà ê îäíîìó îáûêíîâåííîìó äè��åðåí�öèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà (íàïðèìåð,äëÿ äàâëåíèÿ p0), êîòîðîå äàëåå ìîæåò áûòü èññëå�äîâàíî ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïî�ðîãîâûõ ïàðàìåòðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàñòóùèõ ðåøå�íèé. Èç-çà âûðîæäåííîñòè ñèñòåìû (7) ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ äëÿ íåå òàêæå âûðîæäåíû. Ñ �èçè÷åñêîéòî÷êè çðåíèÿ, ýòî îçíà÷àåò ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (7)ñïðàâåäëèâî âî âñåì îáúåìå ñ�åðè÷åñêîãî ñëîÿ, çàèñêëþ÷åíèåì òîíêèõ (ïîðÿäêà E1=2) ïîãðàíè÷íûõñëîåâ Ýêìàíà, êîòîðûå íå îêàçûâàþò ñóùåñòâåííîãîâëèÿíèÿ íà êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû êîíâåêöèè [4; 5℄.Íà ñèñòåìó (7) íàêëàäûâàþòñÿ óñëîâèÿ íåïðîíèêíî�âåíèÿ æèäêîñòè çà ãðàíèöû, êîòîðûå äîëæíû âû�ïîëíÿòüñÿ íà âíåøíèõ ãðàíèöàõ ñ�åðè÷åñêîãî ñëîÿ:V0r(r = 1) = 0; V0r(r = b) = 0: (8)Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì óïðîùåííóþ ñèñ-òåìó óðàâíåíèé (7), (8) äëÿ èññëåäîâàíèÿ ëèíåé�íîé óñòîé÷èâîñòè êîíâåêöèè â ïî÷òè àäèàáàòè÷å�ñêîì ïðèáëèæåíèè â ïðåäåëå àñèìïòîòè÷åñêè ìà�ëûõ çíà÷åíèé ÷èñëà Ýêìàíà E. Åãî âåëè÷èíà äëÿÇåìëè ñîñòàâëÿåò ïî ñàìûì ìàêñèìàëüíûì îöåíêàì10�9 [9℄, ÷òî äàåò äîñòàòî÷íî óäîâëåòâîðèòåëüíóþòî÷íîñòü äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (7), (8) â ãëàâíîìïîðÿäêå ïî E1=3 = 10�3.3. �ÅØÅÍÈß Ï�È ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅÌ ÈÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎÌ ÍÀ��ÅÂÀÕ,ÂÑÅÂÎÇÌÎÆÍÛÕ ×ÈÑËÀÕ Ï�ÀÍÄÒËßPr È ÔÈÊÑÈ�ÎÂÀÍÍÛÕ ÎÒÍÎØÅÍÈßÕb �ÀÄÈÓÑÎÂ ÑËÎßÏîãðàíè÷íûå, ò. å. íåðàñòóùèå è íåóáûâàþùèåâî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (7),

(8) îïðåäåëÿþò êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ÷èñåë �ýëåÿ èïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè, õàðàê�òåðèçóþùèå ìîìåíò ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè è âîçíèê�íîâåíèå êîíâåêöèè. ×èñëî Ýêìàíà � îäèí èç âàæ�íåéøèõ ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ òå÷åíèå, � íàýòîì ýòàïå óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìàëûé àñèì�ïòîòè÷åñêèé ïàðàìåòð â ðåøåíèè (4). Îïðåäåëÿþòðåøåíèå òàêæå ÷èñëî Ïðàíäòëÿ Pr, îòíîøåíèå b ðà�äèóñîâ ñ�åðè÷åñêîãî ñëîÿ, òåïëîâûå ïîòîêè íà âíåø�íåé Qo è âíóòðåííåé Qi ãðàíèöàõ. Â áîëüøèíñòâåïðåäûäóùèõ ðàáîò ðàññìàòðèâàëàñü ëèøü ìîäåëüÁóññèíåñêà ñ îäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì èñòî÷íè�êîâ òåïëà (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [3�5℄ è ññûëêè âíèõ). Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ ýòîò ñëó÷àé ¾âíóòðåí�íåãî íàãðåâà¿ ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà âõîäÿ�ùèé òåïëîâîé ïîòîê ðàâåí Qi = Qob3. Â ðåçóëüòàòåèñòî÷íèê (3) ïðèíèìàåò �îðìós00 = �(Qo � 1)r:Áåç ïîòåðè îáùíîñòè âûáåðåì âåëè÷èíó èñõîäÿùå�ãî òåïëîâîãî ïîòîêà íà âíåøíåé ãðàíèöå, â äâà ðàçàïðåâûøàþùóþ àäèàáàòè÷åñêîå çíà÷åíèå Qo = 2. Òî�ãäà óðàâíåíèÿ (7), (8) ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèþ (3.1-3)äëÿ âåðòèêàëüíîé ñêîðîñòè èç ðàáîòû [4℄.Ëèíåéíûé àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç êîíâåêöèè âïðèáëèæåíèè áûñòðîãî âðàùåíèÿ âïåðâûå áûë ïðî�âåäåí â ðàáîòå [2℄ è ïîäðîáíî ðàçâèò â ðàáîòå [3℄. Ïî�ñëåäíÿÿ ðàáîòà ïðîäåìîíñòðèðîâàëà, ÷òî ðàñòóùèåìîäû â ñëó÷àå áûñòðîãî âðàùåíèÿ íå ñèììåòðè÷íûîòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ è äâèæåíèå æèäêîñòèïðè ìàëûõ ÷èñëàõ Ýêìàíà êâàçèãåîñòðî�è÷åñêîå,ò. å. ïî÷òè íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû, ïàðàëëåëüíîéîñè âðàùåíèÿ. Òåì íå ìåíåå â ðàáîòå Áóññå [3℄ íåáûëè íàéäåíû çàâèñèìîñòè ðàñòóùèõ ìîä îò ðàäè�àëüíîé êîîðäèíàòû.Ïåðâàÿ ïîïûòêà ïîëó÷èòü èõ áûëà ïðåäïðèíÿ�òà â ðàáîòå [11℄. Àâòîð îáíàðóæèë, ÷òî ñóùåñòâó�þò îïðåäåëåííûå ñëîæíîñòè ïðè îïðåäåëåíèè òî÷�íûõ çíà÷åíèé êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë �ýëåÿ â ðàìêàõòåîðèè �îáåðòñà �Áóññå. Òðàäèöèîííûé ïîäõîä ñ èñ�ïîëüçîâàíèåì ÂÊÁ-ïðåäñòàâëåíèÿ [3℄, ðàññìàòðèâà�þùèé ëîêàëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñ�ëà, íå ïîäõîäèò â äàííîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó íàëè÷èåíåíóëåâîãî ðàäèàëüíîãî ãðàäèåíòà ÷àñòîòû �!=�sïðèâîäèò ê âçðûâíîìó ðîñòó ìîäû íà áîëåå âûñî�êèõ ïîðÿäêàõ. �àçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ÷èñëó Ýêìà�íà [12℄ íàãëÿäíî ïðîäåìîíñòðèðîâàëè è ðàçðåøèëèïîõîæóþ ïðîáëåìó â çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè ñ�åðè�÷åñêîãî òå÷åíèÿ Êóýòòà. Êðèòè÷åñêîå äëÿ âîçíèêíî�âåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ÷èñëî Òåéëîðà, âû÷èñëåííîåâ [12℄, îêàçàëîñü íà O(1) áîëüøå, ÷åì ïðåäñêàçàííîåëîêàëüíîé òåîðèåé.391



Ñ. Â. Ñòàð÷åíêî, Ì. Ñ. Êîòåëüíèêîâà ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 2, 2013Òàáëèöà 1. Êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû äëÿ èñòî÷-íèêà s00 = �rPr0.01 0.1 1 10 100R 0.4762 1.1295 4.1173 8.0470 8.5954m 0.08536 0.1770 0.3029 0.4848 0.5363
 2.6668 1.2386 0.4715 0.06638 0.006433s� 0.4042 0.3874 0.4634 0.6025 0.6286sM 0.8692 0.7131 0.5915 0.6922 0.7195Ïîçäíåå, â ðàáîòå [13℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íåâîç�ìîæíî ïîñòðîèòü âåðíîå ÂÊÁ-ðåøåíèå, çàòóõàþùååýêñïîíåíöèàëüíî â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè sL ïîîáå ñòîðîíû êðèòè÷åñêîãî öèëèíäðà. Òðóäíîñòü âïîñòðîåíèè êîððåêòíîãî ÂÊÁ-ðåøåíèÿ áûëà ïðåîäî�ëåíà ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ âèðòóàëüíîãî öåíòðà âîç�íèêíîâåíèÿ êîíâåêöèè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè �òî÷êè, â êîòîðîé äèñïåðñèÿ âîëíû ëîêàëüíî èñ÷å�çàåò. Ýòà òî÷êà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñåäëîâàÿ òî÷êàêðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ÷èñëà �ýëåÿ íà êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè. Êàê è â ñëó÷àå ñ óñòîé÷èâîñòüþ òå÷åíèÿÊóýòòà, âû÷èñëåííûå êðèòè÷åñêèå ÷èñëà �ýëåÿ îêà�çàëèñü áîëüøå, ÷åì ïîëó÷åííûå ñ ïðèìåíåíèåì òðà�äèöèîííîãî ïîäõîäà [3℄.Òî÷íîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ñ�åðû áû�ëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [4℄. Åå àâòîðû óêàçûâàþò,÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåðíîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî íåñòàíäàðòíîå óðàâíåíèå òèïà Ýéðè äëÿ àìïëèòóäû,à óðàâíåíèå, èìåþùåå äâå òî÷êè, â êîòîðûõ ðåøå�íèå ìåíÿåòñÿ ñ êîëåáàòåëüíîãî òèïà íà ýêñïîíåíöè�àëüíûé. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ÂÊÁ-òèïà, çàòó�õàþùåãî ýêñïîíåíöèàëüíî ïî îáå ñòîðîíû êðèòè÷å�ñêîãî öèëèíäðà, íåîáõîäèìî íàéòè äâîéíóþ òî÷êóïîâîðîòà â êîìïëåêñíîé s-ïëîñêîñòè. Êðèòè÷åñêèéðîñò âîçíèêàåò, êîãäà îáå òî÷êè ïîâîðîòà ïðàêòè�÷åñêè ñîâïàäàþò â íåêîòîðîì ïîëîæåíèè s
, â êî�òîðîì êîìïëåêñíûå ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü è �àçîâàÿ�óíêöèÿ ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè íóëþ. Ýòè òðåáîâàíèÿñîñòàâëÿþò òàê íàçûâàåìûé ãëîáàëüíûé êðèòåðèéóñòîé÷èâîñòè. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî êîíâåêöèÿ ïðî�äîëæàåò îñòàâàòüñÿ ëîêàëèçîâàííîé íà ïîâåðõíîñòèíåêîòîðîãî öèëèíäðà, ÷åé ðàäèóñ sM , òåì íå ìåíåå,îêàçûâàåòñÿ îòëè÷íûì îò çíà÷åíèÿ, ïðåäñêàçàííîãîëîêàëüíîé òåîðèåé.Êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû âîçíèêíîâåíèÿ êîíâåê�öèè, ïðèâåäåííûå â òàáë. 1, ñîáðàíû èç òàáë. 2 è 3ðàáîòû [4℄.

×òîáû ïîëó÷èòü àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ èç ïðèâå�äåííûõ â òàáë. 1 ìàñøòàáèðîâàííûõ çíà÷åíèé, íåîá�õîäèìî ïîäåëèòü êðèòè÷åñêè ÷èñëà �ýëåÿ R íà E4=3,àçèìóòàëüíîå âîëíîâîå ÷èñëî m íà E1=3 è êðèòè÷å�ñêèå ÷àñòîòû ! íà E2=3. Çíà÷åíèÿ öèëèíäðè÷åñêîãîðàäèóñà s� îãðàíè÷èâàþò [5℄ íåðàâåíñòâîì b < s�îáëàñòü, â êîòîðîé ïðèâåäåííûå ðåøåíèÿ ïðèìåíè�ìû, à öèëèíäðè÷åñêèé ðàäèóñ sM îïðåäåëÿåò ìå�ñòîïîëîæåíèå, â êîòîðîì êðèòè÷åñêèå ñîáñòâåííûå�óíêöèè äîñòèãàþò àáñîëþòíîãî ýêñòðåìóìà. Ïàðà�ìåòðû s� è sM ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî ïðè èñïîëüçîâà�íèè ãëîáàëüíîãî ïîäõîäà ê èññëåäîâàíèþ êîíâåêòèâ�íîé óñòîé÷èâîñòè.Â ðàáîòå [5℄ àâòîðû èññëåäîâàëè êîíâåêöèè ïðèìàëûõ ÷èñëàõ Ýêìàíà â ñëîÿõ ðàçëè÷íîé òîëùè�íû, b = 0:35 è b = 0:65. Âûáîð çíà÷åíèé îáóñëîâ�ëåí âîçìîæíîñòüþ ïðîäåìîíñòðèðîâàòü è èññëåäî�âàòü äâà ðàçëè÷íûõ òèïà ìîä êîíâåêöèè, âîçíèêà�þùèõ â êàæäîì ñëó÷àå. Ìîäû òàíãåíöèàëüíîãî öè�ëèíäðà âîçíèêàþò â ñëó÷àå, êîãäà îòíîøåíèå b ðàäè�óñîâ ñëîÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ b > sL=ro. Àâòîðûðàáîòû [5℄ ïîä÷åðêèâàþò, ÷òî äëÿ ýòîãî òèïà ìîäïðèìåíèìà òðàäèöèîííàÿ ëîêàëüíàÿ òåîðèÿ. Íàïðî�òèâ, ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ðàçìåðàõ âíóòðåííåãîÿäðà âîçíèêàþò òàê íàçûâàåìûå âíóòðåííèå ìîäû,è â ýòîì ñëó÷àå äîëæíà ïðèìåíÿòüñÿ ãëîáàëüíàÿ òå�îðèÿ [4℄. Òàêæå â ðàáîòå [5℄ ðàññìîòðåíû äâà ðàç�ëè÷íûõ ðåæèìà íàãðåâà. Ïåðâûé � ýòî òðàäèöèîí�íî ðàññìàòðèâàåìûé ðåæèì âíóòðåííåãî íàãðåâà, àâòîðîé, êîãäà æåñòêî çàäàíû çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðíà âíåøíåé è âíóòðåííåé ãðàíèöàõ ñëîÿ, � òàê íàçû�âàåìûé äè��åðåíöèàëüíûé íàãðåâ. Ïîñëåäíèé ñëó�÷àé ìîæåò áûòü �îðìàëüíî âîñïðîèçâåäåí â íàøåéïîñòàíîâêå ïóòåì ïîäáîðà îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèéâíåøíåãî è âíóòðåííåãî òåïëîâûõ ïîòîêîâ. Ìû èñ�ïîëüçîâàëè ýòó âîçìîæíîñòü äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëü�òàòîâ è ïðîâåðêè òî÷íîñòè íàøèõ ÷èñëåííûõ ðåøå�íèé.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ êðèòè÷åñêèõïàðàìåòðîâ, íå ïðåäñòàâëåííûõ â òàáë. 1, íåïîñðåä�ñòâåííî èç óðàâíåíèé (7) ïîëó÷èì îñíîâíûå àñèì�ïòîòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå êðèòè÷å�ñêèå ïàðàìåòðû è ÷èñëî Ïðàíäòëÿ Pr.3.1. ¾Êîìïîçèöèîííîå¿ ðåøåíèå ïðè Pr� 1Íà÷íåì ñ íàèáîëåå ïðîñòîãî è õîðîøî ñõîäÿùå�ãîñÿ ðåøåíèÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ïðàíä�òëÿ Pr � 1. Ýòîò ïðåäåë îïèñûâàåò âîçíèêíîâåíèåíåóñòîé÷èâîñòè â ñëó÷àå ÷èñòî êîìïîçèöèîííîé êîí�âåêöèè. Èç óðàâíåíèé (7) ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ ïîïîðÿäêó âåëè÷èí:392



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 2, 2013 Êðèòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî÷òè àäèàáàòè÷åñêîé êîíâåêöèè : : :V0z � imp0; �p0�z � Ri!Pr � i!Voz;�V0z�z � Ri!Pr � p0i!m2 � p0m:×òîáû çíà÷åíèÿ èç òàáë. 1 (äëÿ Pr = 10 è Pr = 100)ñîîòâåòñòâîâàëè ýòèì ñîîòíîøåíèÿì, ñâÿçü ïàðàìåò�ðîâ è ÷èñëà Ïðàíäòëÿ äîëæíà èìåòü âèäR = R0+ R1Pr ; m = m0 + m1Pr ; ! = !0Pr + !1Pr2 : (9)Çäåñü ìû ïðåíåáðåãàåì âñåìè ñëàãàåìûìè ïîðÿäêàO(1=Pr2) è ìåíüøå â ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèÿõ è ïî�ðÿäêà O(1=Pr3) è ìåíüøå â òðåòüåì. Êîý��èöèåíòûðàçëîæåíèÿ (9) îïðåäåëåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì çíà÷å�íèé èç òàáë. 1, ñîîòâåòñòâóþùèõ Pr = 10 è Pr = 100.Äëÿ áîëüøèõ ÷èñåë Ïðàíäòëÿ îêîí÷àòåëüíî ïîëó�÷èìR = 8:656� 6:093Pr ; m = 0:5420� 0:5722Pr ;! = 0:6410Pr + 0:2278Pr2 : (10)Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñ�ëàõ Ïðàíäòëÿ ðåøåíèå (10) ñòàíîâèòñÿ ïðàêòè÷åñêèñòàöèîíàðíûì è íå çàâèñèò îò Pr.Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè èñòî÷íèê êîíâåê�öèè, ñîîòâåòñòâóþùèé îäíîðîäíîìó íàãðåâó, êîòî�ðûé îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûì ñëàãàåìûì, ïðîïîðöèî�íàëüíûì r â âûðàæåíèè (3). Òåïåðü ðàññìîòðèì âòî�ðîå ñëàãàåìîå â (3), êîòîðîå ïðîïîðöèîíàëüíî r�2 èñîîòâåòñòâóåò äè��åðåíöèàëüíîìó íàãðåâó ñ�åðè�÷åñêîãî ñëîÿ ñ ìàêñèìàëüíîé íåîäíîðîäíîñòüþ íàâíóòðåííåé ãðàíèöå r = b. Â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿÁóññèíåñêà òàêîé ðåæèì ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì óñòàíîâ�êè èçîòåðìè÷åñêèõ ãðàíèö. ×òîáû ñðàâíèòü ðåçóëü�òàòû ñ ïîëó÷åííûìè â ðàáîòå [5℄, ðàññìîòðèì âíó�òðåííèé è âíåøíèé òåïëîâûå ïîòîêè ñî çíà÷åíèÿìè,ðîâíî íà åäèíèöó ïðåâûøàþùèìè çíà÷åíèÿ ñîîòâåò�ñòâóþùèõ àäèàáàòè÷åñêèõ ïîòîêîâ, ò. å. Qi = 1 + b3è Qo = 2. Â ýòîì ñëó÷àå êîíâåêòèâíûé èñòî÷íèês00 = 1=r2 è ìû ìîæåì íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçî�âàòü êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû, ïîëó÷åííûå â [5℄ äëÿPr = 1 è b = 0:35, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîâðåìåííîéÇåìëå:R = 0:285933; m = 0:179715; ! = 0:337014: (11)Çíà÷åíèÿ (11) ïîçâîëÿþò ñ èñïîëüçîâàíèåì êîý��è�öèåíòîâ ãëàâíîãî ïîðÿäêà èç (9) ãðóáî îöåíèòü äèíà�ìèêó çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ îò ÷èñëàÏðàíäòëÿ: (R;m; !) = (0:3; 0:2; 0:3=Pr): (12)

Òàáëèöà 2. Êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû äëÿ èñòî÷-íèêà s00 = r�2Pr0.01 0.1 1 10 100R 0.04708 0.08576 0.285933 0.583779 0.66922m 0.06054 0.1060 0.179715 0.27863 0.35183
 1.709006 0.98531 0.337014 0.07444 0.005498Çíà÷èòåëüíî áîëåå òî÷íî, íî ëèøü äëÿ îòäåëüíûõ�èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðûïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòå�ìû (7), ðåçóëüòàòû êîòîðîãî ïðèâåäåíû â òàáë. 2.3.2. ¾Òåðìè÷åñêèå¿ ðåøåíèÿ ïðè Pr� 1Â ñëó÷àå ÷èñòî òåïëîâîé êîíâåêöèè ìû ìîæåìâûáðàòü ïðåäåë ìàëûõ ÷èñåë Ïðàíäòëÿ, ïîñêîëüêóõàðàêòåðíûé êîý��èöèåíò òåïëîâîé äè��óçèè �áîëüøå âÿçêîñòè �. Â ñëó÷àå Pr � 1 ìû ïîäñòàâ�ëÿåì â óðàâíåíèÿ (7) ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì ÷èñëàÏðàíäòëÿ, àíàëîãè÷íîå (9), íî â îáùåé �îðìå ñ ïðî�èçâîëüíûìè ñòåïåíÿìè ÷èñåë Ïðàíäòëÿ Pr. Ñòåïåíèè îáùàÿ �îðìà ðàçëîæåíèÿ ìîãóò áûòü îïðåäåëåíûèç ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ïîëó÷àåò�ñÿ èç óñëîâèé áàëàíñà ñëàãàåìûõ ïî ïîðÿäêó âåëè�÷èíû â âûðàæåíèÿõ (7). Ïðåäïîëàãàÿk � m � Pra; ! � Prb; R � Pr
; p0 � Prdè èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ áàëàíñà, ïîëó÷èì îñíîâíûåêðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû:R = R0 Pr1=3+R1Pr2=3;m = m0 Pr1=3+m1 Pr2=3;! = !0 Pr�1=3+!1: (13)Çäåñü ìû ïðåíåáðåãëè ÷ëåíàìè ïîðÿäêà O(1=Pr)è ìåíüøå â ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèÿõ è ïîðÿäêàO(1=Pr1=3) è ìåíüøå â òðåòüåì. Òàêèì îáðàçîì, âû�ðàæåíèå äëÿ ÷àñòîòû èìååò íàèìåíüøóþ òî÷íîñòü èñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, äåìîíñòðèðóÿ íåïðèìå�íèìîñòü äàííîãî ðåøåíèÿ äëÿ ìàëûõ ÷èñåë Ïðàíä�òëÿ. Òåì íå ìåíåå çàâèñèìîñòè (13) ñòàíîâÿòñÿ íåâåð�íûìè òîëüêî äëÿ Pr < E, ÷òî �èçè÷åñêè íåðåàëüíî.Êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (13) îïðåäåëÿþòñÿ çíà�÷åíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ìàëûì ÷èñëàì Pr = 0:1393



Ñ. Â. Ñòàð÷åíêî, Ì. Ñ. Êîòåëüíèêîâà ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 2, 2013è Pr = 0:01 â òàáë. 1. Îêîí÷àòåëüíî äëÿ ìàëûõ ÷è�ñåë Ïðàíäòëÿ ïîëó÷àåìR = 1:7940Pr1=3+1:9326Pr2=3;m = 0:4240Pr1=3�0:1288Pr2=3;! = 0:5739Pr�1=3+0:003141: (14)Äëÿ êîíâåêòèâíîãî èñòî÷íèêà, ñîîòâåòñòâóþùåãîäè��åðåíöèàëüíîìó íàãðåâó ñ�åðè÷åñêîãî ñëîÿ, èñ�ïîëüçóÿ (11), ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïðèìàëûõ ÷èñëàõ Ïðàíäòëÿ:(R;m; !) = �0:3Pr1=3; 0:2Pr1=3; 0:3Pr1=3� : (15)4. ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÅ �ÅØÅÍÈÅ Ï�ÈÊÎÍÖÅÍÒ�ÀÖÈÈ ÊÎÍÂÅÊÒÈÂÍÎÉÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ Ó ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅÉ��ÀÍÈÖÛ Â Ï�ÅÄÅËÅ ÌÀËÎ�ÎÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎ�Î �ÀÄÈÓÑÀ b� 1Ñëåäóÿ ðàáîòàì [3�5℄, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãëàâíî�ãî ïîðÿäêà ðåøåíèÿ òèïà ÂÊÁ è ñîîòâåòñòâóþùåãîäèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðèðàâíÿåì èñêîìîåêðèòè÷åñêîå ðàäèàëüíîå âîëíîâîå ÷èñëî k ê íóëþ.Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ïîñêîëüêó îíî âõîäèò â èñõîä�íûå óðàâíåíèÿ (7) òîëüêî êàê k2 è, ñëåäîâàòåëüíî,â ýêñòðåìóìå k = 0. Ïðåäñòàâèâ ðåøåíèå â âèäå ðàç�ëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì b, ïîïûòàåìñÿ ñîõðàíèòü ìàê�ñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â ãëàâíîì ïîðÿäêå(7). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ñëåäóþùèì îáðàçîì ñáà�ëàíñèðîâàòü ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû çíà÷èìûå ÷ëåíûâ ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû (7):�V0z�z � zV0zr � mRs00!r � m2s2 !p0;�p0�z � Rs00zV0z!r � !V0z: (16)Òàêîé áàëàíñ äîñòèãàåòñÿ îïòèìàëüíûì âûáîðîìíîâûõ ïåðåìåííûõ è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíåé b,ïîçâîëÿþùèõ èñêëþ÷èòü b èç óðàâíåíèé (7):s = b; ! = b�2=3!; m = b2=3�;R = b�1=3�; z = bZ; s00 = � b�21 + Z2 : (17)ÂÊÁ-ðåøåíèå èìååò âèäfV0z; p0g = nY (Z); b1=3�(Z)o exp [�i�(Z)℄ ; (18)ãäå Y è � îïðåäåëÿþò ðåãóëÿðíóþ ÷àñòü ðåøåíèÿ, à� � ñèíãóëÿðíóþ. Ìû èñïîëüçîâàëè òîëüêî âòîðîåñëàãàåìîå êîíâåêòèâíîãî èñòî÷íèêà (3), ïðîïîðöèî�íàëüíîå r�2, ñîîòâåòñòâóþùåå äè��åðåíöèàëüíîìó

íàãðåâó ñ�åðè÷åñêîãî ñëîÿ ñ ìàêñèìàëüíîé íåîäíî�ðîäíîñòüþ íà âíóòðåííåé ãðàíèöå r = b� 1. Áåç ïî�òåðè îáùíîñòè çíà÷åíèå âíóòðåííåãî ïîòîêà ìîæåòáûòü âûáðàíî ðàâíûì åäèíèöå, Qi = 1. Òàêèì îáðà�çîì, ÂÊÁ-ðåøåíèå (18) ñêîíöåíòðèðîâàíî íà ðàññòî�ÿíèè ïîðÿäêà b â îêðåñòíîñòè z = 0. Ïîäñòàâëÿÿ (17)è (18) â ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (7), ïîëó÷èìòðåáóåìûå óðàâíåíèÿ â ãëàâíîì ïîðÿäêå:�i! � �2 � �Z2(iPr! � �2)(1 + Z2)3=2 �Y ++�i�0 + i��Z(iPr! � �2)(1 + Z2)3=2 �� = 0;�i�0 � i��Z(iPr! � �2)(1 + Z2)3=2 �Y ++�i!�2 � �4 � i� ++ �2�(iPr! � �2)(1 + Z2)3=2 �� = 0: (19)
Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (19) îäíîðîäíà, ïî�ýòîìó äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèéíåîáõîäèìî ÷òîáû åå äåòåðìèíàíò áûë ðàâåí íó�ëþ. Ïðèðàâíèâàÿ äåòåðìèíàíò íóëþ, ïîëó÷èì óðàâ�íåíèå òèïà �àìèëüòîíà �ßêîáè äëÿ àíàëîãà äåé�ñòâèÿ �:�02 = i!�2 � �4 + (i�+ i!�2 � �4)Z2(iPr! � �2)(1 + Z2)3=2 ��� (i! � �2)(i!�2 � �4 + i�): (20)Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïëåêñíîãî ïîëîæåíèÿ ñòàöèî�íàðíîé òî÷êè �àìèëüòîíà èëè ÂÊÁ-òî÷êè ïîâîðîòà,ïðèðàâíÿåì íóëþ ïðîèçâîäíóþ ïî Z îò ïðàâîé ÷à�ñòè óðàâíåíèÿ (20):Z2 = 2� !�� i�31 + !�+ i�3 : (21)Âûáîð êîìïëåêñíûõ òî÷åê ïîâîðîòà ïðèâîäèò ê òà�êèì ðåøåíèÿì, êîòîðûå íå êîíöåíòðèðóþòñÿ îêîëîòî÷êè Z = 0, êàê ýòî íåîáõîäèìî. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðå�øåíèÿ òðåáóåìîãî âèäà ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü òî÷êóZ = 0, ÷òî ïîçâîëÿåò íàì ðàññìàòðèâàòü êàê ñèì�ìåòðè÷íûå, òàê è àíòèñèììåòðè÷íûå ìîäû â ñèëóåå âûðîæäåííîñòè. Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü âû�ðàæåíèÿ (20) íóëþ è ïîäñòàâëÿÿ Z = 0, ïîëó÷èìäèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå� = (i!�� �3 + i)(iPr! � �2)� (22)è, ïðèìåíÿÿ òðåáîâàíèÿIm � = 0; Im(��=��) = 0; (23)394



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 2, 2013 Êðèòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî÷òè àäèàáàòè÷åñêîé êîíâåêöèè : : :ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:� = Pr1=321=6 (1 + Pr)1=3; ! = 1�(1 + Pr) ;� = �4 + Pr2�2(1 + Pr)2 : (24)Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ êðèòè�÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïî÷òè àäèàáàòè÷åñêîé êîíâåê�öèè â ïðåäåëå ìàëîãî âíóòðåííåãî ÿäðà â âèäåm(b;Pr) = b2=3Pr1=321=6 (1 + Pr)1=3;!(b;Pr) = b�2=3 21=6Pr1=3(1 + Pr)2=3 ;R(b;Pr) = b�1=3 3Pr4=322=3(1 + Pr)4=3 : (25)Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðà�èêè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóí�êå. Ñðàâíåíèå ñ ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè àâòîðîâðàáîòû [4℄ äåìîíñòðèðóåò êà÷åñòâåííîå ñîâïàäåíèå,ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî çíàê ÷àñòîòû íå èìååòçíà÷åíèÿ.5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ È ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅÄëÿ îïèñàíèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ïî÷òè àäèàáàòè-÷åñêîé êîíâåêöèè ìû èñïîëüçîâàëè èñõîäíóþ ñèñòå�ìó óðàâíåíèé â ïðèáëèæåíèè áûñòðîãî âðàùåíèÿèëè â ïðåäåëå ìàëûõ ÷èñåë Ýêìàíà E � 1. Îêàçûâà�åòñÿ âîçìîæíûì óïðîñòèòü èñõîäíóþ ñèñòåìó è ïî�ëó÷èòü ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé è äàëåå ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå�íèé äëÿ äàâëåíèÿ, êîìïîíåíò ñêîðîñòè è âàðèàöèéýíòðîïèè. Ïðè óñëîâèè, ÷òî êîíâåêöèÿ ïîðîæäàåòñÿçà ñ÷åò âíóòðåííèõ îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ òåïëà, íàîñíîâå ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [3; 4℄ áûëè ïîëó÷åíû îáîá�ùåííûå çàâèñèìîñòè äëÿ êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë �ýëåÿè ÷àñòîò ïðè âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ïðàíä�òëÿ. Áîëåå ðåàëèñòè÷íûé äëÿ àñòðî�èçè÷åñêèõ ïðè�ëîæåíèé äè��åðåíöèàëüíûé íàãðåâ äî íàñòîÿùå�ãî âðåìåíè ðàññìàòðèâàëñÿ òîëüêî ïðè Pr = 1 èb = 0:35 â ðàáîòå [5℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâåäå�íû çíà÷èòåëüíî áîëåå äåòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïðèðàçëè÷íûõ ÷èñëàõ Ïðàíäòëÿ, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõîïðåäåëåíû êðèòè÷åñêèå ÷àñòîòû è ÷èñëà �ýëåÿ.Íàèáîëåå èíòåðåñíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáî�òû, ïî íàøåìó ìíåíèþ, ÿâëÿþòñÿ ïîëó÷åííûå çà�âèñèìîñòè êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë �ýëåÿ, ÷àñòîò è ðàñ�ïðåäåëåíèé ïî÷òè àäèàáàòè÷åñêîé òåïëîâîé êîíâåê�öèè äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ äèàïàçîíîâ çíà÷åíèé ÷èñëà
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Ñ. Â. Ñòàð÷åíêî, Ì. Ñ. Êîòåëüíèêîâà ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 2, 2013Ïðàíäòëÿ â ïðèáëèæåíèè ìàëîãî îòíîøåíèÿ ðàäèó�ñîâ âíóòðåííåé è âíåøíåé ãðàíèöû ñëîÿ. Ïðè ýòîìèñòî÷íèê êîíâåêòèâíîé íåóñòîé÷èâîñòè êîíöåíòðè�ðóåòñÿ ó âíóòðåííåé ãðàíèöû. Ïîõîæåå ðàñïðåäåëå�íèå òåïëîâûõ è/èëè êîìïîçèöèîííûõ êîíâåêòèâíûõèñòî÷íèêîâ ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ õàðàê�òåðíûì äëÿ ãëóáèííûõ íåäð ïëàíåò è ëóí â ñëó÷àÿõ,êîãäà ðàäèîàêòèâíûì íàãðåâîì èõ íåäð ìîæíî ïðå�íåáðå÷ü [10℄.Âûáîð �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ â ýòîé ðàáîòåîïðåäåëÿëñÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, âîçìîæíûìè ïðè�ëîæåíèÿìè ê ãèäðîäèíàìèêå ãëóáèííûõ íåäð Çåì�ëè, ïëàíåò è ëóí Çåìíîé ãðóïïû [14℄, òàêèõ êàêÂåíåðà, Ìàðñ, Ìåðêóðèé, Ëóíà è ãèãàíòñêèå ëó�íû Þïèòåðà è Ñàòóðíà. �åçóëüòàòû äëÿ áîëüøèõ÷èñåë Ïðàíäòëÿ ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû âðàìêàõ òåîðèè êîìïîçèöèîííîé èëè ãðàâèòàöèîí�íî-õèìè÷åñêîé ïëàíåòàðíîé êîíâåêöèè [9; 14�16℄. Òà�êîé òèï êîíâåêöèè òàêæå ìîæåò áûòü îïèñàí óðàâ�íåíèÿìè èç ðàçä. 2 ýòîé ðàáîòû ñ çàìåíîé ýíòðîïèèíà ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì íîðìèðîâàííóþ êîí�öåíòðàöèþ ëåãêîé êîìïîíåíòû ðàñïëàâà âíåøíåãîÿäðà, âûñâîáîæäàþùóþñÿ ïðè êðèñòàëëèçàöèè âíó�òðåííåãî ÿäðà. Ñîîòâåòñòâóþùèå òàêîé êîíöåíòðà�öèîííîé êîíâåêöèè êðèòè÷åñêèå ÷àñòîòû ïîëó÷àþò�ñÿ ïðàêòè÷åñêè ñòàöèîíàðíûìè.Ïðàêòè÷åñêè áåç ïîòåðü âñÿ ãðàâèòàöèîííàÿýíåðãèÿ, ïîääåðæèâàþùàÿ êîíöåíòðàöèîííóþ êîí�âåêöèþ, ïðåîáðàçóåòñÿ â êèíåòè÷åñêóþ è ìàãíèòíóþýíåðãèþ. Íàïðîòèâ, íà ýòî èäåò ëèøü ìàëàÿ äîëÿ(ïîðÿäêà 10% äëÿ ÿäðà Çåìëè) òåïëîâîé ýíåðãèè.Ïîýòîìó òåïëîâàÿ êîíâåêöèÿ ìåíåå ý��åêòèâíàïî ñðàâíåíèþ ñ êîíöåíòðàöèîííîé êîíâåêöèåé äëÿãåíåðàöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ [9; 15�17℄. Ïî-âèäè-ìîìó, êîíöåíòðàöèîííàÿ êîíâåêöèÿ ïðàêòè÷åñêèîòñóòñòâóåò â íåäðàõ Âåíåðû, Ìàðñà, Ëóíû è áîëü�øèíñòâà äðóãèõ êðóïíûõ ëóí [14℄, à íåý��åêòèâíîéè ìàëîìîùíîé òåïëîâîé êîíâåêöèè íåäîñòàòî÷íîäëÿ âîçáóæäåíèÿ òàì ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïðè ýòîììàëîå ñîáñòâåííîå ìàãíèòíîå ïîëå Ìåðêóðèÿ [14℄è ëóíû Þïèòåðà � �àíèìåäà [18℄ � ñîçäàåòñÿ,âîçìîæíî, îòíîñèòåëüíî áîëåå ìîùíîé òåïëîâîéêîíâåêöèåé, êîòîðàÿ äîïîëíèòåëüíî ïîääåðæèâàåò�ñÿ ïðèëèâíûìè âîçäåéñòâèÿìè. Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè íàñòîÿùåé ðàáîòû äëÿìàëûõ ÷èñåë Ïðàíäòëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òåïëîâîéêîíâåêöèè [5; 6℄ è ïðèâîäÿùèõ ê áîëåå âûñîêèìçíà÷åíèÿì êðèòè÷åñêèõ ÷àñòîò.
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