
ÆÝÒÔ, 2013, òîì 143, âûï. 1, ñòð. 48�57 

 2013
ÊÎ��ÅËßÖÈÎÍÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÇÀÏÓÒÀÍÍÛÕÌÍÎ�ÎÔÎÒÎÍÍÛÕ ÑÎÑÒÎßÍÈÉÈ ÏÀ�ÀÄÎÊÑ ÁÅ�ÍØÒÅÉÍÀÀ. Ñ. ×èðêèí *, Î. Â. Áåëÿåâà **, À. Â. Áåëèíñêèé ***Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà119992, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 21 èþëÿ 2012 ã.Äëÿ ðÿäà çàïóòàííûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ñ äèñêðåòíûìè ïåðåìåííûìè (êóáèòîâûå ñîñòîÿíèÿ�ðèíáåðãåðà �Õîðíà �Öàéëèíãåðà, Âåðíåðà è êëàñòåðíîå ñîñòîÿíèå) âûïîëíåíû ðàñ÷åòû íîðìàëüíî-óïîðÿäî÷åííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè (ÍÓÕÔ) áîçå-îïåðàòîðîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå ÍÓÕÔ ñî-äåðæàò íàãëÿäíóþ èí�îðìàöèþ î êîððåëÿöèÿõ äâóõ òèïîâ: ïñåâäîêëàññè÷åñêèõ è êâàíòîâûõ. Ïîñëåäíèåïðîÿâëÿþòñÿ â èíòåð�åðåíöèîííûõ ÷ëåíàõ ÍÓÕÔ è ïðèâîäÿò ê êâàíòîâûì ïàðàäîêñàì, à ïñåâäîêëàññè-÷åñêèå êîððåëÿöèè �îòîíîâ è èõ êóìóëÿíòû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì äëÿ êëàññè÷åñêèõ ñëó÷àéíûõïåðåìåííûõ. Ïîäðîáíî èññëåäîâàíû òðåõ- è ÷åòûðåõêóáèòîâûå ñîñòîÿíèÿ. Îáñóæäàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ íàäèñêðåòíûõ êâàíòîâûõ ïåðåìåííûõ àíàëîãà êëàññè÷åñêîãî ïàðàäîêñà Áåðíøòåéíà. Ââåäåíà ìåðà êâàíòî-âîñòè çàïóòàííîãî ñîñòîÿíèÿ, íå ñâÿçàííàÿ ñ ýíòðîïèéíûì ïîäõîäîì. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ìàêñèìóì ìåðûêâàíòîâîñòè îáîñíîâûâàåò ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ â âåêòîðå ìíîãîêóáèòîâûõ ñîñòîÿíèé,çàïèñûâàåìûõ èç èíòóèòèâíûõ ñîîáðàæåíèé.DOI: 10.7868/S00444510130100481. ÂÂÅÄÅÍÈÅÇàïóòàííûå (ïåðåïóòàííûå) êâàíòîâûå ñîñòîÿ�íèÿ èãðàþò ÷ðåçâû÷àéíî âàæíóþ ðîëü äëÿ âûÿâ�ëåíèÿ ñìûñëà êâàíòîâîé ìåõàíèêè [1�3℄ è âî ìíî�ãèõ ïðèëîæåíèÿõ: êâàíòîâîå èçîáðàæåíèå [4℄; àòàêæå êâàíòîâàÿ èí�îðìàöèÿ è êâàíòîâûå âû÷èñ�ëåíèÿ [3; 5�7℄ (êâàíòîâàÿ òåëåïîðòàöèÿ, êâàíòîâîåïëîòíîå êîäèðîâàíèå, êâàíòîâàÿ êðèïòîãðà�èÿ èò. ï.). Ñêàçàííîå â ðàâíîé ìåðå îòíîñèòñÿ ê êâàíòî�âûì ñîñòîÿíèÿì êàê ñ äèñêðåòíûìè, òàê è íåïðåðûâ�íûìè ïåðåìåííûìè. Ïðè ýòîì ìíîãî�îòîííûå (ìíî�ãîìîäîâûå) çàïóòàííûå êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ îáëà�äàþò ðÿäîì äîñòîèíñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ áè�îòîííû�ìè ÝÏ�-ñîñòîÿíèÿìè (äâóõêóáèòîâûìè), ïîäðîáíîèññëåäîâàííûìè òåîðåòè÷åñêè è ýêñïåðèìåíòàëüíî.Â ñâÿçè ñ ýòèì â ïîñëåäíåå âðåìÿ ìíîãî�îòîííûåçàïóòàííûå ñîñòîÿíèÿ âûçûâàþò çíà÷èòåëüíûé èí�òåðåñ. Ïîìèìî èññëåäîâàíèÿ ñîáñòâåííî çàïóòàííî�ñòè êâàíòîâûõ ñèñòåì, èçó÷àþò èõ êîððåëÿöèîííûå*E-mail: as
hirkin�rambler.ru**E-mail: lisenok.msu�gmail.
om***E-mail: belinsky�inbox.ru

ñâîéñòâà, èñïîëüçóÿ êâàíòîâî-èí�îðìàöèîííûé ïîä�õîä, ââîäÿ ðàçíûå õàðàêòåðèñòèêè: ñîãëàñîâàííîñòü(
on
urren
e), ðàçëè÷èå (dis
ord) è ò. ï. (ñì. [8�14℄, àòàêæå îáçîðû [15, 16℄ è öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòó�ðó).Âìåñòå ñ òåì íàèáîëåå ÿðêèì äîêàçàòåëüñòâîìíåêëàññè÷íîñòè êîððåëÿöèé â çàïóòàííûõ ñîñòîÿ�íèÿõ ÿâëÿåòñÿ íàðóøåíèå ñîîòíîøåíèé, ñâÿçàííûõñ êëàññè÷åñêèì ìîäåëüíûì ïîäõîäîì. Ê íèì ñëå�äóåò îòíåñòè ÝÏ�-ïàðàäîêñ (ïàðàäîêñ Ýéíøòåé�íà �Ïîäîëüñêîãî ��îçåíà), íåðàâåíñòâà Áåëëà, ïà�ðàäîêñ �ðèíáåðãåðà �Õîðíà �Öàéëèíãåðà, ìíîãî�î�òîííóþ èíòåð�åðåíöèþ è äðóãèå (ñì., íàïðèìåð,[1, 2, 16, 17℄).Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü�íûé àíàëèç çàïóòàííûõ ìíîãî�îòîííûõ ñîñòîÿíèé,îñíîâàííûé íà íîðìàëüíî-óïîðÿäî÷åííîé õàðàêòå�ðèñòè÷åñêîé �óíêöèè (ÍÓÕÔ) áîçå-îïåðàòîðîâ, ïîç�âîëÿåò èçó÷èòü ñòðóêòóðó êîððåëÿöèé òàêèõ ñîñòî�ÿíèé, âûÿâëÿÿ êàê èñòèííî êâàíòîâûå, òàê è ïñåâ�äîêëàññè÷åñêèå êîððåëÿöèè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òîâ ðàáîòàõ [18, 19℄ äëÿ îïèñàíèÿ ïîëÿðèçàöèè ìíîãî��îòîííûõ ñîñòîÿíèé ðàçðàáîòàí ïîäõîä, èñïîëüçóþ�ùèé ïîíÿòèå ïîëÿðèçàöèîííîãî êâàçèñïèíà.Â êâàíòîâîé îïòèêå èç-çà íåêîììóòèðóåìîñòè áî�48



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 1, 2013 Êîððåëÿöèîííûå ñâîéñòâà çàïóòàííûõ ìíîãî�îòîííûõ ñîñòîÿíèé : : :çå-îïåðàòîðîâ ñóùåñòâóþò òðè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå�óíêöèè, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå�óíêöèè êâàçèðàñïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå ìåæäóñîáîé [20℄. Îáû÷íî èìåþò äåëî ñ �óíêöèÿìè êâàçè�ðàñïðåäåëåíèÿ Âèãíåðà èëè �ëàóáåðà �Ñóäàðøàíà,ïîñëåäíÿÿ ÿâëÿåòñÿ �óðüå-îáðàçîì ÍÓÕÔ. �à�íåå ÍÓÕÔ èñïîëüçîâàëàñü ëèøü äëÿ ðåøåíèÿêîíêðåòíûõ çàäà÷ (ñì., íàïðèìåð, [21℄), à åå ñèñòå�ìàòè÷åñêèé àíàëèç, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, äëÿäèñêðåòíûõ êâàíòîâûõ ïåðåìåííûõ îòñóòñòâóåò. Âíàñòîÿùåé ðàáîòå ýòîò ïðîáåë âîñïîëíÿåòñÿ.Íàø àíàëèç ÍÓÕÔ âûïîëíåí äëÿ òðåõ- è ÷å�òûðåõêóáèòîâûõ ñîñòîÿíèé: �ÕÖ-ñîñòîÿíèé (ñîñòî�ÿíèé �ðèíáåðãåðà �Õîðíà �Öàéëèíãåðà), W-ñîñòîÿ-íèé (ñîñòîÿíèé Âåðíåðà) è êëàñòåðíîãî ñîñòîÿíèÿ;îáíàðóæåíà îáùíîñòü ñòðóêòóð èõ ÍÓÕÔ. Ïîêàçà�íî, ÷òî ñ èñòèííî êâàíòîâûìè êîððåëÿöèÿìè ìíî�ãîêóáèòîâûõ ñîñòîÿíèé, ïîìèìî èçâåñòíûõ ïàðàäîê�ñîâ, ìîæíî ðåàëèçîâàòü íîâûå âàðèàíòû êëàññè÷å�ñêîãî ïàðàäîêñà Áåðíøòåéíà. Íà îñíîâå êóìóëÿíò�íîãî àíàëèçà èçó÷åíû ñòàòèñòè÷åñêèå ñâÿçè âòîðîãîè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïñåâäîêëàññè÷åñêèõ êîð�ðåëÿöèé, â òî âðåìÿ êàê êîððåëÿöèîííûå �óíêöèèó÷èòûâàþò ñòàòèñòè÷åñêóþ ñâÿçü òîëüêî ïåðâîãî ïî�ðÿäêà.�àáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëàâ ðàçä. 2 ïðèâåäåíû ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå ìíî�ãîêóáèòîâûå ñîñòîÿíèÿ. Â ðàçä. 3 äàíî îïðåäåëåíèåÍÓÕÔ áîçå-îïåðàòîðîâ è íà åå îñíîâå ñìåøàííûõìîìåíòîâ è êóìóëÿíòîâ, ïðåäñòàâëåíû âûðàæåíèÿäëÿ êóìóëÿíòîâ òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà äëÿêëàññè÷åñêèõ ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ. �àçäåë 4 ñî�äåðæèò ðàñ÷åòû ÍÓÕÔ äëÿ òðåõ- è ÷åòûðåõêóáèòî�âûõ �ÕÖ- è W-ñîñòîÿíèé, à òàêæå äëÿ êëàñòåðíî�ãî ÷åòûðåõêóáèòîâîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ðàçä. 5 ïîäðîá�íî îáñóæäàþòñÿ ñìåøàííûå ìîìåíòû è êóìóëÿíòû�îòîíîâ �ÕÖ-ñîñòîÿíèÿ. �àçäåë 6 ïîñâÿùåí àíàëè�çó ÷èñòî êâàíòîâûõ ñâîéñòâ ìíîãîêóáèòîâûõ ñîñòîÿ�íèé, ñâÿçàííûõ ñ èíòåð�åðåíöèîííûìè ñëàãàåìûìèâ ÍÓÕÔ, è äåìîíñòðàöèè êâàíòîâîãî àíàëîãà êëàñ�ñè÷åñêîãî ïàðàäîêñà Áåðíøòåéíà. Â ðàçä. 7 ââåäå�íà ìåðà êâàíòîâîñòè ìíîãîêóáèòîâîãî ñîñòîÿíèÿ èïðèâåäåíû åå çíà÷åíèÿ äëÿ èññëåäóåìûõ ñîñòîÿíèé.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû êðàòêî ïîäûòîæåíû âÇàêëþ÷åíèè.2. Ò�ÅÕÊÓÁÈÒÎÂÛÅ È×ÅÒÛ�ÅÕÊÓÁÈÒÎÂÛÅ ÑÎÑÒÎßÍÈßÌû áóäåì èçó÷àòü êîððåëÿöèîííûå ñâîéñòâàòðåõ- è ÷åòûðåõêóáèòîâûõ ñîñòîÿíèé, ïðèíàäëåæà�

ùèõ ðàçëè÷íûì êëàññàì: �ÕÖ-ñîñòîÿíèå, W-ñîñòîÿ-íèå è êëàñòåðíîå ñîñòîÿíèå. Ñ ìåòîäàìè ïîëó÷åíèÿòàêèõ ñîñòîÿíèé ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ ïî ëèòåðàòó�ðå (ñì. íåäàâíèé îáçîð [16℄).Òðåõêóáèòîâûå �ÕÖ- è W-ñîñòîÿíèÿ çàïèñûâà�þòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â âèäå:jGHZ3i = �jHHHi+ �jV V V i; (1)jW3i = �jHHV i+ �jHVHi+ 
jV HHi: (2)Çäåñü èñïîëüçîâàíî êðàòêîå îáîçíà÷åíèå �îòîííûõñîñòîÿíèé ïîëÿ, íàïðèìåð,jHVHi = jHi1jV i2jHi3;ãäå jHij = j1i(H)j = a(H)+j j0iîçíà÷àåò îäíî�îòîííîå ñîñòîÿíèå ñ ãîðèçîíòàëüíîéïîëÿðèçàöèåé j-é ìîäû, àjV ij = j1i(V )j = a(V )+j j0i� îäíî�îòîííîå ñîñòîÿíèå ñ âåðòèêàëüíîé ïîëÿðè�çàöèåé (j0i � âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå). Îïåðàòîðû ðî�æäåíèÿ a+j è ýðìèòîâî ñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû óíè�÷òîæåíèÿ aj (j = 1; 2; : : : ; N) äëÿ îäèíàêîâî ïîëÿðè�çîâàííûõ ñîñòîÿíèé ïîä÷èíÿþòñÿ êîììóòàöèîííûìñîîòíîøåíèÿì [aj ; a+k ℄ = Æjk ;ãäå Æjk � ñèìâîë Êðîíåêåðà, ïðè÷åì[a(H)+j ; a(V )j ℄ = 0:×åòûðåõêóáèòîâûå ñîñòîÿíèÿ èìåþò âèäjGHZ4i = �jHHHHi+ �jV V V V i; (3)jW4i = �jHHHV i+ �jHHVHi++ 
jHVHHi+ ÆjV HHHi: (4)�àññìîòðèì òàêæå êëàñòåðíîå ÷åòûðåõêóáèòîâîå ñî�ñòîÿíèåjCi = �jV V V V i+ �jV V HHi++ 
jHHV V i+ ÆjHHHHi: (5)Ñîñòîÿíèÿ (1)�(5) çàïèñàíû â îáîáùåííîì âè�äå, ïðè÷åì êîý��èöèåíòû �; �; 
 è Æ óäîâëåòâîðÿ�þò óñëîâèþ íîðìèðîâêè ñîñòîÿíèé (ñì. íèæå �îð�ìóëó (6)). Âåêòîðàìè (1)�(5) ìîæíî îïèñûâàòü êàêïîëÿðèçàöèîííîå ñîñòîÿíèå �îòîíîâ, òàê è ñïèíîâîåñîñòîÿíèå ÷àñòèö. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðå÷ü èäåò î�îòîííûõ êóáèòîâûõ ñîñòîÿíèÿõ.4 ÆÝÒÔ, âûï. 1 49



À. Ñ. ×èðêèí, Î. Â. Áåëÿåâà, À. Â. Áåëèíñêèé ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 1, 20133. ÍÎ�ÌÀËÜÍÎ-ÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÍÀßÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÓÍÊÖÈßÁÎÇÅ-ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ; ÑÌÅØÀÍÍÛÅÌÎÌÅÍÒÛ È ÊÓÌÓËßÍÒÛÒàêèì îáðàçîì, ìû èìååì äåëî ñ çàïóòàííûìè÷èñòûìè ñîñòîÿíèÿìè, îïåðàòîð ïëîòíîñòè êîòîðûõ� = j ih j, ãäå âåêòîð ñîñòîÿíèÿj i = MXl=1 Alj (l)1 ij (l)2 i : : : j lN i; MXl=1 jAlj2 = 1: (6)Ñîïîñòàâèì îïåðàòîðó ïëîòíîñòè � ìíîãîìîäî�âîé �èçè÷åñêîé ñèñòåìû íîðìàëüíî-óïîðÿäî÷åííóþõàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ [20℄:C(�) = C(�1; ��1 ; : : : ; �N ; ��N ) = Tr0�� NYj=1Qj1A ;Qj = e�ja+j e���j aj ; (7)ãäå �j � êîìïëåêñíîå ÷èñëî.Â ñîîòâåòñòâèè ñ (7) îïåðàòîðíàÿ êîððåëÿöèîí�íàÿ �óíêöèÿ â îáùåì ñëó÷àå èìååò âèä�(M+N) = ha+1 : : : a+Ma1 : : : aN i == (�1)N �(M+N)C(�)��1 : : : ��M���1 : : : ���N : (8)Ïðè M = N èìååì êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ (ñìå�øàííûé ìîìåíò) N -ãî ïîðÿäêà äëÿ N îäíîñòåïåí�íûõ ÷èñåë �îòîíîâ (nj = n̂j = a+j aj)G(N)12:::N = hn̂1n̂2 : : : n̂N i == (�1)N �2NC(�)��1���1 : : : ��N���N : (9)Ïðîèçâîäíûå â (8), (9) áåðóòñÿ ïðè�1 = : : : = �N = ��1 = : : : = ��N = 0:Òàêàÿ æå ïðîèçâîäíàÿ îò ëîãàðè�ìà ÍÓÕÔK(N)12:::N = hhn̂1n̂2 : : : n̂N ii == (�1)N �2N lnC(�)��1���1 : : : ���N (10)äàåò çíà÷åíèå ñîâìåñòíîãî êóìóëÿíòà äëÿ ÷èñåë �î�òîíîâ. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êóìóëÿíòà èñïîëüçîâàíûäâîéíûå óãîëêîâûå ñêîáêè.Äëÿ âûÿâëåíèÿ õàðàêòåðà ñâÿçåé ìåæäó ìîìåí�òàìè íàáëþäàåìûõ íàì ïîíàäîáÿòñÿ â äàëüíåéøåì

ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñìåøàííûìè ìîìåíòàìè è êó�ìóëÿíòàìè äëÿ êëàññè÷åñêèõ âåëè÷èí [22, 23℄. Òàê,ñîâìåñòíûé êóìóëÿíò òðåòüåãî ïîðÿäêà ðàâåíK(3)123 = G(3)123 � 3(hn1iG(2)23 )s + 2hn1ihn2ihn3i: (11)Çäåñü è äàëåå äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè èñïîëüçîâàíàñêîáêà ñèììåòðèçàöèè, ò. å.3(hn1iG(2)23 )s = hn1iG(2)23 + hn2iG(2)13 + hn3iG(2)12 : (12)Ñîâìåñòíûé êóìóëÿíò ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà èìååòâèäK(4)1234 = G(4)1234 � 4(hn1iG(3)234)s � 3(G(2)12 G(2)34 )s ++ 2 � 6(hn1ihn2iG(2)34 )s � 6hn1ihn2ihn3ihn4i: (13)Íèæå ïîêàçàíî, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (11), (13) ìîãóòáûòü ñïðàâåäëèâû äëÿ ÷èñåë �îòîíîâ, ò. å. çíà÷åíèÿêóìóëÿíòîâ, ðàññ÷èòàííûõ ïî �îðìóëå (10) , ñîâïà�äàåò ñî çíà÷åíèåì, îïðåäåëåííûì ïî ìîìåíòàì (9).Ïîýòîìó ñâîéñòâà êóìóëÿíòîâ áóäåì ðàññìàòðèâàòüâ òåðìèíàõ îïåðàòîðîâ. Åñëè â ñîâìåñòíûå êóìóëÿí�òû (11) è (13) âõîäèò îïåðàòîð ÷èñëà �îòîíîâ ñòàòè�ñòè÷åñêè íåçàâèñèìûé îò îñòàëüíûõ, òî êóìóëÿíòûðàâíû íóëþ: K(3)123 = K(4)1234 = 0:Êóìóëÿíò K(4)1234 = 0 è â ñëó÷àå äâóõ âçàèìíî-íå-çàâèñèìûõ ñîâîêóïíîñòåé îïåðàòîðîâ ÷èñåë �îòî�íîâ. �àññìîòðåííûå êóìóëÿíòû îêàçûâàþòñÿ ðàâíû�ìè íóëþ, åñëè ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó îïåðàòî�ðàìè îáóñëîâëåíà êîððåëÿöèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà.Èíà÷å ãîâîðÿ, èìååòñÿ òîëüêî ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñâÿçüïåðâîãî ïîðÿäêà. Îäíàêî äàæå åñëè êóìóëÿíò òðå�òüåãî ïîðÿäêà â ÷åòûðåõêîìïîíåíòíîì ñîñòîÿíèè îò�ëè÷åí îò íóëÿ, ò. å. ñóùåñòâóåò ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñâÿçüâòîðîãî ïîðÿäêà, êóìóëÿíò ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà áó�äåò ðàâåí íóëþ, åñëè îäèí èç îïåðàòîðîâ ñòàòèñòè�÷åñêè íå çàâèñèò îò äðóãèõ. Òàêèì îáðàçîì, â ñîâ�ìåñòíûõ êóìóëÿíòàõ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñâÿçü âûñîêîãîïîðÿäêà ñîäåðæèòñÿ â ¾÷èñòîì¿ âèäå [22℄. Ñëåäóåòïîä÷åðêíóòü, ÷òî â îòëè÷èå îò ñîâìåñòíûõ êóìóëÿí�òîâ, ñìåøàííûå ìîìåíòû âûñîêîãî ïîðÿäêà çàâèñÿòîò âñåõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâÿçåé áîëåå íèçêîãî ïîðÿä�êà. 4. ÍÎ�ÌÀËÜÍÎ-ÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÍÛÅÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÔÓÍÊÖÈÈÊÓÁÈÒÎÂÛÕ ÑÎÑÒÎßÍÈÉÂ ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðàñ÷å�òîâ ÍÓÕÔ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ òðåõ- è ÷åòûðåõêó�áèòîâûõ ñîñòîÿíèé. �àñ÷åò ÍÓÕÔ (7) âêëþ÷àåò âû�÷èñëåíèå ñðåäíèõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðó Q̂j ,50



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 1, 2013 Êîððåëÿöèîííûå ñâîéñòâà çàïóòàííûõ ìíîãî�îòîííûõ ñîñòîÿíèé : : :ïî îäíî�îòîííîìó j1i è âàêóóìíîìó j0i ñîñòîÿíèÿì.Èñïîëüçóÿ îáùóþ �îðìóëóhmjQ̂j jni = mXl=0 nXk=0 1l!k!�lj(��j�)k �� � m!n!(m� l)!(n� k)!�1=2 Æn�k;m�l; (14)ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ÍÓÕÔ.Äëÿ òðåõêóáèòîâûõ GHZ-ñîñòîÿíèÿ (1)CGHZ3 = j�j2H1H2H3 + j�j2V1V2V3 ++ (����1�2�3��1��2��3 + 
.
.) (15)(
.
. îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå) èjW3i-ñîñòîÿíèÿ (2)CW3 = �2H1H2V3 + �2H1V2H3 + 
2V1V2H3 ++ ��H1S23 + �
H3S12 + �
H2S13: (16)Äëÿ ÷åòûðåõêóáèòîâûõ GHZ-ñîñòîÿíèÿ (3)CGHZ4 = j�j2H1H2H3H4 + j�j2V1V2V3V4 ++ (����1�2�3�4��1��2��3��4 + 
.
.) (17)è jW4i-ñîñòîÿíèÿ (4)CW4 = �2H1H2H3V4 + �2H1H2V3H4 ++ 
2H1V2H3H4 + Æ2V1H2H3H4 + ��H1H2S34 ++ �
H1H3S24 + �ÆH2H3S14 + �
H1H4S23 ++ Æ
H3H4S12: (18)Äëÿ êëàñòåðíîãî jCi-ñîñòîÿíèÿ (5) èìååìC
 = �2V1V2V3V4+�2V1V2H3H4+
2H1H2V3V4 ++ Æ2H1H2H3H4 + ��V1V2P34 + �
V3H4P12 ++�
H1H2P34+�
H3H4P12+�ÆP1234+�
Q1234: (19)Â âûðàæåíèÿõ (15)�(19) ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿHj = H(j�j j) = 1� j�j j2;Vj = V (j�j j) = 1� j�j j2;Sjk = �j��k��j �k+
.
.; Pjk = �j�k��j ��k+
.
.;Pjklm = �j�k�l�m��j ��k��l ��m + 
.
.;Qjklm = �j�k��l ��m��j ��k�l�m + 
.
.; (20)à äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè êîý��èöèåíòû �; �; 
 è Æñ÷èòàëèñü äåéñòâèòåëüíûìè âåçäå, êðîìå âûðàæå�íèé (15), (17). Ïàðàìåòð �j îòíîñèòñÿ ê �îòîíàìñ ãîðèçîíòàëüíîé ïîëÿðèçàöèåé, à ïàðàìåòð �j � ñâåðòèêàëüíîé.

Âûðàæåíèÿ (15)�(19) èìåþò îäèíàêîâóþ ñòðóê�òóðó. Îíè ñîäåðæàò êàê ñëàãàåìûå, çàâèñÿùèå òîëü�êî îò ìîäóëåé j�j j2 è j�j j2, òàê è ñëàãàåìûå èëè ìíî�æèòåëè (S; P;Q), ñîäåðæàùèå èíòåð�åðåíöèîííûå÷ëåíû.Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåì òàêæåÍÓÕÔCEPR = j�j2H1V2+j�j2V1H2 ++ (����1��2��1�2 + 
.
.); (21)ñîîòâåòñòâóþùóþ ÝÏ�-ñîñòîÿíèþ:jEPRi = �jHV i+ �jV Hi: (22)5. ÑÌÅØÀÍÍÛÅ ÌÎÌÅÍÒÛ ÈÊÓÌÓËßÍÒÛ �ÕÖ-ÑÎÑÒÎßÍÈÉÈçëîæèì ïîäðîáíî ðàçâèâàåìûé íàìè àíàëèçÍÓÕÔ íà ïðèìåðå õîðîøî èçó÷åííûõ �ÕÖ-ñîñòîÿ-íèé. Ñîãëàñíî (9) ñ j�j j2 è j�j j2 ñâÿçàíû ñðåäíèå ÷èñ�ëà �îòîíîâ è èõ êîððåëÿöèè. Äëÿ èõ èçìåðåíèÿ �î�òîíû ñ âûõîäà èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ ñëåäóåò íåïî�ñðåäñòâåííî ïîäàâàòü íà �îòîäåòåêòîðû (ñì. ðèñ. 1)(êâàíòîâûå ý��åêòèâíîñòè äåòåêòîðîâ ñ÷èòàåì èäå�àëüíûìè, ò. å. ðàâíûìè åäèíèöå). Äëÿ âûäåëåíèÿ�îòîíîâ ñ îïðåäåëåííîé ïîëÿðèçàöèåé ïåðåä �îòî�äåòåêòîðàìè ðàñïîëàãàþòñÿ àíàëèçàòîðû (íà ðèñ. 1íå ïîêàçàíû). Èìïóëüñû ñ �îòîäåòåêòîðîâ ïîäàþò�ñÿ â ñõåìó ñîâïàäåíèé, ïîÿâëåíèå èìïóëüñà íà âûõî�äå êîòîðîé ñâèäåòåëüñòâóåò î íàëè÷èè êîððåëÿöèèçàðåãèñòðèðîâàííûõ �îòîíîâ.Â òðåõêóáèòîâîì �ÕÖ-ñîñòîÿíèè äëÿ �îòîíîâ,íàïðèìåð, ñ ãîðèçîíòàëüíîé ïîëÿðèçàöèåé èìååìñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ ñðåäíèõ ÷èñåë �îòîíîâ èñìåøàííûõ ìîìåíòîâ âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ:hn(H)j i = j�j2(j = 1; 2; 3);G(2;H)jk = hn(H)j n(H)k i = j�j2(j > k);G(3;H)123 = hn(H)1 n(H)2 n(H)3 i = j�j2: (23)
Coin
iden
es
hemeS hn1n2n3ia(H)1 ; a(V )1a (H)3 ; a (V )3a(H)2 ; a(V )2�èñ. 1. Ñõåìà èçìåðåíèÿ ïñåâäîêëàññè÷åñêèõ �î-òîííûõ êîððåëÿöèé â òðåõêóáèòîâûõ ñîñòîÿíèÿõ:S � èñòî÷íèê çàïóòàííûõ ñîñòîÿíèé51 4*



À. Ñ. ×èðêèí, Î. Â. Áåëÿåâà, À. Â. Áåëèíñêèé ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 1, 2013Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ �îòîíîâ ñ âåð�òèêàëüíîé ïîëÿðèçàöèåé ïîëó÷àþòñÿ èç (23) ïðè çà�ìåíå H íà V è � íà �. Ñ ó÷åòîì ïðèâåäåííûõ ðå�çóëüòàòîâ ÍÓÕÔ (15) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàêCGHZ3 = 1� 3Xj=1[hn(H)j ij�j j2 + hn(V )j ij�j j2℄ ++ 3Xj;k=1;j>k[G(2;H)jk j�j�kj2 ++G(2;V )jk j�j�kj2℄ + ����1�2�3��1��2��3 + 
.
. (24)Â �ÕÖ-ñîñòîÿíèè êîððåëÿöèè ìåæäó ÷èñëàìè�îòîíîâ ñ îðòîãîíàëüíûìè ïîëÿðèçàöèÿìè îòñóò�ñòâóþò. Âìåñòå ñ òåì èíòåð�åðåíöèîííûå ñëàãàåìûåâ (24) ñîãëàñíî (8) ïðèâîäÿò ê êîððåëÿòîðó âèäà�(6)GHZ3 = ha(H)+1 a(H)+2 a(H)+3 a(V )1 a(V )2 a(V )3 i+ 
.
. == ��� + 
.
. (25)Òàêóþ æå ñòðóêòóðó èìååò êîððåëÿòîð äëÿÝÏ�-ñîñòîÿíèÿ (22)�(4)EPR = ha(H)+1 a(H)+2 a(V )1 a(V )2 i+ 
.
. == ��� + 
.
.; (26)êîòîðûé ñâÿçàí ñ èíòåð�åðåíöèîííûìè ÷ëåíàìèâ (21). Êîððåëÿöèè (25), (26) ÿâëÿþòñÿ èñòèííîêâàíòîâûìè, è èìåííî ñ íèìè ñâÿçàíû óïîìÿíóòûåâ Ââåäåíèè ïàðàäîêñû. Êàê ïîêàçàíî â ñëåäóþùåìðàçäåëå, ñ èñòèííî êâàíòîâûìè êîððåëÿöèÿìè ìîæ�íî òàêæå íàáëþäàòü ïàðàäîêñ Áåðíøòåéíà.Ïðè íàõîæäåíèè ñîâìåñòíîãî êóìóëÿíòà äëÿ ñî�ñòîÿíèÿ �îòîíîâ ñ îïðåäåëåííîé ïîëÿðèçàöèåé áó�äåì èìåòü â âèäó ïîëÿðèçàöèîííóþ ñòðóêòóðó êóìó�ëÿíòà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (24) ñîâìåñòíûé êóìóëÿíòòðåòüåãî ïîðÿäêà â áàçèñå �ÕÖ-ñîñòîÿíèé èìååò âèäK(3;P )GHZ = G(3;P )123 � 3(hn(P )1 iG(2;P )23 )s ++ 2hn(P )1 ihn(P )2 ihn(P )3 i = G(3;P )123 � 3(hn(P )1 iK(2;P )23 )s �� hn(P )1 ihn(P )2 ihn(P )3 i; (27)ãäåK(2;P )jk = G(2;P )jk � hn(P )j ihn(P )k i; P = H;V: (28)Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñâÿçü ìåæäó ñìåøàí�íûìè ìîìåíòàìè (êîððåëÿöèÿìè) è êóìóëÿíòàìèäëÿ ÷èñåë �îòîíîâ òàêàÿ æå, êàê â êëàññè÷åñêîé òåî�ðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ [22, 23℄. Òàêèå ñòàòèñòè÷å�ñêèå ñâÿçè â êâàíòîâîé ñèñòåìå ðàçóìíî íàçûâàòü,

ñëåäóÿ Â. È. Ìàíüêî, ïñåâäîêëàññè÷åñêèìè. Â ïî�ñëåäíåé ñòðîêå âûðàæåíèÿ (27) âèäíî, ÷òî èç êîððå�ëÿöèè 3-ãî ïîðÿäêà âû÷èòàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå ñâÿ�çè 1-ãî ïîðÿäêà, îïðåäåëÿåìûå êóìóëÿíòîì 2-ãî ïî�ðÿäêà K(2;P )jk . Ïîýòîìó êóìóëÿíò (27), êàê óæå îòìå�÷àëîñü, ó÷èòûâàåò ñòàòèñòè÷åñêóþ ñâÿçü 2-ãî ïîðÿä�êà. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (23) äëÿ êóìóëÿíòîâ (27),ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿK(3;H)GHZ = j�j2 � 3j�j4 + 2j�j6;K(3;V )GHZ = j�j2 � 3j�j4 + 2j�j6: (29)Çàìåòèì, ÷òîK(3;H)GHZ +K(3;V )GHZ = 0; G(3;H)123 +G(3;V )123 = 1; (30)ò. å. êóìóëÿíòû 3-ãî ïîðÿäêà â áàçèñå �ÕÖ-ñîñòîÿ-íèé èìåþò ðàçíûå çíàêè, òîãäà êàê ñóììà êîððåëÿ�öèé 3-ãî ïîðÿäêà ðàâíà åäèíèöå. Èíòåðåñíî, ÷òî ïðèj�j2 = j�j2 = 0:5êóìóëÿíòû K(3;H)GHZ = K(3;V )GHZ = 0;è ïñåâäîêëàññè÷åñêàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñâÿçü 2-ãî ïî�ðÿäêà îòñóòñòâóåò. Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ êóìó�ëÿíòîâ K(3;H)GHZ = � 16p3 ; K(3;V )GHZ = � 16p3 (31)äîñòèãàþòñÿ ïðè j�j2 = 12 � 12p3 :Äëÿ �ÕÖ-ñîñòîÿíèÿ (1), êîãäà ïîëÿðèçàöèÿ îäíî�ãî �îòîíà îòëè÷àåòñÿ îò ïîëÿðèçàöèè äâóõ äðóãèõ�îòîíîâ, êîððåëÿöèÿ ÷èñëà �îòîíîâ òðåòüåãî ïîðÿä�êà ðàâíà íóëþ, òîãäà êàê êóìóëÿíòû ðàâíûK(3)GHZ(n(H)1 ; n(H)2 ; n(V )3 ) == �K(3)GHZ(n(V )1 ; n(V )2 ; n(H)3 ) == j�j2j�j2(2j�j2 � 1): (32)Êàê è â ñëó÷àå (31), èçìåíåíèå ïîëÿðèçàöèè �î�òîíîâ íà îðòîãîíàëüíóþ ïîëÿðèçàöèþ ïðèâîäèò êèçìåíåíèþ çíàêà ñîâìåñòíîãî êóìóëÿíòà. Çäåñü òàê�æå ïðè j�j2 = 0:5 êóìóëÿíò ðàâåí íóëþ. Ýêñòðåìàëü�íûå çíà÷åíèÿ êóìóëÿíòîâ (32) äîñòèãàþòñÿ ïðè òåõæå çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ j�j2j è j�j2, ÷òî è äëÿ êó�ìóëÿíòîâ (31), íàïðèìåð,K(3)GHZ �n(H)1 ; n(H)2 ; n(V )3 � = � 112p3 : (33)52



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 1, 2013 Êîððåëÿöèîííûå ñâîéñòâà çàïóòàííûõ ìíîãî�îòîííûõ ñîñòîÿíèé : : :�àññìîòðåííûå õàðàêòåðèñòèêè êâàíòîâîé ñèñòåìû,îòíîñÿùèåñÿ ê ïñåâäîêëàññè÷åñêèì êîððåëÿöèÿì,èìåþò òî÷íî òàêèå çíà÷åíèÿ, êàê åñëè áû ìû èìå�ëè äåëî íå ñ �ÕÖ-ñîñòîÿíèåì, à ñ ñìåøàííûì (ñåïà�ðàáåëüíûì) ñîñòîÿíèåì, îïèñûâàåìûì îïåðàòîðîìïëîòíîñòè�m = j�j2jHHHihHHH j+ j�j2jV V V ihV V V j: (34)Àíàëîãè÷íîå ðàññìîòðåíèå ìîæíî âûïîëíèòü èäëÿ ÷åòûðåõêóáèòîâîãî �ÕÖ-ñîñòîÿíèÿ. Ïðè ýòîìèç àíàëèçà âûðàæåíèé äëÿ ñìåøàííûõ ìîìåíòîâè êóìóëÿíòîâ âïëîòü äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñëåäó�åò, ÷òî çäåñü îïÿòü îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèåñâÿçè 2-ãî è 3-ãî ïîðÿäêà îòñóòñòâóþò, êîãäàj�j = j�j = 1p2 :Êàê îòìå÷àëîñü, ñòðóêòóðà ÍÓÕÔ èçó÷àåìûõ ñî�ñòîÿíèé âî ìíîãîì àíàëîãè÷íà; â (15)�(19), (21) ñî�äåðæèòñÿ èí�îðìàöèÿ êàê î ïñåâäîêëàññè÷åñêèõ,òàê è êâàíòîâûõ êîððåëÿöèÿõ. Èçëîæåííûé â ýòîìðàçäåëå ïîäõîä ê ðàññìîòðåíèþ �ÕÖ-ñîñòîÿíèÿìîæíî, ðàçóìååòñÿ, ïåðåíåñòè è íà W-ñîñòîÿíèÿ èêëàñòåðíîå ñîñòîÿíèå. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå ïîëó�÷àþùèåñÿ ïðè ýòîì âûðàæåíèÿ èìåþò íåíàãëÿäíûéãðîìîçäêèé âèä. Ïîýòîìó äëÿ ïîñëåäíèõ ñîñòîÿíèéâ íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èìñÿ îïðåäåëåíèåììåðû êâàíòîâîñòè â ðàçä. 7.6. ÏÀ�ÀÄÎÊÑ ÁÅ�ÍØÒÅÉÍÀ ÄËß�ÕÖ-ÑÎÑÒÎßÍÈÉ È ÊËÀÑÒÅ�ÍÎ�ÎÑÎÑÒÎßÍÈßÍåîáû÷íîå ïîâåäåíèå êâàíòîâûõ ñèñòåì â çàïó�òàííûõ ñîñòîÿíèÿõ íàèáîëåå ÿðêî ïðîÿâëÿåòñÿ âêâàíòîâûõ ïàðàäîêñàõ. Èíòåð�åðåíöèîííûå ñëàãà�åìûå â ÍÓÕÔ �ÕÖ-ñîñòîÿíèé, ïîðîæäàþùèå êîð�ðåëÿöèè âèäà (25), (38), (41), ïîçâîëÿþò âûÿâèòüíîâûé êâàíòîâûé ïàðàäîêñ � êâàíòîâóþ èëëþñòðà�öèþ ïàðàäîêñà Áåðíøòåéíà èç òåîðèè âåðîÿòíî�ñòåé [24, 25℄. Â ñëó÷àå òðåõ ïåðåìåííûõ îí ñîñòî�èò â òîì, ÷òî ïîïàðíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé íåâëå÷åò èõ íåçàâèñèìîñòè â ñîâîêóïíîñòè. Ïðèìå÷à�òåëüíî, ÷òî èçìåðåíèå êîððåëÿòîðîâ (25), (38), (41)ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî ñâåñòèê îïðåäåëåíèþ êîððåëÿöèè ÷èñëà �îòîíîâ [1, 16℄.Îáðàòèìñÿ îïÿòü ê òðåõêóáèòîâîìó �ÕÖ-ñîñòîÿ-íèþ. Ïîäàäèì îðòîãîíàëüíî ïîëÿðèçîâàííûå �îòî�íû ñ îäèíàêîâîé ÷àñòîòîé íà ñèììåòðè÷íûé ïîëÿ�
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a(H)1 ; a(V )1a(H)2 ; a(V )2a (H)3 ; a (V )3
�èñ. 2. Cõåìà íàáëþäåíèÿ ïàðàäîêñà Áåðíøòåéíàâ �ÕÖ-ñîñòîÿíèè: S � èñòî÷íèê çàïóòàííûõ ñîñòî-ÿíèé, PBS � ïîëÿðèçàöèîííûé ñâåòîäåëèòåëüðèçàöèîííûé ñâåòîäåëèòåëü (PBS) (ñì. ðèñ. 2, ñð. ñðèñ. 1); íà åãî âûõîäå èìååìbj = 1p2 �a(V )j + ei'ja(H)j � ;
j = 1p2 �a(V )j � ei'ja(H)j � : (35)Çäåñü 'j � îòíîñèòåëüíàÿ �àçîâàÿ çàäåðæêà ìåæäóîðòîãîíàëüíî ïîëÿðèçîâàííûìè �îòîíàìè â j-îì êà�íàëå. �àçíîñòü îïåðàòîðîâ ÷èñåë �îòîíîâ â êàíàëàõïîñëå PBS ðàâíàN̂j = n̂(b)j � n̂(
)j = a(V )+j a(H)j ei'j + h.
. (36)Çäåñü h.
. îçíà÷àåò ýðìèòîâî ñîïðÿæåííóþ ÷àñòü.Ïðè ýòîìhN̂1N̂2N̂3i = �(6)GHZ3 = 2j���j 
os�; (37)ãäå � = '1 + '2 + '3 + arg(���):Âèäíî, ÷òî òðîéíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ÷è�ñåë �îòîíîâ ïåðèîäè÷åñêè çàâèñèò îò �àçîâûõ çà�äåðæåê [16℄, èìåÿ ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà�÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðè 
os� = 1 è 
os� = �1.Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè ñîñòîÿíèÿ (6), íàé�äåì ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ �(6)GHZ3 = �1, êîòîðûåäîñòèãàþòñÿ ïðè� = m� (m = 0;�1;�2; : : : )53



À. Ñ. ×èðêèí, Î. Â. Áåëÿåâà, À. Â. Áåëèíñêèé ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 1, 2013Òàáëèöà 1. Çíàêè ìíîæèòåëåé â (37) ïðè �(6)GHZ3 == 1; N � íîìåð êàíàëàN 1 + � � +2 + + � �3 + � + �è � = �� = 1=p2:Ïóñòü èìååì çíà÷åíèå �(6)GHZ3 = 1 (37) è �îòî�íû ïîñëå PBS ðåãèñòðèðóþòñÿ èäåàëüíûìè �îòîäå�òåêòîðàìè. �åãèñòðàöèÿ â j-îì êàíàëå �îòîíà, ïîðî�æäàåìîãî îïåðàòîðîì n̂(b)j , äàåò â âûðàæåíèÿõ (37),(36) ìíîæèòåëü +1, à îïåðàòîðîì n̂(
)j � ìíîæèòåëü�1. Ïðèïèñûâàÿ �àêòó äåòåêòèðîâàíèÿ �îòîíà çíà�êè ìíîæèòåëåé, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ðåàëèçóþò�ñÿ ëèøü ýêñïåðèìåíòàëüíûå ñèòóàöèè, ïðèâåäåííûåâ òàáë. 1.Ñîãëàñíî òàáë. 1, èç âîçìîæíûõ 23 = 8 èñõîäîâîñóùåñòâëÿþòñÿ ëèøü 4. Â êàæäîì èç êàíàëîâ âêëà�äû ñî çíàêàìè ¾+¿ èëè ¾�¿ ðàâíîâåðîÿòíû 1=2. Ïî�ïàðíàÿ âåðîÿòíîñòü çíàêîâ ¾+¿ â ëþáûõ äâóõ âû�áðàííûõ êàíàëàõ ðàâíà 1=4. Êàçàëîñü áû, ïðîöåññûâ êàíàëàõ íåçàâèñèìû, îäíàêî âåðîÿòíîñòü âñåõ òðåõ¾+¿ òàêæå ðàâíà 1=4.Åùå áîëåå ïîðàçèòåëüíûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿñ âêëàäàìè ñî çíàêîì ¾�¿. Â êàæäîì èç êàíàëîâîíè òàêæå èìåþò âåðîÿòíîñòü 1=2 è ïàðíóþ âåðîÿò�íîñòü 1=4. Âåðîÿòíîñòü æå ïîÿâëåíèÿ îäíîâðåìåí�íî òðåõ âêëàäîâ ñî çíàêîì ¾�¿ ðàâíà íóëþ. Òàêîåïîâåäåíèå ðàññìîòðåííûõ âåðîÿòíîñòåé îáóñëîâëåíîêâàíòîâîé ñïåöè�èêîé �îòîííûõ êîððåëÿöèé âñëåä�ñòâèå çàïóòàííîñòè (íå�àêòîðèçóåìîñòè) èñõîäíîãîñîñòîÿíèÿ.Â ñëó÷àå ÷åòûðåõêóáèòîâîãî �ÕÖ-ñîñòîÿíèÿ èí�òåð�åðåíöèîííîå ñëàãàåìîå â (17) ïðèâîäèò ê êîð�ðåëÿòîðó âèäà�(8)GHZ4 == ha(H)+1 a(H)+2 a(H)+3 a(H)+4 a(V )1 a(V )2 a(V )3 a(V )4 i+
.
. == ��� + 
.
.; (38)êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò (25) êîëè÷åñòâîì ìíîæèòå�ëåé â óñðåäíÿåìîì îïåðàòîðå. Â ñõåìå ýêñïåðèìåíòà,àíàëîãè÷íîé ñõåìå ðèñ. 2, íî ñ ÷åòûðüìÿ ñâåòîäåëè�òåëÿìè, êîððåëÿòîð (38) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âè�äó �(8)GHZ4 = hN̂1N̂2N̂3N̂4i = 2j���j = 1 (39)

Òàáëèöà 2. Çíàêè ìíîæèòåëåé â (39) ïðè�(8)GHZ4 = 1; N � íîìåð êàíàëàN 1 + + � �2 + + � �3 + � + �4 + � + �ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå �àçîâûõ çàäåðæåê äîñâåòîäåëèòåëåé (ñð. ñ (37)).Âîçìîæíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòûâ äàííîì ñëó÷àå ïðèâåäåíû â òàáë. 2. Çäåñü èçâîçìîæíûõ 24 = 16 èñõîäîâ ðåàëèçóåòñÿ òîëü�êî 8. Çíàêè ¾+¿ è ¾�¿ â êàæäîì êàíàëå îïÿòüðàâíîâåðîÿòíû (1/2), ïîïàðíàÿ æå âåðîÿòíîñòü¾+¿ èëè ¾�¿ â ëþáûõ äâóõ êàíàëàõ ðàâíà 1/4.Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ òðåõ ¾+¿ â ëþáûõ òðåõâûáðàííûõ êàíàëàõ ðàâíà 1/8, íî âåðîÿòíîñòüòðåõ ¾�¿ íóëåâàÿ. Îäíàêî âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿòîëüêî ÷åòûðåõ ¾+¿ è òîëüêî ÷åòûðåõ ¾�¿ ðàâíà(1/8). Íàëèöî ïàðàäîêñàëüíàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäàñòàòèñòè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü âî âñåâîçìîæíûõòðîéíûõ êîððåëÿöèÿõ ïðèâîäèò ê ñòàòèñòè÷åñêîéçàâèñèìîñòè â êîððåëÿöèÿõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ N -êóáèòîâîãî �ÕÖ-ñîñòîÿ-íèÿjGHZNi = �jHi1 : : : jHiN + �jV i1 : : : jV iN ; (40)êîððåëÿòîð, ñâÿçàííûé ñ èñòèííî êâàíòîâûìè êîð�ðåëÿöèÿìè, èìååò, î÷åâèäíî, âèä�(2N)GHZN = * NYj=1 a(H)+j a(V )j ++ 
.
. == * NYj=1 N̂j+ = 2j���j: (41)Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ N -êóáèòîâîãî �ÕÖ-ñîñòîÿ-íèÿ ïàðàäîêñ ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèìîáðàçîì. Âåðîÿòíîñòè îäíîâðåìåííîé ðåãèñòðàöèèïîñëå ñâåòîäåëèòåëåéN�1 èN �îòîíîâ, âêëàä êîòî�ðûõ â êîððåëÿòîð ÷èñëà �îòîíîâ îòìå÷àåòñÿ çíàêîì¾+¿, ðàâíû (1=2)(N�1), õîòÿ âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿîòäåëüíûõ òàêèõ �îòîíîâ ðàâíà 1=2, è îíè îêàçûâà�þòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè âïëîòü äî êîððå�ëÿòîðîâ (N � 1)-ãî ïîðÿäêà. Ñîâìåñòíàÿ æå âåðîÿò�íîñòü ðåãèñòðàöèè íå÷åòíîãî ÷èñëà �îòîíîâ, âêëàäêîòîðûõ îòìå÷àåòñÿ çíàêîì ¾�¿, âñåãäà îêàçûâàåòñÿðàâíîé íóëþ, òîãäà êàê âåðîÿòíîñòè îäíîâðåìåííîéðåãèñòðàöèè N �îòîíîâ ñî çíàêîì òîëüêî ¾+¿ è ñî54



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 1, 2013 Êîððåëÿöèîííûå ñâîéñòâà çàïóòàííûõ ìíîãî�îòîííûõ ñîñòîÿíèé : : :çíàêîì òîëüêî ¾�¿ îäèíàêîâû, åñëè N � ÷åòíîå ÷èñ�ëî. Íàïîìíèì, ÷òî òàêîé âûâîä îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ,êîãäà êîððåëÿòîðû âèäà (46) ðàâíû åäèíèöå. Åñëèðåàëèçîâàòü óñëîâèÿ, êîãäà ìíîãî�îòîííûé êîððå�ëÿòîð (46) ðàâåí �1, òî ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ íà ïðî�òèâîïîëîæíóþ.Êâàíòîâûé àíàëîã ïàðàäîêñà Áåðíøòåéíà ìîæ�íî íàáëþäàòü è äëÿ äðóãèõ êóáèòîâûõ ñîñòîÿíèé.Òàê, â ÍÓÕÔ (19) êëàñòåðíîãî ñîñòîÿíèÿ îí ñâÿçàí ñèíòåð�åðåíöèîííûìè ñëàãàåìûìè P1234 è S1234. Ýòèñëàãàåìûå â ñõåìå ýêñïåðèìåíòà ñ ÷åòûðüìÿ ñâåòîäå�ëèòåëÿìè, ñìåøèâàþùèìè îðòîãîíàëüíî ïîëÿðèçî�âàííûå ïîëÿ ñ îäèíàêîâûìè ÷àñòîòàìè, êàê è â ñëó�÷àå ÷åòûðåõêóáèòîâîãî �ÕÖ-ñîñòîÿíèÿ, ïîðîæäàþòêîððåëÿòîð�(8)C = * 4Yj=1 N̂j+ == ha(H)+1 a(H)+2 a(H)+3 a(H)+4 a(V )1 a(V )2 a(V )3 a(V )4 i++ ha(H)+1 a(H)+2 a(H)3 a(H)4 a(V )1 a(V )2 a(V )+3 a(V )+4 i+
.
. == 2[�Æ 
os(�12 +�34) + �
 
os(�12 � �34)℄; (42)ãäå �jk = 'j + 'k:Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå�Æ = �
;òî ïîëó÷èì �(8)C = 4�Æ 
os�12 
os�34: (43)Ïðè óñëîâèè �Æ = 1=4è îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèÿõ �àçîâûõ çàäåðæåê,
os�12 = 
os�34 = 1;ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàòó äëÿ ÷å�òûðåõêóáèòîâîãî �ÕÖ-ñîñòîÿíèÿ.Äðóãîãî ðîäà ïàðàäîêñû îáóñëîâëåíû â (16)�(19)ñëàãàåìûìè, ñîäåðæàùèìè ìíîæèòåëè Hj èëè Vj èìíîæèòåëè Pjk èëè Sjk , ÿâëÿþùèìèñÿ èíòåð�åðåí�öèîííûìè ñëàãàåìûìè (ñð. ñ ïîñëåäíèìè ñëàãàåìû�ìè â ÍÓÕÔ (21) äëÿ ÝÏ�-ñîñòîÿíèÿ). Ñëàãàåìûåâèäà HjSkl â (16) îçíà÷àþò, ÷òî ïðè ðåãèñòðàöèè âj-îì êàíàëå �îòîíà â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè ñ ãîðèçîí�òàëüíîé ïîëÿðèçàöèåé �îòîíû â äðóãèõ äâóõ êàíà�ëàõ áóäóò â ÝÏ�-ñîñòîÿíèè (ñð. [26℄).

Â jW4i- è jCi-ñîñòîÿíèÿõ èç ñòðóêòóð ÍÓÕÔ (18)è (19) ñëåäóåò, ÷òî ÝÏ�-ñîñòîÿíèÿ ìîãóò �îðìèðî�âàòüñÿ ïðè ðåãèñòðàöèè äâóõ ëþáûõ �îòîíîâ ñ ãî�ðèçîíòàëüíîé (âåðòèêàëüíîé) ïîëÿðèçàöèåé èëè îä�íîãî �îòîíà ñ ãîðèçîíòàëüíîé ïîëÿðèçàöèåé, à âòî�ðîãî ñ âåðòèêàëüíîé.7. ÌÅ�À ÊÂÀÍÒÎÂÎÑÒÈÌÍÎ�ÎÊÓÁÈÒÎÂÛÕ ÑÎÑÒÎßÍÈÉÏðîâåäåííûé âûøå àíàëèç ÍÓÕÔ ïîêàçàë, ÷òîîíè ñîäåðæàò èí�îðìàöèþ êàê îá èñòèííûõ êâàí�òîâûõ êîððåëÿöèÿõ, òàê è ïñåâäîêëàññè÷åñêèõ. Ïî�ñëåäíèå èìåþò òàêèå æå çíà÷åíèÿ, êàê åñëè áû íàøàñèñòåìà íàõîäèëàñü â ñìåøàííîì ñîñòîÿíèè, ïîñòðî�åííîì íà îðòîãîíàëüíûõ ¾ñëàãàåìûõ¿ èññëåäóåìîãîìíîãîêóáèòîâîãî ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ ñëó÷àÿ òðåõêóáèòî�âîãî �ÕÖ-ñîñòîÿíèÿ êîíñòðóèðóåìîå ñìåøàííîå ñî�ñòîÿíèå äàåòñÿ âûðàæåíèåì (34).Îïåðàòîð ïëîòíîñòè �ÕÖ-ñîñòîÿíèÿ (1) ìîæíîïðåäñòàâèòü êàê �GHZ3 = �m + q̂; (44)ãäå �m � îïåðàòîð ïëîòíîñòè ñìåøàííîãî ñîñòîÿ�íèÿ (34), à îïåðàòîð q̂ èìååò âèäq̂ = ���jHHHihV V V j+ ���jV V V ihHHH j: (45)Èìåííî ñ îïåðàòîðîì q̂ ñâÿçàíî ïîÿâëåíèå èíòåð�å�ðåíöèîííûõ ñëàãàåìûõ â ÍÓÕÔ (15) è êîððåëÿöèéâèäà (25). Â ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ó îïåðàòîðà q̂îòñóòñòâóþò äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû; íåäèàãîíàëü�íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà (45) ìîæíî óñëîâíî òðàê�òîâàòü êàê îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëÿðèçàöèè�îòîíîâ.Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì ÷èñòîå ñîñòîÿíèå,Tr(�GHZ3) = Tr(�2GHZ3) = 1:Êðîìå òîãî, Tr(�m) = 1;òîãäà êàê Tr(�2m) = �è ÿâëÿåòñÿ, êàê èçâåñòíî, ïàðàìåòðîì ÷èñòîòû ñìå�øàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîë�íÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå55



À. Ñ. ×èðêèí, Î. Â. Áåëÿåâà, À. Â. Áåëèíñêèé ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 1, 2013Tr(q̂2) = Tr((�GHZ3 � �m)2) == 1� Tr(�2m) = 1� �: (46)Òàêèì îáðàçîì, ñëåä îò êâàäðàòà ðàçíîñòè ïîëíî�ãî îïåðàòîðà ïëîòíîñòè ñèñòåìû �GHZ3 è îïåðàòî�ðà �m, îòâå÷àþùåãî çà ñìåøàííóþ ÷àñòü �GHZ3 , äà�åò êóìóëÿòèâíóþ êîëè÷åñòâåííóþ îöåíêó èñòèííîéêâàíòîâîñòè ñîñòîÿíèÿ. Ýòà ìåðà ïîõîæà íà ãåîìåò�ðè÷åñêóþ ìåðó [15℄. Ïðè ýòîì îòíîøåíèåQ = Tr(q̂2)Tr(�2m) = 1� � 1 (47)ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñòåïåíü êâàíòîâîñòè çà�ïóòàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ èñõîäíîãî ñìåøàííîãî ñî�ñòîÿíèÿ (q̂ = 0) ïàðàìåòð Q = 0.Â ñîîòâåòñòâèè ñ (34), (45) äëÿ �ÕÖ-ñîñòîÿíèÿ,ó÷èòûâàÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè (6), ïîëó÷àåìQGHZ = � 12j��j2 � 1��1 : (48)Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå QGHZ = 1 äîñòèãàåòñÿ ïðèj�j = j�j = 1p2 ;ò. å. ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ, ïðè êîòîðûõ îòñóòñòâóþòïñåâäîêëàññè÷åñêèå êîððåëÿöèè 2-ãî ïîðÿäêà. Çàìå�òèì, ÷òî �îðìóëà (48) ñïðàâåäëèâà è äëÿ ÝÏ�-ñîñ-òîÿíèÿ.Â äðóãèõ èçó÷àåìûõ ñîñòîÿíèÿõ ïñåâäîêëàññè�÷åñêèå êîððåëÿöèè ÷èñåë �îòîíîâ â ñîîòâåòñòâèèñ (16)�(19) îáóñëîâëåíû ñëåäóþùèìè ñìåøàííûìèñîñòîÿíèÿìè.Äëÿ jW3i-ñîñòîÿíèÿ (2)�m;3 = j�j2jHHV ihV HH j+ j�j2jHVHihHVH j++ j
j2jV HHihHHV j; (49)äëÿ jW4i-ñîñòîÿíèÿ (4)�m;4 = j�j2jHHHV ihV HHH j++ j�j2jHHVHihHHVH j++ j
j2jHVHHihHVHH j++ jÆj2jV HHHihHHHV j; (50)äëÿ êëàñòåðíîãî ñîñòîÿíèÿ�m;
 = j�j2jV V V V ihV V V V j++ j�j2jV V HHihHHV V j++ j
j2jHHV V ihV V HH j++ jÆj2jHHHHihHHHH j: (51)Äàëåå, ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì (47), ìû íàõî�äèì âûðàæåíèÿ äëÿ ñòåïåíè êâàíòîâîñòè Q ýòèõñîñòîÿíèé. Äëÿ jW3i-ñîñòîÿíèÿ ïîëó÷àåì

Q3 = 1j�j4 + j�j4 + j
j4 � 1; (52)à äëÿ jW4i-ñîñòîÿíèÿ è êëàñòåðíîãî ñîñòîÿíèÿ èìå�åì îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò:Q4;
 = 1j�j4 + j�j4 + j
j4 + jÆj4 � 1: (53)Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ Q3; Q4;
 ìîæíî îïðåäåëèòüñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ëàãðàíæà. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿíîðìèðîâêè ñîñòîÿíèé, ïîëó÷àåìQ(max)3 = 2; Q(max)4;
 = 3: (54)Äëÿ jW3i-ñîñòîÿíèÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå Q äî�ñòèãàåòñÿ ïðè j�j2 = j�j2 = j
j2 = 1=3;à äëÿ jW4i-ñîñòîÿíèÿ è êëàñòåðíîãî ñîñòîÿíèÿ �ïðè � = � = 
 = Æ = 1=2: (55)Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ÿñíî ñëåäóåò, ÷òîçíà÷åíèå ïàðàìåòðàQ óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ÷èñëàñëàãàåìûõ n â âåêòîðå ìíîãîêóáèòîâîãî ñîñòîÿíèÿ,�àêòè÷åñêè Q(max) = n� 1:8. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå âûïîëíåí ñèñòåìàòè÷åñêèéàíàëèç �îòîííûõ ìíîãîêóáèòîâûõ ñîñòîÿíèé íàîñíîâå ÍÓÕÔ áîçå-îïåðàòîðîâ. Òàêîé ïîäõîä íà�ãëÿäíî ïîêàçûâàåò íàëè÷èå ó ìíîãîêóáèòîâûõ ñî�ñòîÿíèé ïñåâäîêëàññè÷åñêèõ è èñòèííûõ êâàíòîâûõêîððåëÿöèé; ýòè êîððåëÿöèè ìîæíî èçìåðèòü â ýêñ�ïåðèìåíòàõ ñî ñ÷åòîì �îòîíîâ. �àñ÷åòû ïðîâåäå�íû äëÿ �ÕÖ- è W-ñîñòîÿíèé è êëàñòåðíîãî ñîñòî�ÿíèÿ. Ïñåâäîêëàññè÷åñêèå êîððåëÿöèè (ñìåøàííûåìîìåíòû) ÷èñëà �îòîíîâ ïîä÷èíÿþòñÿ ñîîòíîøåíè�ÿì äëÿ ñëó÷àéíûõ êëàññè÷åñêèõ âåëè÷èí. Èñòèííûåêâàíòîâûå êîððåëÿöèè ñâÿçàíû ñ èíòåð�åðåíöèîí�íûìè ñëàãàåìûìè â ÍÓÕÔ è ïðîÿâëÿþòñÿ â êâàíòî�âûõ ïàðàäîêñàõ.Âïåðâûå ïîêàçàíî, ÷òî â ìíîãîêóáèòîâûõ ñîñòî�ÿíèÿõ, íàðÿäó ñ óæå èçâåñòíûìè ïàðàäîêñàìè, ìîæ�íî íàáëþäàòü àíàëîã ïàðàäîêñà Áåðíøòåéíà äëÿêëàññè÷åñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, â êîòîðîì îòîá�ðàæàåòñÿ, ðàçóìååòñÿ, ñïåöè�èêà êîððåëÿöèé çàïó�òàííûõ ñîñòîÿíèé. Òàê, íàïðèìåð, â òðåõêóáèòîâîì�ÕÖ-ñîñòîÿíèè ïðè îïðåäåëåííîé ïîñòàíîâêå è îá�ðàáîòêå ðåçóëüòàòîâ ñ÷åòà �îòîíîâ ïîïàðíàÿ íåçàâè�ñèìîñòü ðåãèñòðàöèè �îòîíîâ íå ïðèâîäèò ê íåçàâè�ñèìîñòè â òðîéíûõ êîððåëÿöèÿõ (òàáë. 1). Â ñëó÷àå56



ÆÝÒÔ, òîì 143, âûï. 1, 2013 Êîððåëÿöèîííûå ñâîéñòâà çàïóòàííûõ ìíîãî�îòîííûõ ñîñòîÿíèé : : :N -êóáèòîâîãî �ÕÖ-ñîñòîÿíèÿ òàêàÿ íåçàâèñèìîñòüíàðóøàåòñÿ â �îòîííûõ êîððåëÿöèÿõ N -ãî ïîðÿäêà.Âûÿâëåíèå èñòèííûõ êâàíòîâûõ êîððåëÿöèéìíîãîêóáèòîâûõ ñîñòîÿíèé ïîçâîëèëî ââåñòè ìåðóêâàíòîâîñòè (46), îïðåäåëÿåìóþ ñëåäîì îò êâàäðà�òà ðàçíîñòè ïîëíîãî îïåðàòîðà ïëîòíîñòè ñèñòåìûè îïåðàòîðà ïëîòíîñòè ñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ, âõî�äÿùåãî â ñîñòàâ ïîëíîãî îïåðàòîðà ïëîòíîñòè ìíîãî��îòîííîãî ñîñòîÿíèÿ. Òàêîå îïðåäåëåíèå ìåðû êâàí�òîâîñòè äàåò êóìóëÿòèâíóþ êîëè÷åñòâåííóþ îöåí�êó. Ââåäåííàÿ ïðè ýòîì ñòåïåíü êâàíòîâîñòè ñîñòîÿ�íèÿ (47) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà èç èçìåðåíèé ñòàòè�ñòèêè �îòîíîâ. Çàìåòèì, ÷òî ÷àùå âñåãî äëÿ îïðåäå�ëåíèÿ êâàíòîâîñòè ñèñòåìû èñïîëüçóåòñÿ ýíòðîïèé�íûé ïîäõîä.Íàéäåíû çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ â âåêòîðàõìíîãî�îòîííûõ ñîñòîÿíèé, îòâå÷àþùèõ èõ ìàêñè�ìàëüíîé èñòèííîé êâàíòîâîñòè, êîòîðûå îáîñíîâû�âàþò ìàêñèìàëüíóþ çàïóòàííîñòü. Çíà÷åíèÿ ýòèõêîý��èöèåíòîâ îáû÷íî çàïèñûâàþò èç èíòóèòèâ�íûõ ñîîáðàæåíèé. Äëÿ ÝÏ�-ñîñòîÿíèÿ çíà÷åíèÿíàéäåííûõ êîý��èöèåíòîâ ñîâïàäàþò ñ îïðåäåëåí�íûìè ðàçëîæåíèåì Øìèäòà.Ìû ïîëàãàåì, ÷òî àíàëèç õàðàêòåðà êîððåëÿöèéçàïóòàííûõ ìíîãî�îòîííûõ ñîñòîÿíèé íà îñíîâåðàñ÷åòà íîðìàëüíî-óïîðÿäî÷åííîé õàðàêòåðèñòè÷å�ñêîé �óíêöèè, êðîìå ìíîãîêóáèòîâûõ ñîñòîÿíèé,ìîæåò áûòü òàêæå ïëîäîòâîðíûì, íàïðèìåð, äëÿêóòðèòîâ, êóêâàðòîâ è ÷àñòèö, ïîä÷èíÿþùèõñÿ �åð�ìèîííîé ñòàòèñòèêå.Àâòîðû áëàãîäàðÿò çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ ðà�áîòû Â. È. Ìàíüêî è Ì. Þ. Ñàéãèíà.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíò �11-02-00610).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. À. Â. Áåëèíñêèé, Ä. Í. Êëûøêî, ÓÔÍ 163, 1 (1993).2. Äæ. �ðèíøòåéí, À. Çàéîíö, Êâàíòîâûé âûçîâ. Ñî�âðåìåííûå èññëåäîâàíèÿ îñíîâàíèé êâàíòîâîé ìå�õàíèêè, Èçä-âî Èíòåëëåêò, Ìîñêâà (2008).3. Äæ. Ïðåñêèëë, Êâàíòîâàÿ èí�îðìàöèÿ è êâàíòî�âûå âû÷èñëåíèÿ, ÈÊÈ, Ìîñêâà�Èæåâñê (2008).4. Êâàíòîâîå èçîáðàæåíèå, ïîä ðåä. Ì. È. Êîëîáîâà,Ôèçìàòëèò, Ìîñêâà (2009).5. Quantum Information with Continuous Variables ofAtoms and Light, ed. by N. J. Cerf, G. Leu
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