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ÑÀÌÎÈÍÄÓÖÈ�ÎÂÀÍÍÀß Ï�ÎÇ�À×ÍÎÑÒÜÂ ÄÈÑÏÅ�ÑÈÎÍÍÎÉ Ñ�ÅÄÅÀ. À. Çàáîëîòñêèé *Èíñòèòóò àâòîìàòèêè è ýëåêòðîìåòðèè Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê690090, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 13 äåêàáðÿ 2011 ã.Èçó÷àåòñÿ ýâîëþöèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â äâóõóðîâíåâîé ñðåäå, íàõîäÿùåéñÿ â ìàòðèöå ñ êîíå÷-íûì âðåìåíåì ðåàêöèè. Ïðèâåäåí âûâîä èíòåãðèðóåìîé âåðñèè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà�Áëîõà ñ ó÷åòîìíåëèíåéíîé äèñïåðñèè. Äëÿ ðåøåíèÿ ìîäåëè ïðèìåíÿåòñÿ àïïàðàò ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ.Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî íåëèíåéíàÿ äèñïåðñèÿ, âûçâàííàÿ êîíå÷íûì âðåìåíåì ðåàêöèè ìàòðèöû, äà-åò íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ êîíòðîëÿ ïàðàìåòðîâ ñîëèòîíà. Ïîêàçàíî, ÷òî ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîñòðîåííîéìîäåëè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ îïèñàíèÿ èìïóëüñîâ â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, íàõîäÿùåéñÿ ìåæäó îá-ëàñòüþ ïðèìåíèìîñòè êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ è îáëàñòüþ ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿîäíîíàïðàâëåííîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ èìïóëüñîâ äëèòåëüíîñòüþ ïîðÿäêà ïåðèîäà îñöèëëÿöèé.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÑàìîèíäóöèðîâàííàÿ ïðîçðà÷íîñòü â äâóõ-,òðåõóðîâíåâûõ àòîìíûõ ñèñòåìàõ ÿâëÿåòñÿ îäíèìèç ñàìûõ èçâåñòíûõ ÿâëåíèé, àññîöèèðóåìûõ ñ ðàñ�ïðîñòðàíåíèåì êîãåðåíòíûõ èìïóëüñîâ, îïòè÷åñêèõñîëèòîíîâ [1�6℄. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå âçàèìî�äåéñòâèå êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîãî îïòè÷åñêîãîïîëÿ ñ äâóõóðîâíåâîé ñðåäîé (ÄÓÑ) ïðèâîäèò ê�îðìèðîâàíèþ èìïóëüñà ïëîùàäüþ 2�, êîòîðûéìîæåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ñ íåèçìåííîé �îðìîé [1℄.Òàêèå èìïóëüñû, â îñîáåííîñòè ñâåðõêîðîòêèå,ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé [6℄.Ñîâðåìåííàÿ òåõíèêà ãåíåðàöèè îïòè÷åñêèõ èì�ïóëüñîâ ïîçâîëÿåò ãåíåðèðîâàòü �åìòîñåêóíäíûå èñóá�åìòîñåêóíäíûå èìïóëüñû [7�9℄. Òåîðåòè÷åñêèåìîäåëè, èñïîëüçóåìûå äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèèòàêèõ èìïóëüñîâ ñâåòà, äîëæíû ó÷èòûâàòü íåëèíåé�íûå ý��åêòû, ñâÿçàííûå ñ óøèðåíèåì ñïåêòðà, àòàêæå îãðàíè÷åííîñòü ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿìåäëåííûõ îãèáàþùèõ äëÿ òàêèõ èìïóëüñîâ [8℄.Â ðÿäå ðàáîò ïðèâîäÿòñÿ ìîäè�èêàöèè ìîäåëåéäèíàìèêè êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïîëÿ, â êîòî�ðûõ äëÿ âûõîäà çà ðàìêè ïðèáëèæåíèÿ ìåäëåííûõîãèáàþùèõ â îáîáùåííûå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà*E-mail: zabolotskii�iae.nsk.su

äîáàâëåíû ÷ëåíû, îïèñûâàþùèå âêëàä äîïîëíè�òåëüíîé ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé äèñïåðñèè [8, 10℄.Ïðè óêîðî÷åíèè èìïóëüñà èçìåíÿþòñÿ äèñïåðñè�îííûå õàðàêòåðèñòèêè ðåçîíàíñíîé ÄÓÑ. Ïîìèìîýòîãî, ïðè óøèðåíèè ñïåêòðà èìïóëüñà â îáùåì ñëó�÷àå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ý��åêòû, ñâÿçàííûå ñâçàèìîäåéñòâèåì ïîëÿ ñ ìàòðèöåé, â êîòîðîé íàõî�äèòñÿ ÄÓÑ. Ýòè ý��åêòû ìîãóò ïðîÿâëÿòüñÿ â ëè�íåéíîé è íåëèíåéíîé äèñïåðñèÿõ ñèñòåìû.Âàæíåéøåé õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëåíèÿ ñàìîèíäó�öèðîâàííîé ïðîçðà÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîëíàÿ èíòåãðè�ðóåìîñòü îïèñûâàþùèõ åå ìîäåëåé, êàê ïðîñòåéøèõóðàâíåíèé Ìàêñâåëëà �Áëîõà [2℄, òàê è èõ îáîáùå�íèé [4�6℄. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàñ�ñåÿíèÿ (ÌÎÇ�) [11℄ ê ýòèì ìîäåëÿì ïîçâîëÿåò ïîëó�÷èòü íàèáîëåå äåòàëüíóþ èí�îðìàöèþ îá ýâîëþöèèè ïàðàìåòðàõ èìïóëüñîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, âòîì ÷èñëå â ñèëüíî íåëèíåéíîé ñòàäèè âçàèìîäåé�ñòâèÿ.Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèåïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåìîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèéÌàêñâåëëà �Áëîõà, ó÷èòûâàþùåãî äèñïåðñèþ ìàò�ðèöû, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ ÄÓÑ. Â ñëåäóþùåìðàçä. 2 ïðèâîäèòñÿ âûâîä óðàâíåíèé îñíîâíîé ìîäå�ëè. Â ðàçä. 3 äàíî ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíûìîäåëè è ïðèâåäåí ðÿä åå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Àïïà�ðàò ÌÎÇ� ïðåäñòàâëåí â ðàçä. 4 íàñòîÿùåé ðàáîòû.Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû è èõâîçìîæíîå ïðèìåíåíèå.56



ÆÝÒÔ, òîì 142, âûï. 1 (7), 2012 Ñàìîèíäóöèðîâàííàÿ ïðîçðà÷íîñòü â äèñïåðñèîííîé ñðåäå2. ÂÛÂÎÄ ÄÈÑÏÅ�ÑÈÎÍÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÌÀÊÑÂÅËËÀ�ÁËÎÕÀÑòàíäàðòíàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ ýâîëþöèþýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ÄÓÑ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéóðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà �Áëîõà äëÿ ìåäëåííûõ îãèáà�þùèõ [1℄. Ïðè âûâîäå ýòèõ óðàâíåíèé íå ó÷èòûâà�ëàñü ðåàêöèÿ ìàòðèöû, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ ÄÓÑ.Ïðè óøèðåíèè ñïåêòðà èìïóëüñà ïîëÿ âîçìîæíû ðå�çîíàíñû ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ìàòðèöû, çàïàç�äûâàíèå è äðóãèå ý��åêòû, êîòîðûå îêàçûâàþò âëè�ÿíèå íà ýâîëþöèþ èìïóëüñîâ ïîëÿ. Â ýòîì ðàçäåëåý��åêòû ó÷òåíû â ðàìêàõ ïðîñòîé îáùåé ìîäåëè,â êîòîðîé âëèÿíèå ìàòðèöû ñâîäèòñÿ ê ó÷åòó íåëè�íåéíîé äèñïåðñèè.Òàê æå êàê è â ðàáîòàõ [1, 2℄, ðàññìàòðèâàåì ïðî�òÿæåííóþ îäíîìåðíóþ äâóõóðîâíåâóþ ñðåäó ñ íåâû�ðîæäåííûì äèïîëüíûì ïåðåõîäîì. Îäíîðîäíîå èíåîäíîðîäíîå óøèðåíèÿ íå ó÷èòûâàåì.Â ðàìêàõ ýòèõ ïðèáëèæåíèé óðàâíåíèÿ Ìàêñâåë�ëà ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèþ�2E�x2 � 12 �2E�t2 = 4�N2 �2Pnl�t2 ; (1)ãäå N � ïëîòíîñòü ÄÓÑ. Íåëèíåéíóþ ïîëÿðèçàöèþñðåäû ïðåäñòàâèì â âèäåPnl(x; t) = tZ0 �(t0)PTLS(x; t� t0) dt0: (2)Ôóíêöèÿ �(t) îïèñûâàåò ðåàêöèþ ñðåäû, ý��åêò çà�ïàçäûâàíèÿ. Äëÿ îäèíî÷íîé ÄÓÑ PTLS = d21�12 ++ d12�21, ãäå d12 = d�21 � íåäèàãîíàëüíûå ýëå�ìåíòû ìàòðèöû äèïîëÿ dij . Ïîñòîÿííûé äèïîëü�íûé ìîìåíò ÄÓÑ íå ó÷èòûâàåòñÿ. Ïîñêîëüêó �àçàd12 óñòðàíÿåòñÿ ñäâèãîì �àçû ïîëÿ, ñ÷èòàåì, ÷òîd12 = d21.Äàëåå èñïîëüçóåì ïðèáëèæåíèå ìåäëåííûõ îãè�áàþùèõ êàê äëÿ àìïëèòóäû ïîëÿ è ÄÓÑ, òàê è äëÿìàòðèöû. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ïîëÿðèçàöèþ ÄÓÑâ âèäåPTLS(x; t) == 12 hP(x; t)ei(k0x�!0t) + P�(x; t)e�i(k0x�!0t)i ; (3)ãäå P(x; t) = d21S(x; t) � ìåäëåííàÿ îãèáàþùàÿ, k0è !0 � ñîîòâåòñòâåííî íåñóùèé âîëíîâîé âåêòîð è÷àñòîòà. Ïîëàãàåì, ÷òî !0 áëèçêà ê ñîáñòâåííîé ÷àñ�òîòå ÄÓÑ. Çäåñü S � ìåäëåííàÿ îãèáàþùàÿ íåäèà�ãîíàëüíîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû ïëîòíîñòè �ij ÄÓÑ:

�12(x; t) == 12 hS(x; t)ei(k0x�!0t) + S�(x; t)e�i(k0x�!0t)i : (4)Ñ÷èòàåì, ÷òî âðåìÿ ðåàêöèè �m ìàòðèöû ñðàâ�íèìî ñ äëèòåëüíîñòüþ èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíî�ãî ïîëÿ, íî ìíîãî áîëüøå ïåðèîäà îñöèëëÿöèé:�m!0 � 1. Ïîýòîìó ïðåíåáðåãàåì ïðîèçâîäíûìè(j�t�j=!0)n, òàê æå êàê è ïðîèçâîäíûìè (j�tPj=!0)n,äëÿ n = 1; 2. Ïîñëå ýòîãî ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèåÔóðüå ê óðàâíåíèþ (1), ïðåäâàðèòåëüíî ïîäñòàâèâ âýòî óðàâíåíèå âûðàæåíèå (3). Çàòåì ðàçëîæèì �ó�ðüå-îáðàç �(!) âáëèçè !0:�(!) = �(!0) + ���! ����!=!0 (! � !0) ++ 12 �2��!2 ����!=!0 (! � !0)2 + : : : (5)Ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êóðàâíåíèþ (1) ñ ó÷åòîì ðàçëîæåíèÿ (5), ïîëó÷àåìïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ â âèäå� 4�N!20d122 "ei(k0x�!0t)Xk ik"k � ��t�k S(x; t) ++ e�i(k0x�!0t)Xk ike"k � ��t�k S�(x; t)# ; (6)ãäå"k = 1k! �k�(!)�!k ����!=!0 ; e"k = 1k! �k�(!)�!k ����!=�!0 : (7)Ïðåäñòàâèì ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â âèäå äâóõâîëíîâûõ ïàêåòîâ:E(x; t) = 12 �� hE(x; t)ei(k0x�!0t) + E�(x; t)e�i(k0x�!0t)i : (8)Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå (8) â óðàâíåíèå (1) è ïðåä�ïîëàãàÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ���� 12 �2E�t2 � �2E�x2 ����� k0 ����1 �E�t + �E�x ���� ; (9)ïîëó÷àåì ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà !0 = k0 ëåâóþ ÷àñòüóðàâíåíèÿ (1) â âèäå2i�!02 �E�t + k0 �E�x� eik0x�i!0t + .. (10)57



À. À. Çàáîëîòñêèé ÆÝÒÔ, òîì 142, âûï. 1 (7), 2012Äàëåå, ïðåíåáðåãàÿ â (6) ÷ëåíàìè ñóììû ñ k > 2,â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ âðàùàþùåéñÿ âîëíû ïîëó�÷àåì èç (6) è (10) äëÿ âîëíîâîãî ïàêåòà ñ íåñóùåé÷àñòîòîé !0 ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:1 �E�t + �E�x == 2�!20Nd21k02 �i"0S � "1 �S�t � i"2 �2S�t2 � : (11)Óðàâíåíèÿ Áëîõà äëÿ ÄÓÑ ñ íåâûðîæäåííûì äè�ïîëüíûì ïåðåõîäîì èìåþò âèä [1�3℄�t�12 = �i!12�12 � i (�11 � �22) d12~ E; (12)�t�11 = id12~ E (�21 � �12) ; (13)�t�22 = id12~ E (�12 � �21) ; (14)ãäå !12 � ÷àñòîòà ïåðåõîäà.Ïîäñòàâèâ (4) è (8) â óðàâíåíèÿ Áëîõà (12)�(14)è ïðèìåíèâ ïðèáëèæåíèå âðàùàþùåéñÿ âîëíû, ïî�ëó÷àåì èç óðàâíåíèé (11)�(14) äèñïåðñèîííûå óðàâ�íåíèÿ Ìàêñâåëëà �Áëîõà â áåçðàçìåðíîì âèäå:�S�� = i�S � iUSz; (15)�Sz�� = i (US� � U�S) ; (16)�U�� = ir0S + r1 �S�� + ir2 �2S��2 ; (17)ãäå � = !Rt, � = (!0 � !12)=!R, Sz = �11 � �22,U = d12E~!R ; (18)r0 = "0; r1 = �"1!R; r2 = �"2!2R; (19)��� = ~!2R2�d212!0N � !R ��x + ��� � : (20)Çäåñü !R � íåêîòîðàÿ õàðàêòåðíàÿ ÷àñòîòà, íàïðè�ìåð, ÷àñòîòà �àáè !R = d12E0~�1. Âûáîð E0 ïðèâå�äåí â ðàçä. 4.3. Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÍÓËÅÂÎÉÊ�ÈÂÈÇÍÛ È ×ÀÑÒÍÛÅ ÑËÓ×ÀÈÄÈÑÏÅ�ÑÈÎÍÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÌÀÊÑÂÅËËÀ�ÁËÎÕÀÑèñòåìà óðàâíåíèé (15)�(17) èíòåãðèðóåìàäëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîíñòàíò �, r0, r1,r2, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ îáðàùåíèÿ â íóëüàëãåáðàè÷åñêèõ âûðàæåíèé âèäà f(�; r0; r1; r2) = 0,

ñì. íèæå. Ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû äëÿÄÓÌÁ (15)�(17) èìååò âèä��� =  �i� �Ue�U� i� !�; (21)��� = bA(�; �)� ==  ia0Sz �(a1S+ir2��S)e�(a1S��ir2��S�) �ia0Sz !�: (22)Çäåñü a0 = r0 � 2r1�� 4r2�22(� + 2�) ;a1 = r0 + �r1 + 2�r2�� + 2� ;�(�; �; �) � 2 � 2 ìàòðè÷íî-çíà÷íàÿ �óíêöèÿ. Äëÿñëó÷àÿ r0 � �r1 � �2r2 6= 0 �óíêöèè �(�) è e�(�) �ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà �,ñâÿçàííûå óñëîâèåì�(�)e�(�) = � r0 � 2�r1 � 4�2r22(r0 � �r1 � �2r2) : (23)�àññìîòðèì ÷àñòíûå èíòåãðèðóåìûå ñëó÷àè ñè�ñòåìû äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà �Áëî-õà (15)�(17).I. r1 = r2 = 0. Ýòî êëàññè÷åñêèé âàðèàíò óðàâ�íåíèé Ìàêñâåëëà �Áëîõà, èíòåãðèðóìîñòü êîòîðîãîïîêàçàíà Ëýìîì â 1971 ã. [2℄. Èç óñëîâèÿ (23) èìååì� = �e� = 1p2 : (24)Ïðèìåíåíèå àïïàðàòà ÌÎÇ� äëÿ ñëó÷àÿ I àññîöè�èðóåòñÿ ñî ñïåêòðàëüíîé çàäà÷åé Çàõàðîâà �Øàáà-òà [11℄.II. r2 = 0. Ýòîò èíòåãðèðóåìûé âàðèàíò óðàâíå�íèé Ìàêñâåëëà �Áëîõà [12℄ àññîöèèðîâàí ñ ðàñøè�ðåííîé âåðñèåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è Êàóïà �Íüþ-åëëà [13℄. Äëÿ íåãî íàõîäèì èç (23)� = m2(� � b2); e� = m2(� + b2); (25)ãäå � = �2, m2 =pr1=(r0 + �r1), b2 = pr0=p2r1.III. r1 = 0. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïîëó÷àåì èç (23)� = m3(�� b3); e� = m3(�+ b3); (26)ãäå m3 = p2r2=(r0 � �2r2), b3 = pr0=p4r2. Ñïåê�òðàëüíàÿ çàäà÷à, îòâå÷àþùàÿ (26), ÿâëÿåòñÿ îáîáùå�íèåì ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è Âàäàòè �Êîííî �Èøèêà-âû (ÂÊÈ) [14, 15℄.58



ÆÝÒÔ, òîì 142, âûï. 1 (7), 2012 Ñàìîèíäóöèðîâàííàÿ ïðîçðà÷íîñòü â äèñïåðñèîííîé ñðåäåÅñëè ïîëîæèòü � = 0, r1 = 0 è äîïîëíèòåëüíîñ÷èòàòü, ÷òî àìïëèòóäû E è S ÿâëÿþòñÿ äåéñòâè�òåëüíûìè âåëè÷èíàìè, òî ñëó÷àé III ñâîäèòñÿ ê îáîá�ùåííîìó óðàâíåíèþ ñèíóñ-�îðäîíà�2�F�� �� = sin �F + r2 �2��2 sin �F ; (27)ãäå U = ���F . Èíòåãðèðóåìîñòü óðàâíåíèÿ (27) áû�ëà ïîêàçàíà Ôîêàñîì â 1995 ã. [16℄.IV. Ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå r0, r1, r2, �,òàêèå ÷òî r2 6= 0, r0 � �r1 � �2r2 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àåíàõîäèì� = m4 (�+ b�) ; e� = m4 (�+ b+) ; (28)ãäå b� = r14r2 � pr21 + 4r0r24r2 ; (29)m24 = 2r2r0 � �r1 � �2r2 : (30)Àïïàðàò ÌÎÇ� íåïîñðåäñòâåííî äëÿ ñïåêòðàëü�íîé çàäà÷è ÂÊÈ áûë ðàçâèò Êîííî ñ ñîàâòîðà�ìè [15℄. Â ðàáîòå [17℄, â êîòîðîé ðåøàëîñü óðàâ�íåíèå (27), ïðèìåíÿëîñü êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçî�âàíèå, ïîçâîëèâøåå ñâåñòè çàäà÷ó ê ðåøåíèþ ñïåê�òðàëüíîé çàäà÷è Çàõàðîâà �Øàáàòà. Â íàñòîÿùåéðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è ñ ïî�ìîùüþ ÌÎÇ�, îòëè÷àþùèéñÿ îò èñïîëüçîâàííûõ âðàáîòàõ [15℄ è [17℄. Çäåñü ïðèìåíÿåòñÿ äðóãàÿ �îð�ìà ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è. Îäíàêî, êàê è â ðàáîòàõ[15; 17℄, ðåøåíèÿ, àññîöèèðîâàííûå ñî ñïåêòðàëüíîéçàäà÷åé òèïà ÂÊÈ ïîëó÷àþòñÿ â îáùåì ñëó÷àå âíåÿâíîì ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå.4. Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅ ÀÏÏÀ�ÀÒÀ ÌÅÒÎÄÀÎÁ�ÀÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È �ÀÑÑÅßÍÈßÑèììåòðèÿ �óíêöèé Éîñòà îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷å�íèÿìè �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â âûðàæå�íèÿ (29) è (30). Äëÿ ðàçíûõ ñâîéñòâ ñèììåòðèè âåð�ñèè àïïàðàòà ÌÎÇ� ðàçëè÷íû. Â ýòîé ðàáîòå ðàñ�ñìîòðèì îäèí èç âàðèàíòîâ, îòâå÷àþùèé ñëåäóþùå�ìó íàáîðó êîíñòàíò:r1 = 0; r2 < 0; b� = �i� = �i pr02pjr2j ;m24 = � 2jr2jr0 + �2jr2j < 0: (31)Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ T è íîâûå �óíêöèèF (�; �) è G(�; �) =p1� jF (�; �)j2:

T = �Z0 G(�; � 0) d� 0; (32)F = iU jm4jp1 + jUm4j2 ; G = 1p1 + jUm4j2 : (33)Ñ ó÷åòîì çàìåí (32), (33) è çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ(31) ïåðåïèøåì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó (21) â âèäå�T� =  �i�G (�+i�)F�(��i�)F � i�G !� = L̂0�: (34)Ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó (34) ðåøàåì íà âñåé îñè Täëÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî çàòóõàþùåãî íà áåñêîíå÷íî�ñòè ïîòåíöèàëà F :F (T; �)! 0; T ! �1: (35)Ïîëàãàåì, ÷òî áëîõîâñêèé âåêòîð íàõîäèòñÿ â îñíîâ�íîì óñòîé÷èâîì ñîñòîÿíèè íà áåñêîíå÷íîñòè:S(T; �) = 0; Sz(T; �) = �1; T ! �1: (36)Äëÿ äåéñòâèòåëüíîé âåëè÷èíû � ðåøåíèå ñïåê�òðàëüíîé çàäà÷è (34) îáëàäàåò ñâîéñòâîì èíâîëþ�öèè: � = M�(��)�M�1; (37)ãäå M =  0 1�1 0 ! : (38)Ôóíêöèè Éîñòà èìåþò àñèìïòîòèêè� = exp (�i��3T ) ; � ! �1; (39)è ñ ó÷åòîì (38) âûðàæàþòñÿ â âèäå� =  �1 ����2�2 ���1 ! :Ýòè ðåøåíèÿ ñâÿçàíû ìàòðèöåé ðàññåÿíèÿ bT ,�� = �+ bT ; (40)êîòîðàÿ èìååò âèäbT =  A� B�B� A ! : (41)Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèé Éîñòà â èíòå�ãðàëüíîì âèäå,�+(T ) = e�i��3T ++ 1ZT  �K1(T; s) (�+ i�)K2(T; s)� (�� i�)K�2(T; s) �K�1(T; s) !�� e�i��3s ds; (42)59



À. À. Çàáîëîòñêèé ÆÝÒÔ, òîì 142, âûï. 1 (7), 2012è ïîäñòàâèâ (42) â (34), ïîëó÷àåìK2(T; T ) [1 +G℄ = F [1� iK1(T; T )℄ ; (43)ãäå G = G(T; �), F = F (T; �).Èç óðàâíåíèÿ (43) è óñëîâèÿ G2 + jF j2 = 1 íàõî�äèì, ÷òîF (T ) == 2 [1� iK1(T; T )℄K�2(T; T )[1 + iK�1(T; T )℄ [1� iK1(T; T )℄ + jK2(T; T )j2 : (44)Ïîäñòàâëÿÿ êîìïîíåíòû �óíêöèè (42) â (40) è èíòå�ãðèðóÿ ñî ñëåäóþùèìè âåñàìè:e�i�y [2� (�� i�)℄�1 ; e�i�y (2��)�1 ;ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ Ìàð÷åíêî äëÿ ïðàâîãî êîíöàèíòåðâàëà:K�2(T; y) = F�(T + y) + i 1ZT K1(T; s)�yF�(s+ y) ds;(45)K�1(T; y) = i 1ZT K2(T; s) (� � �y)F0(s+ y) ds: (46)Çäåñü F�(y) = ZC1 B(�)A(�) e�i�y2� (�� i�) d�; (47)F0 = F�(� = 0), C1 � êîíòóð, ïðîõîäÿùèé âûøåïîëþñîâ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè è âäîëü äåéñòâè�òåëüíîé îñè.Íàéäåì ðåøåíèå, îòâå÷àþùåå îäíîìó ïîëþñó�1 = i�, � > 0, ëåæàùåìó íà ìíèìîé îñè. Ïåðåïè�øåì ÿäðî F â âèäåF�(y) = C1(�) exp(�y)� � � ; (48)ãäå C1 = B(�;�1)=��A(�;�)j�=�1 .Çàâèñèìîñòü äàííûõ ðàññåÿíèÿ îò � íàéäåì, èñ�ïîëüçóÿ ñëåäóþùóþ �îðìóëó:�� bT = �bT e�i�3�T bA(T = �1; �)ei�3�T ++ e�i�3�T bA(T =1; �)ei�3�T bT : (49)Çäåñü bA(T = �1; �) � àñèìïòîòèêà ìàòðèöûbA(T; �) (22), èìåþùàÿ âèäbA(T = �1; �) = 12(� + 2�) �� �i �r0 + 4�2jr2j� 00 i �r0 + 4�2jr2j� !�: (50)

Äëÿ âûáðàííûõ íà÷àëüíûõ êðàåâûõ óñëîâèé íà�õîäèì 1(�) = 0 exp" i �r0 + 4jr2j�2��2�+ � # ; (51)ãäå 1 = C1(�)=2�, 0 � êîíñòàíòà.�åøàÿ óðàâíåíèÿ Ìàð÷åíêî (45), (46), íàõîäèìîäíîïîëþñíîå ðåøåíèåF (�; �) = 2�0eig1+i 1 h h2  + �20 ; (52)G(�; �) = h2  � �20h2  + �20 ; (53)ãäå 0 = eg0+ig1 , g0; g1 2 R, = 2�0� �Z0 G(� 0; �) d� 0+r0�4jr2j�2�2+4�2 �1A+g0; (54) 1 = � r0 � 4jr2j�2�2 + 4�2 �; (55)�0 = �� � � : (56)Ýòî ðåøåíèå èìååò ïàðàìåòðè÷åñêèé âèä, ïîñêîëüêó � �óíêöèÿ îò �Z0 G(� 0; �) d� 0:Èíòåãðèðóÿ (53), íàõîäèì � 2�0p�20 � 1arth" �0p�20 � 1 th # == 2� [� � �0(�)℄ ; (57)ãäå �0 � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ, çàâèñÿùàÿ îò �.×èñëåííîå ðåøåíèå (57) ïîêàçàëî, ÷òî äëÿ �2th << �20 , çàâèñèìîñòü  îò � ñòàíîâèòñÿ íåîäíîçíà÷íîé,ñì. ðèñ. 1. Àíàëèç óðàâíåíèÿ (57) äàåò ïîðîãîâîåçíà÷åíèå �th = 1=3.5. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ �ÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ ÈÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ�åøåíèå äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåë-ëà �Áëîõà, îïèñûâàþùåå àìïëèòóäó ñîëèòîíà,èìååò âèäU(�; �) = �2i�0eig1+i 1 h( (�; �))jm4j �h2( (�; �))� �20 � : (58)60
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�èñ. 2. �ðà�èê çàâèñèìîñòè jU j îò � äëÿ � = 3.Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò �0 = 0:3 (jr2j �� 0:04r0), øòðèõîâîé ïîêàçàíà �îðìà ñîëèòîíà äëÿ�0 = 0:1 (jr2j � 0:006r0)Èññëåäóåì çàâèñèìîñòü �îðìû ñîëèòîíà îò îò�íîøåíèÿ Æ = pr0=p4jr2j. Ïóñòü � = 0. Òîãäà äëÿìîäóëÿ àìïëèòóäû ñîëèòîíà ïîëó÷àåìjU(�; �)j = 2p2Æ�(� + Æ) h( (�; �))(� + Æ)2 h2( (�; �))� �2 : (59)Ýòî ðåøåíèå èçîáðàæåíî íà ðèñ. 2 äëÿ ðàçíûõ çíà�÷åíèé ïàðàìåòðà r2. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ñ óâåëè�÷åíèåì ïàðàìåòðà r2 âåðøèíà èìïóëüñà çàîñòðÿåòñÿè ðàñòåò åãî àìïëèòóäà. Ïðè ýòîì äëÿ áîëüøèõ � çà�îñòðåíèå âåðøèíû íàáëþäàåòñÿ ïðè ìåíüøèõ r2.Ñ ðîñòîì Æ, ò. å. ñ óìåíüøåíèåì âêëàäà äèñïåð�ñèè, àìïëèòóäà ñîëèòîíà ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà�

÷åíèå è åãî �îðìà ñòðåìèòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó 2�-èì-ïóëüñó Ìàêêîëà è Õàíà [1℄. Ýòî ïîçâîëÿåò âûáðàòüíîðìèðîâêó àìïëèòóäû ïîëÿ E0 â (18).Èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî ðîñò êâàäðàòè÷�íîé íåëèíåéíîé äèñïåðñèè (jr2j > r0) ïðèâîäèò êóìåíüøåíèþ ðàçìåðîâ ñîëèòîíà ïðè � = 0. Ñ äðó�ãîé ñòîðîíû, ñ óâåëè÷åíèåì � àìïëèòóäà ñîëèòîíàðàñòåò ïî çàêîíómax jU(�; �)j /pr0 + �2jr2j: (60)Òàêîé ðîñò âîçìîæåí òîëüêî â ñðåäå ñ íåëèíåé�íîé äèñïåðñèåé, ò. å. â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå äëÿr2 6= 0. Â ðàìêàõ ñèñòåìû ÄÓÌÁ ýòîò ðîñò îãðà�íè÷åí èñïîëüçîâàííûì ïðè åå âûâîäå ïðèáëèæåíè�åì ìåäëåííûõ îãèáàþùèõ, êîòîðîå ïîäðàçóìåâàåòâûïîëíåíèå óñëîâèÿ !0 � �!R. Óâåëè÷åíèå àìïëè�òóäû ñîëèòîíà ñîïðîâîæäàåòñÿ óìåíüøåíèåì ãðóï�ïîâîé ñêîðîñòè ñîëèòîíà, ñì. âûðàæåíèå äëÿ �à�çû (54).Èç ïîëó÷åííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òîó÷åò äèñïåðñèè ìàòðèöû, â êîòîðóþ ïîìåùåíà ÄÓÑ,â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íå òîëüêî íå âûçûâàåò äèññè�ïàöèþ ñîëèòîíà, íî ïðèâîäèò ê �îðìèðîâàíèþ ñî�ëèòîíîâ ñ áîëüøåé ýíåðãèåé. Ýòè ñâîéñòâà ìàòðè�öû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ êîíòðîëÿ ïàðàìåò�ðîâ ñîëèòîíà. Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ýòîò êîí�òðîëü ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ èçìåíåíèåì âåëè÷èíûðàññòðîéêè.Â äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà �Áëîõà(15)�(17) ó÷èòûâàåòñÿ äèñïåðñèÿ ïîëÿðèçàöèè ÄÓÑ,íî íå ó÷èòûâàåòñÿ ëèíåéíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ äèñïåð�ñèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (ËÊÄÝÏ), ïðîïîðöèî�íàëüíàÿ âåëè÷èíå1k0 �2k0(!)�!2 ����!=!0 �2E�t2 : (61)Â ëèíåéíîì ïðåäåëå äëÿ � = 0 äèñïåðñèÿ ïîëÿðèçà�öèè ÄÓÑ ïðîïîðöèîíàëüíàNd2k0~ �2�(!)�!2 ����!=!0 �2�t2 tZ0 E dt: (62)Ïóñòü N = 1014 ñì�3, d = 10�18 Ñ�ÑÅ, à âðåìåííîéìàñøòàá èçìåíåíèÿ E � ïîðÿäêà (�!R)�1 � 10�13 ñ,ò. å. tZ0 E dt � E(�!R)�1:Ïóñòü òàêæå�2k0(!)�!2 ����!=!0 � �2�(!)�!2 ����!=!0 : (63)61



À. À. Çàáîëîòñêèé ÆÝÒÔ, òîì 142, âûï. 1 (7), 2012Èç �îðìóë (61)�(63) ñëåäóåò, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ äèñ�ïåðñèÿ ïîëÿðèçàöèè ÄÓÑ äàåò âêëàä, ïðèáëèçèòåëü�íî â 102 ðàç áîëüøèé, ÷åì ËÊÄÝÏ. Ñ ðîñòîì ïëîò�íîñòè ÄÓÑ N ýòî ñîîòíîøåíèå ðàñòåò. Òàêèì îáðà�çîì, äëÿ äîñòàòî÷íî ïëîòíîé ÄÓÑ ËÊÄÝÏ ìîæíîïðåíåáðå÷ü.Îòìåòèì åùå îäíó îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ñèñòåìûÄÓÌÁ. Â óðàâíåíèè (1) ïîëîæèì �(t) = Æ(t), çäåñüÆ(t)� äåëüòà-�óíêöèÿ, ò. å. âëèÿíèå ìàòðèöû íå ó÷è�òûâàåì. Èñïîëüçóåì ïðèáëèæåíèå (9) è ïðèáëèæå�íèå âðàùàþùåéñÿ âîëíû â óðàâíåíèÿõ (1) è óðàâ�íåíèÿõ Áëîõà (12)�(14). Íî ïðè ýòîì íå ïðèìåíÿåìê ýòèì óðàâíåíèÿì, â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîãî ïîä�õîäà, ïðèáëèæåíèå ìåäëåííûõ îãèáàþùèõ. Ñäâèíóâñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð íà êîíñòàíòó, ïîñëå ïðîñòî�ãî êàëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àåì ñèñòå�ìó óðàâíåíèé, ýêâèâàëåíòíóþ ÄÓÌÁ (15)�(17), â êî�òîðîé �îðìàëüíî ìîæíî ïîëîæèòü r0 = r1 = 0. Äëÿýòîãî ñëó÷àÿ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ëè�íåéíûõ ñèñòåì (21) è (22) äëÿ� = �; e� = ��: (64)Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (21) â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä��� = � �i W�W � i !�; (65)ãäå W = p2U=j�j. Çàäà÷à (65) ñîâïàäàåò ñî ñïåê�òðàëüíîé çàäà÷åé ÂÊÈ [14℄.Êàê è âûøå, ìîæíî ââåñòè ïåðåìåííóþTH = �Z0 S3(� 0) d� 0è �óíêöèèS3 = 1p1 + jW j2 ; S = Wp1 + jW j2 :Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (65) ïðèíèìàåò âèä ñëåäóþ�ùåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è, ïðèìåíÿåìîé ïðè ðåøå�íèè óðàâíåíèé ìàãíåòèêà �àéçåíáåðãà (Ì�) [11℄:�T� = � �iS3 S�S� iS3 !�: (66)Ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìàãíåòèêà �àéçåí�áåðãà, îòâå÷àþùèå äèñêðåòíîìó ñïåêòðó, õîðîøî èç�âåñòíû [11℄. Èñïîëüçóÿ ýòè ðåøåíèÿ, ñ ó÷åòîì çàìå�íû �àçû ïîëó÷àåì ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ íàøåé ìî�äåëè. Â ÷àñòíîñòè, ðåøåíèå, îòâå÷àþùåå îäíîìó ïî�ëþñó �1 = �1 + i�1, �1; �1 2 R, èìååò âèäU = p2j�jSS3 ; (67)

ãäåS(T; �) = �2�1 exp(igH)�1 sh�H � i�1 h�H(�21 + �21) h2 �H ; (68)S3(T; �) = 1� 2�21(�21 + �21) h2 �H ; (69)�H = 2�1 24 �Z0 S3(� 0) d� 0 � 4jr2j Im
(�� �0)35 ; (70)gH = �� � 4jr2jRe
(�� �1); (71)
 = �21=(�+2�1) è �0, �1 � äåéñòâèòåëüíûå êîíñòàí�òû.Ïîñòðîåííîå ðåøåíèå U íå óäàåòñÿ ïðåäñòàâèòü âÿâíîì âèäå. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ � < � ðåøåíèå íåñèí�ãóëÿðíî. �åøåíèÿ, èìåþùèå âèä êîëîêîëîîáðàçíûõèìïóëüñîâ, êàê è ðåøåíèÿ â âèäå ïåòåëü, âîçíèêàþòäëÿ îïðåäåëåííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ñì. äåòàëü�íåå â ðàáîòå [15℄.Óðàâíåíèÿ ìàãíåòèêà �àéçåíáåðãà èìåþò òàêæåïðîñòåéøåå ñîëèòîííîå ðåøåíèå â âèäåS(T; �) = sh�H ; (72)S3(T; �) = � th�H : (73)Èñïîëüçóÿ ýòî ðåøåíèå, íàõîäèì ÿâíîå âûðàæåíèåäëÿ ìîäóëÿ U , èìåþùåãî âèä êèíêà:jU(�; �)j = j�jp2(1 + exp(2'H)) ; (74)ãäå 'H = 2�H �� � 4jr2j�2H� + 4�2 (�� �0)� : (75)Ñðàâíèì âûâîä ýòîãî âàðèàíòà ÄÓÌÁ ñî ñòàí�äàðòíûì (ñì., íàïðèìåð, â [3℄), èñïîëüçóþùèìïðèáëèæåíèå ìåäëåííûõ îãèáàþùèõ. Ïðèáëèæåíèåìåäëåííûõ àìïëèòóä äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿîòâå÷àåò óñëîâèÿì�����E�t ����� !0 jEj ; (76)�����E�x ����� k0 jEj : (77)Óñëîâèå (9) âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ñïðàâåäëèâûíåðàâåíñòâà (76) è (77). Â òî æå âðåìÿ îáðàòíîåíå ñïðàâåäëèâî â îáùåì ñëó÷àå. Èç óñëîâèÿ (9) íå62



ÆÝÒÔ, òîì 142, âûï. 1 (7), 2012 Ñàìîèíäóöèðîâàííàÿ ïðîçðà÷íîñòü â äèñïåðñèîííîé ñðåäåñëåäóþò íåðàâåíñòâà (76) è (77). Â ýòîì ñìûñëåóñëîâèå (9) ñëàáåå, ÷åì óñëîâèÿ (76) è (77). Ïðè�áëèæåíèå âðàùàþùåéñÿ âîëíû ïîäðàçóìåâàåò, ÷òîïåðåêðûòèåì âîëíîâûõ ïàêåòîâ, ëîêàëèçîâàííûõâáëèçè n!0 è m!0, äëÿ öåëûõ m 6= n ìîæíîïðåíåáðå÷ü, ò. å. ñïåêòðàëüíàÿ ïîëóøèðèíà ïàêå�òà ìåíüøå !0. Ôîðìà ñïåêòðàëüíîé çàâèñèìîñòèìîæåò áûòü òàêîé, ÷òî ïåðåêðûòèå âîëíîâûõ ïà�êåòîâ ïðåíåáðåæèìî ìàëî, íî ïàðàìåòð 1=�0; ãäå�0 � äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà, ïîðÿäêà !0. Òàêèìîáðàçîì, óðàâíåíèÿ (15)�(17), â êîòîðûõ ïîëîæåíîr0 = r1 = 0, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îïèñàíèÿãåíåðàöèè èìïóëüñîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, êàêïðîìåæóòî÷íàÿ ìîäåëü, ìåæäó ìîäåëüþ Ìàêñâåë�ëà �Áëîõà äëÿ êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû èìîäåëüþ ýâîëþöèè èìïóëüñîâ ïîëÿ áåç îãèáàþùåé.Êàê èçâåñòíî, äëÿ âûâîäà ïîñëåäíåé ìîäåëè íåèñïîëüçóþòñÿ íè ïðèáëèæåíèå ìåäëåííûõ îãè�áàþùèõ, íè ïðèáëèæåíèå âðàùàþùåéñÿ âîëíû,íî ïðèìåíÿåòñÿ ïðèáëèæåíèå îäíîíàïðàâëåííîãîðàñïðîñòðàíåíèÿ èìïóëüñîâ (ñì., íàïðèìåð, â îáçî�ðàõ [5, 6℄). �åøåíèÿ, îïèñûâàþùèå �îðìó èìïóëüñàýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â âèäå ïåòåëü, î÷åâèäíî,íå èìåþò �èçè÷åñêîãî ñìûñëà. Ïîäîáíûå ðåøåíèÿáûëè íàéäåíû â ìîäåëè Øà�åðà �Âåéíà [18℄, êîòî�ðàÿ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñëàáûõ èìïóëüñîâýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âíå ðàìîê ïðèáëèæåíèÿìåäëåííûõ îãèáàþùèõ. Ïðèìåíåíèå àïïàðàòàÌÎÇ� ê ýòîìó óðàâíåíèþ òàêæå îñíîâûâàåòñÿíà ðåøåíèè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ÂÊÈ (65) [19℄.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàëè÷èå ïåòëåâûõ ðåøåíèéìîæåò óêàçûâàòü íà óêðó÷åíèå �ðîíòà ñîëèòîíà èäðóãèå ñâîéñòâà âîëíîâûõ ïàêåòîâ, íàïðèìåð, íàîáðóøåíèå âåðøèíû èìïóëüñà, àíàëîãè÷íîå âîëíàìíà âîäå.Àâòîð áëàãîäàðåí À. È. Ìàéìèñòîâó, îáðàòèâøå�ìó åãî âíèìàíèå íà óðàâíåíèå Øà�åðà �Âåéíà.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. S. L. MCall and E. L. Hahn, Phys. Rev. Lett. 18, 908(1967).
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