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ÑÓÁÄÈÔÔÓÇÈß Â ÇÀÂÈÑßÙÅÌÎÒ Â�ÅÌÅÍÈ ÑÈËÎÂÎÌ ÏÎËÅÂ. Ï. Øêèëåâ *Èíñòèòóò õèìèè ïîâåðõíîñòè Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê Óêðàèíû03164, Êèåâ, ÓêðàèíàÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 2 àâãóñòà 2011 ã.Â ðàìêàõ ìîäåëè ñëó÷àéíûõ áàðüåðîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèáëèæåíèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ âûâåäåíî óðàâíåíèå,îïèñûâàþùåå ñóáäè��óçèþ ÷àñòèö âî âíåøíåì ñèëîâîì ïîëå, èçìåíÿþùåìñÿ ñî âðåìåíåì. Âûâåäåííîåóðàâíåíèå ïðåäñêàçûâàåò çàâèñèìîñòü ïðîâîäèìîñòè îò ÷àñòîòû è â ýòîì îòíîøåíèè ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñ-ïåðèìåíòîì. Ïîêàçàíî, ÷òî îòêëèê ñèñòåìû íà âíåøíåå âîçìóùåíèå ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò îòñòðóêòóðû íåîäíîðîäíîé ñðåäû.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ ïîñëåäíèå íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèé ïðèñòàëü�íîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêîìó èçó÷åíèþñóáäè��óçèîííîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö, íàáëþäàåìî�ãî â íåóïîðÿäî÷åííûõ ñðåäàõ [1�4℄. Âàæíîå çíà÷å�íèå ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé èìååòâûâîä ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõðàçëè÷íûå �èçèêî-õèìè÷åñêèå ïðîöåññû, êîíòðîëè�ðóåìûå ñóáäè��óçèåé. Íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâåííûéïðîãðåññ â ýòîé îáëàñòè, îñòàþòñÿ íåðåøåííûìèíåêîòîðûå ïðèíöèïèàëüíûå âîïðîñû. Îäèí èç òà�êèõ âîïðîñîâ � êàêîé âèä äîëæíî èìåòü óðàâíå�íèå ñóáäè��óçèîííîãî ïåðåíîñà, åñëè äè��óíäèðó�þùèå ÷àñòèöû ïîäâåðãàþòñÿ äåéñòâèþ çàâèñÿùåãîîò âðåìåíè ñèëîâîãî ïîëÿ. Èìååòñÿ ðÿä ðàáîò, ïîñâÿ�ùåííûõ ðàññìîòðåíèþ ýòîé ïðîáëåìû [5�11℄. Ê íà�ñòîÿùåìó âðåìåíè óñòàíîâëåíî, ÷òî â ðàìêàõ ìîäå�ëè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì(ÑÁÍÂ) ïðàâèëüíîå óðàâíåíèå ëèíåéíîãî îòêëèêàèìååò ñëåäóþùèé âèä [7�10℄:��(x; t)�t = K� �2�x2 D1���(x; t)�� �� ��x �F (x; t)D1���(x; t)� : (1)Çäåñü K� � îáîáùåííûé êîý��èöèåíò äè��óçèè,�� � îáîáùåííàÿ ïîäâèæíîñòü, F (x; t) � ñèëà. Ñèì�âîë D1�� îáîçíà÷àåò äðîáíóþ ïðîèçâîäíóþ �èìà-íà �Ëèóâèëëÿ:*E-mail: shkilevv�ukr.net

D1��f(t) = 1�(�) ddt tZ0 f(�)(t� �)1�� d�; (2)ãäå � � ïàðàìåòð, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì0 < � < 1.Èç óðàâíåíèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî îòêëèê ÷àñòèö íàïåðèîäè÷åñêîå âîçìóùåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì áó�äåò àñèìïòîòè÷åñêè çàòóõàòü [5℄, äðóãèìè ñëîâàìè,ýòî óðàâíåíèå ïðåäñêàçûâàåò íåçàâèñÿùóþ îò ÷àñ�òîòû íóëåâóþ ïðîâîäèìîñòü ñðåäû. Îäíàêî ýêñïå�ðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðîâîäèìîñòü íåóïîðÿäî�÷åííûõ ñðåä ñ àíîìàëüíîé äè��óçèåé îòëè÷íà îòíóëÿ, ïðè÷åì îíà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ÷àñòîòûïðèëîæåííîãî âîçìóùåíèÿ [12�14℄.Íåñïîñîáíîñòü ìîäåëè ÑÁÍÂ îïèñûâàòü çàâèñè�ìîñòü ïðîâîäèìîñòè îò ÷àñòîòû îáúÿñíÿåòñÿ òåì,÷òî â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ â ýòîé ìîäåëèñêà÷êè ÷àñòèö âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ ðàâíîâåðîÿò�íû [15℄. ×òîáû ïîëó÷èòü ÷àñòîòíóþ çàâèñèìîñòü,íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ìîäåëü, ñîäåðæàùóþ êîð�ðåëÿöèè [15℄. Â äàííîé ðàáîòå óðàâíåíèå ñóáäè��ó�çèîííîãî ïåðåíîñà âûâîäèòñÿ â ðàìêàõ ìîäåëè ñëó�÷àéíûõ áàðüåðîâ, ÿâëÿþùåéñÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëüþñ êîððåëÿöèÿìè. Ïîëó÷åííîå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðè�áëèæåíèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ óðàâíåíèå��(x; t)�t = h22 tZ0 �(t� �) �� ��2�(x; �)�x2 � 1kT �F (x; �)�(x; �)�x � d� (3)953



Â. Ï. Øêèëåâ ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 5, 2012ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå �óíêöèè ïàìÿòè �(t) ìî�æåò êîëè÷åñòâåííî îïèñûâàòü ýêñïåðèìåíòàëüíûåçàâèñèìîñòè ïðîâîäèìîñòè îò ÷àñòîòû.×àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ (3) ÿâëÿåòñÿ óðàâ�íåíèå��(x; t)�t == D1�� �K��2�(x; t)�x2 � �� �F (x; t)�(x; t)�x � ; (4)êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ (1) ðàñïîëîæåíèåìîïåðàòîðà äðîáíîé ïðîèçâîäíîé. Â íåêîòîðûõ ðàáî�òàõ äàííîå óðàâíåíèå èñïîëüçîâàëîñü ad ho ïðè ðå�øåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ [16; 17℄, îäíàêî àâòîðû ðà�áîò [6; 7℄ â ðåçóëüòàòå àíàëèçà, ïðîâåäåííîãî â ðàì�êàõ ìîäåëè ÑÁÍÂ, ïðèøëè ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî îíîëèøåíî �èçè÷åñêîãî ñìûñëà. Òàêàÿ æå îöåíêà ýòîãîóðàâíåíèÿ ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [8℄. Â ðàáîòå [9℄ ýòîóðàâíåíèå áûëî âûâåäåíî â ðàìêàõ ìîäåëè ÑÁÍÂ,íî â õîäå âûâîäà áûëî èñïîëüçîâàíî ñîìíèòåëüíîåïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïðè ñîâåðøåíèè äè��óçèîííî�ãî ñêà÷êà ÷àñòèöà ðåàãèðóåò íå íà ñèëó, äåéñòâóþ�ùóþ íà íåå â ìîìåíò ñêà÷êà, à íà ñèëó, äåéñòâîâàâ�øóþ íà íåå â íà÷àëå ïåðèîäà îæèäàíèÿ, ïðåäøåñòâó�þùåãî ñêà÷êó. Ïðåäëîæåííûé â íàñòîÿùåé ðàáîòåâûâîä óðàâíåíèÿ (4) ïîêàçûâàåò, ÷òî åãî ïðàâèëüíàÿèíòåðïðåòàöèÿ âîçìîæíà â ðàìêàõ ìîäåëè, ñîäåðæà�ùåé êîððåëÿöèè.2. ÂÛÂÎÄ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÑÓÁÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÎ�Î ÏÅ�ÅÍÎÑÀ Â�ÀÌÊÀÕ ÌÎÄÅËÈ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕÁÀ�ÜÅ�ÎÂÄëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîìåðíûéñëó÷àé, õîòÿ âñå ðàññóæäåíèÿ áåç ñóùåñòâåííûõ èç�ìåíåíèé ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû è íà ñëó÷àè äðó�ãèõ ðàçìåðíîñòåé. Åñëè ñêà÷êè ñîâåðøàþòñÿ òîëüêîâ áëèçëåæàùèå óçëû, òî â îäíîìåðíîé ðåøåòî÷íîéìîäåëè îñíîâíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå çàïèøåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì:�Pn(t)�t =Wn;n�1Pn�1(t)�Wn�1;nPn(t) ++Wn;n+1Pn+1(t)�Wn+1;nPn(t): (5)Çäåñü Pn(t) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ìîìåíò âðåìå�íè t ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â óçëå n; Wn�1;n � ñêîðîñòüïåðåõîäà èç óçëà n â óçåë n� 1. Ìîäåëü ñëó÷àéíûõáàðüåðîâ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñèììåòðèåé ñêîðîñòåé ïå�ðåõîäîâ: Wn�1;n = Wn;n�1 = �n. Áóäåì ðàññìàòðè�âàòü ¾êëàññè÷åñêèé¿ ñëó÷àé, êîãäà ñêà÷êè ÿâëÿþòñÿòåðìè÷åñêè àêòèâèðîâàííûìè:

�n = �0 exp��EnkT � ;ãäå En � âûñîòà ýíåðãåòè÷åñêîãî áàðüåðà, ðàñïîëî�æåííîãî ìåæäó óçëàìè n è n�1. Ýíåðãèè En ïðåäïî�ëàãàþòñÿ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè íåçàâèñèìû�ìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.Ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî ñèëîâîãî ïîëÿ ñêîðîñòèïåðåõîäîâ â óðàâíåíèè (5) èçìåíÿþòñÿ. Åñëè ðàññòî�ÿíèå ìåæäó óçëàìè ðàâíî h è åñëè ïîòåíöèàëüíûåáàðüåðû ðàñïîëàãàþòñÿ ïîñåðåäèíå ìåæäó óçëàìè,òî ñêîðîñòü ïåðåõîäà èç óçëà n â óçåë n�1 âûðàçèò�ñÿ êàêWn�1;n = �n exp U(xn)� U(xn � 0:5h)kT ; (6)ãäå U � ïîòåíöèàë âíåøíåãî ïîëÿ, xn � êîîðäèíàòàn-ãî óçëà. Ñêîðîñòü ïåðåõîäà èç óçëà n� 1 â óçåë nçàïèøåòñÿ àíàëîãè÷íî:Wn;n�1 = �n exp U(xn�1)� U(xn�1 + 0:5h)kT : (7)Â ïðèáëèæåíèè ëèíåéíîãî îòêëèêà ñîîòíîøåíèÿ(6), (7) ïðèâîäÿòñÿ ê âèäóWn�1;n = �n(1� Fn); (8)Wn;n�1 = �n(1 + Fn�1); (9)ãäå  = h=2kT , Fn = ��U�x (xn)� çíà÷åíèå ñèëû â òî÷êå xn. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè è àíà�ëîãè÷íûå èì âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå (5), ïîëó÷èì�Pn�t = �n(Pn�1 � Pn) + �n+1(Pn+1 � Pn) ++  [�n(Fn�1Pn�1 + FnPn) �� �n+1(Fn+1Pn+1 + FnPn)℄ : (10)Òåïåðü íóæíî óñðåäíèòü ýòî óðàâíåíèå. Îáû÷íîâ àíàëîãè÷íîé ñèòóàöèè öåëüþ óñðåäíåíèÿ ñ÷èòàåò�ñÿ íàõîæäåíèå çàâèñÿùåé îò ÷àñòîòû ïðîâîäèìîñòè.Îäíàêî çíàíèÿ ïðîâîäèìîñòè íåäîñòàòî÷íî äëÿ ðå�øåíèÿ çàäà÷ ñ ïðîèçâîëüíûìè íà÷àëüíûìè è ãðà�íè÷íûìè óñëîâèÿìè. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî èìåòüóðàâíåíèå, êîòîðîìó äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñðåä�íåííàÿ âåðîÿòíîñòü. Èìåííî âûâîä òàêîãî óðàâíå�íèÿ ÿâëÿåòñÿ öåëüþ äàííîé ðàáîòû.Ïîñêîëüêó âûïîëíèòü óñðåäíåíèå ñòðîãî íå óäà�åòñÿ, íåîáõîäèìî ââîäèòü ïðèáëèæåíèå. Ïðè âû÷èñ�ëåíèè ïðîâîäèìîñòè îáû÷íî èñïîëüçóþò ñïåöèàëü�íî ïðèñïîñîáëåííîå äëÿ ýòîé öåëè ïðèáëèæåíèå ý��954



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 5, 2012 Ñóáäè��óçèÿ â çàâèñÿùåì îò âðåìåíè ñèëîâîì ïîëå�åêòèâíîé ñðåäû. Íî ïîëó÷èòü óñðåäíåííîå óðàâíå�íèå ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ íå óäàåòñÿ, ïî�ýòîìó ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê áîëåå ïðîñòîìó è áî�ëåå ãðóáîìó ïðèáëèæåíèþ. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëü�çóåòñÿ ñïîñîá óñðåäíåíèÿ, ðàíåå ïðèìåíåííûé â ðàì�êàõ ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ëîâóøåê â ðàáîòàõ [18; 19℄.Ñóòü ýòîãî ñïîñîáà ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñÿ ñîâîêóï�íîñòü êîí�èãóðàöèé ðàçáèâàåòñÿ íà ÷àñòè è óñðåäíå�íèå ïðîâîäèòñÿ ïî êàæäîé ÷àñòè êîí�èãóðàöèé îò�äåëüíî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèéîòíîñèòåëüíî ïàðöèàëüíûõ âåðîÿòíîñòåé. Îáùàÿ âå�ðîÿòíîñòü ïðè ýòîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììûïàðöèàëüíûõ âåðîÿòíîñòåé. Â îòñóòñòâèå âíåøíåãîïîëÿ ýòîò ñïîñîá óñðåäíåíèÿ äàåò òàêîé æå ðåçóëü�òàò, êàê è ïðèáëèæåíèå Õàðòðè, ÿâëÿþùååñÿ ïðî�ñòåéøèì íåòðèâèàëüíûì ïðèáëèæåíèåì. Ïðåèìóùå�ñòâî ýòîãî ñïîñîáà óñðåäíåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî åãîìîæíî èñïîëüçîâàòü è â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðèáëè�æåíèå Õàðòðè íå ïðèìåíèìî, â ÷àñòíîñòè, ïðè íàëè�÷èè èçìåíÿþùåãîñÿ ñî âðåìåíåì ñèëîâîãî ïîëÿ.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýíåðãèÿ En ìîæåò ïðèíèìàòüäèñêðåòíûé ðÿä çíà÷åíèé "1; "2; : : : ; "N1). Âûäåëèìêëàñòåð, ñîñòîÿùèé èç óçëà n, ðàñïîëîæåííîãî â òî÷�êå x, è äâóõ áàðüåðîâ En è En+1, îòäåëÿþùèõ ýòîòóçåë îò ñîñåäíèõ óçëîâ. Óñðåäíèì óðàâíåíèå (10) ïîòàêèì êîí�èãóðàöèÿì, äëÿ êîòîðûõ îäèí èç äâóõáàðüåðîâ ðàâåí "i, à äðóãîé � "j . Ñðåäíèå çíà÷å�íèÿ ïðîèçâåäåíèé, �èãóðèðóþùèõ â ýòîì óðàâíå�íèè, ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèé ñðåäíèõ çíà�÷åíèé ìíîæèòåëåé. Ñðåäíåå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè âòî÷êå x îáîçíà÷èì ÷åðåç �ij(x), ñðåäíèå çíà÷åíèÿ âå�ðîÿòíîñòè â ñîñåäíèõ óçëàõ çàìåíèì ý��åêòèâíûìèçíà÷åíèÿìè �(x� h) è �(x+ h). Ïîñêîëüêó ÷àñòîòû�n è �n+1 ïðèíèìàþò äâà çíà÷åíèÿ �0 exp(�"i=kT )è �0 exp(�"j=kT ) ñ îäèíàêîâûìè âåðîÿòíîñòÿìè, èõñðåäíèå çíà÷åíèÿ áóäóò ðàâíû �ij=2, ãäå�ij = �0 exp�� "ikT �+ �0 exp�� "jkT � : (11)Òàêèì îáðàçîì, óñðåäíåííîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâó�þùåå êëàñòåðó ñ ýíåðãèÿìè "i è "j , áóäåò èìåòü âèä1) Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèéýíåðãèè áóäåò êîíå÷íûì, ïîñêîëüêó â ýëåìåíòàðíîì �èçè÷å�ñêîì îáúåìå (íàèìåíüøåì îáúåìå, óñðåäíåíèå ïî êîòîðîìóñîâïàäàåò ñ óñðåäíåíèåì ïî àíñàìáëþ) ñîäåðæèòñÿ êîíå÷íîå÷èñëî óçëîâ è êîíå÷íîå ÷èñëî áàðüåðîâ. (Ñóùåñòâîâàíèå ýëå�ìåíòàðíîãî �èçè÷åñêîãî îáúåìà ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðè ïåðåõîäåîò óðàâíåíèé ñ ïðîñòðàíñòâåííûìè ðàçíîñòÿìè ê äè��åðåí�öèàëüíûì óðàâíåíèÿì.) Íåïðåðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåð�ãèé ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèèäèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

��ij(x; t)�t = ��ij�ij(x; t) ++ �ij2 [�(x� h; t) + �(x+ h; t)℄ ++ �ij2  [F (x� h; t)�(x� h; t) �� F (x+ h; t)�(x+ h; t)℄ : (12)Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ïðîíóìåðóåì âñå òèïûêëàñòåðîâ öåëûìè ÷èñëàìè îò 1 äî M = N2. Òîãäàâìåñòî äâóõ èíäåêñîâ i è j áóäåì èìåòü îäèí:��i(x; t)�t = ��i�i(x; t) ++ �i2 [�(x� h; t) + �(x + h; t)℄ ++ �i2  [F (x� h; t)�(x� h; t) �� F (x+ h; t)�(x+ h; t)℄ ; i = 1; 2; : : : ;M: (13)�àçëàãàÿ �óíêöèè �(x � h) è F (x � h)�(x � h) âðÿäû â îêðåñòíîñòè òî÷êè x è óäåðæèâàÿ â ðàçëîæå�íèÿõ ÷ëåíû äî âòîðîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷èì��i(x; t)�t = ��i�i(x; t) ++ �iG(x; t); i = 1; 2; : : : ;M; (14)ãäåG(x; t) = �(x; t) + h22 �2�(x; t)�x2 �� h22kT �F (x; t)�(x; t)�x : (15)Óñëîâèå ñàìîñîãëàñîâàííîñòè ìîäåëè ñîñòîèò âðàâåíñòâå ý��åêòèâíîé âåðîÿòíîñòè è âåðîÿòíîñòè,óñðåäíåííîé ïî âñåì òèïàì êëàñòåðîâ:� = MXi=1 �i�i: (16)Çäåñü �i � äîëÿ êëàñòåðîâ i-ãî òèïà.Óìíîæàÿ óðàâíåíèÿ (14) íà �i è ñóììèðóÿ ïî i,ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ óñðåäíåííîé âåðîÿòíîñòè:��(x; t)�t = � MXi=1 �i�i�i(x; t) + �G(x; t); (17)ãäå � = MXi=1 �i�i:×òîáû èñêëþ÷èòü èç óðàâíåíèÿ (17) âåëè÷èíû�i(x; t), ñîâåðøèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà â �îðìåf(s) = 1Z0 exp(�st)f(t) dt955



Â. Ï. Øêèëåâ ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 5, 2012íàä óðàâíåíèÿìè (14) è (17). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èìs�i(x; s)� �0(x) = ��i�i(x; s) ++ �iG(x; s); i = 1; 2; : : : ;M; (18)s�(x; s)� �0(x) = � NXi=1 �i�i�i(x; s) + �G(x; s); (19)ãäå �0(x) � çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè â íà÷àëüíûé ìî�ìåíò âðåìåíè. Îíî áóäåò îäèíàêîâûì äëÿ âñåõ òè�ïîâ êëàñòåðîâ, êàê ïðè ñëó÷àéíîì ðàñïðåäåëåíèè÷àñòèö, òàê è ïðè ðàâíîâåñíîì ðàñïðåäåëåíèè (ýòîâèäíî èç óðàâíåíèÿ (14)). Èç óðàâíåíèÿ (18) íàõî�äèì�i(x; s) = 1s+ �i �0(x) ++ �is+ �i G(x; s); i = 1; 2; : : : ;M: (20)Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷àåì�G(x; s) � MXi=1 �i�i�i(x; s) == � (s)�0(x) + s (s)G(x; s); (21)ãäå  (s) = MXi=1 �i�is+ �i : (22)Óìíîæåíèå ðàâåíñòâà (20) íà �i è ñóììèðîâàíèå äà�åò �(x; s) = 1�  (s)s �0(x) +  (s)G(x; s): (23)Îòñþäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ (15) íàõî�äèì, ÷òî�(x; s) = �0(x)s +  (s)1�  (s) h22 ����2�(x; s)�x2 � 1kT ��x L [F (x; t)�(x; t)℄� : (24)Çäåñü L [F (x; t)�(x; t)℄ îáîçíà÷àåò ïðåîáðàçîâàíèåËàïëàñà âûðàæåíèÿ, çàêëþ÷åííîãî â êâàäðàòíûåñêîáêè. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (21) è (24) â (19),ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî �óíêöèè�(x; s):s�(x; s)� �0(x) = h22 �(s)����2�(x; s)�x2 � 1kT ��x L [F (x; t)�(x; t)℄� ; (25)

ãäå �(s) = s (s)1�  (s)� �óíêöèÿ ïàìÿòè. Ñîâåðøàÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçî�âàíèå Ëàïëàñà, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî��(x; t)�t = h22 tZ0 �(t� �) �� ��2�(x; �)�x2 � 1kT �F (x; �)�(x; �)�x � d�: (26)3. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ Ï�ÎÂÎÄÈÌÎÑÒÈÅñëè ê îáðàçöó ïðèëîæåíî îäíîðîäíîå, èçìåíÿþ�ùååñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó ýëåêòðè÷åñêîå ïî�ëå E = E0 exp(i!t); (27)òî â ïðåäåëå áîëüøèõ âðåìåí ýëåêòðè÷åñêèé òîê òàê�æå áóäåò èçìåíÿòüñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó ñòîé æå ÷àñòîòîé:j = �(!)E0 exp(i!t): (28)Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè òîêà êàê ïðîèçâå�äåíèÿ çàðÿäà ÷àñòèöû q íà êîíöåíòðàöèþ ÷àñòèö nè íà ñðåäíþþ ñêîðîñòü ÷àñòèö V , ïðåäñòàâèì óäåëü�íóþ ïðîâîäèìîñòü â âèäå�(!) = qnVE0 exp(i!t) : (29)Ñðåäíþþ ñêîðîñòü íàéäåì ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ(26), ïîäñòàâëÿÿ â íåãî âûðàæåíèå äëÿ ñèëûF (t) = qE0 exp(i!t); (30)óìíîæàÿ íà x è èíòåãðèðóÿ ïî x îò �1 äî1. Ïðåä�ïîëàãàÿ, ÷òî íà áåñêîíå÷íîñòè âåðîÿòíîñòü îáðàùà�åòñÿ â íóëü âìåñòå ñî ñâîåé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé, èó÷èòûâàÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòü íîðìèðîâàíà íà åäèíè�öó, íàõîäèìV = h2qE02kT tZ0 �(t� �) exp(i!�) d� == h2qE0 exp(i!t)2kT tZ0 �(�) exp(�i!�) d�: (31)Â ïðåäåëå áîëüøèõ âðåìåí ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðà�âåí ïðåîáðàçîâàíèþ Ëàïëàñà �óíêöèè �(t) ïðè ïå�ðåìåííîé Ëàïëàñà s = i!. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåìñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ óäåëüíîé ïðîâîäèìîñòè:�(!) = h2q2n2kT i! (i!)1�  (i!) : (32)956



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 5, 2012 Ñóáäè��óçèÿ â çàâèñÿùåì îò âðåìåíè ñèëîâîì ïîëå�àíåå ýòî âûðàæåíèå äðóãèì ñïîñîáîì áûëî ïî�ëó÷åíî â ðàáîòå [20℄. Â ýòîé ðàáîòå èñïîëüçîâà�ëàñü �ëóêòóàöèîííî-äèññèïàöèîííàÿ òåîðåìà, êîòî�ðàÿ ñâÿçûâàåò ïðîâîäèìîñòü ñ àâòîêîððåëÿöèîííîé�óíêöèåé ñêîðîñòè â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ â îòñóò�ñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ. Àâòîðû âûðàçèëè àâòîêîððå�ëÿöèîííóþ �óíêöèþ ÷åðåç ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ñìå�ùåíèå ÷àñòèö, à ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ñìåùåíèå âû�÷èñëèëè â ðàìêàõ ìîäåëè ÑÁÍÂ. Ïðè ýòîì èñïîëü�çîâàëñÿ òîò �àêò, ÷òî â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîëÿìîäåëü ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé â íåîäíîðîäíîé ñðå�äå �îðìàëüíî ýêâèâàëåíòíà ìîäåëè ÑÁÍÂ. Ôóíê�öèÿ  (t) â ýòîé ìîäåëè èìååò ñìûñë �óíêöèè ðàñ�ïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îæèäàíèÿ. Â ðàáîòå [13℄ àâòî�ðû ïðåäëîæèëè ñïîñîá ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿýòîé �óíêöèè, ïðèâîäÿùèé ê âûðàæåíèþ (t) = *Xi Wi exp �tXi Wi!+ : (33)Çäåñü ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ïàðàëëåëüíûìêàíàëàì, ÷åðåç êîòîðûå ìîæåò óìåíüøàòüñÿ âåðîÿò�íîñòü çàïîëíåíèÿ íåêîòîðîãî óçëà. Óñðåäíåíèå ïðî�âîäèòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì ýòîé ñóììû.Â ðàáîòàõ [21; 22℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðèáëèæå�íèå (33) ýêâèâàëåíòíî ïðèáëèæåíèþ Õàðòðè. Ñ äðó�ãîé ñòîðîíû, ñðàâíåíèå âûðàæåíèé (33) è (22) ïîêà�çûâàåò, ÷òî èñïîëüçîâàííûé â äàííîé ðàáîòå ñïîñîáóñðåäíåíèÿ ïðèâîäèò ê òîìó æå ñàìîìó ðåçóëüòàòóè, ñëåäîâàòåëüíî, òîæå ýêâèâàëåíòåí ïðèáëèæåíèþÕàðòðè.Ñîîòíîøåíèÿ (32), (33) èñïîëüçîâàëèñü äëÿ âû�÷èñëåíèÿ ïðîâîäèìîñòè â ðàáîòàõ [13; 23℄. Â ðàáî�òå [13℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ, äîñòà�òî÷íî ðåàëèñòè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíîñêîðîñòåé ïåðåõîäîâ ýòè ñîîòíîøåíèÿ âïîëíå óäî�âëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàþò ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàí�íûå. Â ðàáîòå [23℄ áûë èñïîëüçîâàí �åíîìåíîëîãè÷å�ñêèé ïîäõîä ê íàõîæäåíèþ �óíêöèè  . Â êà÷åñòâåðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòîòû �i â ñîîòíîøåíèè (22) áûëîâçÿòî íå äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå �i, à íåïðåðûâ�íîå ðàñïðåäåëåíèå�(�) = 1ln �max� ln �min 1� ; �min < � < �max: (34)Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ ïðîñòàÿ ìîäåëü òàêæåñïîñîáíà êîëè÷åñòâåííî îïèñûâàòü ýêñïåðèìåíòàëü�íûå äàííûå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, åñëè ðàñïðåäåëåíèå(34) èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ �óíêöèè ïàìÿòè,�èãóðèðóþùåé â óðàâíåíèè (26), òî ýòî óðàâíåíèåáóäåò ñîãëàñîâàíî ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòîâ ïîçàâèñèìîñòè ïðîâîäèìîñòè îò ÷àñòîòû.

Õîòÿ ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòàõ [13; 20℄ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïðîâîäèìîñòè,îí íè÷åãî íå ãîâîðèò î òîì, êàêîé ìîäåëè íåîäíî�ðîäíîé ñðåäû ñîîòâåòñòâóåò ýòî âûðàæåíèå. Èçíà�÷àëüíî ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî, ïîñêîëüêó ëþáàÿ ìî�äåëü íåîäíîðîäíîñòè â ðåçóëüòàòå êîí�èãóðàöèîí�íîãî óñðåäíåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ìîäåëè ÑÁÍÂ, îíîäîëæíî áûòü ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé ìîäåëè. Îäíà�êî âïîñëåäñòâèè âûÿñíèëîñü, ÷òî ýòî íå òàê (ñìîòðèäèñêóññèþ â ðàáîòàõ [15; 21; 24; 25℄). Âûðàæåíèå (32)ñïðàâåäëèâî ëèøü äëÿ òàêîé ìîäåëè, â êîòîðîé ñëó�÷àéíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö ïî ðàçëè÷íûì ó÷àñò�êàì íåîäíîðîäíîñòè îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è ðàâ�íîâåñíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Åäèíñòâåííîé òàêîé ìî�äåëüþ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ñëó÷àéíûõ áàðüåðîâ.4. ÎÒÊËÈÊ ÍÀ ÂÍÅØÍÅÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÅÂ ÂÈÄÅ Ï�ßÌÎÓ�ÎËÜÍÎ�Î ÈÌÏÓËÜÑÀÈñïîëüçîâàííûé â äàííîé ðàáîòå ñïîñîá óñðåä�íåíèÿ ðàíåå èñïîëüçîâàëñÿ â ðàáîòàõ [18; 19℄ â ðàì�êàõ ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ëîâóøåê. Õîòÿ ñóáäè��óçèÿâ çàâèñÿùåì îò âðåìåíè ñèëîâîì ïîëå â ýòèõ ðàáî�òàõ íå ðàññìàòðèâàëàñü, ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðåíîñ�íîé ÷ëåí ëåãêî ìîæåò áûòü âêëþ÷åí â ïîëó÷åííûåòàì óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèå, àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèþ(26), â ðàìêàõ ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ëîâóøåê áóäåò âû�ãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:��(x; t)�t = h22 8<: �2�x2 tZ0 �(t� �)�(x; �) d� �� 1kT ��x 24F (x; t) tZ0 �(t� �)�(x; �) d�359=; : (35)Ôóíêöèÿ ïàìÿòè çäåñü èìååò òàêîé æå âèä, êàê è âìîäåëè ñëó÷àéíûõ áàðüåðîâ:�(s) = s (s)1�  (s) ;ãäå  (s) = MXi=1 �i�is+ �i� �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îæèäàíèÿ. Âäàííîì ñëó÷àå M � ýòî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ òèïîâëîâóøåê, �i � äîëÿ ëîâóøåê i-ãî òèïà, �i � ñêî�ðîñòü, ñ êîòîðîé ÷àñòèöû ïîêèäàþò ëîâóøêè i-ãî òè�ïà. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ýòîãî óðàâíåíèÿ îò óðàâ�íåíèÿ (26) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñèëà ðàñïîëàãàåòñÿâíå èíòåãðàëà ñâåðòêè. Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (1)957



Â. Ï. Øêèëåâ ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 5, 2012ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ (35), ñîîòâåò�ñòâóþùèì �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îæèäà�íèÿ âèäà  (s) = 11 + (�0s)� :Ñðàâíèì ëèíåéíûå îòêëèêè ñèñòåì, îïèñûâàå�ìûõ óðàâíåíèÿìè (35) è (26), íà âíåøíåå âîçìó�ùåíèå â âèäå ïðÿìîóãîëüíîãî èìïóëüñà. Ïðåäïîëî�æèì, ÷òî ñèëà âåëè÷èíîé F âêëþ÷àåòñÿ â ìîìåíòâðåìåíè t1 è âûêëþ÷àåòñÿ â ìîìåíò t2. Â êà÷åñòâå�óíêöèè  (t) âîçüìåì ñóììó äâóõ ýêñïîíåíò: (t) = �1�1 exp(��1t) + �2�2 exp(��2t): (36)Ñîîòâåòñòâóþùàÿ �óíêöèÿ ïàìÿòè çàïèøåòñÿ êàê�(t) = 1� �aÆ(t)� a� 1� exp�� t� �� ; (37)ãäå� = �1�1 + �2�2 ; � = 1�1�2� ; a = �(�1�1 + �2�2):Èç ýòèõ âûðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïðè �èêñèðîâàí�íîì ïàðàìåòðå � ïàðàìåòðû � è a ìîãóò íåçàâèñè�ìûì îáðàçîì èçìåíÿòüñÿ ñîîòâåòñòâåííî â èíòåðâà�ëàõ (0;1) è (1;1). Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ñè�ëû è äëÿ �óíêöèè ïàìÿòè â óðàâíåíèÿ (35) è (26),óìíîæàÿ íà x è èíòåãðèðóÿ ïî x îò �1 äî 1, íàé�äåì âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíåé ñêîðîñòè ÷àñòèö. Â ñëó�÷àå ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ëîâóøåê ïîëó÷èìVtrap(t) = h2F2kT� ��8>>>>>><>>>>>>: 0; t < t1;1 + (a� 1) exp�� t� � ; t1 < t < t2;0; t > t2: (38)Â òî æå âðåìÿ â ñëó÷àå ìîäåëè ñëó÷àéíûõ áàðüåðîâáóäåì èìåòüVbarr(t) = h2F2kT� ��8>>>>>>><>>>>>>>: 0; t < t1;1+(a�1) exp t1�t� ; t1 < t < t2;�(a�1) �exp t2�t� � exp t1�t� � ; t > t2: (39)

Ñðàâíåíèå âûðàæåíèé (38) è (39) ïîêàçûâàåò,÷òî îòêëèêè äâóõ ñèñòåì îòëè÷àþòñÿ êà÷åñòâåííî2).Â ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ëîâóøåê îòêëèê ñîñðåäîòî÷åííà òîì æå âðåìåííîì èíòåðâàëå, ÷òî è ñèëà, à â ìî�äåëè ñëó÷àéíûõ áàðüåðîâ îòêëèê îòëè÷åí îò íóëÿè ïîñëå ïðåêðàùåíèÿ äåéñòâèÿ ñèëû. Â ìîäåëè ñëó�÷àéíûõ ëîâóøåê îòêëèê èìååò ïîñòîÿííûé çíàê, àâ ìîäåëè ñëó÷àéíûõ áàðüåðîâ â ìîìåíò âðåìåíè t2åãî çíàê ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Â ìîäåëèñëó÷àéíûõ ëîâóøåê âåëè÷èíà îòêëèêà è åãî �îðìàçàâèñÿò îò ìîìåíòà âðåìåíè t1. Â òî æå âðåìÿ â ìî�äåëè ñëó÷àéíûõ áàðüåðîâ îòêëèê çàâèñèò òîëüêî îòðàçíîñòåé âðåìåí t� t1 è t� t2, ò. å. îí èíâàðèàíòåíîòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ïî âðåìåíè.Âñå ýòè ðàçëè÷èÿ ëåãêî îáúÿñíÿþòñÿ. Â ìîäåëèñëó÷àéíûõ ëîâóøåê â îòñóòñòâèå ñèëû ñêà÷êè ÷àñ�òèö âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ ðàâíîâåðîÿòíû, ïîýòîìóïîñëå ïðåêðàùåíèÿ äåéñòâèÿ ñèëû îòêëèê èñ÷åçàåò.Â ìîäåëè ñëó÷àéíûõ áàðüåðîâ ïðè âêëþ÷åííîé ñèëå÷àñòèöû áóäóò ñêàïëèâàòüñÿ ïåðåä âûñîêèìè áàðüå�ðàìè, à ïîñëå âûêëþ÷åíèÿ ñèëû áóäóò ñìåùàòüñÿâ ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè, ïåðåñêàêèâàÿ ÷å�ðåç íèçêèå áàðüåðû. Çà ñ÷åò ýòîãî âîçíèêàåò ïîñëå�äåéñòâèå ñ îáðàòíûì çíàêîì. Â ìîäåëè ñëó÷àéíûõëîâóøåê îòêëèê çàâèñèò îò ìîìåíòà ïðèëîæåíèÿ ñè�ëû èç-çà òîãî, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñ�òèöû ðàñïðåäåëåíû ïî óçëàì ðàçíîãî òèïà ñëó÷àé�íûì îáðàçîì, à ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñòðåìÿòñÿ ðàñ�ïðåäåëèòüñÿ ðàâíîâåñíî. Ïîñêîëüêó èõ ïîäâèæíîñòüïðè ñëó÷àéíîì ðàñïðåäåëåíèè áîëåå âûñîêà, îòêëèêáóäåò òåì áîëåå ñèëüíûì, ÷åì ðàíüøå âêëþ÷àåòñÿñèëà. Â ìîäåëè ñëó÷àéíûõ áàðüåðîâ ñëó÷àéíîå ðàñ�ïðåäåëåíèå îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è ðàâíîâåñíûì,ïîýòîìó îòêëèê íå çàâèñèò îò ìîìåíòà âêëþ÷åíèÿñèëû.Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî, õîòÿ ïðèâûâîäå óðàâíåíèé (36) è (26) èñïîëüçîâàëîñü äîâîëü�íî ãðóáîå ïðèáëèæåíèå, ýòè óðàâíåíèÿ ïðàâèëüíîîòðàæàþò ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ìîäåëåéñëó÷àéíûõ ëîâóøåê è ñëó÷àéíûõ áàðüåðîâ. Ñ äðó�ãîé ñòîðîíû, èç ýòîãî ïðèìåðà âèäíî, ÷òî îòêëèêñèñòåìû íà âíåøíåå âîçìóùåíèå ñóùåñòâåííûì îá�ðàçîì çàâèñèò îò ñòðóêòóðû íåîäíîðîäíîé ñðåäû,ïîýòîìó òàêèõ ïðîñòûõ ìîäåëåé, êàê ìîäåëü ñëó÷àé�íûõ ëîâóøåê è ìîäåëü ñëó÷àéíûõ áàðüåðîâ, íåäîñòà�òî÷íî äëÿ îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ íåîäíîðîäíûõ ñðåä,â êîòîðûõ ìîãóò âàðüèðîâàòüñÿ êàê ýíåðãèè óçëîâ,òàê è ýíåðãèè ðàçäåëÿþùèõ èõ áàðüåðîâ.2) Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè ïðî�èçâîäíûìè áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [26; 27℄.958
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