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Î ÏÎ�Î�ÎÂÎÉ ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÈÈ ÄËß ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÕÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÕ ÇÂÅÇÄÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÂ. Ë. Ïîëÿ÷åíêî a, Å. Â. Ïîëÿ÷åíêî a*, È. �. Øóõìàí b**aÈíñòèòóò àñòðîíîìèè �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119017, Ìîñêâà, �îññèÿbÈíñòèòóò ñîëíå÷íî-çåìíîé �èçèêè Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê664033, Èðêóòñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 15 ìàðòà 2011 ã.Â àíèçîòðîïíûõ áåññòîëêíîâèòåëüíûõ çâåçäíûõ ñèñòåìàõ ñ ïðåîáëàäàíèåì ðàäèàëüíûõ äâèæåíèé íàäòðàíñâåðñàëüíûìè, êàê ïðàâèëî, âîçíèêàåò íåóñòîé÷èâîñòü ðàäèàëüíûõ îðáèò. Íà ïðèìåðå ïðîñòåéøåãîàíèçîòðîïíîãî îáîáùåíèÿ ïîëèòðîïíûõ ìîäåëåé ñ�åðè÷åñêèõ ñêîïëåíèé ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî èíêðå-ìåíòû íåóñòîé÷èâîñòè ïðè ïðèáëèæåíèè ê èçîòðîïíîìó ïðåäåëó ñòàíîâÿòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûìè.Ó÷èòûâàÿ êîíå÷íîñòü âðåìåíè æèçíè ðåàëüíûõ àñòðîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî ýòèñèñòåìû ñòàíîâÿòñÿ óñòîé÷èâûìè ïðè íåêîòîðîì êîíå÷íîì çíà÷åíèè ðàäèàëüíîé àíèçîòðîïèè.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ îòëè÷èå îò ïëàçìû, ãðàâèòèðóþùàÿ ñðåäà äà�ëåêî íå òàê áîãàòà íåóñòîé÷èâîñòÿìè. Äåéñòâèòåëü�íî, èçëîæåíèþ òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ïëàçìû ïîñâÿ�ùåíû ìíîãîòîìíûå ìîíîãðà�èè (íàïðèìåð, [1�3℄), âòî âðåìÿ êàê äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ îñíîâíûõ íåóñòîé÷è�âîñòåé ãðàâèòèðóþùèõ ñèñòåì áîëåå ÷åì äîñòàòî÷íîïàëüöåâ îäíîé ðóêè. Ïðè ýòîì îäíà èç íèõ, äæèí�ñîâñêàÿ, îñîáåííî âûäåëÿåòñÿ ñðåäè íèõ áëàãîäàðÿðàçíîîáðàçèþ ïðîÿâëåíèé è èñïîëíÿåìûõ åþ �óíê�öèé. Èìåííî ýòà, áåçóñëîâíî ãëàâíàÿ â ãðàâèòèðó�þùèõ ñèñòåìàõ íåóñòîé÷èâîñòü, íå èìååò àíàëîãà âïëàçìå. Ýòî ñâÿçàíî ñ �óíäàìåíòàëüíûì ðàçëè÷èåììåæäó ýëåêòðîñòàòè÷åñêèì è ãðàâèòàöèîííûì âçàè�ìîäåéñòâèÿìè: åñëè îäíîèìåííûå ýëåêòðè÷åñêèå çà�ðÿäû îòòàëêèâàþòñÿ, òî àíàëîãè÷íûå ãðàâèòàöèîí�íûå ¾çàðÿäû¿, êîèìè ÿâëÿþòñÿ ìàññû, ïðèòÿãèâà�þòñÿ. Ôîðìàëüíî ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â ðàçëè÷íûõ çíà�êàõ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, �' = �4��e(' � ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë, �e � ïëîòíîñòü çà�ðÿäîâ) â ñëó÷àå ýëåêòðîñòàòèêè è �� = 4�G� (� �ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë, � � ïëîòíîñòü ìàññû,G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ) â ãðàâèòàöèè. Ñî�îòâåòñòâåííî, ïðè âîçìóùåíèÿõ äîñòàòî÷íî õîëîä�íîé îäíîðîäíîé ïëàçìû â íåé âîçíèêàþò ýëåêòðî�*E-mail: epolya
h�gmail.
om**E-mail: shukhman�iszf.irk.ru

ñòàòè÷åñêèå (ëåíãìþðîâñêèå) êîëåáàíèÿ, à ãðàâèòè�ðóþùàÿ ñðåäà ðàñïàäàåòñÿ íà ÷àñòè èç-çà äæèíñîâ�ñêîé íåóñòîé÷èâîñòè. Ìèíèìàëüíûé ðàçìåð ýòèõ ÷à�ñòåé ðàâåí òàê íàçûâàåìîé êðèòè÷åñêîé äëèíå âîë�íû Äæèíñà �
r: íåóñòîé÷èâûìè îêàçûâàþòñÿ âñåìàñøòàáû, áîëüøèå �
r. Áëàãîäàðÿ ýòîé íåóñòîé÷è�âîñòè, íàïîìíèì, îáðàçóþòñÿ çâåçäû, èõ ñêîïëåíèÿè ïðàêòè÷åñêè âñÿ íàáëþäàåìàÿ ñëîæíàÿ èåðàðõè�÷åñêàÿ ñòðóêòóðà Âñåëåííîé. Ïîäðîáíîñòè ìîæíîíàéòè, íàïðèìåð, â êíèãå [4℄, çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü êî�òîðîé ïîñâÿùåíà ïîäðîáíîìó ðàññìîòðåíèþ ðàçëè÷�íûõ àñïåêòîâ äæèíñîâñêîé íåóñòîé÷èâîñòè. Äëÿ ñè�ñòåì êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ åå ïðè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ ñëèø�êîì ìàëàÿ äèñïåðñèÿ ñêîðîñòåé ÷àñòèö, çàñòàâëÿþ�ùàÿ òàêèå ñèñòåìû äåëèòüñÿ íà ìåíüøèå ÷àñòè.Äàííàÿ âûøå èíòåðïðåòàöèÿ äæèíñîâñêîé íåóñ-òîé÷èâîñòè êàê ïðîèñõîäÿùåé â íåäîñòàòî÷íî ¾ãî�ðÿ÷èõ¿ ñèñòåìàõ è ïðèâîäÿùåé ê èõ ðàñïàäó íà áî�ëåå èëè ìåíåå ìåëêèå ÷àñòè, îñíîâàíà íà ïîäõîäå ñà�ìîãî Äæèíñà, ðàññìàòðèâàâøåãî íåóñòîé÷èâîñòü âãàçîâîé ñðåäå. Áëèæàéøèì àíàëîãîì ãàçîâîé ñðåäûâ çâåçäíûõ ñèñòåìàõ ÿâëÿþòñÿ èçîòðîïíûå ñêîïëå�íèÿ, â êîòîðûõ äèñïåðñèÿ ñêîðîñòåé çâåçä îäèíàêîâàâî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ. Â ýòîì ñëó÷àå èç óñëîâèÿ ðàâ�íîâåñèÿ ìîæåò âûòåêàòü, ÷òî òàêèå ñèñòåìû â ïðèí�öèïå íå ìîãóò äåëèòüñÿ íà áîëåå ìåëêèå ÷àñòè, òàêêàê ðàçìåð ïîñëåäíèõ áûë áû ìåíüøå êðèòè÷åñêîéäæèíñîâñêîé äëèíû âîëíû. Èìåííî òàê è ïðîèñõî�683



Â. Ë. Ïîëÿ÷åíêî, Å. Â. Ïîëÿ÷åíêî, È. �. Øóõìàí ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 4, 2012äèò â ðåàëüíûõ èçîòðîïíûõ çâåçäíûõ ñêîïëåíèÿõ,êîòîðûå âî âñåõ ñêîëüêî-íèáóäü ðàçóìíûõ ñëó÷àÿõóñòîé÷èâû (ïîäðîáíåå ñì., íàïðèìåð, [5℄).Îäíàêî çâåçäíûå ñèñòåìû, â îòëè÷èå îò ãàçîâûõ,ÿâëÿþòñÿ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ áåññòîëêíîâèòåëü�íûìè è ïîòîìó ìîãóò áûòü àíèçîòðîïíûìè: äèñïåð�ñèè ñêîðîñòåé ïî ðàçíûì íàïðàâëåíèÿì ìîãóò îò�ëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà, â òîì ÷èñëå è ñèëüíî. Âýòîé ñèòóàöèè äæèíñîâñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ìîæåòðàçâèâàòüñÿ, íàïðèìåð, ïî îäíîìó èç íàïðàâëåíèé,ïðåæäå âñåãî ïî òîìó, â êîòîðîì ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿíàèáîëåå õîëîäíîé.Èíòåðåñíîé è âàæíîé äëÿ çâåçäíûõ ñèñòåì ðàç�íîâèäíîñòüþ äæèíñîâñêîé íåóñòîé÷èâîñòè òàêîãîèìåííî ðîäà ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ íåóñòîé÷è�âîñòü ðàäèàëüíûõ îðáèò, îòêðûòàÿ àâòîðàìè [6℄.Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ñ òî÷�êè çðåíèÿ àñòðî�èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, åå ìîæíîîïðåäåëèòü êàê äæèíñîâñêóþ íåóñòîé÷èâîñòü â ñè�ñòåìå ñèëüíî âûòÿíóòûõ ïî ðàäèóñó îðáèò çâåçä.Ïîñëåäíèå ïðè ýòîì âûñòóïàþò êàê öåëîå è èãðàþòðîëü îòäåëüíûõ ÷àñòèö â ¾îáû÷íîé¿ äæèíñîâñêîéíåóñòîé÷èâîñòè. Ýòà íåóñòîé÷èâîñòü ìîæåò áûòü îò�âåòñòâåííà, íàïðèìåð, çà íàáëþäàåìóþ íåñ�åðè÷�íîñòü çâåçäíûõ ñêîïëåíèé, êîòîðàÿ ìîãëà ðàçâèòüñÿïðè èõ �îðìèðîâàíèè â ïðîöåññå êîëëàïñà (êîãäà,î÷åâèäíî, îáðàçóþòñÿ ñèñòåìû ñ ïðåâàëèðîâàíèåìðàäèàëüíî âûòÿíóòûõ îðáèò).Ïðè ïåðåõîäå îò ÷èñòî ðàäèàëüíûõ îðáèò êîêðóãëûì îðáèòàì íåóñòîé÷èâîñòü, ðàçóìååòñÿ, íåìîæåò èñ÷åçíóòü ñðàçó æå. Åäèíñòâåííîå, ÷òî ìûìîæåì ãàðàíòèðîâàòü � ýòî çàâåäîìóþ óñòîé÷è�âîñòü âñåõ èçîòðîïíûõ ðàâíîâåñèé ñ�åðè÷åñêèõñêîïëåíèé. Ïðè÷èíîé ðàññìàòðèâàåìîé íåóñòîé÷è�âîñòè ÿâëÿåòñÿ êàê ðàç àíèçîòðîïèÿ ñêîðîñòíîãîðàñïðåäåëåíèÿ çâåçä ñ ïðåîáëàäàíèåì ðàäèàëüíîéêîìïîíåíòû.Ïåðâîå èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè êîíêðåòíîéñåðèè ìîäåëåé ñ�åðè÷åñêèõ çâåçäíûõ ñêîïëåíèé [7℄,áûëî âûïîëíåíî àâòîðàìè [8℄. Àêòèâíàÿ ðàáîòà,ïðåäïðèíÿòàÿ â ïîñëåäóþùèå ãîäû, ïðîâîäèëàñüêàê ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ëèíåéíîé çàäà÷è íà ñîá�ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðè÷íûì ìåòîäîì [9�14℄, òàêè ðàçëè÷íûìè âåðñèÿìè ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ Nòåë (N -body) [15�20℄.Âîîáùå ãîâîðÿ, åñòü äâå ïðèíöèïèàëüíî îòëè�÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà âîçìîæíîñòè ïåðåõîäàîò óñòîé÷èâûõ ñèñòåì ê íåóñòîé÷èâûì. Ïåðâàÿ:íåóñòîé÷èâîñòü ñòàáèëèçèðóåòñÿ òîëüêî ïðè ïîëíîìóñòðàíåíèè âûçûâàþùåé èõ ïðè÷èíû, ò. å. ïðè èçî�òðîïèçàöèè �àçîâîé ïëîòíîñòè. È âòîðàÿ: äëÿ ýòîãîäîñòàòî÷íî ëèøü óìåíüøåíèÿ àíèçîòðîïèè äî íåêî�

òîðîãî óðîâíÿ, ïðè êîòîðîì ñèñòåìà ìîæåò îñòàâàòü�ñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, äàæå ñèëüíîàíèçîòðîïíîé.Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â âûáîðå ìåæäóóêàçàííûìè àëüòåðíàòèâíûìè âîçìîæíîñòÿìè. Èñ�ñëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ íà ïðèìåðå ïðîñòåéøåé ñå�ðèè àíèçîòðîïíûõ ìîäåëåé ñ�åðè÷åñêèõ ñêîïëåíèéçâåçä ñ �óíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿF (E;L) = C(s; q)L�s(�E)q ; �0(0) < E < 0; (1)ãäå C(s; q) = 
onst, v � ñêîðîñòü çâåçäû,L = r v? = rqv2� + v2'è E = 12 v2 +�0(r) = 12 (v2r + v2?) + �0(r)� ñîîòâåòñòâåííî óãëîâîé ìîìåíò è ýíåðãèÿ çâåçäû,s è q � ïàðàìåòðû ìîäåëè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àä�äèòèâíàÿ ïîñòîÿííàÿ â íåâîçìóùåííîì ãðàâèòàöè�îííîì ïîòåíöèàëå �0(r) � �	(r) âûáðàíà òàê, ÷òî�0(R) = �	(R) = 0, ãäå R � ðàäèóñ ñèñòåìû. Èíòå�ãðàë �0(r) = 2� Z dvr v? dv? F;îïðåäåëÿþùèé ïëîòíîñòü, èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿq > �1, s > 2. ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè åñòü�0(r) = A(s; q) r�s 	q+(3�s)=2; (2)ãäå êîý��èöèåíò A(s; q) ñâÿçàí ñ C(s; q) ñîîòíîøå�íèåìA(s; q) = C(s; q) (2�)3=2 2�s=2 �(q + 1)�(�s=2 + 1)�(q + (5� s)=2) ;ãäå �(x) � ãàììà-�óíêöèÿ. Îáû÷íî ðàññìàòðèâàåìáåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû, ïîëàãàÿ4�G = 1; A = 1; 	0(0) = 1; (3)÷òî äàåò ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ êîý��èöèåíòà C(s; q)â (1): C(s; q) = 2s=2(2�)3=2 �(q + (5� s)=2)�(1 + q) �(1� s=2) :Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (1) ïðåäñòàâëÿþò ïðî�ñòåéøåå îáîáùåíèå ïîëèòðîïíûõ ìîäåëåé, êîòîðûåñîîòâåòñòâóþò s = 0:Fiso(E) = C(0; q) (�E)q : (4)Ïîëèòðîïíûìè ýòè ìîäåëè íàçûâàþòñÿ ïî òîé ïðè�÷èíå, ÷òî, âû÷èñëÿÿ ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ (4) ïëîò�íîñòü �0 è àíàëîã ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ P ,684



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 4, 2012 Î ïîðîãîâîé àíèçîòðîïèè : : :ìû óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî äàâëåíèå è ïëîòíîñòüñâÿçàíû ñòàíäàðòíûì ïîëèòðîïíûì ñîîòíîøåíèåì:P / ��0 , ãäå � = (2q + 5)=(2q + 3). Íàïîìíèì, ÷òîòåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè çâåçäíûõ ñèñòåì áûëà íà÷àòàÀíòîíîâûì [21℄ ñ åãî çíàìåíèòîãî (è äî ñèõ ïîð íàè�áîëåå ÷àñòî öèòèðóåìîãî) äîêàçàòåëüñòâà óñòîé÷èâî�ñòè èìåííî âñåõ ïîëèòðîïíûõ ìîäåëåé (4) ïðè q > 0,ò. å. óáûâàþùèõ ñ ýíåðãèåé.Áîëåå ðàçíîîáðàçíûå ðåçóëüòàòû ìîæíî îæè�äàòü äëÿ îáîáùåííûõ ïîëèòðîïíûõ ìîäåëåé (1).Äëÿ ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ s = 2 ìû ïîëó÷àåì èç (1)ñèñòåìó ñ ÷èñòî ðàäèàëüíûìè äâèæåíèÿìè çâåçä.Ýòî ñëåäóåò èç ëåãêî ïðîâåðÿåìîé �îðìóëû äëÿ îò�íîøåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé ðàäèàëüíîãî Tr è ïî�ïåðå÷íûõ T? äâèæåíèé çâåçä â ìîäåëÿõ (1),� � 2TrT? = 22� s : (5)Êàê è äîëæíî áûòü, äëÿ èçîòðîïíîãî ñëó÷àÿ (s = 0)ïîëó÷àåòñÿ � = 1, à äëÿ ñèñòåìû ñ ÷èñòî ðàäèàëüíû�ìè îðáèòàìè (s = 2) èìååì � = 1. Òàêèì îáðàçîì,ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà s îò 0 äî 2 ïîëó÷àåì âñåïðåäñòàâëÿþùèå èíòåðåñ ñêîïëåíèÿ, îò èçîòðîïíûõäî ñèñòåì ñ ÷èñòî ðàäèàëüíûìè îðáèòàìè1). Ïðèýòîì íàì çàðàíåå èçâåñòíî, ÷òî èçîòðîïíûå ðàñïðå�äåëåíèÿ óñòîé÷èâû (ïî êðàéíåé ìåðå, ïðè q > 0), âòî âðåìÿ êàê ðàäèàëüíûå � íåóñòîé÷èâû. Ïîýòîìóìîæíî áûëî áû ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò êà�êîå-òî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà s, s
r, ðàç�äåëÿþùåå óñòîé÷èâûå (ïðè s < s
r) è íåóñòîé÷èâûå(ïðè s > s
r) ñèñòåìû.�àñ÷åòû, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ áûëè ïðèâåäåíûâ [9℄, ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îáîáùåí�íûõ ïîëèòðîï èíêðåìåíò íåóñòîé÷èâîñòè ñòàíîâèò�ñÿ ìàëûì ïðè s � 0:6, ïî÷òè íåçàâèñèìî îò q. Ïî�ýòîìó åñòåñòâåííî áûëî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòî çíà�÷åíèå ïàðàìåòðà s, ñîîòâåòñòâóþùåå � � 1:4, ÿâëÿ�åòñÿ òåì ñàìûì êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì, êîòîðîå îò�äåëÿåò óñòîé÷èâûå ìîäåëè îò íåóñòîé÷èâûõ. Ýòîòðåçóëüòàò áûë �àêòè÷åñêè ïîäòâåðæäåí àâòîðàìèðàáîòû [17℄, êîòîðûå ñîâåðøåííî äðóãèì ìåòîäîì(ïóòåì òðàäèöèîííîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿNòåë) èññëåäîâàëè óñòîé÷èâîñòü òåõ æå ìîäåëåé (1) èïðèøëè ê òåì æå âûâîäàì.Íà ýòîì �îíå íåîæèäàííûìè îêàçàëèñü ðåçóëü�òàòû àâòîðîâ ðàáîòû [23℄, ïîñâÿùåííûå òåì æå ìîäå�ëÿì îáîáùåííûõ ïîëèòðîï. Èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåí�íîå óðàâíåíèå äëÿ íåóñòîé÷èâûõ ìîä ñ ìàëûìè èí�1) Ïðè s > 0 ñ�åðè÷åñêèå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ òðàíñâåðñàëü�íî àíèçîòðîïíûìè è íå ïðåäñòàâëÿþò îñîáîãî èíòåðåñà, ïî�ñêîëüêó, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè [11; 22℄.

êðåìåíòàìè íàðàñòàíèÿ, îíè ïîêàçàëè, ÷òî íåóñòîé�÷èâûìè ÿâëÿþòñÿ ðàäèàëüíî àíèçîòðîïíûå ñèñòå�ìû, ñêîëü óãîäíî áëèçêèå ê èçîòðîïíûì.Îäíàêî èç-çà íåêîððåêòíîñòè, äîïóùåííîé ïðèâûâîäå óïðîùåííîãî èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíîãîóðàâíåíèÿ, ýòè àâòîðû ïîëó÷èëè ðîñò èíêðåìåíòàíåóñòîé÷èâîñòè ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ìîäåëè êèçîòðîïíîìó ïðåäåëó. Íà ïðèìåðå äâóõ ÷èñëåííîðàññ÷èòàííûõ èìè ìîäåëåé, à èìåííî, q = 1, s = 2=3(ìîäåëü B) è q = 1, s = 1=3 (ìîäåëü C) îíè, â÷àñòíîñòè, ïðîäåìîíñòðèðîâàëè íàëè÷èå íåóñòîé÷è�âîñòè è óáûâàíèå èíêðåìåíòîâ äëÿ êâàäðóïîëüíîéìîäû l = 2 ñ óìåíüøåíèåì ïàðàìåòðà s äëÿ òðåõìîä (ñîîòâåòñòâåííî, ñ îäíèì, äâóìÿ è òðåìÿóçëàìè ïî ðàäèóñó ðàäèàëüíîé ÷àñòè ñîáñòâåííîé�óíêöèè �n(r) âîçìóùåííîãî ïîòåíöèàëà Æ�(r; �) // �n(r)P2(
os �) (çäåñü èíäåêñ ¾n¿ ñîîòâåòñòâóåò÷èñëó óçëîâ). Îäíàêî èíêðåìåíò îñíîâíîé ìîäû,n = 0, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñàìîé íåóñòîé÷èâîé,îêàçàëñÿ â èõ ðàñ÷åòàõ íå òîëüêî íå ìàëûì ïîñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíîé äèíàìè÷åñêîé ÷àñòîòîéçâåçäû2), 
D = pGM=2R3, íî è ðàñòóùèì ïî ìåðåïðèáëèæåíèÿ ê èçîòðîïíîìó ñëó÷àþ. Òàêîå ïîâåäå�íèå, êîíå÷íî, ñîâåðøåííî íååñòåñòâåííî: ïîñêîëüêóëþáîå èçîòðîïíîå ðàñïðåäåëåíèå äîëæíî áûòüóñòîé÷èâûì, ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî â äåéñòâèòåëüíî�ñòè èíêðåìåíòû íåóñòîé÷èâîñòè âñåõ ìîä, âêëþ÷àÿ,ðàçóìååòñÿ, è ñàìóþ íåóñòîé÷èâóþ áåçóçëóþ ìîäó,äîëæíû óìåíüøàòüñÿ ïðè ñòðåìëåíèè ê èçîòðîïèè(îáðàùàÿñü â íóëü â èçîòðîïíîì ïðåäåëå). Àâòîðûðàáîòû [23℄ èñêëþ÷èëè àíîìàëüíî ðàñòóùóþ ìîäóïî �îðìàëüíîé ïðè÷èíå, ïîñêîëüêó îíà ÿêîáû íåóäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìàëîñòè èíêðåìåíòîâ íàðàñ�òàíèÿ. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ïðè êîððåêòíîìâûâîäå óðàâíåíèÿ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü îæèäàåìîåïîâåäåíèå èíêðåìåíòîâ íàðàñòàíèÿ äëÿ âñåõ ìîä.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñäåëàííûé â ìîíîãðà�èè [9℄âûâîä îá óñòîé÷èâîñòè âñåõ ìîäåëåé ñ s < s
r òàêæåíóæäàåòñÿ â ïðîâåðêå. Äåëî â òîì, ÷òî â èñïîëüçî�âàííîì òàì ìàòðè÷íîì ìåòîäå, ÿâëÿþùåìñÿ îáîáùå�íèåì ìàòðè÷íîãî ìåòîäà [24℄ äëÿ äèñêîâ, â ñëó÷àå�óíêöèé ðàñïðåäåëåíèé, èìåþùèõ ñòåïåííóþ îñî�áåííîñòü (ïðè L = 0) (à ê èõ ÷èñëó êàê ðàç è îòíîñÿò�ñÿ íàøè îáîáùåííûå ïîëèòðîïû ïðè s > 0), âîçíèêà�þò òðóäíîñòè ñ àäåêâàòíûì ïîäáîðîì ñèñòåì �óíê�öèé, ïî êîòîðûì âåäåòñÿ ðàçëîæåíèå âîçìóùåííûõïîòåíöèàëà è ïëîòíîñòè. Îáû÷íî èñïîëüçóåìûå äëÿ2) Ïîñêîëüêó èìåííî òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåííàÿ õàðàê�òåðíàÿ ÷àñòîòà áûëà ïðèíÿòà àâòîðàìè ðàáîòû [23℄, ìû äëÿñðàâíåíèÿ ñ èõ öè�ðàìè òîæå ïîëüçóåìñÿ ýòèì îïðåäåëåíè�åì.685



Â. Ë. Ïîëÿ÷åíêî, Å. Â. Ïîëÿ÷åíêî, È. �. Øóõìàí ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 4, 2012ýòîé öåëè ñèñòåìû òèïà (9) è (10) (ñì. ðàçä. 2) íåî÷åíü óäîáíû â ýòîì ñëó÷àå ââèäó ñëèøêîì ¾õîðî�øåãî¿ ïîâåäåíèÿ ýòèõ �óíêöèé ïðè r = 0. Ïî ýòîéïðè÷èíå äëÿ äîñòèæåíèÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîé òî÷�íîñòè ñ÷åòà òðåáóåòñÿ âêëþ÷èòü â ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ðÿäà N . Åñëè æå ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ñðàâíè�òåëüíî íåáîëüøèì ÷èñëîì ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ (ñêà�æåì, N = 5), òî ìû �àêòè÷åñêè èññëåäóåì íå èñòèí�íûå ðàñïðåäåëåíèÿ (1) ñ îñîáåííîñòüþ, à áëèçêèå êíèì ñãëàæåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Äîâåðèå ê ðåçóëüòà�òàì âû÷èñëåíèé ñ ïîìîùüþ ìîäåëè N òåë äëÿ èíòå�ðåñóþùèõ íàñ ðàñïðåäåëåíèé ñ îñîáåííîñòüþ òàêæåíå ñëèøêîì âåëèêî, ïî òîé æå, ïî ñóòè äåëà, ïðè�÷èíå.�åçþìèðóÿ ñêàçàííîå, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî èññëå�äîâàíèå óñòîé÷èâîñòè îáîáùåííûõ ïîëèòðîï (1) ïðèìàëûõ çíà÷åíèÿõ èíêðåìåíòîâ íåóñòîé÷èâîñòè, îñî�áåííî âáëèçè èçîòðîïíîãî ïðåäåëà (s = 0), äîëæíîáûòü ïðîâåäåíî çàíîâî. Ñ ýòîé öåëüþ ìû ïðèìåíè�ëè íåñêîëüêî èíîé ïîäõîä ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ñîá�ñòâåííûõ ÷àñòîò, à èìåííî, ïîäõîä, îñíîâàííûé íàèñïîëüçîâàíèè (èñïðàâëåííîãî) èíòåãðàëüíîãî óðàâ�íåíèÿ. Ïîñëåäíåå âûâîäèòñÿ íèæå â ðàçä. 3 ñ ïîìî�ùüþ ïîëíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, âåðíîãî äëÿëþáûõ, à íå òîëüêî ìàëûõ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ÷àñòîò. Ýòî ïîëíîå óðàâíåíèå áûëî âûâåäåíî íàìèðàíåå â ñòàòüÿõ î ãðàâèòàöèîííîé êîíóñíîé íåóñòîé�÷èâîñòè â ñ�åðè÷åñêèõ ñèñòåìàõ [25; 26℄, ÿâëÿþùåé�ñÿ àíàëîãîì êîíóñíîé íåóñòîé÷èâîñòè â ïëàçìåííûõëîâóøêàõ [27℄. Îäíàêî äëÿ ïîëíîòû â ðàçä. 2 ìûïðåäâàðèòåëüíî âêðàòöå íàïîìèíàåì ñóòü äâóõ àëü�òåðíàòèâíûõ ïîäõîäîâ (ò. å. ìàòðè÷íîãî ïîäõîäà èïîäõîäà, èñïîëüçóþùåãî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå) èïîÿñíÿåì, â ÷åì ñîñòîèò ïðåèìóùåñòâî ïîñëåäíåãîïåðåä áîëåå òðàäèöèîííûì ïåðâûì ïîäõîäîì ïðè�ìåíèòåëüíî ê èíòåðåñóþùåé íàñ çàäà÷å. �åçóëüòà�òû ðåøåíèÿ ýòîãî (óïðîùåííîãî ïðèìåíèòåëüíî êñëó÷àþ ìàëûõ ÷àñòîò) èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿîáîáùåííûõ ïîëèòðîï ïðèâåäåíû â ðàçä. 4. �ëàâíûéðåçóëüòàò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî õîòÿ íåóñòîé÷è�âîñòü �îðìàëüíî èìååò ìåñòî ïðè ëþáîé ñòåïåíèïðèáëèæåíèÿ ê èçîòðîïíîìó ïðåäåëó, îíà ñòàíîâèò�ñÿ òàì ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëîé (ò. å., ìîæíî ñêàçàòü,�àêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò). Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷à�íèÿ ñîäåðæàòñÿ â ïîñëåäíåì ðàçä. 5.2. ÄÂÀ ÏÎÄÕÎÄÀ Ê ÇÀÄÀ×Å ÎÁÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÈ ÑÏÅÊÒ�ÀÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÌÎÄ Â ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÕÑÈÑÒÅÌÀÕÊðàòêî íàïîìíèì ñóòü äâóõ àëüòåðíàòèâíûõïîäõîäîâ ê çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò.

2.1. Ìàòðè÷íûé ïîäõîäÌàòðè÷íîå óðàâíåíèå äëÿ ëþáûõ ñ�åðè÷åñêèõñèñòåì çâåçä áûëî âûâåäåíî â ðàáîòå [8℄. Â íåé ðà�íåå ïðåäëîæåííîå [24℄ àíàëîãè÷íîå ìàòðè÷íîå óðàâ�íåíèå äëÿ äèñêîâ áûëî ðàñïðîñòðàíåíî íà ñ�åðè÷å�ñêèå ñêîïëåíèÿ. Óðàâíåíèå èìååò âèä1Xn=1hM (l)mn(!) + Æmnian = 0; m; n = 1; 2; 3; : : : (6)Çäåñü an � êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ðàäèàëüíîé÷àñòè âîçìóùåííîãî ïîòåíöèàëàÆ� = �(r)Pl(
os �) e�i!tè ðàäèàëüíîé ÷àñòè âîçìóùåííîé ïëîòíîñòèÆ� = �(r)Pl(
os �) e�i!tïî �óíêöèÿì, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíàìè êà�êîé-ëèáî áèîðòîíîðìàëüíîé ñèñòåìû f�(l)k (r)g,f�(l)k (r)g:�(r)Pl(
os �) = Pl(
os �)Xk ak�(l)k (r); (7)�(r)Pl(
os �) = Pl(
os �)Xk ak�(l)k (r); (8)ãäå Pl(z) � ïîëèíîìû Ëåæàíäðà. Çàìåòèì, ÷òî âîç�ìîæíîñòü âûáîðà âîçìóùåííîãî ïîòåíöèàëà â âèäå,íå çàâèñÿùåì îò àçèìóòàëüíîé ïåðåìåííîé ' îáó�ñëîâëåíà òåì, ÷òî ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà âîçìóùåíèéâ ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ âèäàF = F (E;L) íå çàâèñèò îò àçèìóòàëüíîãî ÷èñëà m.Ïîýòîìó âìåñòî óãëîâîé çàâèñèìîñòè îáùåãî âèäà,Æ� = �(r)Y ml (�; ') e�i!t;ãäå Y ml (�; ') � ñ�åðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, ìû ìîæåìîãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì áîëåå ïðîñòûõ àêñè�àëüíî-ñèììåòðè÷íûõ âîçìóùåíèéÆ� = �(r)Pl(�) e�i!t:Áèîðòîíîðìàëüíîñòü îçíà÷àåò, ÷òîRZ0 dr r2 �(l)k (r)�(l)n (r) = �Ækn:×àñòî èñïîëüçóåìûé (äëÿ ñ�åðè÷åñêèõ ñèñòåì êî�íå÷íîãî ðàäèóñà R) áèîðòîíîðìàëüíûé íàáîð, âïåð�âûå ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [8℄, âûðàæàåòñÿ ÷åðåçòàê íàçûâàåìûå ñ�åðè÷åñêèå �óíêöèè Áåññåëÿ:�(l)n (r) = p2�n 1pr jJl+1=2(�n)j Jl+1=2 ��n rR� ; (9)�(l)n (r) = �p2R2 �npr jJl+1=2(�n)j Jl+1=2 ��n rR� ; (10)686



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 4, 2012 Î ïîðîãîâîé àíèçîòðîïèè : : :à âåëè÷èíû �n äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ èç óðàâíåíèÿJl�1=2(�n) = 0.�ðîìîçäêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåí�òîâ M (l)mn(!) ìû çäåñü íå âîñïðîèçâîäèì; ðàçëè÷íûåïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ ìàòðèö ìîæíî íàéòè â ðàáî�òå [8℄ èëè â ìîíîãðà�èè [9℄. Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ðå�øåíèÿ çàäà÷è íà êîìïüþòåðå íóæíî ïåðåéòè îò áåñ�êîíå÷íîìåðíîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (6) ê íåêî�òîðîé êîíå÷íîé ñèñòåìå óðàâíåíèé, ò. å. âûïîëíèòüïðîöåäóðó îáðåçàíèÿ, âûáèðàÿ èç ïîëíîãî (áåñêî�íå÷íîãî) äåòåðìèíàíòà ñèñòåìû (6) ëåâûé âåðõíèéóãîë ðàçìåðîì N �N . Ïðè òàêîì ñïîñîáå îáðåçàíèÿèç ïîëíîãî óðàâíåíèÿ èñêëþ÷àþòñÿ òå ÷ëåíû, êîòî�ðûå íå ñóùåñòâåííû äëÿ èíòåðåñóþùèõ íàñ íàèáî�ëåå êðóïíîìàñøòàáíûõ ìîä (ñì. âûðàæåíèå (9) äëÿ�(l)k (r), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî áîëüøèì k ñîîòâåò�ñòâóþò áûñòðî îñöèëëèðóþùèå �óíêöèè).Îäíèì èç íåäîñòàòêîâ äàííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿíåîáõîäèìîñòü ïðîöåäóðû îáðåçàíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî õîðîøåãî âîñïðîèçâåäåíèÿ ñîá�ñòâåííîé �óíêöèè ðàäèàëüíîé ÷àñòè âîçìóùåííîãîïîòåíöèàëà ñ ïîìîùüþ äîâîëüíî îãðàíè÷åííîãî ÷èñ�ëà áàçèñíûõ �óíêöèé, ýòîò íàáîð áàçèñíûõ �óíê�öèé äîëæåí áûòü î÷åíü õîðîøî ïîäîáðàí (àäàï�òèðîâàí) ê ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè. Ïðàêòè÷åñêèýòà ïðîöåäóðà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà òîëüêî ïåðå�áîðîì ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ áèîðòîíîðìèðîâàííîãîáàçèñà è ñðàâíåíèåì ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ. Ýòî÷ðåçâû÷àéíî òðóäîåìêàÿ ïðîöåäóðà. Âòîðûì ñóùå�ñòâåííûì íåóäîáñòâîì ìàòðè÷íîãî ïîäõîäà ÿâëÿåò�ñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî èñêîìàÿ ñîáñòâåííàÿ ÷àñ�òîòà ! âõîäèò â óðàâíåíèåDetjjMmn(!) + Æmnjj = 0ñëîæíûì íåëèíåéíûì îáðàçîì. Ïîýòîìó ïîèñê êîð�íåé ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò äîâîëüíî ñëîæ�íóþ çàäà÷ó.Óêàçàííûõ íåäîñòàòêîâ ìîæíî èçáåæàòü ïðèèíîì ïîäõîäå, êîòîðûé ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì îáîïðåäåëåíèè ñïåêòðà ìîä â äèñêîâûõ ñèñòåìàõ, áûëâïåðâûå ïðåäëîæåí è ðåàëèçîâàí â ðàáîòàõ [28; 29℄.2.2. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèåÀëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ñîñòîèò â ñâåäåíèè çà�äà÷è ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (à, òî÷íåå, ê ñè�ñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé). Äëÿ ñ�åðè÷åñêèõñèñòåì ýòî óðàâíåíèå áûëî ïðèâåäåíî â ðàáîòå [25℄.Ìû çäåñü íå áóäåì âîñïðîèçâîäèòü åãî âûâîä çàíî�âî (îí äàí â Ïðèëîæåíèè ñòàòüè [26℄), íàïîìíèìëèøü, ÷òî âûâîä ïðîâîäèòñÿ â òåõíèêå ïåðåìåííûõäåéñòâèå�óãîë (ñì., íàïðèìåð, [30℄) è ïîÿñíèì ñìûñë

âõîäÿùèõ ñþäà îáîçíà÷åíèé. Èòàê, óðàâíåíèå èìååòâèä�l1;l2(E;L) = 4�G2l+ 1 1Xl01=�1 lXl02=�lDl02l ��ZZ dE0 L0 dL0
1(E0; L0) �l01 l02(E0; L0)�l1; l2; l01; l02(E;L;E0; L0)�� 
l01l02(E0; L0)(�F=�E0) + l02(�F=�L0)! � 
l01l02(E0; L0) : (11)Çäåñü 
l1l2 � l1
1 + l2
2, èíòåãðèðîâàíèå èäåò ïîêðèâîëèíåéíîìó òðåóãîëüíèêó íà �àçîâîé ïëîñêîñ-òè (E0; L0): �0(0) < E0 < 0, 0 � L0 � L
ir
(E0),ãäå L
ir
(E) � óãëîâîé ìîìåíò çâåçäû ñ ýíåðãèåéE íà êðóãîâîé îðáèòå. Çäåñü èíäåêñû l1 è l2 ñîîòâåò�ñòâóþò ðàçëîæåíèþ ïðîñòðàíñòâåííîé çàâèñèìîñòèâîçìóùåííîãî ïîòåíöèàëà ïî ãàðìîíèêàì óãëîâûõïåðåìåííûõ w1 è w2, ñîïðÿæåííûõ ñîîòâåòñòâåííîïåðåìåííûì äåéñòâèÿ Ii (i = 1; 2; 3):I1 = 12� I pr dr = 1� rmaxZrmin r2E � 2�0(r) � L2r2 dr;I2 = L; I3 = Lz;ò. å.Æ�(I1; I2; I3; w1; w2) =Xl1l2 (Æ�)l1l2(I1; I2; I3)�� exp[i(l1w1 + l2w2)℄:�àäèàëüíàÿ óãëîâàÿ ïåðåìåííàÿ w1 ñâÿçàíà ñ r ñî�îòíîøåíèåìw1 = 
1 rZrmin dr0p2E � 2�0(r) � L2=r02 ;a ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ óãëîâîé ïåðåìåííîé w2 ìîæ�íî íàéòè â öèòèðîâàííûõ ðàáîòàõ. Â ñëó÷àå âûáîðàâîçìóùåííîãî ïîòåíöèàëà â âèäå, íå çàâèñÿùåì îòàçèìóòàëüíîé ïåðåìåííîé ', âåëè÷èíà Æ� íå çàâè�ñèò îò óãëîâîé ïåðåìåííîé w3.Îðáèòàëüíûå ÷àñòîòû 
1;2(E;L) åñòü1
1 = 1� rmaxZrmin drp2E � 2�0(r)� L2=r2 ;
2
1 = L� rmaxZrmin drr2p2E � 2�0(r) � L2=r2 � �'� ;ãäå �'(E;L) � óãîë ïîâîðîòà çâåçäû (â ïëîñêîñòèîðáèòû) ïðè ïðîõîæäåíèè åþ îò rmin äî rmax. Äëÿ687



Â. Ë. Ïîëÿ÷åíêî, Å. Â. Ïîëÿ÷åíêî, È. �. Øóõìàí ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 4, 2012íåñèíãóëÿðíûõ â öåíòðå ïîòåíöèàëîâ, j�0(0)j < 1,ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäåëÿì îáîáùåííûõ ïîëèòðîï,êîòîðûìè ìû çäåñü èíòåðåñóåìñÿ, ýòîò óãîë â ñëó÷àåñèëüíî âûòÿíóòûõ ïî ðàäèóñó îðáèò (ò. å. äëÿ îðáèòñ ìàëûìè L) ðàâåí �=2, à îòíîøåíèå ÷àñòîò äëÿ òà�êèõ îðáèò åñòü 
2=
1 = 1=2. Òàêèå îðáèòû, ïðåä�ñòàâëÿþùèå ñîáîé ìåäëåííî ïðåöåññèðóþùèå ñèì�ìåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî öåíòðà ñèñòåìû ýëëèïñû,íàçûâàþò 2 : 1-îðáèòàìè.ßäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëåíî ñëå�äóþùèì îáðàçîì:�l1;l2; l01; l02(E;L;E0; L0) = I dw1 �� I dw01 Fl (r (E;L;w1); r0(E0; L0;w01))�� 
os�l1l2(E;L;w1) 
os�l01l02(E0; L0; w01);ãäå �l1 l2(E;L;w1) = 
l1l2
1 w1 � l2Æ'(E;L;w1);Æ'(E;L;w1) = L r(E;L;w1)Zrmin(E;L) dxxp[2E�2�0(x)℄x2�L2� óãîë ïîâîðîòà ÷àñòèöû ïðè ïðîõîæäåíèè åþ ïîîðáèòå îò rmin äî òåêóùåãî r (òàê ÷òî Æ'(E; 0; �) == �'(E; 0) = �=2), à �óíêöèÿ Fl(r; r0) = rl<=rl+1> ,r< � min(r; r0), r> � max(r; r0). Èñêîìàÿ ñîáñòâåí�íàÿ �óíêöèÿ �l1 l2(E;L), äëÿ êîòîðîé âûïèñàíî èí�òåãðàëüíîå óðàâíåíèå, ñâÿçàíà ñ ðàäèàëüíîé ÷àñòüþâîçìóùåííîãî ïîòåíöèàëà �(r) ñîîòíîøåíèåì�l1 l2(E;L) = 1� �Z0 
os�l1l2(E;L;w1)�� � (r(E;L;w1)) dw1;à êîý��èöèåíòû Dkl , âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (11), îò�ëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî ïðè ÷åòíîì jl� kj è ðàâíûDkl = 122 l (l + k)!(l � k)!��12 (l � k)�!�12 (l + k)�!�2 :Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå(11) ìîæåò áûòü ëåãêî ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó ñòàí�äàðòíîé ëèíåéíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ,ãäå ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà âõîäèò ëèíåéíûì îáðàçîì.Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷àÿfl1l2 = �l1 l2(E;L) 
l1l2(E;L) �F=�E+l2 �F=�L! � 
l1l2(E;L) ;

ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèèfl1l2(E;L):�! � 
l1l2(E;L)� fl1l2(E;L) == �
l1l2(E;L)�F�E + l2 �F�L � �l1l2(E;L);ãäå�l1l2(E;L) = 4�G2l + 1Xl01l02 Dl02l ZZ dE0 L0 dL0
1(E0; L0) �� fl01l02(E0; L0)�l1 l2; l01 l02(E;L;E0; L0):Ýòà çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìîæåò áûòü áåçîñîáûõ ïðîáëåì ñâåäåíà ê êëàññè÷åñêîé àëãåáðàè÷å�ñêîé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ AijXj = !Xi(ñì. äåòàëè â ðàáîòàõ [28; 29℄). Ïðåèìóùåñòâî äàííî�ãî ïîäõîäà â òîì, ÷òî îí íå òðåáóåò ïîäáîðà ïîäõî�äÿùåãî áèîðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà è ïîèñêà êîì�ïëåêñíûõ êîðíåé ! ïóòåì ðåøåíèÿ ñëîæíîãî íåëè�íåéíîãî óðàâíåíèÿ. Íåäîñòàòîê ìåòîäà � äîâîëü�íî ãðîìîçäêèé ðàñ÷åò ÿäðà �, çàâèñÿùåãî îò ÷å�òûðåõ ïåðåìåííûõ (L;E;L0; E0) è ÷åòûðåõ èíäåêñîâ(l1; l2; l01; l02). Îäíàêî â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå èíòåðåñóþ�ùèõ íàñ çäåñü ìåäëåííûõ ìîä âîçìîæíû çíà÷èòåëü�íûå óïðîùåíèÿ. Ýòî áóäåò ñäåëàíî â ñëåäóþùåì ðàç�äåëå.3. ÓÏ�ÎÙÅÍÍÎÅ ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÎÅÓ�ÀÂÍÅÍÈÅ ÄËß ÌÅÄËÅÍÍÛÕ ÌÎÄ ÈÀÍÀËÈÇ Å�Î ÑÏÅÊÒ�À3.1. Âûâîä óðàâíåíèÿÇàéìåìñÿ óïðîùåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñëó�÷àÿ ìàëûõ ÷àñòîò ! = i
 è ÷åòíûõ çíà÷åíèé l.Äëÿ ýòèõ öåëåé óäîáíåå îïåðèðîâàòü ñ îðèãèíàëüíîé�îðìîé óðàâíåíèÿ â âèäå (11). Â ïðåäåëå 
 ! 0 ñà�ìûé ãëàâíûé âêëàä â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (11)äàþò ñëàãàåìûå ñ l01 = �l02=2, ïîñêîëüêó âåëè÷è�íà 
l01l02(E0; L0) ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè ïðåöåñ�ñèè 
pr(E0; L0),
l01l02(E0; L0) = l02�
2�12 
1� = l02
pr(E0; L0); (12)êîòîðàÿ ïðè ìàëûõ L òîæå ñòàíîâèòñÿ î÷åíü ìàëîé,
pr(E;L) � $(E)L: (13)Çäåñü �óíêöèÿ $(E) � h�
pr(E;L)=�LiL=0, è äëÿïîòåíöèàëîâ, òàêèõ ÷òî ãðàâèòàöèîííàÿ ñèëà â öåí�òðå èñ÷åçàåò, �00(0) = 0, âûðàæàåòñÿ â âèäå (ñì., íà�ïðèìåð, �îðìóëó (20) ñòàòüè [26℄)688



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 4, 2012 Î ïîðîãîâîé àíèçîòðîïèè : : :$(E) = �(E)� 264 rmax(E)Z0 drr2  1p2E � 2�0(r) �� 1p2E�2�0(0)!� 1rmax(E)p2E�2�0(0)375 ; (14)ãäå �(E) � 
1(E; 0).Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñêîðîñòü ïðåöåñ�ñèè ïðè ìàëûõ L ìîæíî áûëî ïðåäñòàâèòü â âè�äå, ïðîïîðöèîíàëüíîì ïåðâîé ñòåïåíè L, ò. å. â âè�äå (13), ïðîèçâîäíàÿ íåâîçìóùåííîãî ïîòåíöèàëà,�00(r), äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íóëü â öåíòðå. Òàê, èçðàáîòû [31℄ ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïîòåíöèàë âåäåò ñåáÿêàê �0(r) = Krp + 
onst, ïðè÷åì p ëåæèò â äèàïà�çîíå 1 < p < 2, òî ñêîðîñòü ïðåöåññèè ïðîïîðöèî�íàëüíà ïåðâîé ñòåïåíè L, 
pr / L. Ïðè 0 < p < 1çàâèñèìîñòü ñòàíîâèòñÿ óæå èíîé: 
pr / Lp. Â ïî�ãðàíè÷íîì ñëó÷àå, p = 1, ñêîðîñòü ïðåöåññèè 
pr // L ln(1=L). Ñëó÷àé p < 0, êîãäà ñàì ïîòåíöèàë óæåñòàíîâèòñÿ ñèíãóëÿðíûì â öåíòðå, äëÿ ìîäåëåé îáîá�ùåííûõ ïîëèòðîï (1) íåâîçìîæåí. Â ñëåäóþùåì ðàç�äåëå ïîêàçàíî, ÷òî ïîòåíöèàë äëÿ òàêèõ ìîäåëåé âå�äåò ñåáÿ âáëèçè öåíòðà êàê �0(r) = �1+Kr2�s. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî ïðè s < 1 ñêîðîñòü ïðåöåññèè ïðîïîð�öèîíàëüíà L. Îãðàíè÷èìñÿ äàëåå òîëüêî ýòèì äèà�ïàçîíîì çíà÷åíèé s.Âàæíî, ÷òî äëÿ ìîäåëåé îáîáùåííûõ ïîëèòðîïïðåöåññèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé, $ > 0. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî íàïðàâëåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè ïðåöåññèè ýëëèï�òè÷åñêîé 2 : 1-îðáèòû ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì óã�ëîâîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïî îðáèòå. Èìåí�íî ïîýòîìó çäåñü ñëåäóåò îæèäàòü íåóñòîé÷èâîñòèðàäèàëüíûõ îðáèò. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ýëëèïòè÷å�ñêèõ 1 : 1-îðáèò (â íüþòîíîâñêîì ïîëå ìàññèâíîãîöåíòðàëüíîãî òåëà) ïðåöåññèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåòðîãðàä�íîé è íåóñòîé÷èâîñòü ðàäèàëüíûõ îðáèò íå ðàçâè�âàåòñÿ. Çàòî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ äëÿ òàêèõîðáèò âîçìîæíà ãðàâèòàöèîííàÿ êîíóñíàÿ íåóñòîé�÷èâîñòü [25; 26; 32℄.Äàëåå, ïîñêîëüêó îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë ïîL0 äàåò óçêàÿ îáëàñòü ìàëûõ ìîìåíòîâ, $L0 � 
,òàì, ãäå ýòî íåñóùåñòâåííî, ïîëîæèì L0 = 0. Ïîëà�ãàÿ òàêæå â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (11) l1 = �l2=2,L = 0 è îáîçíà÷àÿ ��l2=2;l2(L; 0) = �(E), çàïèøåì�(E) = � 8�G2l+ 1 lXl02=2Dl02l l022 ZZ dE0 L0 dL0�(E0) �� �(E0)�(E;E0) 
pr(E0; L0)�F=�L0
2 + l022
2pr(E0; L0) ;

èëè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî íåâîçìóùåííàÿ �óíêöèÿ ðàñ�ïðåäåëåíèÿ (1) èìååò ñòåïåííóþ ñèíãóëÿðíîñòü ïðèL = 0, ò. å. F (E;L) = g(E)L�s,�(E) = 8�G2l + 1 lXk=2Dkl k2 �� ZZ dE0�(E0) �(E0) g(E0)$(E0)�(E;E0)�� Z0 sL�s+1dL
2 + k2$2(E0)L2 : (15)Èíòåãðàë ïî L, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæå�íèÿ (15), ðàñõîäèòñÿ ïðè 
 = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîïðè ìàëûõ 
 îí äîëæåí áûòü î÷åíü áîëüøèì. Èçñòðóêòóðû ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ÿñíî, ÷òîãëàâíûé âêëàä â íåãî äàåò óçêàÿ îáëàñòü ïî L âáëè�çè íóëÿ ïîðÿäêà L � 
=$. Çàìåíîé L = [
=k j$j℄xèíòåãðàë ïðèâîäèòñÿ ê âèäóZ0 L�s+1 dL
2 + k2$2L2 = 
�s(kj$j)s�2I(s);ãäå I(s) � 1Z0 x�s+1 dx1 + x2 = �2 sin(�s=2) : (16)Â ðåçóëüòàòå âìåñòî (11) ïîëó÷àåì áîëåå ïðîñòîåîäíîìåðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå��(E) = 0Z�0(0) K(E;E0) �(E0) dE0 (17)ñ ÿäðîìK(E;E0) = (4�)2G sign$2l + 1 ssin(�s=2) lXk=2Dkl ks �� rmax(E)Z0 dr rmax(E0)Z0 dr0g(E0)j$js�1(E0) �(E) �� [(2E0 � 2�0(r0)) (2E � 2�0(r))℄�1=2Fl(r; r0):Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå � ñâÿçàíî ñ èíêðåìåíòîì ñî�îòíîøåíèåì � = 
s: (18)Èç âûðàæåíèÿ äëÿ ÿäðà ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî çíà�÷åíèå çíàêà ÷àñòîòû ïðåöåññèè$ êàê �àêòîðà, îïðå�äåëÿþùåãî íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå íåóñòîé÷èâîñòè5 ÆÝÒÔ, âûï. 4 689



Â. Ë. Ïîëÿ÷åíêî, Å. Â. Ïîëÿ÷åíêî, È. �. Øóõìàí ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 4, 2012ðàäèàëüíûõ îðáèò. Ïîñêîëüêó ïðè $ > 0 èíòåãðàëü�íûé îïåðàòîð â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (17) ÿâëÿ�åòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì, âñå åãî ñîáñòâåí�íûå çíà÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíû, è èìåííî â ýòîì ñëó�÷àå ìîæíî îæèäàòü íàëè÷èÿ íåóñòîé÷èâîñòè. Äàëååñ÷èòàåì $ > 0 è çíàêè ìîäóëÿ è ¾sign¿ îïóñêàåì.Ñèììåòðèçóåì ÿäðî. Ïîëàãàÿ	(E) = �(E)pg(E)$s�1(E) ��1(E);ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå�(s)	(E) = 0Z�1 dE0Rs(E;E0)	(E0) (19)ñ ñèììåòðè÷íûì ÿäðîìRs(E;E0) = �(s) �gs(E) gs(E0)$s�1(E) �� $s�1(E0) �(E) �(E0)�1=2 Q(E;E0); (20)ãäåQ(E;E0) = rmax(E)Z0 dr rmax(E0)Z0 dr0Fl(r; r0)�� [(2E0 � 2�0(r0)) (2E � 2�0(r))℄�1=2 ; (21)�(s) = (4�)2G2l + 1 ssin(�s=2) lXk=2Dkl ks: (22)Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííîå â ðàáîòå [23℄îäíîìåðíîå èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå(2.25) â ïðîñòðàíñòâå ðàäèàëüíîé ïåðåìåííîé r ïîë�íîñòüþ ýêâèâàëåíòíî íàøåìó îäíîìåðíîìó èíòå�ãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (17) èëè (19) â ïðîñòðàíñòâåïåðåìåííîé ýíåðãèè E.3.2. Êà÷åñòâåííûé àíàëèç ñïåêòðàÑïåêòð óðàâíåíèÿ (19) îáÿçàí èìåòü òî÷�êó ñãóùåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ÿäðîRs(E;E0) ñèììåòðè÷íî è ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì îïåðà�òîðà òèïà �èëüáåðòà �Øìèäòà â áåñêîíå÷íîìåð�íîì ïðîñòðàíñòâå, ò. å. óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþRR dE dE0jRs(E;E0)j2 < 1, ñïåêòð ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé çàäàâàåìîãî èì îïåðàòîðà �n (n == 0; 1; 2; : : : ) âåùåñòâåí è îáÿçàí èìåòü òî÷êóñãóùåíèÿ, limn!1 �n = 0 [33℄. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ óòâåð�æäåíèåì àâòîðîâ ðàáîòû [23℄ îòíîñèòåëüíî ñïåêòðàïîëó÷åííîãî èìè èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíîãîóðàâíåíèÿ (2.25).

Îäíàêî åñëè ìû âíèìàòåëüíî ïîñìîòðèì íà âèäÿäðà (20) èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, òî ìû îáíàðó�æèì ÿâíîå íåñîîòâåòñòâèå çäðàâîìó ñìûñëó. À èìåí�íî, â ñëó÷àå ÷èñòî èçîòðîïíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ò. å.ïðè s = 0, ÿäðî íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, à îñòàåòñÿêîíå÷íûì. Ïîñìîòðèì, ê êàêèì ñëåäñòâèÿì ýòî ïðè�âîäèò.Çàïèøåì â ÿâíîì âèäå ïðåäåëüíóþ �îðìó èíòå�ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (19) ñ ÿäðîì, â êîòîðîì ïîëî�æèì s = 0. Ïóñòü � � �(0), òîãäà�	(E) = 0Z�1 dE0R0(E;E0)	(E0); (23)
R0(E;E0) = �(0)sg0(E) g0(E0) �(E) �(E0)$(E)$(E0) ��Q(E;E0); (24)ãäå �(0) = 32�G2l + 1 lXk=2Dkl :Â ÷àñòíîñòè, äëÿ l = 2 èìååì D22 = 3=8 è, ó÷èòûâàÿ,÷òî â íàøèõ åäèíèöàõ 4�G = 1, ïîëó÷àåì �(0) == 3=5.ßäðî R0(E;E0) óðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëüíî, ïðè�÷åì èíòåãðàë R 0�1R0(E;E0) dE0 åñòü âåëè÷èíà ïîðÿä�êà åäèíèöû. Ïîýòîìó ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé�n ïîëîæèòåëåí è èìååò òî÷êó ñãóùåíèÿ � = +0.Ïðè ýòîì âàæíî, ÷òî �0 è, âîçìîæíî, åùå íåñêîëüêîïåðâûõ çíà÷åíèé �n òîæå ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè ïîðÿä�êà åäèíèöû. Çäåñü èíäåêñ ¾n¿ ó ñîáñòâåííûõ çíà÷å�íèé � ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó íóëåé ñîáñòâåííîé �óíê�öèè 	(E) (à òàêæå ÷èñëó íóëåé ðàäèàëüíîé ÷àñòèïîòåíöèàëà �(r)). Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî íàáîð áåç�ðàçìåðíûõ ÷èñåë �n óíèâåðñàëåí â òîì ñìûñëå, ÷òîçàâèñèò òîëüêî îò ¾áàçîâîé¿ èçîòðîïíîé ìîäåëèF (E) = g0(E) � C(0; q)(�E)q ;îò êîòîðîé ¾îòâåòâëÿåòñÿ¿ äàííàÿ àíèçîòðîïíàÿ ñå�ðèÿ, êîãäà ïàðàìåòð s ñòàíîâèòñÿ îòëè÷íûì îò íóëÿ.Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å íåò âíóòðåí�íåãî ìàëîãî ïàðàìåòðà, ñâÿçàííîãî ñ íàëè÷èåì òÿ�æåëîãî ïî÷òè îäíîðîäíîãî ãàëî (òàêàÿ çàäà÷à áûëàðàññìîòðåíà íåäàâíî [34℄). Ïîýòîìó çäåñü íåò îñíî�âàíèé îæèäàòü ìåäëåííîñòè ïðåöåññèè âñåõ îðáèò,à íå òîëüêî îðáèò, áëèçêèõ ê ðàäèàëüíûì, è, ñî�îòâåòñòâåííî, íåò îñíîâàíèé îæèäàòü ñâÿçàííîé ñ690



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 4, 2012 Î ïîðîãîâîé àíèçîòðîïèè : : :Òàáëèöà. Âåëè÷èíû ïåðâûõ ñåìè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé �n (ò. å. �n ïðè s = 0) êâàäðóïîëüíîé ãàðìîíèêè l = 2 èäâóõ ñëåäóþùèõ ñ�åðè÷åñêèõ ãàðìîíèê (l = 4 è l = 6) äëÿ ñåðèè ñ q = 1:0l nn 0 1 2 3 4 5 62 3.7851 1.0301 0.4762 0.2637 0.1621 0.1068 0.07414 1.3838 0.4194 0.2215 0.1370 0.0921 0.0654 0.04846 0.7029 0.2209 0.1232 0.0803 0.0566 0.0419 0.0322ýòèì ìàëûì ïàðàìåòðîì ìàëîñòè ñîáñòâåííûõ ÷àñ�òîò. Åäèíñòâåííûé ìàëûé ïàðàìåòð â çàäà÷å âîç�íèêàåò, êîãäà ìû ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ ñèñòå�ìû, áëèçêîé ê èçîòðîïíîé (ìàëûå s). Â ýòîì ñëó÷àåìàëîñòü ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò (èíêðåìåíòîâ) äîëæíàáûòü ñâÿçàíà ñ ìàëîñòüþ ïàðàìåòðà s. Îäíàêî èìåí�íî ýòîò ý��åêò â ðàññìàòðèâàåìîì óðàâíåíèè îêà�çàëñÿ ¾îòêëþ÷åííûì¿. Ôîðìàëüíî ýòî ñëåäóåò èç òî�ãî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (19)íå èñ÷åçàåò ïðè s = 0. Ïîýòîìó íåò íèêàêèõ îñíîâà�íèé îæèäàòü, ÷òî åãî ïåðâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ�n áóäóò ìàëû èëè õîòÿ áû ìåíüøå åäèíèöû. (�à�çóìååòñÿ, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèåáîëüøèì çíà÷åíèÿì n, ò. å. ìíîãîóçëîâûì ìîäàì, áó�äóò ìàëû, çà ñ÷åò âçàèìíîé êîìïåíñàöèè âêëàäîââ ðàçíûõ îáëàñòÿõ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ âïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (19), íî äëÿ ïåðâûõ ìîäòàêîé êîìïåíñàöèè íå ïðîèñõîäèò.) Äåéñòâèòåëüíî,íàø ÷èñëåííûé ðàñ÷åò ñåðèè, ðàññìîòðåííîé â ðàáî�òå [23℄, ò. å. q = 1, s � 0, äàë íàáîð äëÿ ïåðâûõ ñå�ìè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êâàäðóïîëüíîé ãàðìîíèêèl = 2 è äâóõ áîëåå âûñîêèõ ãàðìîíèê l = 4 è l = 6,ïðèâåäåííûé â òàáëèöå.Êàê âèäíî èç òàáëèöû, ïåðâûå äâà ñîáñòâåííûõçíà÷åíèÿ äëÿ l = 2 è îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå äëÿl = 4 áîëüøå åäèíèöû (âûäåëåíû æèðíûì øðè��òîì). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñêîëü óãîäíî ìàëàÿ àíèçî�òðîïèÿ (ò. å. ñêîëü óãîäíî ìàëîå s), ïðèâîäèò ê òî�ìó, ÷òî èíêðåìåíòû ïåðâûõ äâóõ ìîä (äëÿ l = 2)îêàçûâàþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî âåëèêè:
n = �1=sn / exp�1s ln �n� ; n = 0; 1; (25)õîòÿ èíêðåìåíòû îñòàëüíûõ ìîä, äåéñòâèòåëüíî,ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëû:
n(s) = �1=sn / exp��1s ln 1�n� ; n � 2: (26)Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî, ïîñêîëüêó äëÿ èçîòðîï�íîé ñèñòåìû âñå íåóñòîé÷èâûå ìîäû äîëæíû ñòàíî�âèòüñÿ óñòîé÷èâûìè, â íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé

îêðåñòíîñòè s = 0 âñå îíè äîëæíû ïðàâèëüíî îïè�ñûâàòüñÿ ¾ìåäëåííûì¿ óðàâíåíèåì. Ïîýòîìó îøè�áî÷íî îòáðîøåííàÿ àâòîðàìè ðàáîòû [23℄ áåçóçëàÿ(íàèáîëåå íåóñòîé÷èâàÿ) ìîäà òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ïî�ñòîðîííåé.3.3. Èñïðàâëåííàÿ �îðìà óðàâíåíèÿ äëÿìåäëåííûõ ìîä�åçóëüòàò (25) ÿâíî ïðîòèâîðå÷èò òàêæå èñõîä�íîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ. Äåéñòâèòåëüíî, èçñàìîãî âèäà èíòåãðàëà ïî L â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíå�íèÿ (15), êîòîðîìó ÿäðî îáÿçàíî ñâîèì ïðîèñõîæäå�íèåì, î÷åâèäíî, ÷òî ïðè s = 0 îí äîëæåí îáðàùàòü�ñÿ â íóëü (�F=�L = 0 ïðè s = 0). Íåñëîæíî ïîíÿòü,÷òî �îðìàëüíàÿ ïðè÷èíà òîãî, ÷òî ÿäðî ïðè s = 0îêàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, à íå îáðàùàåòñÿ â íóëü âìå�ñòå ñ s, â òîì, ÷òî ìû ðàñïðîñòðàíèëè èíòåãðèðî�âàíèå â èíòåãðàëå (16) äî áåñêîíå÷íîñòè. Íî òîãäàî÷åâèäíî, ÷òî ïðè s = 0 ýòîò èíòåãðàë ïðåâðàùàåòñÿâ R Lmax0 LdL=(
2+k2$2 L2) è ðàñõîäèòñÿ íà âåðõíåìïðåäåëå, åñëè âåðõíèé ïðåäåë ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè.Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòà ïðîöåäóðà îçíà÷à�åò, ÷òî ìû �àêòè÷åñêè ïðèïèñàëè ñâîéñòâà ðàäè�àëüíûõ îðáèò âñåì îðáèòàì. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèåîïðàâäàíî ïðè êîíå÷íîì s, îäíàêî äëÿ î÷åíü ìàëûõs ñòàâèòü â êà÷åñòâå âåðõíåãî ïðåäåëà ïî L áåñêî�íå÷íîñòü íåêîððåêòíî. Âñïîìíèì, ÷òî íà ñàìîì äå�ëå âåðõíèé ïðåäåë êîíå÷åí, îí ñîâïàäàåò ñ L
ir
(E).�àçóìååòñÿ, ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ñòàðîìâèäå, ãäå ìû îãðàíè÷èëèñü ëèíåéíûì ïðåäñòàâëåíè�åì äëÿ ñêîðîñòè ïðåöåññèè è ñäåëàëè äðóãèå óïðîùå�íèÿ, êîòîðûå âåðíû òîëüêî äëÿ ïî÷òè ðàäèàëüíûõîðáèò, óæå íåïðèìåíèìî, îäíàêî äëÿ êà÷åñòâåííîãîðàññìîòðåíèÿ îáëàñòè î÷åíü ìàëûõ s íàì ýòîãî äî�ñòàòî÷íî. Èòàê, ïîäñòàâèì â êà÷åñòâå âåðõíåãî ïðå�äåëà â èíòåãðàëå ïî L âåëè÷èíó L
ir
(E). ÇàìåíîéL = [
=k$℄x èíòåãðàë ïðèâîäèòñÿ ê âèäó691 5*
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ir
Z0 L�s+1dL
2+k2$2 L2 = 
�s(k$)s�2 k$L
ir
=
Z0 x�s+1 dx1+x2 :Ïîñêîëüêó$L
ir
 = 
2(E;L
ir
(E)) � 12 
1(E;L
ir
(E)) == 
� 12{;ãäå 
 è { � ñîîòâåòñòâåííî êðóãîâàÿ è ýïèöèêëè÷åñ-êàÿ ÷àñòîòû, ìû ìîæåì â êà÷åñòâå âåðõíåãî ïðåäåëàñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëåííîãî ìíîæèòåëÿ ïîñòàâèòü õà�ðàêòåðíóþ äèíàìè÷åñêóþ ÷àñòîòó 
 � 
D:L
ir
Z0 L�s+1dL
2 + k2$2 L2 � 
�s(k$)s�2 
=
Z0 x�s+1 dx1 + x2 �� 
�s(k$)s�2 �I �s; 

� :Âàæíî ïîìíèòü, ÷òî ïàðàìåòð 
=
 ñ÷èòàåòñÿ ìà�ëûì: 
=
� 1. Ïîëàãàÿ z = (1 + x2)�1, ïîëó÷èì�I�s;
=
�= 12 1Z
2=
2 dz zs=2�1(1� z)s=2 ;è ïðè ìàëûõ s ýòîò èíòåãðàë åñòü�I �s; 

� = 1s h1�� 

�si = 1s �1� exp��s ln 

 �� :Âèäíî, ÷òî òåïåðü ïðè s ! 0 ýòîò èíòåãðàëíå îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü êàê 1=s, à îñòà�åòñÿ êîíå÷íûì, õîòÿ è ëîãàðè�ìè÷åñêè áîëüøèì,�I�s = 0; 
=
�= ln(
=
), òàê ÷òî ïðè óìíîæåíèèíà s ìû áóäåì èìåòü ÿäðî, îáðàùàþùååñÿ â íóëüïðè s = 0. Íàïèñàòü ÿâíîå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæå�íèå äëÿ èíòåãðàëà �I�s; 
=
� ïðè ïðîèçâîëüíûõ, àíå î÷åíü ìàëûõ çíà÷åíèÿõ s, íåâîçìîæíî. Êðîìå òî�ãî, ó÷èòûâàÿ ãðóáîñòü íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ, ãäå ìûàïïðîêñèìèðóåì ëèíåéíûé çàêîí äëÿ ñêîðîñòè ïðå�öåññèè (13) âïëîòü äî êðóãîâûõ îðáèò, â âûðàæåíèè(21) äëÿ Q(E;E0), âõîäÿùåì â ÿäðî, ñ÷èòàåì îðáè�òû ðàäèàëüíûìè, à ÷àñòîòó ïðåöåññèè íà êðóãîâûõîðáèòàõ çàìåíÿåì íà íåêîòîðóþ ñðåäíþþ ïî ñ�åðå÷àñòîòó 
, áðàòü ýòîò èíòåãðàë òî÷íåå íåò ñìûñëà.Ïðîùå íàïèñàòü äëÿ íåãî ìîäåëüíîå âûðàæåíèå ñíóæíûìè ñâîéñòâàìè. Çàïèøåì�I�s;
=
�= �2 sin(�s=2) h1� � 

�si == �2 sin(�s=2) �1� exp��s ln 

 �� : (27)

Ïðè òàêîé çàïèñè âèäíî, ÷òî ïðè î÷åíü ìàëûõ s,s � �ln(
=
)��1 � 1, èíòåãðàë êîíå÷åí, �I�s; 
=
��� ln(
=
), à ïðè s � �ln(
=
)��1 îí ñîâïàäàåò ñîñòàðûì âûðàæåíèåì (16) äëÿ I(s).Òåïåðü ìû ãîòîâû íàïèñàòü èñïðàâëåííûéâèä èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ýòîìó óðàâíåíèþìîæíî ïðèäàòü ïðåæíèé âèä (19), ò. å. �	(E) == R dE0R(E;E0)	(E0), ñîõðàíèâ ïðåæíåå ÿäðî(20)�(22), îäíàêî òåïåðü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå �áóäåò ñâÿçàíî ñ èíêðåìåíòîì íîâûì ñîîòíîøåíèåì.Âìåñòî ñòàðîãî ñîîòíîøåíèÿ (18), � = 
s, èìååì� = 
s1� �
=
�s ; 
 = � �1 + �=
s�1=s: (28)Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïðè òàêîé ñâÿçè èíêðåìåíòà 
ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì � îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âáëèçès = 0 èíêðåìåíòû âñåõ ìîä ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëû.Â ýòîì ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå îò ñïåêòðà íåèñ�ïðàâëåííîãî óðàâíåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ñïåêòð ñîá�ñòâåííûõ çíà÷åíèé �n(s) îñòàåòñÿ ïðåæíèì, îäíàêîòåïåðü â ïðåäåëå s! 0 èìååì
n(s) / � �n1 + �n�1=s = exph�1s ln�1 + 1�n�i: (29)Î÷åâèäíî, ÷òî íåçàâèñèìî îò òîãî, áîëüøå èëè ìåíü�øå âåëè÷èíà ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ �n ïî ñðàâíå�íèþ ñ åäèíèöåé, ìû èìååì ýêñïîíåíöèàëüíîå óáû�âàíèå èíêðåìåíòîâ âñåõ ìîä ïðè s ! 0. (Ïðåäýêñ�ïîíåíòó â (29) ìîæíî òîæå âûïèñàòü, íî äëÿ ýòîãîíàäî çíàòü ïîïðàâêó O(s) ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì� = �(0).)Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ïðèâåäåì ñîîòíîøå�íèå, ñâÿçûâàþùåå ðàäèàëüíóþ ñòðóêòóðó ñîáñòâåí�íîé �óíêöèè âîçìóùåíèÿ ïîòåíöèàëà �n(r) 
 ñîá�ñòâåííîé �óíêöèåé 	n(E) èíòåãðàëüíîãî óðàâíå�íèÿ (19). Íå îñòàíàâëèâàÿñü íà ïîäðîáíîñòÿõ, ïðè�âåäåì ðåçóëüòàò:�n(r) = 0Z�1 pg(E)$s�1(E) �(E) 	n(E) dE �� rmax(E)Z0 dr0Fl(r; r0)p2E � 2�0(r0) : (30)Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ�÷åòîâ èíêðåìåíòîâ íåñêîëüêèõ ñåðèé ìîäåëåé îáîá�ùåííûõ ïîëèòðîï.692



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 4, 2012 Î ïîðîãîâîé àíèçîòðîïèè : : :4. ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÅ ÌÎÄÛ ÌÎÄÅËÅÉÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕ ÏÎËÈÒ�ÎÏ4.1. Âû÷èñëèòåëüíûå àñïåêòûÄëÿ íàõîæäåíèÿ íåóñòîé÷èâûõ ìîä èíòåãðàëü�íîãî óðàâíåíèÿ (19) íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü âõîäÿ�ùèå â íåãî �óíêöèè Rs(E;E0), $(E) è ïîòåíöèàëà�0(r). Óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿ áåçðàçìåðíîãî íåâîç�ìóùåííîãî ïîòåíöèàëà  (r) â åäèíèöàõ (3) çàïèøåìâ âèäå d2 dr2 + 2r d dr + r�s  q+(3�s)=2 = 0; (31)ïðè÷åì îäíî èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé åñòü  (0) = 1.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âòîðîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ çàìå�òèì, ÷òî óðàâíåíèå (31) èìååò ðåøåíèå â âèäå ðÿäàïî ñòåïåíÿì ïåðåìåííîé z = r2�s � rp è ïîëîæèì, (r) =  (z1=p) � � (z). Òîãäà èç (31) ïîëó÷èìd2 � dz2 + 3� s2� s 1z d � dz + 1(2� s)2 1z � q+(3�s)=2 = 0: (32)Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè z � 1 ðåøåíèå èìååòñëåäóþùèé àñèìïòîòè÷åñêèé âèä:� (z) = 1 +D1z +D2z2 +O(z3);ãäå (2� s)(3� s)D1 = �1;(4� 2s)(5� 2s)D2 = ��q + (3� s)=2�D1(
ð. ñ �îðìóëàìè Ïðèëîæåíèÿ À â ñòàòüå [35℄, ïîñâÿ�ùåííîé èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ìîäåëåé îáîá�ùåííûõ ïîëèòðîï îòíîñèòåëüíî ðàäèàëüíûõ âîçìó�ùåíèé). Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì âìåñòî óðàâíå�íèÿ (31) ðåøàòü óðàâíåíèå (32) äëÿ �óíêöèè � (z)ìåòîäîì �óíãå �Êóòòà, ñòàðòóÿ ñ òî÷êè z = 0, â êîòî�ðîé çàäàþòñÿ äâà ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ, � (z = 0) = 1,�d � =dz�z=0 = D1. Ïðàâàÿ ãðàíèöà îáëàñòè èíòåãðè�ðîâàíèÿ, z = zR, îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ � (zR) = 0.Ïðè ýòîì ðàäèóñ øàðà R = z1=(2�s)R .Ñëåäóþùèé ýòàï � âû÷èñëåíèå ðàäèàëüíîé îð�áèòàëüíîé ÷àñòîòû �(E) � 
1(E;L = 0) è ñêîðîñòèïðåöåññèè, à òî÷íåå, �óíêöèè $(E). Ïîñëåäíÿÿ âû�÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî (14). Ïîñêîëüêó íàñ çäåñü îñî�áåííî èíòåðåñóåò ñëó÷àé ìàëûõ s, êîãäà ïîòåíöè�àë âáëèçè öåíòðà áëèçîê ê êâàäðàòè÷íîìó, ïðèâå�äåì àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ $(E) äëÿ çâåçäñ ýíåðãèåé " � E + 1� 1, îðáèòû êîòîðûõ öåëèêîìëåæàò âáëèçè öåíòðà øàðà, rmax(")� R, è s� 1:$(") = 140�q + 32� h1 + 1160"�1� 2627 q�i+ s12 ":

Îíî ïîëåçíî â êà÷åñòâå òåñòà ïðàâèëüíîñòè ÷èñëåí�íîãî ñ÷åòà. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ s < 1 (íå ñëèø�êîì áëèçêèõ ê íóëþ è åäèíèöå) òåñòîâûå àíàëèòè�÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ �(") è $(") äëÿ ¾çàïåðòûõ¿âáëèçè öåíòðà çâåçä, "� 1, èìåþò âèä�(") = p2��(1=p+ 1=2)�(1 + 1=p) K1=p "1=2�1=p;$(") = ��(1=2+1=p) �(1�1=p)�(1+1=p) �(1=2�1=p) K2=p"�2=p > 0; (33)ãäå K�1 = p(1 + p), p = 2� s.Íàêîíåö, íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü ÿäðî Rs(E;E0).Íàèáîëüøèå ÷èñëåííûå ïðîáëåìû äîñòàâëÿåò âû�÷èñëåíèå (ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâ�êè àðãóìåíòîâ) �óíêöèè Q(E;E0) (21), âõîäÿùåé ââûðàæåíèå äëÿ ÿäðà èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (20).Ïðèâåäåì ïàðó îïîðíûõ òåñòîâûõ àíàëèòè÷åñêèõàñèìïòîòè÷åñêèõ �îðìóë, ñïðàâåäëèâûõ â îáëàñòè" � "0 � 1.Íà ¾äèàãîíàëè¿ " = "0 � 1 ïðè s = 0 è l = 2èìååì Q("; ") =r32 �12 +GC� = 1:734 "�1=2;ãäå GC = 0:915695594 : : : � ïîñòîÿííàÿ Êàòàëàíà.Äëÿ "0 � " � 1 è ïðîèçâîëüíûõ s èìååì äëÿl = 2Q("; "0) = 5p�12p �(1=p)�(1=p+ 1=2) ��K�1=p "�1=2 ("0)1=p�1=2: (34)Â ÷àñòíîñòè, ïðè s = 0 (ò. å. p = 2) �óíêöèÿ Q("; "0)íå çàâèñèò îò "0:Q("; "0) = �5p6�=24� "�1=2 = 1:603 "�1=2:4.2. Ñïåêòðû íåóñòîé÷èâûõ ìîäÈíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (19) ðåøàëîñü ÷èñëåí�íî äëÿ ìîä ñ óãëîâîé ñòðóêòóðîé, ñîîòâåòñòâóþùåél = 2; 4; 6. Ïðåæäå âñåãî íàñ èíòåðåñîâàëè ìîäåëèîáîáùåííûõ ïîëèòðîï, îòâå÷àþùèå ìàëûì çíà÷åíè�ÿì ïàðàìåòðà s� 1, ñ öåëüþ âûÿñíåíèÿ ñòåïåíè ìà�ëîñòè èíêðåìåíòîâ íàðàñòàíèÿ ñëàáîàíèçîòðîïíûõñèñòåì. Äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ íàøèõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðå�çóëüòàòàìè ðàáîòû [23℄ íåîáõîäèìî èìåòü âîçìîæ�íîñòü âû÷èñëÿòü èíêðåìåíòû ïðè s = 2=3 è s = 1=3(èõ ìîäåëè B è C). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îãðàíè�÷èëèñü òîëüêî äèàïàçîíîì 0 � s � 0:8, õîòÿ ïðèíöè�ïèàëüíûõ òðóäíîñòåé ðàñøèðèòü åãî äî s = 1 íåò.693
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�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü õàðàêòåðíîé ÷àñòîòû 
D îòïàðàìåòðà s äëÿ q = 1 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è q = 0:7(øòðèõîâàÿ ëèíèÿ)Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî ïîâåäåíèå õàðàêòåðíîé ÷àñòî�òû 
D(s) =pGM=2R3 äëÿ äâóõ çíà÷åíèé ïàðàìåò�ðà q. Âèäíî, ÷òî çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû âî âñåì äèàïà�çîíå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà s ñëàáàÿ è èìååò ïîðÿäîê
D � 0:1.Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà sèíêðåìåíòîâ íàðàñòàíèÿ ïåðâûõ ÷åòûðåõ íàèáîëååíåóñòîé÷èâûõ ìîä â åäèíèöàõ õàðàêòåðíîé ÷àñòî�òû 
D äëÿ q = 1. Øòðèõîâûå ëèíèè ïîêàçûâàþòïîâåäåíèå èíêðåìåíòîâ íàðàñòàíèÿ, ðàññ÷èòàííûõ ñïîìîùüþ óðàâíåíèé (18) è (19), ÷òî ýêâèâàëåíòíîóðàâíåíèþ, èñïîëüçîâàííîìó â ðàáîòå [23℄. Ñðàâíå�íèå ñî çíà÷åíèÿìè èíêðåìåíòîâ íàðàñòàíèÿ èç öèòè�ðîâàííîé ðàáîòû (ìîäåëè B è C) ïîêàçûâàåò óäîâëå�òâîðèòåëüíîå ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ äëÿ s = 1=3è s = 2=3. Öè�ðàìè îáîçíà÷åíû íîìåðà ìîä (0 �áåçóçëîâàÿ ìîäà, 1 � ìîäà ñ îäíèì óçëîì, è ò. ä.).Èíêðåìåíòû íàðàñòàíèÿ ïåðâûõ äâóõ ìîä îêàçûâà�þòñÿ áûñòðî ðàñòóùèìè ïðè ïðèáëèæåíèè ìîäåëè êèçîòðîïíîìó ïðåäåëó, îñòàëüíûå æå � áûñòðî óáû�âàþùèìè äî íóëÿ.Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíî ïîâåäåíèå èíêðå�ìåíòîâ, ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ èñïðàâëåííîãî óðàâ�íåíèÿ (28). Âèäíî, ÷òî èíêðåìåíòû íàðàñòàíèÿ âñåõìîä äåìîíñòðèðóþò ðàçóìíîå ïîâåäåíèå, áûñòðîóáûâàÿ äî íóëÿ ïðè s! 0.Îáëàñòü s � 0 õîðîøî âèäíà íà ðèñ. 2á. Áëàãîäà�ðÿ ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó óáûâàíèÿ èíêðåìåí�òîâ íàðàñòàíèÿ, ïðè s < 0:01 èõ çíà÷åíèÿ ñòàíîâÿòñÿíè÷òîæíî ìàëûìè.Íà ðèñ. 3à ïîêàçàíû ïåðâûå ñîáñòâåííûå �óíê�öèè 	n(E) (n = 0; 1; 2; 3) èíòåãðàëüíîãî óðàâíå�íèÿ (19) äëÿ ìîäåëè 
 s = 1=3 è q = 1 è ñîîòâåòñòâóþ�ùèå èì ñîáñòâåííûå �óíêöèè �n(r) ðàäèàëüíîé ÷à�ñòè ïîòåíöèàëà, ðàññ÷èòàííûå ïî �îðìóëå (30). Âèä�íî, ÷òî îíè èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî óçëîâ, ñîâïàäà�

þùåå ñ n. Âèä ðàäèàëüíûõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé�(r) êà÷åñòâåííî ñîãëàñóåòñÿ ñ èõ âèäîì, ïðåäñòàâ�ëåííûì íà ðèñ. 1 ñòàòüè [23℄, â êîòîðîé îíè ÿâëÿ�þòñÿ ðåøåíèÿìè èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ�íåíèÿ (2.25) ýòîé ñòàòüè.Èíòåðåñíî ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ íåóñ-òîé÷èâîñòè ïðè ïîìîùè íàøåãî èíòåãðàëüíîãî óðàâ�íåíèÿ äëÿ ìåäëåííûõ ìîä ñ íåçàâèñèìûìè ðàñ÷å�òàìè ìîäåëåé îáîáùåííûõ ïîëèòðîï äðóãèìè ìåòî�äàìè. Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü èíêðå�ìåíòîâ íàðàñòàíèÿ ïåðâûõ ñåìè ìîä îò ïàðàìåòðàs äëÿ q = 0:7. Êðåñòàìè ïîêàçàíû òî÷êè èç ìîíî�ãðà�èè [9℄, ïîëó÷åííûå ìàòðè÷íûì ìåòîäîì. Âèäíî,÷òî ðåçóëüòàòû íåâàæíî ñîãëàñóþòñÿ äðóã ñ äðóãîì,òàê ÷òî íåïîñðåäñòâåííóþ ¾ñøèâêó¿ êðèâîé, ïîëó�÷åííîé ìàòðè÷íûì ñïîñîáîì, è íîâîé êðèâîé äëÿîñíîâíîé ìîäû (n = 0) ïðîâåñòè íåâîçìîæíî.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè èí�òåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî s äëÿ ìåäëåííûõ ìîäîãðàíè÷åíà ìàëûìè çíà÷åíèÿìè èíêðåìåíòîâ (ïîñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíîé äèíàìè÷åñêîé ÷àñòîòîé
D, êîòîðàÿ â íàøèõ åäèíèöàõ, íàïîìíèì, òîæå ìà�ëà). Äëÿ ìîä ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè n ýòî îãðà�íè÷åíèå íèêàê íå ñêàçûâàåòñÿ, ïîñêîëüêó èõ èíêðå�ìåíò ìàë �àêòè÷åñêè ïðè âñåõ s, îäíàêî äëÿ ïåðâûõìîä, è îñîáåííî äëÿ ñàìîé íåóñòîé÷èâîé (îñíîâíîé)ìîäû ýòî îãðàíè÷åíèå ñóùåñòâåííî. Äåéñòâèòåëüíî,ïîñêîëüêó ñ ðîñòîì àíèçîòðîïèè (ñ ðîñòîì ïàðàìåò�ðà s) èíêðåìåíòû ðàñòóò, ïðè÷åì ÷åì ìåíüøå íî�ìåð n ìîäû, òåì áîëüøå åå èíêðåìåíò, îêàçûâàåòñÿ,÷òî îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè óðàâíåíèÿ äëÿ îñíîâíîéìîäû (n = 0) îãðàíè÷åíà äîâîëüíî ìàëûìè çíà÷å�íèÿìè s (ñêàæåì, ïðèìåðíî s . 0:15). Âîçìîæíî,èìåííî ïîýòîìó íåïîñðåäñòâåííî ¾ñøèòü¿ ïîëó÷åí�íóþ â [9℄ êðèâóþ 
(s), ¾îáîðâàííóþ¿ ïðè s � 0:6,
 = 0:004 (èç-çà íåâîçìîæíîñòè ïðè ìåíüøèõ s äî�áèòüñÿ íàäåæíûõ ðåçóëüòàòîâ ìàòðè÷íûì ìåòîäîì),è êðèâóþ 
0(s) äëÿ îñíîâíîé ìîäû, ïîëó÷åííóþ âíàñòîÿùåé ðàáîòå ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî óðàâ�íåíèÿ (19), íå óäàåòñÿ. Íà ðèñ. 4 ýòà îáëàñòü ïî s,â êîòîðîé íåò óâåðåííûõ çíà÷åíèé äëÿ èíêðåìåíòà,ïîêàçàíà øòðèõàìè.5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÍà ïðèìåðå îáîáùåííî-ïîëèòðîïíûõ ìîäåëåé (1)ìû èññëåäîâàëè îñòàâàâøèéñÿ äî ñèõ ïîð íåÿñíûìâîïðîñ î òîì, êàêèì îáðàçîì ïðîèñõîäèò ïåðåõîäîò íåóñòîé÷èâûõ ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ ñèñòåìê óñòîé÷èâûì. Ëèáî ýòîò ïåðåõîä èìååò ìåñòî ïðèíåêîòîðîì êîíå÷íîì çíà÷åíèè àíèçîòðîïèè (ñîîò�694
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ìàñøòàáèðîâàííûõ èíêðåìåíòîâ íàðàñòàíèÿ �n � 
n=
D ÷åòûðåõ ñàìûõ íåóñòîé÷èâûõ ìîä îòïàðàìåòðà s äëÿ ìîäåëè q = 1 â îáû÷íûõ (à) è ëîãàðè�ìè÷åñêèõ (á ) êîîðäèíàòàõ: øòðèõîâûå ëèíèè � ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ (18), ñïëîøíûå � èñïðàâëåííûå ðåøåíèÿ (28); íà ðèñ. à ïîêàçàíû òàêæå çíà÷åíèÿ �n, ïîëó÷åííûå â [23℄äëÿ ìîäåëè B (s = 2=3, �) è ìîäåëè C (s = 1=3, N). Çíà÷åíèå õàðàêòåðíîé ÷àñòîòû ïðåöåññèè ïðèíÿòî ðàâíûì
 = 0:08
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�èñ. 3. Âèä ïåðâûõ ÷åòûðåõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé êâàäðóïîëüíîé ãàðìîíèêè l = 2: à � ðåøåíèÿ 	n(E) èíòåãðàëü-íîãî óðàâíåíèÿ; á � ðàäèàëüíàÿ ÷àñòü �n(r) ïîòåíöèàëà. Íîðìèðîâêà �óíêöèé ïðîèçâîëüíà (19)âåòñòâóþùåì ïàðàìåòðó ìîäåëè s = s
r > 0), ëèáîíåóñòîé÷èâîñòü, ïóñòü ñëàáàÿ, ñîõðàíÿåòñÿ âïëîòüäî èçîòðîïíîãî ïðåäåëà (s = 0), ãäå îíà îáÿçàíàèñ÷åçíóòü â ñîãëàñèè ñ óæå äàâíî óñòàíîâëåííûìèîáùèìè ðåçóëüòàòàìè òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ñ�åðè÷å�ñêèõ çâåçäíûõ ñêîïëåíèé. Ïåðâàÿ âîçìîæíîñòü áû�ëà âûñêàçàíà â ìîíîãðà�èè [9℄ íà îñíîâàíèè ðåçóëü�òàòîâ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ìîäåëåé (1) ìàò�ðè÷íûì ìåòîäîì. Îêàçàëîñü, ÷òî ïî ìåðå óìåíüøå�íèÿ ïàðàìåòðà s îò çíà÷åíèÿ s = 2, ñîîòâåòñòâó�þùåãî ñèëüíîíåóñòîé÷èâîé ñèñòåìå ñ ÷èñòî ðàäè�àëüíûìè îðáèòàìè, èíêðåìåíò íåóñòîé÷èâîñòè ìî�íîòîííî óìåíüøàåòñÿ è ïðè çíà÷åíèè s � 0:6 ñòàíî�âèòñÿ î÷åíü ìàëûì. Ñäåëàííûé â öèòèðîâàííîé ìî�íîãðà�èè åñòåñòâåííûé, êàçàëîñü áû, âûâîä î òîì,÷òî ïðè ýòîì (èëè áëèçêîì) çíà÷åíèè s êàê ðàç èïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò íåóñòîé÷èâûõ ìîäåëåé (ïðè

s > 0:6) ê óñòîé÷èâûì (ïðè s < 0:6), áûë, îäíàêî,ïîñòàâëåí ïîä ñîìíåíèå â ðàáîòå [23℄.Àâòîðû ðàáîòû [23℄ ïîêàçàëè, ÷òî íåóñòîé÷èâû�ìè, êîíå÷íî ñ î÷åíü ìàëûìè èíêðåìåíòàìè, ÿâëÿþò�ñÿ äàæå ñèñòåìû, ñêîëü-óãîäíî áëèçêèå ê èçîòðîï�íûì. Íàñêîëüêî îíè ìàëû, èç ýòîé ðàáîòû áûëîíåÿñíî. Áîëåå òîãî, äîïóùåííàÿ àâòîðàìè íåñòðî�ãîñòü ïðè âûâîäå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ìåä�ëåííûõ ìîä íå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü åãî â ñàìîéèíòåðåñíîé äëÿ îáñóæäàåìîãî âîïðîñà îáëàñòè âáëè�çè s = 0. Â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ ïðè÷èíà íåêîð�ðåêòíîãî ïîâåäåíèÿ îñíîâíîé (áåçóçëîâîé) íàèáîëååíåóñòîé÷èâîé ìîäû è ¾ñîñåäíåé¿, îäíîóçëîâîé, ìî�äû: èíêðåìåíòû íåóñòîé÷èâîñòè ýòèõ ìîä íåîãðà�íè÷åííî ðîñëè ïðè ïðèáëèæåíèè ê s = 0. �àçóì�íîå ïîâåäåíèå îñíîâíîé ìîäû, êàê è ñîñåäíèõ ìîä,áûëî âîññòàíîâëåíî â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîñëå êîð�695



Â. Ë. Ïîëÿ÷åíêî, Å. Â. Ïîëÿ÷åíêî, È. �. Øóõìàí ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 4, 2012
1 2 6

53 4

0 0.2 0.4 0.6 0.8
s

10−6

10−5

10−4

10−3

10−2

γn

n = 0

�èñ. 4. Çàâèñèìîñòü èíêðåìåíòîâ íàðàñòàíèÿ 
n(28) ïåðâûõ ñåìè ñàìûõ íåóñòîé÷èâûõ ìîä îò ïà-ðàìåòðà s äëÿ ìîäåëè q = 0:7. Êðåñòàìè îòìå÷å-íû çíà÷åíèÿ èíêðåìåíòîâ íàðàñòàíèÿ, ïðèâåäåííûåâ [9℄. Çíà÷åíèå õàðàêòåðíîé ÷àñòîòû 
 ïðèíÿòî ðàâ-íûì 0:02ðåêöèè ìåäëåííîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Îêà�çàëîñü, ÷òî èíêðåìåíòû íåóñòîé÷èâîñòè âñåõ ìîä,õîòü è íå èñ÷åçàþò âïëîòü äî èçîòðîïíîãî ïðåäåëà,ñòàíîâÿòñÿ âáëèçè îò íåãî ìàëûìè ýêñïîíåíöèàëü�íî, 
 / exp(�a=s). Ôàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò óñòîé�÷èâîñòü, åñëè ó÷åñòü êîíå÷íîå âðåìÿ æèçíè ðåàëü�íûõ àñòðîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ è ê òîìó æå ïðè�íÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî íàèáîëåå âåðîÿòíûìè ÿâëÿþò�ñÿ âñå-òàêè íåñèíãóëÿðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìóâ áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ óñòîé÷èâûå ðàñïðåäåëåíèÿäîëæíû ïåðåõîäèòü â íåóñòîé÷èâûå ïðè êàêèõ-òî êî�íå÷íûõ çíà÷åíèÿõ àíèçîòðîïèè (çàâèñÿùèõ, âîîáùåãîâîðÿ, îò êîíêðåòíîé ìîäåëè).Â çàêëþ÷åíèå äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ òîãî, ÷òî ñóùå�ñòâîâàíèå èìåííî êîíå÷íîé ãðàíè÷íîé àíèçîòðîïèèÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì òèïîì ïåðåõî�äà îò íåóñòîé÷èâîñòè ê óñòîé÷èâîñòè, ìû ðàññìîò�ðèì ïðèìåð ñîâñåì äðóãîé íåóñòîé÷èâîñòè ãðàâèòè�ðóþùèõ ñèñòåì, à èìåííî øëàíãîâîé íåóñòîé÷èâî�ñòè, èçâåñòíîé òàêæå è â ïëàçìå [1℄. Â ïðèëîæåíèèê ãðàâèòèðóþùèì ñèñòåìàì, îíà âïåðâûå áûëà îò�ìå÷åíà â ðàáîòå [36℄, à ïîäðîáíî èññëåäîâàíà íàìè(ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [37℄), ãäå áûëî óêàçàíî íàãëàâíîå ïðàêòè÷åñêîå ïðèëîæåíèå ýòîé íåóñòîé÷è�âîñòè. Îíà ìîæåò áûòü îòâåòñòâåííà çà íàáëþäàå�ìûé �àêò îòñóòñòâèÿ ñëèøêîì ñèëüíî ñïëþùåííûõýëëèïòè÷åñêèõ ãàëàêòèê (ïðåäåëüíàÿ ñïëþñíóòîñòü,êàê èçâåñòíî, ñîîòâåòñòâóåò ïî îáùåïðèíÿòîé êëàñ�ñè�èêàöèè òèïó E7, ò. å. îòíîøåíèþ îñåé, ðàâíîìó0.3). Ïðè÷èíîé íåóñòîé÷èâîñòè è â äàííîì ñëó÷àåÿâëÿåòñÿ àíèçîòðîïèÿ â ðàñïðåäåëåíèè çâåçä ïî ñêî�ðîñòÿì, à èìåííî, ïðåîáëàäàíèå äèñïåðñèè ñêîðî�ñòåé âäîëü áîëüøîé îñè ñèñòåìû íàä äèñïåðñèåé ñêî�
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