
ÆÝÒÔ, 2012, òîì 141, âûï. 1, ñòð. 5�17 

 2012
Î ÑÏÅÊÒ�Å ÀÒÎÌÀ ÂÎÄÎ�ÎÄÀÂ ÑÂÅ�ÕÑÈËÜÍÎÌ ÌÀ�ÍÈÒÍÎÌ ÏÎËÅÂ. Ñ. Ïîïîâ a, Á. Ì. Êàðíàêîâ b*aÈíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ýêñïåðèìåíòàëüíîé �èçèêè117218, Ìîñêâà, �îññèÿbÍàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé ÿäåðíûé óíèâåðñèòåò ¾ÌÈÔÈ¿115409, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 27 àïðåëÿ 2011 ã.�àññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê âû÷èñëåíèþ ýíåðãèé îñíîâíîãî è âîçáóæäåííûõ óðîâíåé àòîìà âîäî-ðîäà, íàõîäÿùåãîñÿ â ñâåðõñèëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå B, íàìíîãî ïðåâûøàþùåì ïîëå Ba = m2ee3
=~3 �� 109 �ñ. Îáñóæäàåòñÿ âëèÿíèå ïîëÿðèçàöèè âàêóóìà è àíîìàëüíîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà íàïîëîæåíèå àòîìíûõ óðîâíåé. Ý��åêòû ïîëÿðèçàöèè âàêóóìà ïðåíåáðåæèìî ìàëû ïðè B < 1015 �ñ, îä-íàêî ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííûìè â ïîëÿõ B � 1016 �ñ è ïðèâîäÿò ê êà÷åñòâåííîìó èçìåíåíèþ àòîìíîãîñïåêòðà â ýòîé îáëàñòè. Îáñóæäàåòñÿ ðàçëè÷èå â ïîâåäåíèè ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ óðîâíåé ïðè B � Ba,ñäåëàíû óòî÷íåíèÿ �îðìóë äëÿ ýíåðãèè íå÷åòíûõ óðîâíåé â çàâèñèìîñòè îò ïîëÿ B.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÊâàíòîâîìåõàíè÷åñêàÿ çàäà÷à î ñïåêòðå àòîìàâîäîðîäà â ìàãíèòíîì ïîëå B � Ba, ãäå Ba == m2ee3
=~3 � 109 �ñ, ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èí�òåðåñ äëÿ àñòðî�èçèêè íåéòðîííûõ çâåçä: ïóëüñà�ðîâ ñ ïîëÿìè B � 1011�1013 �ñ [1; 2℄ è ìàãíèòà�ðîâ � ñïåöèàëüíîãî êëàññà íåéòðîííûõ çâåçä, â êî�òîðûõ ìàãíèòíûå ïîëÿ ìîãóò äîñòèãàòü ðåêîðäíûõçíà÷åíèé âïëîòü äî 1015 �ñ [3℄. Ýòà çàäà÷à ðàññìàò�ðèâàëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè [4�17℄, íà÷èíàÿ ñ ïèî�íåðñêîé ðàáîòû Øè��à è Ñíàéäåðà [4℄, â êîòîðîéáûëî ââåäåíî àäèàáàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå, èñïîëü�çîâàííîå âñåìè ïîñëåäóþùèìè àâòîðàìè. Ïîñêîëü�êó ïåðåìåííûå â óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà íå ðàçäå�ëÿþòñÿ, ïðèìåíÿëèñü ðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå ìåòîäû(ñì. ðàáîòû [6�13℄ è óêàçàííûå â íèõ ññûëêè); èìå�þòñÿ òàêæå àíàëèòè÷åñêèå �îðìóëû [5; 13�17℄ äëÿýíåðãèè óðîâíåé. Âîçíèêàåò âîïðîñ î òî÷íîñòè ðàç�ëè÷íûõ ïðèáëèæåíèé è îá îáëàñòè èõ ïðèìåíèìî�ñòè, ñëàáî îñâåùåííûé â ëèòåðàòóðå, ÷òî è ÿâëÿåò�ñÿ ïðåäìåòîì äàííîé ðàáîòû. Ìû îáñóäèì òàêæåâëèÿíèå ïîëÿðèçàöèè âàêóóìà è àíîìàëüíîãî ìàã�íèòíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà íà ïîëîæåíèå àòîìíûõóðîâíåé è íåäàâíî îáíàðóæåííûé [18�20℄ ý��åêò¾çàìåðçàíèÿ¿ ýíåðãèé ÷åòíûõ óðîâíåé â ñâåðõñèëü�*E-mail: karnak�theor.mephi.ru

íûõ ïîëÿõ B � 1016 �ñ. Ïîëó÷åíû áîëåå òî÷íûåàñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ýíåðãèè íå÷åòíûõóðîâíåé àòîìà âîäîðîäà, îáñóæäàåòñÿ êà÷åñòâåííîåðàçëè÷èå â õîäå ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ óðîâíåé ñ ðîñ�òîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ.Â äàëüíåéøåì, êàê ïðàâèëî, ~ = 
 = 1, me � ìàñ�ñà ýëåêòðîíà,m = 0;�1;�2; : : : � ìàãíèòíîå êâàíòî�âîå ÷èñëî (ïðîåêöèÿ îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ýëåêòðî�íà íà íàïðàâëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ), Ba = m2ee3 == 2:35 � 109 �ñ � àòîìíàÿ åäèíèöà íàïðÿæåííîñòèìàãíèòíîãî ïîëÿ, H = B=Ba � áåçðàçìåðíîå ïðèâå�äåííîå ïîëå, B
r = ��2Ba = 4:41 � 1013 �ñ � êðè�òè÷åñêîå, èëè øâèíãåðîâñêîå ïîëå â ÊÝÄ [21�23℄,aB = 1=mee2 � ðàäèóñ Áîðà, aH = (eB)�1=2 � ìàã�íèòíàÿ äëèíà, èëè ðàäèóñ Ëàíäàó, !L = eB=me �ëàðìîðîâñêàÿ, èëè öèêëîòðîííàÿ ÷àñòîòà, � = e2 == 1=137 (ãàóññîâà ñèñòåìà åäèíèö). Ïðè ýòîìaH = aBpH = ( aB ; B = Ba;�aB ; B = B
r; (1.1)!L = mee4H = ( mee4 = 2Ry; B = Ba;me; B = B
r; (1.2)à ýíåðãèè àòîìíûõ óðîâíåé ðàâíûEn = ��2nRy; (1.3)5



Â. Ñ. Ïîïîâ, Á. Ì. Êàðíàêîâ ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 1, 2012ãäå Ry = mee4=2 è � � áåçðàçìåðíûé èìïóëüñ ñâÿ�çàííîãî ñîñòîÿíèÿ.2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×ÈÑâåðõñèëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå ñæèìàåò àòîì: åãîïîïåðå÷íûé ê ïîëþ ðàçìåð a? � aH ñîêðàùàåòñÿêàê 1=pH, à ïðîäîëüíûé ðàçìåð ak ñîêðàùàåòñÿëèøü ëîãàðè�ìè÷åñêè [14℄:ak=a? � pH= lnH � 1: (2:1)�àñïðåäåëåíèå ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè j (r)j2 ïðè�íèìàåò ñèãàðîîáðàçíóþ èëè äàæå èãîëü÷àòóþ �îð�ìó. Ïîýòîìó ýëåêòðîí îêàçûâàåòñÿ, â ñðåäíåì, áëè�æå ê ÿäðó, ÷åì â ñâîáîäíîì (B = 0) àòîìå, âñëåä�ñòâèå ÷åãî ýíåðãèÿ ñâÿçè óðîâíåé (îñîáåííî îñíîâ�íîãî) âîçðàñòàåò.Ïðè B � B
r ïîïåðå÷íîå äâèæåíèå ýëåêòðî�íà ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì, â òî âðåìÿ êàê ïðî�äîëüíîå äâèæåíèå íîñèò íåðåëÿòèâèñòñêèé õàðàê�òåð, è ê íåìó ïðèìåíèìî àäèàáàòè÷åñêîå ïðèáëèæå�íèå [4; 14℄. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêèå(ïðè H � 1) �îðìóëû äëÿ ñïåêòðà óðîâíåé â òàêîìïîëå. Íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ îá óðîâíÿõ àòî�ìà âîäîðîäà â ìàãíèòíîì ïîëå.Ñïåêòð ýíåðãèé óðàâíåíèÿ Äèðàêà äëÿ ýëåêòðî�íà â ÷èñòî ìàãíèòíîì ïîëå B (ïîñòîÿííîì è îäíî�ðîäíîì â ïðîñòðàíñòâå) èìååò âèä [24℄"2N�zpz = m2e + p2z + (2N + 1 + �z)eB;N = 0; 1; 2; : : : ; (2.2)ãäå pz � èìïóëüñ ýëåêòðîíà âäîëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ,�z = �1 � óäâîåííàÿ ïðîåêöèÿ ñïèíà íà íàïðàâ�ëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ (îñü z). Ïðè B � B
r âñåýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ óëüòðàðåëÿòèâèñò�ñêèìè: eB � m2e; " � me, çà åäèíñòâåííûì èñêëþ�÷åíèåì îñíîâíîãî óðîâíÿ Ëàíäàó (N = 0) ñ �z = �1,äëÿ êîòîðîãî "2 = m2e + p2z íåçàâèñèìî îò B.Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà â äàííîé çàäà÷å óäîáíîðåøàòü â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (�; z) ñ êà�ëèáðîâêîéA = [B�r℄=2 [17, � 112℄. Ïðè ýòîì â àäèà-áàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðå�äèíãåðà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå	nn�m�z = Rn�m(�) nn�m(z)��z ; (2:3)ãäå Rn�m(�) � âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ïîïåðå÷íîãî äâè�æåíèÿ ýëåêòðîíà, ��z � åãî ñïèíîâàÿ �óíêöèÿ, à nn�m(z) � âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ïðîäîëüíîãî äâèæå�íèÿ ýëåêòðîíà â ý��åêòèâíîì ïîòåíöèàëå

Ueff (z) = �e2 Z jRn�m(�)j2p�2 + z2 d2�; (2:4)óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ� 12me 00(z) + Ueff (z) (z) = En (z):Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ðàâíûEnn�m�z [Ry℄ = ( 2N + 1 + �z)H� �2nn�m; (2:5)ãäå N = n� + (m + jmj)=2 = 0; 1; 2; : : : , n� � ðàäè�àëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî âîëíîâîé �óíêöèè Rn�m(�)ïîïåðå÷íîãî äâèæåíèÿ è n � êâàíòîâîå ÷èñëî äëÿïðîäîëüíîãî (âäîëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ) äâèæåíèÿ âý��åêòèâíîì ïîòåíöèàëå. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îñíîâ�íîãî óðîâíÿ Ëàíäàó (N = 0) ýíåðãèÿ íóëåâûõ êîëå�áàíèé îñöèëëÿòîðà âçàèìíî ñîêðàùàåòñÿ ñ ìàãíèò�íîé ýíåðãèåé ñïèíà:12~!L = e~B2me
 = �BB: (2:6)Äàëåå â �îðìóëàõ (2.3)�(2.5) ïîëàãàåì N = n� = 0,m = 0;�1;�2; : : : è �z = �1. Òàêèå ñîñòîÿíèÿ1) èìå�þò íåðåëÿòèâèñòñêóþ ýíåðãèþ E = ��2Ry äàæå ïðèB � B
r, è ê íèì ïðèìåíèìî óðàâíåíèå Øðåäèíãå�ðà. Íàïîìíèì, ÷òî â ÷èñòî ìàãíèòíîì ïîëå ñïåêòðýíåðãèé ïîïåðå÷íîãî äâèæåíèÿ îáëàäàåò âûðîæäå�íèåì áåñêîíå÷íîé êðàòíîñòè: ýíåðãèÿ íå çàâèñèòîò ìàãíèòíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà m = 0;�1;�2; : : :Êàæäîìó òàêîìó ñîñòîÿíèþ â àòîìå âîäîðîäà âìàãíèòíîì ïîëå îòâå÷àåò áåñêîíå÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü(¾áàøíÿ¿ [20℄) ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé, ïðèìûêàþùèõê LLL-óðîâíþ è èìåþùèõ ýíåðãèþ ñâÿçè, ìàëóþ ïîñðàâíåíèþ ñ me. Ýòèìè ñîñòîÿíèÿìè ìû è áóäåì çà�íèìàòüñÿ.3. ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÔÎ�ÌÓËÛ ÄËßÀÒÎÌÍÎ�Î ÑÏÅÊÒ�À (×ÅÒÍÛÅÓ�ÎÂÍÈ)Â ëèòåðàòóðå ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî àíàëèòè÷å�ñêèõ �îðìóë äëÿ ýíåðãèé óðîâíÿ àòîìà âîäîðîäà âçàâèñèìîñòè îò ñèëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ B � Ba,ñâÿçàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì àäèàáàòè÷åñêîãî ïðè�áëèæåíèÿ. Ïåðå÷èñëèì èõ è ñðàâíèì ñ äàííûìè ÷èñ�ëåííûõ ðàñ÷åòîâ.1) Ñîñòîÿíèÿ LLL (the lowest Landau level) ïî îáîçíà÷å�íèþ ðàáîòû [20℄. �åëÿòèâèñòñêèå ïîïðàâêè ê ýíåðãèè ýòèõóðîâíåé, âû÷èñëåííûå íà îñíîâå óðàâíåíèÿ Äèðàêà [8℄, îêà�çàëèñü íåçíà÷èòåëüíûìè (ïîðÿäêà 10�5 îò çíà÷åíèÿ �2 ïðèB � 1013 �ñ).6



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 1, 2012 Î ñïåêòðå àòîìà âîäîðîäà : : :3.1. Îñíîâíîé óðîâåíüÑîãëàñíî [17, � 112, çàäà÷à 3℄, ýíåðãèÿ ñâÿçèîñíîâíîãî óðîâíÿ ðàâíà2)"0 = 12mee4 ln2 Bm2ee3 ; èëè � = lnH (3.1)(îòìåòèì, ÷òî ïðè B = B
r èìååì H = ��2 è, ñî�ãëàñíî (3.1), � = 2 ln(1=�) = 9:84).Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå (3.28) èç ðàáîòû Ëîóäî�íà [5℄ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäålnH = �+ 2 ln(2�): (3.2)Áëèçêîå âûðàæåíèå ïðèâåäåíî â ðàáîòå [7℄ è îòëè�÷àåòñÿ îò (3.2) òîëüêî ñëàãàåìûì 
 � ln 2 = �0:116â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ (
 = � (1) == 0:5772 : : : � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà).Â ñòàòüå [14℄ ïîëó÷åíî óðàâíåíèå (ñì. (2.13)â [14℄)lnH = �+ 2[ln�+  (1� ��1)℄ + 
0; (3.3)ãäå  (x) = �0(x)=�(x) � ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ïðîèçâîä�íàÿ ãàììà-�óíêöèè, 
0 = 3
 + ln 2 = 2:4248 (
 �ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà).Óêàæåì åùå �îðìàëüíóþ (ïðè H !1) àñèìïòî�òèêó ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ,~�0 � ln(H= ln2H); ~"0 = ~�20=2; (3.4)êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò (3.1) �óíêöèîíàëüíî, ïðè÷åì~"0"0 = 1� 4 ln lnHlnH +O� 1lnH� ; "0 � ~"0 � 4 ln lnH:Õîòÿ �îðìàëüíî "0=~"0 ! 1 ïðè H ! 1, îäíàêîâûõîä íà ýòîò ïðåäåë ïðîèñõîäèò ÷ðåçâû÷àéíî ìåä�ëåííî â ïîëÿõ, íå èìåþùèõ ðåàëüíîãî �èçè÷åñêîãîñìûñëà3). Â äàëüíåéøåì ìû óâèäèì, ÷òî êàê (3.1),òàê è (3.4) íå ÿâëÿþòñÿ èñòèííûìè àñèìïòîòèêàìèäëÿ ýíåðãèè îñíîâíîãî óðîâíÿ.Íàêîíåö, â ðàáîòå [16℄ ïðèâåäåíî óðàâíåíèålnH = �+ 2  (1� ��1): (3.5)Äëÿ ãëóáîêîãî, �� 1, óðîâíÿ ýòî óðàâíåíèå ïðèíè�ìàåò âèä � = lnH+ 2
 (3:50)è îòëè÷àåòñÿ îò (3.1) òîëüêî ñäâèãîì (ðèñ. 1).2) Êàê îòìå÷åíî â [17℄, ñ ¾ëîãàðè�ìè÷åñêîé òî÷íîñòüþ¿.3) Òàê, íàïðèìåð, ðàçëè÷èå ìåæäó "0 è ~"0 äàæå ïðè B == 108B
r � 1021 �ñ ïîðÿäêà 30%, ïðè÷åì ðàçíîñòü "0 � ~"0íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè B !1.
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�èñ. 1. Áåçðàçìåðíûé èìïóëüñ � äëÿ îñíîâíîãîóðîâíÿ àòîìà âîäîðîäà â çàâèñèìîñòè îò ïðèâåäåí-íîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ H: ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû [9�13℄(êðèâàÿ 1 ), óðàâíåíèå (3.3) � êðèâàÿ 2, àñèìïòîòè-êà (3.4) � êðèâàÿ 3; �îðìóëàì (3.1), (3.5) è (3.2) ñî-îòâåòñòâóþò êðèâàÿ 4 è ïóíêòèðíûå êðèâûåK è LÑðàâíèì òåïåðü ýòè ïðèáëèæåíèÿ ñ òî÷íûìè4)÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè [9�12℄. Èç ðèñ. 1 ñëåäóåò, ÷òî�îðìóëà Ëîóäîíà (3.2), õîòÿ è íå ÿâëÿåòñÿ ïðåöè�çèîííîé, âñå æå êà÷åñòâåííî îïèñûâàåò çàâèñèìîñòü�(H) äëÿ çíà÷åíèé H îò 10 äî 106. Ñ äðóãîé ñòî�ðîíû, âûðàæåíèÿ (3.1) è (3.5) �àêòè÷åñêè íå èìåþòîáëàñòè ïðèìåíèìîñòè. Íàèáîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòüèìååò óðàâíåíèå (3.3): òàê, ïðè B > 5 � 1011 �ñ êðè�âûå 1 è 2 óæå íåðàçëè÷èìû â ïðåäåëàõ òî÷íîñòèðèñ. 1, è ñ ðîñòîì H òî÷íîñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ òîëü�êî ïîâûøàåòñÿ5). ×òî êàñàåòñÿ àñèìïòîòèêè (3.4),òî îíà ïðèáëèæàåòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ, õîòÿ èäîâîëüíî ìåäëåííî. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïðè�âåäåííûå âûøå óðàâíåíèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì (3.3), îò�íîñÿòñÿ òîëüêî ê îñíîâíîìó óðîâíþ è íå ïðèìåíèìûäëÿ âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé àòîìà âîäîðîäà.Îñîáûé èíòåðåñ äëÿ àñòðî�èçèêè íåéòðîííûõçâåçä ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü íå çàâèñèìîñòü �(H), àîáðàòíàÿ åé çàâèñèìîñòü H(�), îïðåäåëÿþùàÿ ìàã�íèòíîå ïîëå íà ïîâåðõíîñòè çâåçäû ïî èçìåðåííîìóñäâèãó àòîìíîãî óðîâíÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå äàííûåïðèâåäåíû â òàáë. 1 ðàáîòû [14℄. Â ïîëÿõ B & 1013 �ñïîãðåøíîñòü óðàâíåíèÿ (3.3) â îïðåäåëåíèè ïîëÿ Híå ïðåâûøàåò 0.3%, è äàæå ïðè B � 1012 �ñ (õà�4) Âïëîòü äî äåñÿòè çíà÷àùèõ öè�ð â ðàáîòå [9℄.5) Ïîëüçóÿñü ñëó÷àåì, èñïðàâèì äîïóùåííûå â [14℄ îïå÷àò�êè: íà ðèñ. 4�8 è 10�12 ýòîé ðàáîòû ïî îñè àáñöèññ äîëæíûáûòü ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ äåñÿòè÷íûõ ëîãàðè�ìîâ lgH, à íålnH, íà ðèñ. 9 � lgB âìåñòî lnB.7



Â. Ñ. Ïîïîâ, Á. Ì. Êàðíàêîâ ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 1, 2012ðàêòåðíîå çíà÷åíèå äëÿ íåéòðîííûõ çâåçä) îøèáêàìåíåå 10%, ÷òî, ïî-âèäèìîìó, äîñòàòî÷íî äëÿ àñòðî��èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Â òî æå âðåìÿ óðàâíåíèÿ(3.1) è (3.5) ïðèâîäÿò çäåñü ê çíà÷èòåëüíûì îøèá�êàì � íà äâà�òðè ïîðÿäêà âåëè÷èíû � è íå ìîãóòêîíêóðèðîâàòü ñ óðàâíåíèåì (3.3).Â (3.3) è ïîñëåäóþùèõ óðàâíåíèÿõ ñ÷èòàëîñü,÷òî n� = m = 0 (áåçóçåëüíîå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå).Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ê ÷èñëó óðîâíåé òèïà LLL îò�íîñÿòñÿ òàêæå ñîñòîÿíèÿ ñ n� = 0 è m = �jmj.Äëÿ íèõ â [14℄ ïîëó÷åíî óðàâíåíèå, îòëè÷àþùååñÿîò (3.3) òîëüêî çíà÷åíèåì êîíñòàíòû 
0, êîòîðàÿ âýòîì ñëó÷àå ðàâíà
m = ln 2 + 4
 +  (1 + jmj);m = 0;�1;�2; : : : ; (3.6)òàê ÷òî 
m = 
0 + jmjXk=1 1k ; m < 0: (3:60)Â òàáë. 1 è 2 äàíî ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ[9; 13℄ ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèé (3.3) è (3.6). Ñ ðîñòîìjmj çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ñâÿçè ýòèõ ñîñòîÿíèé óìåíü�øàþòñÿ (ïðè äàííîì H)6).3.2. Âîçáóæäåííûå óðîâíèÇäåñü íóæíî ðàçëè÷àòü äâà ñëó÷àÿ: ÷åòíûå èíå÷åòíûå (îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèÿ z ! �z âäîëüíàïðàâëåíèÿ B) ñîñòîÿíèÿ. Ìû íà÷íåì ñ ïåðâîãîñëó÷àÿ.Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, óðàâíåíèå (3.3) îïèñû�âàåò âåñü äèñêðåòíûé ñïåêòð ÷åòíûõ ñîñòîÿíèé. Ïðèýòîì âîçáóæäåííûå óðîâíè ëåæàò â îáëàñòè ýíåðãèéíåâîçìóùåííîãî àòîìà âîäîðîäà � = �n(H) < 1, ïðè�÷åì �n ! 1=n ïðè H ! 1 (n = 1; 2; : : : � ïîëþñû�óíêöèè  (1� 1=�)).Ñðàâíåíèå ñ ÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè äëÿ 2s- è3d-ñîñòîÿíèé7) ïîêàçûâàåò [14℄, ÷òî ýíåðãèè �2n ýòèõóðîâíåé ïðè H & 50 îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì (3.3)6) ×òî åñòåñòâåííî, èáî âîçðàñòàåò öåíòðîáåæíàÿ ýíåðãèÿm2=2me�2.7) Â îòñóòñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ êóëîíîâñêèå ñîñòîÿíèÿõàðàêòåðèçóþòñÿ êâàíòîâûìè ÷èñëàìè n; l; m. Ïðè âêëþ�÷åíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ l óæå íå ÿâëÿåòñÿ ¾õîðîøèì¿ êâàí�òîâûì ÷èñëîì, çà èñêëþ÷åíèåì åãî ÷åòíîñòè (�1)l. Òåì íåìåíåå â ñòàòüå [9℄ è â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êëàññè�èêàöèè ñî�ñòîÿíèé èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå (n0l0) âìåñòî n�, óäîáíîãîïðè èñïîëüçîâàíèè àäèàáàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïðè ýòîìóðîâíþ ïðèïèñûâàåòñÿ çíà÷åíèå l0 â ïîðÿäêå åãî ðàñïîëîæå�íèÿ ïî çíà÷åíèþ ýíåðãèè ïðè èçìåíåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ.Óêàæåì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îáîçíà÷åíèÿìè: 1s ! 0+(LLL),2s! 1+; 3d (à íå 3s(!))! 2+, 2p! 1� è ò. ä.

321 41 2 3 4 5 6lgH0:30:40:50:60:70:80:91:0� 34
�èñ. 2. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 1, äëÿ ïåðâîãî âîçáóæ-äåííîãî óðîâíÿ 2s: êðèâàÿ 1 � ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû[9; 10; 13℄; êðèâàÿ 2 � ðàñ÷åò ïî óðàâíåíèþ (3.3);êðèâàÿ 3 � ïðèáëèæåíèå Ëîóäîíà (3.7); êðèâàÿ 4 �ðàñ÷åò ïî óðàâíåíèþ (3.8) ñ n = 1ñ ïðîöåíòíîé èëè ñ åùå áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòüþ �ñì. êðèâûå 1 è 2 íà ðèñ. 2.Â ëèòåðàòóðå èìååòñÿ íåñêîëüêî ïðèáëèæåííûõàñèìïòîòè÷åñêèõ �îðìóë äëÿ ýíåðãèè ÷åòíûõ âîç�áóæäåííûõ óðîâíåé àòîìà âîäîðîäà. Ñîãëàñíî óðàâ�íåíèþ (3.24) èç ðàáîòû [5℄,lnH = 2[ln(2�) +  (1� ��1)℄; 0 < � < 1: (3.7)Êàê âèäíî èç ðèñ. 2, ýòà �îðìóëà ïðè H < 104 ïðè�ìåíèìà òîëüêî êà÷åñòâåííî.Íåäàâíî [20℄ áûëà ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà (ñì.òàêæå Ïðèëîæåíèå A)�n = 1n � 2n2 �� "�� ln 2� 
 + 1n + 2 lnn� n�1Xk=1 1k!#�1 ; (3.8)ãäå � = lnH è n = 1; 2; : : : ; ïðèìåíèìàÿ ïðè óñëî�âèè lnH � 1 (äëÿ ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî óðîâ�íÿ, n = 1, ñóììó ïî k ñëåäóåò îïóñòèòü). Òî÷íîñòüýòîé àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëû â îáëàñòè çíà÷åíèéH = 102�104, òèïè÷íîé äëÿ íåéòðîííûõ çâåçä, åùåíåäîñòàòî÷íà; îíà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â îáëà�ñòè ñâåðõñèëüíûõ ïîëåé B & 1016 �ñ.4. ÍÅ×ÅÒÍÛÅ Ó�ÎÂÍÈÄëÿ íå÷åòíûõ óðîâíåé (2p; 3p; 4f è ò. ä. ïî êëàññè��èêàöèè èç ðàáîòû [9℄) ñïðàâåäëèâî ãðàíè÷íîå óñëî�8



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 1, 2012 Î ñïåêòðå àòîìà âîäîðîäà : : :Òàáëèöà 1. Ýíåðãèè ñâÿçè �2n [Ry℄ äëÿ íèæíèõ óðîâíåé (m = n� = 0)H 1s (LLL) 2s (1+) 2p (1�) 3p (2�)a b 
 a b a b a b0 1.0000 � � 0.2500 � 0.2500 � 0.1111 �10 3.4956 4.40 0.40 0.4179 0.4429 0.7653 0.6708 0.2197 0.2122100 7.5796 8.08 2.41 0.5124 0.5176 0.9272 0.9162 0.2410 0.2400103 15.325 15.49 9.25 0.5917 0.5921 0.9843 0.9842 0.2482 0.2481104 28.282 28.288 22.8 0.6554 0.6552 0.9976 0.9976 0.2497 0.2497105 47.783 47.766 43.9 0.7054 0.7053 0.9996 0.9997 0.2499 0.2500106 74.84 74.78 73.3 0.7444 0.7443 0.9999 1.0000 0.2500 0.2500Ïðèìå÷àíèå. Ïðèâåäåíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: a) ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ [9; 13℄; b) ïî óðàâíåíèÿì (3.3) è(4.7) ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ñîñòîÿíèé; 
) àñèìïòîòèêà (3.4).Òàáëèöà 2. Ýíåðãèè ñâÿçè äëÿ LLL-ñîñòîÿíèé ñ n� = 0 è m = 0;�1;�2; : : :H m = 0 m = �1 m = �2a b a b a b100 7.5796 8.082 5.270 6.132 4.376 5.3741000 15.325 15.488 11.28 11.70 9.610 10.15104 28.282 28.288 21.83 21.97 19.05 19.26105 47.783 47.755 38.41 38.42 34.22 34.261 � 125.7 � 108.0 � 99.72H m = �3 m = �4 m = �5a b a b a b100 3.860 4.938 3.510 4.643 3.251 4.4251000 8.617 9.230 7.929 8.598 7.412 8.125104 17.35 17.61 16.16 16.45 15.25 15.57105 31.60 31.68 29.74 29.84 28.32 28.421 � 94.44 � 90.59 � 87.58Ïðèìå÷àíèå. Ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ �2m [Ry℄: a) ñîãëàñíî ÷èñëåííûì ðàñ÷åòàì [9; 13℄; b) ïî óðàâíåíèÿì (3.3),(3.6). Äëÿ H =1 ïðèâåäåíû ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ �21, âû÷èñëåííûå ïî óðàâíåíèþ (5.8) 
 äàííûì m.âèå  n(0) = 0, è èõ ýíåðãèè ðàâíû [14℄E�n = �mee42n2 �1 +O� lnHH �� ; (4.1)ïîýòîìó äàæå â ñâåðõñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõB � m2e=e3, H � ��3 èõ îòêëîíåíèÿ îò �îðìó�ëû Áàëüìåðà ïðåíåáðåæèìî ìàëû. Ïðèâåäåì çäåñüíåêîòîðûå óòî÷íåíèÿ �îðìóë ðàáîòû [14℄. Òàê êàêâîëíîâûå �óíêöèè íå÷åòíûõ ñîñòîÿíèé  (�)n (z) / z
ïðè ìàëûõ z, â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ñ÷è�òàòü Ueff (z) � �e2=jzj íà âñåé îñè z. Êàê èçâåñòíî,ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð E�n íå÷åòíûõ óðîâíåé â ñèì�ìåòðè÷íîì îäíîìåðíîì ïîòåíöèàëå U(jzj) ñîâïàäàåòñî ñïåêòðîì s-óðîâíåé Ens â òðåõìåðíîì ïîòåíöè�àëå U(r) òîé æå �îðìû, òàê ÷òî â äàííîé çàäà÷åE�n � �(1=n2) Ry. Ïîýòîìó ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òîåñëè â ñîîòâåòñòâóþùåé òðåõìåðíîé çàäà÷å çàïèñàòüïîòåíöèàë â âèäå9



Â. Ñ. Ïîïîâ, Á. Ì. Êàðíàêîâ ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 1, 2012Ueff � �e2r + �Ueff (r) + e2r � ;òî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêìàëîå èñêàæåíèå êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà è ó÷åñòüåãî ïî òåîðèè âîçìóùåíèé. Ýòî ïîçâîëÿåò íàïèñàòüñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè íå÷åòíûõ óðîâ�íåé:E�nmn� � �mee42 ���nmn��2 = �mee42n2 ++ Z �Ueff (r) + e2r � 2ns(r) d3r; (4.2)ãäå  ns(r) � íåâîçìóùåííûå âîëíîâûå �óíêöèèns-ñîñòîÿíèé â êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå. Ïðè ýòîìóðîâíè ñëåãêà ñäâèíóòû ââåðõ îòíîñèòåëüíî íåâîç�ìóùåííûõ êóëîíîâñêèõ óðîâíåé E(0)n = �(1=n2) Ry,ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (4.2) ïî�ëîæèòåëüíî. Êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå ñïåêòðîâ ÷åò�íûõ è íå÷åòíûõ óðîâíåé èëëþñòðèðóåò ðèñ. 1 â ðà�áîòå [14℄.Èç óðàâíåíèÿ (4.2) ñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàç�ëîæåíèå äëÿ ýíåðãèè ñâÿçè:���nmn��2 = 1n2 � 4n3 (amn� lnHH ++ a(1)nmn�H + a(3=2)mn�H3=2 + : : :) ; H !1: (4.3)Ëîãàðè�ìè÷åñêè ãëàâíîå ñëàãàåìîå â ñäâèãå óðîâíÿîïðåäåëÿåòñÿ îáëàñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ aH . r .. aB â (4.2), â êîòîðîé ìîæíî ïîëîæèòüUeff (r) � �e2r + e2�2mn�2r3 ; 2ns(r) �  2ns(0) = 1�a3Bn3 (4.4)è, ñ ëîãàðè�ìè÷åñêîé òî÷íîñòüþ, ïîëó÷èòü îöåíêóäëÿ ñäâèãà íå÷åòíîãî óðîâíÿ:ÆE�nmn� � Z �Ueff + e2r � 2ns(r) d3r �� 2e2�2mn�a3Bn3 aBZaH drr = e2�2mn�a3Bn3 (lnH+O(1)) : (4.5)Ïîñêîëüêó�2mn� = ZZ �2jRn�m(�)j2d2� = 2(2n�+jmj+1)a2H ;äëÿ êîý��èöèåíòà amn� (íå çàâèñÿùåãî îò n) â ðàç�ëîæåíèè (4.3), ñîãëàñíî (4.3) è (4.5) ïîëó÷àåìamn� = 2n� + jmj+ 1: (4.6)

Îïðåäåëåíèå ñëåäóþùèõ êîý��èöèåíòîâ ðàçëî�æåíèÿ ñâÿçàíî ñ áîëåå ãðîìîçäêèìè âû÷èñëåíèÿìè,êîòîðûå ìû âûíîñèì â Ïðèëîæåíèå B. Èñïîëüçóÿïðèâåäåííûå â íåì ðåçóëüòàòû, â ñëó÷àå m = n� = 0íàõîäèì���n00�2 = 1n2� 4n3 " lnHH �knH+4p2�H3=2 + : : :# ; (4.7)ãäå n = 1; 2; 3; : : : ;kn � �a(1)n00 = 2 + ln 2 + 
 + 2(Jn � lnn); (4.8)à Jn äàåòñÿ �îðìóëîé (B.5) Ïðèëîæåíèÿ B.Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íèæíèõ íå÷åòíûõ óðîâíåé èìå�åìJ1 = 0; k1 = 2 + ln 2 + 
 = 3:270;J2 = 3=4; k2 = 7=2� ln 2 + 
 = 3:384;J3 = 7=6; k3 = 13=3� ln(9=2) + 
 = 3:407 (4.9)è äàëåå ÷èñëåííîJ4 = 1:458; k4 = 3:414;J5 = 1:683; k5 = 3:418: (4:90)Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå âîçáóæäåííûõ (â ïðîäîëü�íîì íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ) ñîñòîÿíèé, êàê âèä�íî èç òàáë. 1, àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû (3.3) è(4.7) îáåñïå÷èâàþò áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü, ÷åì äëÿîñíîâíîãî óðîâíÿ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî èìååò ïðî�ñòîå �èçè÷åñêîå îáúÿñíåíèå, ïîñêîëüêó äëÿ âîçáó�æäåííûõ ñîñòîÿíèé ðàñòåò (ïðîïîðöèîíàëüíî n2)ðàçìåð îáëàñòè ëîêàëèçàöèè âîëíîâîé �óíêöèè âïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè, ÷òî ïðèâîäèò ê óìåíüøå�íèþ êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è ê ðàñøèðåíèþîáëàñòè ïðèìåíèìîñòè àäèàáàòè÷åñêîãî ïðèáëèæå�íèÿ íà âñå ìåíüøèå çíà÷åíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ.5. ÝÔÔÅÊÒÛ ÊÂÀÍÒÎÂÎÉÝËÅÊÒ�ÎÄÈÍÀÌÈÊÈÍåäàâíî áûëî ïîêàçàíî [18�20℄, ÷òî â ñèëüíûõìàãíèòíûõ ïîëÿõ êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë òî÷å÷íî�ãî çàðÿäà èñêàæàåòñÿ èç-çà ïîëÿðèçàöèè âàêóóìà:âîçíèêàåò ýêðàíèðîâêà ïîòåíöèàëà íà ìàëûõ ðàññòî�ÿíèÿõ jzj < 1=p6me = �aB=p6, ÷òî ïðèâîäèò êñäâèãó îñíîâíîãî óðîâíÿ �E1s > 0. Â ïîëÿõ B >> m2e=e3 � 1016 �ñ ïîíèæåíèå ýíåðãèè óðîâíÿ ñðîñòîì B çàìåäëÿåòñÿ, è ïðè B ! 1 àòîìíûé óðî�âåíü íå ¾ïðîâàëèâàåòñÿ¿8) â �1, à ¾çàìåðçàåò¿ íà8) ×òî ñîîòâåòñòâóåò ¾ïàäåíèþ íà öåíòð¿ â êâàíòîâîé ìå�õàíèêå [17℄ è èìåëî áû ìåñòî ñîãëàñíî �îðìóëàì (3.1) è (3.3).10



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 1, 2012 Î ñïåêòðå àòîìà âîäîðîäà : : :êîíå÷íîì ïðåäåëüíîì çíà÷åíèè ýíåðãèè (��21Ry).Ýòîò íåîæèäàííûé ý��åêò âïåðâûå çàìåòèëè Øà�áàä è Óñîâ [18℄, çàòåì îí áûë èññëåäîâàí Âûñîöêèì èÌàøå [19; 20℄. �åçóëüòàòû ýòèõ àâòîðîâ êà÷åñòâåííîáëèçêè, õîòÿ è ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ â äåòàëÿõ;ñì. ïîäðîáíåå ðàçä. 4.2 â ðàáîòå [20℄.Ýêðàíèðîâêà êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà ïðè èñ�ïîëüçîâàíèè àäèàáàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðèâî�äèò ê èçìåíåíèþ ý��åêòèâíîãî ïîòåíöèàëà. Òåïåðüîí èìååò âèä~Ueff (z) = Ueff (z) + ÆUeff (z); (5:1)ãäå Ueff (z) îïèñûâàåòñÿ ïðåæíèì âûðàæåíèåì (2.4)à åãî èñêàæåíèå [20℄ �ÆUeff (z) = e2 Z jR0m(�)j2p�2 + z2 d2��� he��jzj � e�p1+b �jzji > 0: (5.2)Çäåñü � = p6me = (�aB=p6)�1, b = H=H1 == B=B1, H1 = 3�=�3 = 2:42 � 107;�1 = lnH1 = 17:00 (5.3)(èëè B1 = 3�m2e=e3 � 6 � 1016 �ñ) è ìû ïîëîæèëèn� = 0.Èçìåíåíèå çàâèñèìîñòè ñäâèãîâ óðîâíåé îò ìàã�íèòíîãî ïîëÿ èç-çà ýêðàíèðîâêè êóëîíîâñêîãî ïîòåí�öèàëà íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíî ñî çíà÷åíèåì âåëè�÷èíûÆm(H) = 2e�2 1Z0 ÆUeff (z) dz == 2 1Z0 Z jR0m(�)j2p�2 + z2 d2��� he�� z � e�p1+b � zi dz > 0 (5.4)è ñâîäèòñÿ ê âû÷èòàíèþ ýòîãî ñëàãàåìîãî èç lnH âëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.3). Òåïåðü óðàâíåíèå äëÿñïåêòðà ÷åòíûõ óðîâíåé èìååò âèä (ñì. �îðìóëû(C.11) è (C.12) â Ïðèëîæåíèè C)lnH� Æm(H) = �+ 2[ln�+  (1� ��1)℄ + 
m (5:5)(êîíñòàíòû 
m îïðåäåëåíû â (3.6)).Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ â (5.4) çàìåòèì, ÷òîâ íèõ äîìèíèðóþùèé âêëàä âíîñÿò îáëàñòè çíà÷å�íèé � � aH = aB=pH è z � 1=� = �aB=p6 (âêëàäû
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�èñ. 3. Çàâèñèìîñòü �(H) äëÿ îñíîâíîãî óðîâíÿâ îáëàñòè ñâåðõñèëüíûõ ïîëåé áåç ó÷åòà (êðèâàÿ1 ) è ñ ó÷åòîì (êðèâàÿ 2 ) ïîëÿðèçàöèè âàêóóìà(�1 = 11:21)îáëàñòåé ñ á�îëüøèìè çíà÷åíèÿìè � è z ýêñïîíåíöè�àëüíî ìàëû). Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå a2H � 1=�2, ò. å.ïðè H � 6=�2 � 105 ïîä ðàäèêàëîìp�2 + z2 â (5.4)ìîæíî îïóñòèòü �2 è ïîëó÷èòü9)Æm(H) � 2 1Z"> 0!0 dzz he��z � e��p1+bz i == ln(1 + b) = ln(1 + �3H=3�); H � 6=�2 (5.6)(ïîä÷åðêíåì, ÷òî çäåñü Æm(H) îò çíà÷åíèÿ m íå çà�âèñèò).Èç �îðìóë (5.5) è (5.6) âèäíî, ÷òî ýêðàíè�ðîâêà êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà ñâîäèòñÿ ê çàìåíå� = lnH íà ~�, ãäå [20℄~� � ln ~H = ln �H��1 + �33�H�� ; (5:7)â óðàâíåíèè äëÿ ñïåêòðà ÷åòíûõ óðîâíåé è â ïîëÿõH � H1 åå âëèÿíèå ïðåíåáðåæèìî ìàëî.Îäíàêî ïðè H > H1 ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ; ñì.ðèñ. 3 è 4, íà êîòîðûõ ÷åòêî âèäåí ý��åêò ¾çàìåð�çàíèÿ¿ 1s- è 2s-óðîâíåé ïðè H ! 1. Ïðåäåëüíûåçíà÷åíèÿ (� = �1) ýíåðãèè LLL-óðîâíåé îïðåäåëÿ�þòñÿ èç óðàâíåíèÿ�1 = Fm(�) � �+ 2 �ln�+  �1� 1���+ 
m (5:8)9) Ïðè ýòîì èíòåãðàëû ñ ýêñïîíåíòàìè âûðàæàþòñÿ ÷åðåçèíòåãðàëüíûé ëîãàðè�ì.11
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�èñ. 4. Çàâèñèìîñòü �(H) äëÿ ïåðâîãî âîçáóæäåí-íîãî óðîâíÿ 2s. Êðèâûå 1 è 2 � ñîãëàñíî óðàâíåíèþ(3.3) ñ � = lnH è ~� = ln ~H, êðèâûå 3 è 4 ñîîòâåò-ñòâóþò óðàâíåíèþ (3.8) ñ � è ~�, n = 1. Òî÷êè �ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâè ïðèâåäåíû â òàáë. 2 è 3. Îòìåòèì, ÷òî äàííûå ýòèõòàáëèö ñîãëàñóþòñÿ ñ äàííûìè, ïðèâåäåííûìè íàðèñ. 10 â ðàáîòå [20℄, êàê è çíà÷åíèå "1 = 1:709 êýÂ.Èç (5.7) è (5.8) ñëåäóåò, ÷òîln(1 +H1=H) = Fm(�1)� Fm(�); (5:9)îòêóäà ïðè H � H1� = �1 � 1F 0m(�1) H1H + : : : (5:10)(ñì. ðèñ. 3), ãäåF 0m(�) = 1 + 2��1 + ��2 0(2� ��1) == 1 + 2��1 + (�2=3)��2 + : : : ; �� 1:Óðàâíåíèÿ (3.3) è (5.5) èìåþò êîðíè, ñîîòâåò�ñòâóþùèå ãëóáîêèì LLL-óðîâíÿì íå òîëüêî ïðè� > 1, íî òàêæå è êîðíè âáëèçè ïîëþñîâ  -�óíêöèè.Ýòè âîçáóæäåííûå óðîâíè èìåþò ýíåðãèþ ñâÿçè(ñì. òàáë. 3) ìåíåå 1 Ry = 13:6 ýÂ è îòíîñÿò�ñÿ ê ¾áàøíå¿ ñîñòîÿíèé, ïðèìûêàþùèõ ê íèæíåìóLLL-óðîâíþ ñ äàííûì m � 0.Äî ñèõ ïîð ìû ïðåíåáðåãàëè àíîìàëüíûì ìàã�íèòíûì ìîìåíòîì �� ýëåêòðîíà, îäíàêî ïðè B && B
r åãî âêëàä ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííûì. Â ñòîëüñèëüíûõ ïîëÿõ ìàãíèòíûé ìîìåíò çàâèñèò îò ïîëÿ;òàê, â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî � [25�27℄�� = �2��B �( 1 +O(L2 lnL); L� 1�L�1 ln2 L; L� 1; (5:11)

Òàáëèöà 3. ¾Çàìåðçàíèå¿ àòîìíûõ óðîâíåéLLL Âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿm "1, êýÂ n "1; ýÂ ~
n0 1.71 1 10.7 0.270�1 1.47 2 3.00 1.384�2 1.36 3 1.39 1.740�3 1.28 4 0.798 1.914�4 1.23 5 0.517 2.018�5 1.19 10 0.132 2.231Ïðèìå÷àíèå. Òàáëèöà ñîäåðæèò ïðåäåëüíûå (B !1)çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ñâÿçè "1 ñ ó÷åòîì ïîëÿðèçàöèè âà-êóóìà äëÿ LLL-ñîñòîÿíèé ñ n� = 0; m = 0;�1; : : : ;�5è äëÿ âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé ñ m = n� = 0, n == 1; : : : ; 5; 10.ãäå L = B=B
r = �2H è �B = jej~=2me
 � ìàãíåòîíÁîðà. Ñ ðîñòîì B àíîìàëüíûé ìàãíèòíûé ìîìåíòýëåêòðîíà ìåíÿåò çíàê [25℄.Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî óðîâíÿ Ëàíäàó ïðè B � B
rðàâíàE0 = me + 12~!H � (�B +��)B � 12mee4�2 == me +� 12�� ln2 L� �2�Ry; L� 1 (5.12)(êàê îòìå÷àëîñü âûøå, â ñëó÷àå äèðàêîâñêîãî ýëåê�òðîíà, ò. å. ïðè �� = 0, äëÿ LLL-ñîñòîÿíèé ýíåð�ãèÿ íóëåâûõ êîëåáàíèé ~!H=2 ïîëíîñòüþ ñîêðàùà�åòñÿ ñ ìàãíèòíîé ýíåðãèåé ñïèíà �BB). Ïðè L � 1âêëàä â (5.12) îò àíîìàëüíîãî ìîìåíòà �� ðàñòåòêàê ln2 L è ñðàâíèâàåòñÿ ñ ýíåðãèåé ñâÿçè óðîâíÿïðè lnL = p2�� � � èëè10) L = L�,L� = exp�2 ln 1��� 1p2�� � 1�� � 15: (5:13)Ïðè L > L�, ò. å. ïðè B > 7 � 1014 �ñ, ñäâèã îñíîâíî�ãî óðîâíÿ, ñâÿçàííûé ñ ��, ïðåâûøàåò åãî ýíåðãèþñâÿçè �2 Ry. Îäíàêî ýòîò ñäâèã îïðåäåëÿåòñÿ ÊÝÄ,à íå àòîìíîé �èçèêîé, è îí ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâäëÿ âñåõ óðîâíåé àòîìíîãî ñïåêòðà. Ïîýòîìó ýíåð�ãèè ðàäèàöèîííûõ ïåðåõîäîâ np! 1s, êîòîðûå ìîã�ëè áû íàáëþäàòüñÿ â ýêñïåðèìåíòå, ïðè ó÷åòå ��ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿþòñÿ.10) Çäåñü ìû ïîëîæèëè äëÿ îöåíêè � � lnH.12



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 1, 2012 Î ñïåêòðå àòîìà âîäîðîäà : : :6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ ñòàòüå îáñóæäàþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå �îðìóëûäëÿ ýíåðãèé îñíîâíîãî è âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèéàòîìà âîäîðîäà, íàõîäÿùåãîñÿ â ìàãíèòíîì ïîëåB � Ba � 109 �ñ. �àññìîòðåíû àòîìíûå óðîâíè,ïðèìûêàþùèå ê íèæíåé çîíå Ëàíäàó ñ n� = 0 èìàãíèòíûìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìèm = 0;�1;�2; : : :Ýíåðãèè ýòèõ ñîñòîÿíèé îñòàþòñÿ íåðåëÿòèâèñòñêè�ìè äàæå â ñâåðõñèëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå B & B
rè ìîãóò áûòü ðàññ÷èòàíû íà îñíîâå óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà. Ñðàâíåíèå ñ èìåþùèìèñÿ ÷èñëåííû�ìè ðàñ÷åòàìè ïîêàçûâàåò, ÷òî óðàâíåíèå (3.3) ïðèH = B=Ba & 100 èìååò ïðîöåíòíóþ èëè åùå áîëååâûñîêóþ òî÷íîñòü.Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàêëþ÷èòåëüíûõ çàìå÷àíèé.1. Èìååòñÿ ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó ýíåðãè�ÿìè ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ óðîâíåé, E�n = �(��n )2 Ry,÷òî êà÷åñòâåííî âèäíî óæå èç àñèìïòîòè÷åñêèõ �îð�ìóë ïðè H � 1 (áåç ó÷åòà ïîëÿðèçàöèè âàêóóìà)�+n � 1n �1� 2n lnH + : : :� ;��n � 1n �1� 2n lnHH + : : :� ; (6.1)n = 1; 2; : : : Âîçáóæäåííûå ÷åòíûå óðîâíè ðàñïî�ëîæåíû çíà÷èòåëüíî âûøå íå÷åòíûõ, ñîîòâåòñòâóþ�ùèå ïîïðàâêè �èäáåðãà ñîñòàâëÿþò [17℄�+ � 2lnH ; �� � lnHH : (6:2)2. Ïðè H � 103�104 íå÷åòíûå óðîâíè óæå áëèç�êè ê íåâîçìóùåííûì êóëîíîâñêèì çíà÷åíèÿì En == �(1=n2) Ry, â òî âðåìÿ êàê ÷åòíûå óðîâíè åùåäàëåêè îò ýòîãî ïðåäåëà (ñì. òàêæå ðèñ. 1 â [14℄).Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå î ïðèáëèæåííîì âûðî�æäåíèè ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ óðîâíåé â ñèëüíîì ìàã�íèòíîì ïîëå [5; 17℄ íóæäàåòñÿ â ñóùåñòâåííîì óòî÷�íåíèè.3. Ñ ó÷åòîì ïîëÿðèçàöèè âàêóóìà ïðè B ! 1ýíåðãèè íèæíèõ ÷åòíûõ LLL-óðîâíåé ñ ðàçëè÷íûìèm íå óõîäÿò íà �1, êàê ýòî áûëî áû â ñëó÷àå ¾ïà�äåíèÿ íà öåíòð¿, à ñòðåìÿòñÿ ê êîíå÷íûì ïðåäåëü�íûì çíà÷åíèÿì, âåëè÷èíà êîòîðûõ E+1 = ��21 Ryçàâèñèò îò ìàãíèòíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà m è âåëè�êà ïî ñðàâíåíèþ ñ óðîâíÿìè äèñêðåòíîãî ñïåêòðààòîìà âîäîðîäà. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ îñíîâíîãî ñî�ñòîÿíèÿ n� = m = 0, â ñîãëàñèè ñ ðàáîòîé [20℄,E+1 = �21 Ry = 1:709 êýÂ, ÷òî íà äâà ïîðÿäêà ïðå�âûøàåò ýíåðãèþ ñâÿçè â ñâîáîäíîì àòîìå.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì â ñëó÷àå âîçáóæäåííûõ÷åòíûõ óðîâíåé àñèìïòîòèêà ýíåðãèé E+n ïðè B !!1 îòëè÷àåòñÿ îò En = �(1=n2) Ry. Â ýòîì ïðîÿâ�ëÿåòñÿ ý��åêò ¾çàìîðàæèâàíèÿ¿ óðîâíåé, ñâÿçàí�íûé ñ ïîëÿðèçàöèåé âàêóóìà è ýêðàíèðîâêîé êóëî�íîâñêîãî ïîòåíöèàëà. Òåì ñàìûì óñòàíàâëèâàåòñÿâåðõíÿÿ ãðàíèöà îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè óðàâíåíèÿ(3.3). Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî â ïîëÿõ B � 1012�1015 �ñ(ïóëüñàðû è ìàãíèòàðû) ïîïðàâêà íà ïîëÿðèçàöèþâàêóóìà åùå ìàëà, è ýòî óðàâíåíèå èìååò âûñîêóþòî÷íîñòü.4. Îáû÷íî ðàäèàöèîííîå ñìåùåíèå àòîìíûõóðîâíåé â ÊÝÄ ìàëî (íàïðèìåð, ëýìáîâñêèé ñäâèã�LS = 1058 Ì�ö óðîâíåé 2s1=2 è 2p1=2 àòîìàâîäîðîäà [24℄). Â ñëó÷àå ñâåðõñèëüíîãî ìàãíèòíîãîïîëÿ H & H1 ïîëÿðèçàöèÿ âàêóóìà ïðèâîäèò êêà÷åñòâåííîìó èçìåíåíèþ ñïåêòðà ÷åòíûõ óðîâíåé.5. Â ñòàòüå Çåëüäîâè÷à ¾Óðîâíè ýíåðãèè â èñ�êàæåííîì êóëîíîâñêîì ïîëå¿ [28℄ áûë óêàçàí èíòå�ðåñíûé �èçè÷åñêèé ý��åêò, êîòîðûé ìîæåò íàáëþ�äàòüñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïîòåíöèàë âçàèìîäåé�ñòâèÿ (èëè âîëíîâàÿ �óíêöèÿ) ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå÷àñòè ñ ñèëüíî íåñîèçìåðèìûìè ðàäèóñàìè. Åñëè âñèñòåìå èìååòñÿ óðîâåíü ñ ýíåðãèåé, áëèçêîé ê íóëþ(ðåçîíàíñíàÿ ñèòóàöèÿ), òî ïðîèñõîäèò ðåçêîå èçìå�íåíèå (¾ïåðåñòðîéêà¿) àòîìíîãî ñïåêòðà. Â äàëüíåé�øåì ýòîò ý��åêò áûë ïåðåîòêðûò â ðåëÿòèâèñòñêîéêóëîíîâñêîé çàäà÷å ñ çàðÿäîì Z > 137 [29℄, â òåîðèèëåã÷àéøèõ àäðîííûõ àòîìîâ [30℄ è ïîëó÷èë íàçâà�íèå ¾ý��åêòà Çåëüäîâè÷à¿ [31; 32℄.Â ðàáîòå [33℄ ïîëó÷åíî áåçìîäåëüíîå óðàâíåíèå,îïèñûâàþùåå ý��åêò Çåëüäîâè÷à äëÿ s-ñîñòîÿíèé,è ïîêàçàíî, ÷òî ïîäõîäÿùåé ïåðåìåííîé äëÿ åãîîïèñàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ý��åêòèâíîå êâàíòîâîå ÷èñëî[34; 35℄ n� = 1=� = (�2En)�1=2. Ïðè íàëè÷èè ý���åêòà Çåëüäîâè÷à çíà÷åíèÿ n� äëÿ ñåðèè àòîìíûõóðîâíåé îáëàäàþò ïåðèîäè÷íîñòüþ (ñì., íàïðèìåð,ðèñ. 1 â [33℄). �àññìîòðèì â ýòîé ñâÿçè ñïåêòð àòîìàâîäîðîäà â ñèëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå.Â òàáë. 4 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ n� äëÿ ñîñòîÿíèéñ êâàíòîâûìè ÷èñëàìè m = n� = 0 è n = 1; 2; 3,ïîëó÷åííûå èç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ�2n [9; 10; 13℄. Âèäíî, ÷òî ñâîéñòâî ïåðèîäè÷íîñòèñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ âûïîëíÿåòñÿ â äîñòàòî÷íîñèëüíûõ ïîëÿõ H & 10 (îòäåëüíî äëÿ ÷åòíûõ èíå÷åòíûõ ñîñòîÿíèé); ñð., íàïðèìåð, çíà÷åíèÿ n�äëÿ 2s-, 3s- è 3d-ñîñòîÿíèé ïðè �èêñèðîâàííîì H(îò 10 äî 106). Àíàëîãèÿ ìåæäó ðàñïîëîæåíèåìâîçáóæäåííûõ óðîâíåé äëÿ ýòèõ äâóõ çàäà÷ (àòîìâîäîðîäà ïðè B � Ba, aH � aB è êóëîíîâñêàÿçàäà÷à ñ êîðîòêîäåéñòâèåì [30�33℄ ïðè r0 � aB)âïåðâûå áûëà îòìå÷åíà, ïî-âèäèìîìó, â ðàáîòå [14℄.13



Â. Ñ. Ïîïîâ, Á. Ì. Êàðíàêîâ ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 1, 2012Òàáëèöà 4. Ý��åêòèâíîå êâàíòîâîå ÷èñëî óðîâ-íÿ n�H n�(H)P = +1 P = �11s 2s 3s 3d 2p 3p 4f0 1.000 2.000 3.000 3.000 2.000 3.000 4.0000.1 0.9556 1.838 3.388 2.580 1.755 2.675 3.6161 0.7756 1.765 3.741 2.748 1.387 2.354 3.34310 0.5349 1.547 3.545 2.546 1.143 2.133 3.131100 0.3632 1.397 3.399 2.399 1.039 2.037 3.0361000 0.2554 1.300 3.303 2.302 1.008 2.007 �104 0.1880 1.235 3.237 2.237 1.001 2.001 �105 0.1447 1.191 3.192 2.192 1.000 2.000 �106 0.1156 1.159 3.160 2.160 1.000 2.000 �1 0.0892 1.129 � � 1 2 3Ìû áëàãîäàðíû Ì. È. Âûñîöêîìó, ñîîáùèâøå�ìó íàì ðåçóëüòàòû ñòàòüè [20℄ äî åå îïóáëèêîâà�íèÿ, çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ â õîäå ðàáîòû. Ìûòàêæå áëàãîäàðíû À. Å. Êóäðÿâöåâó, Â. Ä. Ìóðó èÞ. À. Ñèìîíîâó çà îáñóæäåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëü�òàòîâ, À. È. Ïîòåõèíó, ïðåäîñòàâèâøåìó íàì ðåçóëü�òàòû ñâîèõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, Ñ. �. Ïîçäíÿêîâó çàïîìîùü â âû÷èñëåíèÿõ è Ì. Í. Ìàðêèíîé çà ïîìîùüïðè î�îðìëåíèè ðóêîïèñè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñî�âîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíòû ��09-02-01201à,10-02-00364a). Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ AÈçëîæèì âûâîä àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëû (3.8)äëÿ âîçáóæäåííûõ ÷åòíûõ óðîâíåé. Ïðè H ! 1êîðíè óðàâíåíèÿ (3.3) áëèçêè ê ïîëþñàì �óíêöèè (1 � ��1), à èìåííî, � ! 1=n = 1; 1=2; 1=3; : : : Ïî�ëàãàÿ � = 1n+ "; "! 0 (A.1)è ó÷èòûâàÿ, ÷òî [36℄ (1� ��1) �  (��1) + � 
tg(�=�) == "�1 +  (n) +O("); (A.2)èç (3.3) ïîëó÷àåì2"�1 = �� 1n + 2[lnn�  (n)℄� ln 2� 3


è îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì� = 1n+ " = 1n � 2n2 �2" + 2n��1 == 1n � 2=n2�+ 1=n+ 2[lnn�  (n)℄� ln 2� 3
 ++O� 1�2� ; n = 1; 2; : : : (A.3)Ïîñêîëüêó (n) =  (1) + n�1Xk=1 1k ;  (1) = �
; (A.4)�îðìóëà (À.3) ñîâïàäàåò ñ (3.8). Çäåñü � = ln ~H èëè� = lnH, ñîîòâåòñòâåííî ñ ó÷åòîì èëè áåç ó÷åòà ïî�ëÿðèçàöèè âàêóóìà.Èç (A.3) ïðè H ! 1 äëÿ ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ�(n)1 èìååì �(n)1 = 1n � 2(�1 � ~
n)n2 ; (A.5)ãäå �1 = ln(3�=�3) = 17:0, ~
1 = ln 2+
�1 = 0:2703,à çíà÷åíèÿ ~
n ñì. â òàáë. 3 (~
n ! 
0 = 2:425 ïðèn!1).Äëÿ n = 1 ýòà �îðìóëà äàåò �(1)1 = 0:8805, à ïîóðàâíåíèþ (5.8) ïîëó÷àåì �1 = 0:8861. Îòìåòèì,÷òî �îðìóëà (À.3) íåïðèìåíèìà äëÿ îñíîâíîãî ñî�ñòîÿíèÿ, äëÿ êîòîðîãî �1 = 11:213.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ BÂûâîä ðàçëîæåíèÿ (4.3) äëÿýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà íå÷åòíûõ óðîâíåéÄëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîãî ðàçëîæåíèÿ11) óäîáíî â èí�òåãðàëå â (4.2) âîñïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèåì (2.4)äëÿ ý��åêòèâíîãî ïîòåíöèàëà, ïîìåíÿòü ïîðÿäîêèíòåãðèðîâàíèÿ ïî � è r � z è ðàçáèòü èíòåãðèðî�âàíèå ïî z íà äâå îáëàñòè (0; L) è (L;1), ãäå aH �� L� aB (êîíêðåòíîå çíà÷åíèå L íå ñóùåñòâåííî).Äàëåå, âîëíîâóþ �óíêöèþ ns-ñîñòîÿíèÿ óäîáíî çà�ïèñàòü â âèäå [17℄ ns(z) = 1p�n3 e�z=nF (�n+ 1; 2; 2z=n); (B:1)ãäå âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ âû�ðàæàåòñÿ ÷åðåç îáîáùåííûé ïîëèíîì Ëàãåððà.11) Íèæå ìû èñïîëüçóåì àòîìíûå åäèíèöû e = ~ = me = 1.14



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 1, 2012 Î ñïåêòðå àòîìà âîäîðîäà : : :Â èíòåãðàëå ïî èíòåðâàëó (0; L) ìîæíî ïîëî�æèòü12)  2ns(z) = 1�n3 [1� 2z +O(z2)℄è ïîëó÷èòü4� LZ0 �Ueff (r) + 1r� 2ns(r)r2dr �� � 4n3 ZZ ��Rn�m(�)��2 �� LZ0 z2(1� 2z)" 1p�2 + z2 � 1z# dz d2� == � 4n3 �14�2 ln �2 � 14(2 ln 2� 1)�2 � 43�3 �� 12�2 lnL+ �2L+O(H�2)� ; (B.2)ãäå óñðåäíåíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ñîñòîÿíèþ ñ âîëíîâîé�óíêöèåé Rn�m(�) [17℄.Äëÿ âûïîëíåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî îáëàñòè(L;1) äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ðàçëîæåíèåì1p�2 + z2 � 1z � �22z3è çàïèñàòü èíòåãðàë â âèäå4� 1ZL �Ueff (r) + 1r� 2ns(r)r2dr �� 2n3 ZZ ��Rn�m(�)��2 1ZL �2z �� e�2z=nF 2(�n+ 1; 2; 2z=n) dz d2�: (B.3)Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà óäîáíî ïðåîáðàçîâàòü(B.3) ñëåäóþùèì îáðàçîì:2n3 �2 24 1ZL 1z e�2z=ndz � LZ0 1z e�2z=n �� �F 2(�n+ 1; 2; 2z=n)� 1� dz � Jn35 ; (B.4)ãäå Jn = 1Z0 1z e�z �1� F 2(�n+ 1; 2; z)� dz: (B:5)12) Ïîä÷åðêíåì, ÷òî êîý��èöèåíò ïðè z íå çàâèñèò îò n.

Ïåðâûé èíòåãðàë â (B.4) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòå�ãðàëüíóþ ïîêàçàòåëüíóþ �óíêöèþ Ei(�2L=n), ÷òîïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü åãî ðàçëîæåíèå1ZL 1z e�2z=ndz = �
 � ln 2n �� lnL+ 2Ln +O(L2); L� 1: (B.6)Íàêîíåö, ïîñëåäíèé èíòåãðàë â (B.4) ñ ðàññìàòðèâà�åìîé òî÷íîñòüþ ðàâåíLZ0 1z e�2z=n �F 2(�n+ 1; 2; 2z=n)� 1� dz == 2� 1n � 1�L+O(L2): (B.7)Ïðèâåäåííûå �îðìóëû îïðåäåëÿþò ñäâèãèíå÷åòíûõ óðîâíåé ïî îòíîøåíèþ ê êóëîíîâñêèìóðîâíÿì E(0)n = �1=2n2. Ïðè ýòîì, êàê è ñëåäîâàëîîæèäàòü, âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð L, ââåäåííûéäëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé, â îêîí÷àòåëüíîì îòâåòåâûïàäàåò.Çàïèñûâàÿ â (B.2)1n3 �2 ln �2 = 1n3 h�2 ln(a2H) + �2 ln(�2=a2H)i ;çàìå÷àåì, ÷òî çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷à�ñòè îïðåäåëÿåò àñèìïòîòè÷åñêè ñòàðøåå ñëàãàåìîåâ ñäâèãå óðîâíÿ ñ êîý��èöèåíòîì amn� â ðàçëîæå�íèè (4.3), ñîâïàäàþùåå ñ ïðèâåäåííûì ðàíåå (4.6).Äëÿ ñëåäóþùåãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ ïîëó÷àåìa(1)nmn� = 12 nKmn� � [2Jn � 2 lnn ++ 2
 + ln 2 + 1℄ �2=a2Ho ; (B.8)ãäå Kmn� = �(�2=a2H) ln(�2=2a2H):Â ñëó÷àå n� = 0, èñïîëüçóÿ ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿâîëíîâîé �óíêöèè Rn�m(�) [17℄, ïîëó÷àåìKm0 = �2(jmj+ 1) (jmj+ 2): (B:9)Íàêîíåö, âåëè÷èíàa(3=2)mn� = 83�3=a3H (B:10)íå çàâèñèò îò n, ïðè ýòîì äëÿ ñîñòîÿíèé ñ n� = 0�3=a3H = 2�jmj�1=2p� (2jmj+ 3)!!jmj! : (B:11)Â ÷àñòíîñòè, ïðè m = 0 îòñþäà èìååì �3=a3H == 3p�=2, ÷òî ó÷òåíî â ðàçëîæåíèè (4.7).15



Â. Ñ. Ïîïîâ, Á. Ì. Êàðíàêîâ ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 1, 2012Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ CÑïåêòð ÷åòíûõ óðîâíåé â èñêàæåííîì íàìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ îäíîìåðíîìêóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëåÎñîáåííîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñâÿçàíà ñòåì, ÷òî â ïðåäåëå íóëåâîãî ðàäèóñà îáðåçàíèÿ ãà�ìèëüòîíèàí Ĥ = � ~22me d2dz2 � e2jzj ; (C:1)îñòàâàÿñü ýðìèòîâûì, óæå íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿ�æåííûì îïåðàòîðîì13): âîçíèêàåò ïàäåíèå íà öåíòð(â òî÷êó z = 0). Ïîýòîìó ñïåêòð èñêàæåííîãî ïîòåí�öèàëà çàâèñèò êàê îò ðàäèóñà, òàê è îò êîíêðåòíîãîâèäà îáðåçàíèÿ ïðè jzj . r0.Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ñïåêòðà ÷åòíûõ óðîâ�íåé â îäíîìåðíîì ñèììåòðè÷íîì ïîòåíöèàëå âèäàU(z) = �e2v(jzj), ïðåäñòàâëÿþùåì èñêàæåííûé íàìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ jzj . r0 � aB êóëîíîâñêèé ïî�òåíöèàë UC(z) = �e2=jzj. Ñóùåñòâåííî, ÷òî èñêàæå�íèå ïîòåíöèàëà ïðåäïîëàãàåòñÿ óäîâëåòâîðÿþùèìóñëîâèþ14) jU(z)j . e2=r0.Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà 00(z) = 2me~2 [U(z)�E℄ (z) (C:2)ïðè jzj . r0 çàìå÷àåì, ÷òî â ýòîé îáëàñòè ïîòåíöè�àë U(z) ïðåäñòàâëÿåò ìåëêóþ ïîòåíöèàëüíóþ ÿìó (àìîæåò áûòü, äàæå è íåâûñîêèé áàðüåð!), ïîñêîëüêómer20 jU(z)j~2 . r0aB � 1: (C:3)Â ýòîì ñëó÷àå, êàê èçâåñòíî, âîëíîâàÿ �óíêöèÿ (z) � 
onst = 1, è èç óðàâíåíèÿ (C.2) ïðè z > 0ñëåäóåò, ÷òî  0(z) � 2me~2 zZ0 U(z0) dz0 (C:4)(ñì. [17, � 45℄), ïðè ýòîì ó÷òåíî, ÷òî jEj � e2=r0.13) Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òîòåïåðü â òî÷êå z = 0 èç-çà ñèíãóëÿðíîñòè ïîòåíöèàëà óñëîâèÿíåïðåðûâíîñòè âîëíîâîé �óíêöèè è åå ïðîèçâîäíîé íå ìîãóòáûòü âûïîëíåíû, ñì. íèæå (C.8). Î ðàçëè÷èè ìåæäó ýðìèòî�âûìè è ñàìîñîïðÿæåííûìè îïåðàòîðàìè ñì., íàïðèìåð, [37℄.14) Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå, â îòëè÷èå îò îä�íîìåðíîãî, òàêîå èñêàæåíèå êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà U(r) == �e2=r (íàïðèìåð, çà ñ÷åò êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ ÿäðà) âûñòó�ïàåò êàê ìàëîå âîçìóùåíèå, ïðè÷åì ÷åì ìåíüøå ðàäèóñ îáðå�çàíèÿ r0, òåì ìåíüøå è âîçìóùåíèå.

Òåïåðü çàìå÷àåì, ÷òî íà ðàññòîÿíèÿõ r0 � z �� aB , ãäå ïîòåíöèàë èìååò óæå êóëîíîâñêèé âèä,âûðàæåíèå (C.4) ïðèíèìàåò âèä 0(z) = � 2aB ln� zaB��K; (C:5)ïðè ýòîì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà K çàâèñèò îò êîíêðåò�íîãî âèäà îáðåçàíèÿ ïîòåíöèàëà. Òàê, äëÿ ìîäåëèïðÿìîóãîëüíîãî îáðåçàíèÿ, ò. å. äëÿ U = �e2=r0 ïðèjzj < r0 è U = �e2=jzj ïðè jzj > r0, èìååìK = 2aB �ln aBr0 + 1� : (C:6)Ïîä÷åðêíåì, ÷òî áîëüøîå çíà÷åíèå ëîãàðè�ìàln(aB=r0), ÿâëÿÿñü ãëàâíûì ñëàãàåìûì â K, íåçàâèñèò îò êîíêðåòíîãî âèäà îáðåçàíèÿ, ïðè÷åìñàìà âåëè÷èíà r0 îïðåäåëåíà ëèøü ïî ïîðÿäêóâåëè÷èíû.Â òî æå âðåìÿ íà ðàññòîÿíèÿõ jzj � r0 ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (C.2) äëÿ E = �~2�2=2me < 0, ýêñïîíåí�öèàëüíî óáûâàþùåå íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ, îïè�ñûâàåòñÿ �óíêöèåé Óèòòåêåðà: (jzj) = 
onst �W�;1=2(2jzj=�aB) (C:7)ñ � = 1=�aB > 0. Â îáëàñòè r0 � z � rB àðãóìåíò�óíêöèè Óèòòåêåðà ìàë è âûðàæåíèå (C.7) ïðèíè�ìàåò âèä (ìû ïîëîæèëè  (0) = 1) (z) � �1� 2 zaB ln(2�z) �� ��aB+2 �1� 1�aB��2+4
� zaB+ : : :� : (C.8)Çäåñü  (z) = �0(z)=�(z) � ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ïðîèç�âîäíàÿ ãàììà-�óíêöèè,  (1) = �
, 
 = 0:5772 : : : �ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà.Îáëàñòü r0 � z � rB ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ïåðå�êðûòèÿ ðåøåíèé, â êîòîðîé ñïðàâåäëèâû �îðìóëû(C.5) è (C.8) îäíîâðåìåííî. Äè��åðåíöèðóÿ (C.8) èïðèðàâíèâàÿ (C.5), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ñïåêòðà÷åòíûõ óðîâíåé â èñêàæåííîì êóëîíîâñêîì ïîòåíöè�àëå:KaB = �aB+2 ln(2�aB)+2 �1� 1�aB�+4
: (C:9)�àíåå, â ñëó÷àå ý��åêòèâíîãî ïîòåíöèàëàUeff (z) = �e2 Z jR0m(�)j2p�2 + z2 d2�; (C:10)ãäå â ðîëè r0 âûñòóïàåò aH = p~
=eB, áûëî ïîëó�÷åíî çíà÷åíèå (äëÿ n� = 0) [14℄KaB = 2 ln(aB=aH) + ln 2�  (1 + jmj) == lnH + ln 2�  (1 + jmj); (C.11)16
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=~3, êîòîðîå ñîâìåñòíî ñ(C.9) îïðåäåëÿåò ñïåêòð ÷åòíûõ óðîâíåé, ñì. (3.3)è (3.6).Òåïåðü çàìå÷àåì, ÷òî ñîãëàñíî �îðìóëàì (C.4)è (C.5) ó÷åò èçìåíåíèÿ ý��åêòèâíîãî ïîòåíöèàëàèç-çà ïîëÿðèçàöèè âàêóóìà ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåéçàìåíå â (C.9) è (C.11):K ! K + ÆK; ÆK = �2me~2 1Z0 ÆUeff (z) dz: (C:12)Ââèäó áûñòðîãî óáûâàíèÿ ÆUeff (z), ñì. (5.2), âåðõ�íèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ïîëîæèòü ðàâ�íûì áåñêîíå÷íîñòè. Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå (5.5)äëÿ ñïåêòðà ÷åòíûõ óðîâíåé, òàê êàê Æm(H) == �ÆK aB . ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. D. Lai, Rev. Mod. Phys. 73, 629 (2001).2. A. K. Harding and D. Lai, Rep. Progr. Phys. 69, 2631(2006).3. C. Kouveliotou, R. C. Dun
an, and C. Thompson, S
i.Amer. (ïåð.: Â ìèðå íàóêè, �6, 
. 26 (2003)).4. L. I. S
hiff and H. Snyder, Phys. Rev. 55, 59 (1939).5. R. Loudon, Amer. J. Phys. 27, 649 (1959).6. R. F. Elliott and R. Loudon, J. Phys. Chem. Sol. 15,196 (1960).7. H. Hasegawa and R. E. Howard, J. Phys. Chem. Sol.21, 179 (1961).8. Z. Chen and S. P. Goldman, Phys. Rev. A 45, 1722(1992); 48, 1107 (1993).9. J.-H. Wang and C.-S. Hsue, Phys. Rev. A 52, 4508(1995).10. D. Lai and E. E. Salpeter, Phys. Rev. A 53, 152 (1996).11. Yu. P. Krav
henko, M. A. Liberman, and B. Johans-son, Phys. Rev. A 54, 287 (1996).12. A. Y. Potekhin, J. Phys. B 31, 49 (1998).13. À. Þ. Ïîòåõèí, Äèññ. : : : äîêò. �èç.-ìàò. íàóê, ÔÒÈèì. Èî��å, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã (2009).14. Á. Ì. Êàðíàêîâ, Ïèñüìà â ÆÝÒÔ 77, 73 (2003);Â. Ñ. Ïîïîâ, Ïèñüìà â ÆÝÒÔ 77, 79 (2003);Á. Ì. Êàðíàêîâ, Â. Ñ. Ïîïîâ, ÆÝÒÔ 124, 996(2003).

15. Â. Ñ. Ïîïîâ, Á. Ì. Êàðíàêîâ, Ñ. �. Ïîçäíÿêîâ, â ñá.Íàó÷íàÿ ñåññèÿ ÌÈÔÈ-2011, ò. 2 (2011), ñ. 177.16. I. B. Khriplovi
h and G. Yu. Ruban, Laser Phys. 14,426 (2004).17. Ë. Ä. Ëàíäàó, Å. Ì. Ëè�øèö, Êâàíòîâàÿ ìåõàíè�êà: íåðåëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿ, Ôèçìàòëèò, Ìîñêâà(2002).18. A. E. Shabad and V. V. Usov, Phys. Rev. Lett. 98,180403 (2007); Phys. Rev. D 77, 025001 (2008).19. M. I. Vysotsky, Pis'ma v Zh. Eksp. Teor. Fiz. 92, 22(2010).20. B. Ma
het and M. I. Vysotsky, Phys. Rev. D 83,025022 (2011).21. F. Sauter, Z. Phys. 69, 742; 73, 547 (1931).22. W. Heisenberg and H. Euler, Z. Phys. 98, 714 (1936).23. J. S
hwinger, Phys. Rev. 82, 664 (1951).24. À. È. Àõèåçåð, Â. Á. Áåðåñòåöêèé, Êâàíòîâàÿýëåêòðîäèíàìèêà, Íàóêà, Ìîñêâà (1989).25. È. Ì. Òåðíîâ, Â. �. Áàãðîâ, Â. À. Áîðäîâèöûí,Î. Ô. Äîðî�ååâ, ÆÝÒÔ 55, 2273 (1968).26. R. Jan
ovi
i, Phys. Rev. 187, 2275 (1969).27. R. G. Newton, Phys. Rev. 96, 523 (1954); Phys. Rev.D 3, 626 (1971).28. ß. Á. Çåëüäîâè÷, ÔÒÒ 1, 1637 (1959).29. Â. Ñ. Ïîïîâ, ÆÝÒÔ 60, 1228 (1971).30. À. Å. Êóäðÿâöåâ, Â. Å. Ìàðêóøèí, È. Ñ. Øàïèðî,ÆÝÒÔ 74, 432 (1978).31. A. M. Badalyan, L. P. Kok, M. I. Polikarpov, andYu. A. Simonov, Phys. Rep. 82, 31 (1982).32. Á. Ì. Êàðíàêîâ, À. Å. Êóäðÿâöåâ, Â. Ä. Ìóð,Â. Ñ. Ïîïîâ, ÆÝÒÔ 94, 65 (1988).33. À. Å. Êóäðÿâöåâ, Â. Ñ. Ïîïîâ, Ïèñüìà â ÆÝÒÔ 29,311 (1979).34. À. À. �àäöèã, Á. Ì. Ñìèðíîâ, Ïàðàìåòðû àòîìîâ èàòîìíûõ èîíîâ, Ýíåðãîàòîìèçäàò, Ìîñêâà (1986).35. Ë. À. Áóðååâà, Â. Ñ. Ëèñèöà, Âîçìóùåííûé àòîì,ÈçäÀÒ, Ìîñêâà (1997).36. Ñïðàâî÷íèê ïî ñïåöèàëüíûì �óíêöèÿì, ïîä ðåä.Ì. Àáðàìîâèöà è È. Ñòåãóí, Íàóêà, Ìîñêâà (1979).37. À. Ñ. Âàéòìàí, Ïðîáëåìû â ðåëÿòèâèñòñêîé äèíà�ìèêå êâàíòîâàííûõ ïîëåé, Íàóêà, Ìîñêâà (1968).2 ÆÝÒÔ, âûï. 1 17


