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ÄÂÓÌÅ�ÍÛÉ ÎÑÖÈËËßÒÎ� Â ÌÀ�ÍÈÒÍÎÌ ÏÎËÅÒ. Ê. �åáàíå *Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò �èçèêè èì. Â. À. Ôîêà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà198504, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 31 ìàÿ 2011 ã.�àññìîòðåí ñïåêòð ýíåðãèè è ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå äâó-ìåðíîãî àíèçîòðîïíîãî îñöèëëÿòîðà è â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå. Íàéäåíî òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîåðåøåíèå çàäà÷è ïðè ëþáîé íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Èññëåäîâàíû õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè èç-ìåíåíèÿ ñïåêòðà ýíåðãèè â çàâèñèìîñòè îò íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòûïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé òåîðèè ìàãíåòèçìà è ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ìîäå-ëèðîâàíèè ìàãíèòíûõ ñâîéñòâ àòîìîâ è ìîëåêóë.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÌîäåëü ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, â êîòîðîé÷àñòèöû âçàèìîäåéñòâóþò ñèëàìè óïðóãîñòè, íàøëàøèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ êâàíòî�âîé ìåõàíèêè � îò òåîðèè êîëåáàíèé ìîëåêóë äî òå�îðèè èñêóññòâåííûõ àòîìîâ è ìîëåêóë òèïà ¾ãàðìî�íèÿ¿ [1℄. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ëåãêîñòüþ òî÷íîãî ðåøå�íèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêî�ãî ïîòåíöèàëà, êîòîðàÿ ââèäó âîçìîæíîñòè ðàçäå�ëåíèÿ ïåðåìåííûõ ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ ñèñòåì â îäíî�ðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå. Â ìàãíèòíîì ïîëå òàêîåðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ âîçìîæíî òîëüêî ïðè íàëè�÷èè îñåâîé ñèììåòðèè, è âìåñòî òî÷íîãî ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ïðèõîäèòñÿ äîâîëüñòâîâàòü�ñÿ ïðèáëèæåííûìè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïîêà�æåì, ÷òî àíèçîòðîïíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîðïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñêëþ÷åíèå èç ýòîãî ïðàâèëà:çàäà÷à î åãî ñïåêòðå ýíåðãèè è ñîáñòâåííûõ �óíêöè�ÿõ â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ëþáîé íàïðÿæåí�íîñòè èìååò ïðîñòîå è òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøå�íèå, íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå îñåâîé ñèììåòðèè. Âîñíîâå íàøåãî ïîäõîäà ëåæèò èñïîëüçîâàíèå îïåðà�òîðîâ ñäâèãà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè è ìåòîäâàðüèðîâàíèÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà [2℄.2. ÎÏÅ�ÀÒÎ� ÝÍÅ��ÈÈ ÄÂÓÌÅ�ÍÎ�ÎÎÑÖÈËËßÒÎ�À Â ÌÀ�ÍÈÒÍÎÌ ÏÎËÅ�àññìîòðèì äâèæåíèå áåññïèíîâîé ÷àñòèöû ñìàññîé m è çàðÿäîì q â ïîëå äâóìåðíîãî àíèçî�*E-mail: trebane�mail.ru

òðîïíîãî îñöèëëÿòîðà ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåéV (x; y(!21x2+!22y2)=2 è â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïî�ëå H = Hez, ïàðàëëåëüíîì îñè z. Áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû àääèòèâíî çà�âèñèò îò êîîðäèíàòû z, è ðàññìîòðèì åå äâèæåíèåâ ïëîñêîñòè xy. Äâóìåðíîå äâèæåíèå ÷àñòèöû îïðå�äåëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ýíåðãèèH = m ��v2x + v2y + !21x2 + !22y2�� =2; (1)ãäå vx è vy � êîìïîíåíòû îïåðàòîðà ñêîðîñòè ÷àñ�òèöû â ìàãíèòíîì ïîëå:vx = � i~m ��x � q
m Ax;vy = � i~m ��y � q
m Ay: (2)Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A îäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãîïîëÿ ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèþ rotA = Hez. Âûáåðåìåãî â âèäå A(x; y) = H!1xey � !2yex2(!1 + !2) : (3)Ëèíèè âåêòîðà A(x; y) (3) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïî�äîáíûå ýëëèïñû: âåêòîð A(x; y) â ëþáîé òî÷êå (x; y)íàïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé ê ýëëèïñó!1x2 + !2y2 = 
onst:Ýòîò ¾ýëëèïòè÷åñêèé¿ âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ñâÿçàíñî ñòàíäàðòíûì âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì ñ êðóãîâû�ìè âåêòîðíûìè ëèíèÿìè A0(x; y) ãðàäèåíòíûì ïðå�îáðàçîâàíèåì:A(x; y) = A0(x; y) +rF (x; y); (4)252



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 2, 2012 Äâóìåðíûé îñöèëëÿòîð â ìàãíèòíîì ïîëåãäåA0(x; y) = Hxey � yex2 ; F (x; y) = H (!1 � !2)xy2(!1 + !2) :Ïðè íàøåì âûáîðå âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà (3) îïå�ðàòîð ýíåðãèè (1) ðàâåíH(x; y) = � ~22m � �2�x2 + �2�y2�++ m �(!1 + !2)2 + !2
� (!21x2 + !22y2)2(!1 + !2)2 ++ i~!
!1 + !2 �!2y ��x � !1x ��y� ; (5)ãäå !
 = qH=m
 � öèêëîòðîííàÿ ÷àñòîòà.3. ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÑÒÎßÍÈÅ ÄÂÓÌÅ�ÍÎ�ÎÎÑÖÈËËßÒÎ�À Â ÌÀ�ÍÈÒÍÎÌ ÏÎËÅÏåðâûå äâà ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (5)îïèñûâàþò äâà ëèíåéíûõ îäíîìåðíûõ îñöèëëÿòîðà
 ÷àñòîòàìè �(!1 + !2)2 + !2
�1=2 !1!1 + !2è �(!1 + !2)2 + !2
�1=2 !2!1 + !2 ;êîòîðûå êîëåáëþòñÿ âäîëü îñåé x è y, à òðåòèé ÷ëåí,ðàâíûéi~qm
A � r = i~!
!1 + !2 �!2y ��x � !1x ��y� ; (6)îïðåäåëÿåò èíäóöèðîâàííóþ ìàãíèòíûì ïîëåìñâÿçü ìåæäó ýòèìè îñöèëëÿòîðàìè. Òàê êàê âåêòîðA(x; y) â (3) êàñàåòñÿ ýëëèïñîâ!1x2 + !2y2 = 
onst;îí îðòîãîíàëåí ãðàäèåíòó ëþáîé �óíêöèè âèäà	(!1x2 + !2y2). Ïîýòîìó îïåðàòîð (6) îáðàùàåò âñåòàêèå �óíêöèè â íóëü, è äëÿ íèõ ãàìèëüòîíèàí (5)ýêâèâàëåíòåí ñóììå îïåðàòîðîâ ýíåðãèè äâóõ îäíî�ìåðíûõ îñöèëëÿòîðîâ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî áåçóçëî�âàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ	00(x; y) = N �� exp(�m2~ �(!1+!2)2+!2
�1=2 (!1x2+!2y2)!1 + !2 ) (7)

ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ñîáñòâåííîé �óíêöèåé îïåðàòîðàýíåðãèè (5) ïðè ëþáîé íàïðÿæåííîñòè îäíîðîäíîãîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîäñòàâèì åå â óðàâíåíèåH(x; y)	00(x; y) = E(0; 0)	00(x; y)è íàéäåì ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äâóìåðíîãîîñöèëëÿòîðà â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå:E(0; 0) = ~2 �(!1 + !2)2 + !2
�1=2 : (8)Äîñòîéíî âíèìàíèÿ, ÷òî ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿîñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ 	00(x; y) â ìàãíèòíîì ïîëå÷èñòî âåùåñòâåííà. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì âûáî�ðà êàëèáðîâêè âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà (4), êîòîðàÿìèíèìèçèðóåò ïîïðàâêó ïåðâîãî ïîðÿäêà ê ýíåðãèèïî ìàãíèòíîìó ïîëþ [1℄.4. ÎÏÅ�ÀÒÎ�Û ÑÄÂÈ�À ÝÍÅ��ÈÈÝíåðãèè è ñîáñòâåííûå �óíêöèè âîçáóæäåííûõñîñòîÿíèé äâóìåðíîãî îñöèëëÿòîðà â ìàãíèòíîì ïî�ëå îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ ñäâèãà ñîá�ñòâåííûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè. Åñëè îïåðàòîð L óäî�âëåòâîðÿåò ïåðåñòàíîâî÷íîìó ñîîòíîøåíèþ[H;L℄ = HL� LH = "L; (9)ãäå " � ïîñòîÿííàÿ, òî îí ïåðåâîäèò ñîáñòâåííóþ�óíêöèþ 	E îïåðàòîðà ýíåðãèè ñ ñîáñòâåííûì çíà�÷åíèåì E â ñîáñòâåííóþ �óíêöèþ 	E+" ñî ñìåùåí�íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì (E + "):H(L	E) = (E + ")L	E; (10)òàê ÷òî L	E = 	E+":Ââåäåì ìàñøòàáèðîâàííûå îïåðàòîðû êîìïîíåíòñêîðîñòåé è êîîðäèíàò ÷àñòèöû:� = (m=~!
)1=2vx; � = (m=~!
)1=2vy;
 = (~!
=m)1=2x; Æ = (~!
=m)1=2y: (11)Îíè óäîâëåòâîðÿþò ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíè�ÿì [�; �℄ = [
; �℄ = [Æ; �℄ = i;[�; Æ℄ = [�; 
℄ = [
; Æ℄ = 0: (12)Îïåðàòîð ýíåðãèè (5) ïðèíèìàåò òåïåðü êîìïàêò�íûé âèäH = ~!
2 ��2 + �2 + !21
2 + !22Æ2!2
 � : (13)253



Ò. Ê. �åáàíå ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 2, 2012Îïåðàòîð ñäâèãà ýíåðãèè L áóäåì èñêàòü â âèäå ëè�íåéíîé êîìáèíàöèè îïåðàòîðîâ (12),L = A�+B� + C
 +DÆ; (14)ñ ïîäëåæàùèìè îïðåäåëåíèþ êîý��èöèåíòàìè A,B, C è D. Åãî êîììóòàòîð ñ îïåðàòîðîì ýíåðãèè(13) ðàâåí[H;L℄ = ~!
 �(iB � C)�+ i~!
2 (D �A)� ++ ~4!
 �!21A
 + !22BÆ�� : (15)Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (9) ñëåäóåò ñèñòåìà ëèíåéíûõîäíîðîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé�iB + iC � "~!
 A = 0;iA+ iD � "~!
 B = 0;�i!21!2
 A� "~!
 C = 0;i!22!2
 B � "~!
 D = 0: (16)
Îíà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå ïðè óñëîâèè èñ÷åçíî�âåíèÿ åå äåòåðìèíàíòà"4 � ~2(!2
 + !21 + !22)"2 + ~4!21!22 = 0: (17)Ïîëîæèâ "2 = ~2
2;ïîëó÷èì äâà çíà÷åíèÿ ÷àñòîòû 
:
1 = 2�1=2�!21 + !22 + !2
 ++ h�!21 + !22 + !2
�2 � 4!21!22i1=2�1=2 ;
2 = 2�1=2�!21 + !22 + !2
 �� h�!21 + !22 + !2
�2 � 4!21!22i1=2�1=2 : (18)
�àäè îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷àñòîòà êî�ëåáàíèé ñâîáîäíîãî îñöèëëÿòîðà ïî îñè x ïðåâîñõî�äèò ÷àñòîòó êîëåáàíèé ïî îñè y: !1 > !2. (Ñëó÷àéèçîòðîïíîãî îñöèëëÿòîðà ñ !1 = !2 äîïóñêàåò ïðî�ñòîå ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â öèëèíäðè÷åñêèõ êî�îðäèíàòàõ.)Òîãäà ñîáëþäàåòñÿ ¾ñóáîðäèíàöèÿ¿ ÷àñòîò:
1 � !1 > !2 � 
2: (19)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íàéäåííîå âûøå âûðà�æåíèå (8) äëÿ ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äâóìåð�íîãî îñöèëëÿòîðà â ìàãíèòíîì ïîëå òîæäåñòâåííîñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåìE(0; 0) = ~2(
1 +
2): (20)Èç �îðìóë (18) è (20) ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòð óðîâ�íåé ýíåðãèè äâóìåðíîãî îñöèëëÿòîðà â îäíîðîäíîììàãíèòíîì ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîéE(n1; n2) = ~ [(n1 + 1=2)
1 + (n2 + 1=2)
2℄ ;n1; n2 = 0; 1; 2; : : : (21)Ýòîò ñïåêòð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ äâóõýêâèäèñòàíòíûõ ñïåêòðîâ ñ ðàññòîÿíèÿìè ìåæäóñîñåäíèìè óðîâíÿìè, ðàâíûìè ~
1 è ~
2. Ïðèïîíèæåíèè íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ êàæ�äûé èç óðîâíåé E(n1; n2) (21) ïåðåõîäèò â óðîâåíüýíåðãèè ñâîáîäíîãî îñöèëëÿòîðà ~[(n1 + 1=2)!1 ++(n2+1=2)!2℄. Òàêîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò�ñòâèå ìåæäó óðîâíÿìè îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåííûå ñïîìîùüþ îïåðàòîðîâ ñäâèãà óðîâíè E(n1; n2) îõâà�òûâàþò âåñü ñïåêòð ýíåðãèè äâóìåðíîãî îñöèëëÿòî�ðà â ìàãíèòíîì ïîëå.5. ÏÅ�ÅÑÒ�ÎÉÊÀ ÑÏÅÊÒ�À ÝÍÅ��ÈÈ ÂÌÀ�ÍÈÒÍÎÌ ÏÎËÅÈç �îðìóë (18) ñëåäóåò, ÷òî ñ ðîñòîì íàïðÿæåí�íîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ áîëåå âûñîêàÿ ÷àñòîòà äâó�ìåðíîãî îñöèëëÿòîðà 
1 ïîâûøàåòñÿ, à áîëåå íèç�êàÿ ÷àñòîòà 
2 ïîíèæàåòñÿ. Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèÿìåæäó ¾âûñîêî÷àñòîòíûìè¿ óðîâíÿìè ðàñòóò, à ðàñ�ñòîÿíèÿ ìåæäó ¾íèçêî÷àñòîòíûìè¿ óðîâíÿìè óáû�âàþò. Ïåðåõîäû ìåæäó ïåðâûìè èñïûòûâàþò ¾�èî�ëåòîâûé¿, à ìåæäó âòîðûìè � ¾êðàñíûé¿ ñäâèã.Â ñëàáûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ (ïðè !
 � !1) ñìåùå�íèÿ èíäèâèäóàëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè êâàäðàòè÷íûïî !
. Îíè ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûå çíàêè, ÷òî ñî�îòâåòñòâóåò ïðåîáëàäàíèþ ïîëîæèòåëüíîãî äèàìàã�íèòíîãî âêëàäà ïåðâîãî ïîðÿäêà îò îïåðàòîðàq2(A2x +A2y)=2m
2èëè æå îòðèöàòåëüíîãî ïàðàìàãíèòíîãî âêëàäà âòî�ðîãî ïîðÿäêà îò îïåðàòîðài~qAr=m
:Â ñèëüíûõ ïîëÿõ (ïðè !
 � !1) ñïðàâåäëèâû ðàçëî�æåíèÿ ÷àñòîò 
1 è 
2 ïî îáðàòíûì ñòåïåíÿì öèêëî�òðîííîé ÷àñòîòû !
:254
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1 = !
 + !21 + !222!
 + : : : ;
2 = !1!2� 1!
 � !21 + !222!3
 + : : :� : (22)Îòñþäà âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷àñòî�òà 
1 íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò, à ÷àñòîòà 
2 ñòðåìèòñÿê íóëþ.Â ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñîñòîÿíèÿ ñ îäèíà�êîâûìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìè n1 îáðàçóþò ãðóïïû,â êîòîðûõ óðîâíè ñ ðàçëè÷íûìè n2 ïðè óñèëåíèèïîëÿ ñáëèæàþòñÿ è â ïðåäåëå ñëèâàþòñÿ 
 óðîâíåìËàíäàó E = (n1 + 1=2)~!
:Ýòè ãðóïïû óðîâíåé îïèñûâàþòñÿ �îðìóëîéE(n1; n2) = ~!
 �(n1+1=2)+(n1+1=2)(!21+!22)2!2
 ++ (n2 + 1=2)!1!2!2
 + : : :� : (23)Òàêîå ïîâåäåíèå ñïåêòðà ýíåðãèè ñâÿçàíî ñ îáðàò�íî-ïðîïîðöèîíàëüíûì ìàãíèòíîìó ïîëþ óìåíüøå�íèåì ðàäèóñîâ öèêëîòðîííûõ îðáèò. Â ñèëüíîì ïîëåîíè èìåþò î÷åíü ìàëûå ðàäèóñû è ïî÷òè íå âîçìó�ùàþòñÿ îñöèëëÿòîðíûì ïîòåíöèàëîì. (Ïîëóêëàññè�÷åñêîå ïîÿñíåíèå ýòîé ñèòóàöèè äàåòñÿ â Ïðèëîæå�íèè.)Â ñëàáûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ (ïðè !
 � !1 + !2)óðîâíè ýíåðãèè äâóìåðíîãî îñöèëëÿòîðà ìîæíî ðàç�ëîæèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:E(n1; n2) = (n1 + 1=2)~!1�1 + !
!21 � !22�++ (n2 + 1=2)~!2�1� !2
!21 � !22� : (24)Òàê êàê !21 > !22 , ñîñòîÿíèÿ âûñîêî÷àñòîòíîé ñåðèèn1 âíîñÿò â ìàãíèòíóþ âîñïðèèì÷èâîñòü� = � �2E�H2 ����H=0îòðèöàòåëüíûå (äèàìàãíèòíûå) âêëàäû, à ñîñòîÿ�íèÿ íèçêî÷àñòîòíîé ñåðèè n2 � ïîëîæèòåëüíûåâêëàäû ïàðàìàãíèòíîãî õàðàêòåðà. Âêëàäû ïðèñó�ùè ñîñòîÿíèÿì, ìàãíèòíûå ìîìåíòû êîòîðûõ â îò�ñóòñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâíû íóëþ. Â îòëè÷èåîò îðèåíòàöèîííîãî ïàðàìàãíåòèçìà, èõ ïàðàìàãíå�òèçì îáóñëîâëåí ìàãíèòíûìè ìîìåíòàìè, èíäóöèðó�åìûìè ìàãíèòíûì ïîëåì, è îïèñûâàåòñÿ âî âòîðîìïîðÿäêå òåîðèåé âîçìóùåíèé. Õàðàêòåð ñóììàðíîé

âîñïðèèì÷èâîñòè îïðåäåëÿåòñÿ êîíêóðåíöèåé äèà�ìàãíèòíûõ âêëàäîâ âûñîêî÷àñòîòíîé ñåðèè óðîâíåéè ïàðàìàãíèòíûõ âêëàäîâ íèçêî÷àñòîòíûõ óðîâíåé.Âîñïðèèì÷èâîñòü � îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îñöèëëÿòî�ðà (n1 = n2 = 0) âñåãäà äèàìàãíèòíà. Ñ ðîñòîì ÷èñ�ëà íèçêî÷àñòîòíûõ êâàíòîâ n2 îíà ñòàíîâèòñÿ ïàðà�ìàãíèòíîé ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì ÷èñëå âûñî�êî÷àñòîòíûõ êâàíòîâ n1.Çàìåòèì, ÷òî íàøè ðåçóëüòàòû îñòàþòñÿ â ñèëåè äëÿ èçîòðîïíîãî îñöèëëÿòîðà ñ ÷àñòîòîé!1 = !2 = !21 = !:Ôîðìóëû (18) â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàþò âèä
1;
2 = (!2 + !2
=2� !
=2)1=2;à ýíåðãèÿ E(n1; n2) ñîñòîÿíèé ñ n1 6= n2 = 0 áóäåòâ ñëàáûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ ëèíåéíî çàâèñåòü îò íà�ïðÿæåííîñòè ïîëÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òàêèå ñîñòîÿ�íèÿ èçîòðîïíîãî îñöèëëÿòîðà â îòñóòñòâèå ìàãíèò�íîãî ïîëÿ îáëàäàþò ñîáñòâåííûìè ìàãíèòíûìè ìî�ìåíòàìè. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ìàãíèòíîì ïîëå ïîë�íîñòüþ ñíèìàåòñÿ ¾ñëó÷àéíîå¿ âûðîæäåíèå ãðóïïóðîâíåé ñ îäèíàêîâûìè ñóììàìè êâàíòîâûõ ÷èñåën1 + n2.�èñóíêè 1 è 2 èëëþñòðèðóþò ïåðåñòðîéêó ðàñ�ñ÷èòàííûõ ïî �îðìóëàì (18) è (21) óðîâíåé ýíåð�ãèè äâóìåðíîãî îñöèëëÿòîðà â ìàãíèòíîì ïîëå. Èçðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî òî÷íîå êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîåîïèñàíèå äâóìåðíîãî îñöèëëÿòîðà â ìàãíèòíîì ïî�ëå ïðèâîäèò ê íàáîðó íåìîíîòîííî èçìåíÿþùèõñÿ èïåðåñåêàþùèõñÿ óðîâíåé ýíåðãèè. Ýòîò ñïåêòð ýíåð�ãèè ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò èíòóèòèâíîé ìîäå�ëè, â êîòîðîé âëèÿíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñâîäèòñÿòîëüêî ê ïîÿâëåíèþ äîáàâî÷íîãî ý��åêòèâíîãî ïî�òåíöèàëà q2(A2x +A2y)=2m
2;âûçûâàþùåãî ïîâûøåíèå âñåõ áåç èñêëþ÷åíèÿ óðîâ�íåé ýíåðãèè è ðîñò ðàññòîÿíèé â ñåðèÿõ ýêâèäèñòàíò�íûõ óðîâíåé.Ñîïîñòàâëåíèå èíòóèòèâíîé ìîäåëè ñ òî÷íûì ðå�øåíèåì çàäà÷è óêàçûâàåò íà ñóùåñòâåííóþ ðîëüâõîäÿùåãî â ãàìèëüòîíèàí îïåðàòîðà (i~q=m
)Ar,ó÷èòûâàþùåãî èíäóöèðîâàííîå ìàãíèòíûì ïîëåìâçàèìîäåéñòâèå îäíîìåðíûõ îñöèëëÿòîðîâ.6. ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈÂÎÇÁÓÆÄÅÍÍÛÕ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ×åòûðåì êîðíÿì óðàâíåíèÿ (17),"1 = ~
1;�~
1; ~
2;�~
2;255
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�èñ. 1. Âëèÿíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ãðóïïûóðîâíåé ýíåðãèè E(n1; n2) äâóìåðíîãî îñöèëëÿ-òîðà ñ êâàíòîâûìè ÷èñëàìè n1 = 1; 2; 3 èn2 = 1; 2; : : : ; 10. ×àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèéîñöèëëÿòîðà !1 = 31=2 è !2 = 1. Óêàçàíû ïàðûêâàíòîâûõ ÷èñåë n1 è n2 íèçøåãî è âåðõíåãî óðîâ-íåé äàííîé ãðóïïû. Ñ ðîñòîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ óðîâ-íè â êàæäîé ãðóïïå ñáëèæàþòñÿ, ñòðåìÿñü â ïðåäå-ëå ê óðîâíÿì Ëàíäàó ñ ýíåðãèåé (n1 + 1=2)~!
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�èñ. 2. Íèçøèå óðîâíè ýíåðãèè äâóìåðíîãî îñöèë-ëÿòîðà ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè !1 = 2 è !2 == 1 â ìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñ öèêëîòðîííîé ÷àñòîòîé0 � !
 � 4. Óðîâíè ýíåðãèè ñ ïàðàìè êâàíòîâûõ÷èñåë n1 = 0, n2 � 2 íà ýòîì èíòåðâàëå ñ ðîñòîììàãíèòíîãî ïîëÿ ïîíèæàþòñÿ (ïàðàìàãíèòíû)

ñîîòâåòñòâóþò ÷åòûðå îïåðàòîðà ïîâûøåíèÿ èëè ïî�íèæåíèÿ ýíåðãèè íà êâàíò:"1 = ~
1 èëè "2 = ~
2:Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç L+1 , L�1 , L+2 è L�2 . Ýòè îïåðàòî�ðû îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè (16) ñ òî÷íîñòüþ äîïîñòîÿííûõ ìíîæèòåëåé è ìîãóò áûòü âçÿòû â âèäåL�j = Aj (�� i!
 ��
j � !21
 �� � !21
j 
� �� �!2!
�2 1� !21
2j ! Æ) : (25)Èíäåêñ j = 1; 2 îòìå÷àåò ñåðèþ ýêâèäèñòàíòíûõóðîâíåé ñ ÷àñòîòîé ïåðåõîäîâ ìåæäó íèìè 
1 èëè
2 (18) â ìàãíèòíîì ïîëå. Âåëè÷èíû Aj (j = 1; 2) �ñâîáîäíî âûáèðàåìûå âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå.Âåðõíèé çíàê â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (25) ñëåäóåòáðàòü â ñëó÷àå îïåðàòîðîâ ïîâûøåíèÿ ýíåðãèè L+j ,à íèæíèé � äëÿ îïåðàòîðîâ ïîíèæåíèÿ ýíåðãèè L�j .Ñîáñòâåííûå �óíêöèè âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèéäâóìåðíîãî îñöèëëÿòîðà â ìàãíèòíîì ïîëå ïîëó÷à�þòñÿ ïðèìåíåíèåì îïåðàòîðîâ ïîâûøåíèÿ ýíåðãèèL+1 è L+2 ê ñîáñòâåííîé �óíêöèè îñíîâíîãî ñîñòîÿ�íèÿ (7):	n1n2(x; y) = (L+1 )n1(L+2 )n2	00(x; y): (26)Ñ ó÷åòîì �îðìóë (11) è (25) ìîæíî ñêàçàòü, ÷òîîïåðàòîðû L+1 è L+2 ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíà�öèÿìè îïåðàòîðîâ x; y, �=�x è �=�y. Îòñþäà ñëåäó�åò, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (26) ñòîèò ïðîèç�âåäåíèå íåêîòîðîãî ïîëèíîìà Pn1n2(x; y) è �óíê�öèè 	00(x; y). Ïîýòîìó íåíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåí�íûå �óíêöèè äâóìåðíîãî îñöèëëÿòîðà â ìàãíèòíîìïîëå äàþòñÿ �îðìóëîé	n1n2(x; y) = Pn1n2(x; y) exp(� m2~ �� �(!1 + !2)2 + !2
�1=2 (!1x2 + !2y2)!1 + !2 ) ;n1; n2 = 1; 2; : : : (27)Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé (18) è (21) ñîîòâåòñòâóþùèåóðîâíè ýíåðãèè E(n1; n2) äàþòñÿ �îðìóëîéE(n1; n2) = 2�1=2~(n1 + 1=2)��n!21+!22+!2
+ �(!21+!22+!2
 )2�4!21!22�1=2o1=2++ 2�1=2~(n2+1=2)n!21+!22+!2
� �(!21+!22+!2
)2 �� 4!21!22�1=2o1=2 ; n1; n2 = 0; 1; 2; : : : (28)256



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 2, 2012 Äâóìåðíûé îñöèëëÿòîð â ìàãíèòíîì ïîëåÂ çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð ýíåðãèè äâó�ìåðíîãî îñöèëëÿòîðà (13) â ìàãíèòíîì ïîëå ðàñïà�äàåòñÿ íà ñóììó äâóõ îïåðàòîðîâ:H = H1 +H2; H1 = L+1 L�1 + ~
1=2;H2 = L+2 L�2 + ~
2; (29)êîììóòèðóþùèõ ìåæäó ñîáîé è èìåþùèõ ñîáñòâåí�íûå çíà÷åíèÿ ~ [(n1 + 1=2)
1℄ è ~ [(n2 + 1=2)
2℄. Çíà�÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ ìíîæèòåëåé A1 è A2 â âûðàæå�íèè (25) äëÿ îïåðàòîðîâ L�j îïðåäåëÿþòñÿ ïî÷ëåí�íûì ïðèðàâíèâàíèåì êîý��èöèåíòîâ ïðè îïåðàòî�ðàõ �, �, 
 è Æ â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâàH = H1+H2.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èìA21 = ~!
2 
21
22
21 � 
22 � 1
22 � 1!21� ;A22 = ~!
2 
21
22
21 � 
22 � 1!22 � 1
21� : (30)Ó÷åò ýòèõ çíà÷åíèé è �îðìóë (11) ïîçâîëÿåò ïðèæåëàíèè â ÿâíîì âèäå âûïèñàòü îïåðàòîðû ñäâèãàýíåðãèè L�j (24), à òàêæå ãàìèëüòîíèàíû àíàëîãîâîäíîìåðíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ H1 è H2(29) ÷åðåç îïåðàòîðû x, y, �=�x è �=�y.7. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÄâóìåðíûé àíèçîòðîïíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèë�ëÿòîð ÿâëÿåòñÿ óíèêàëüíîé ñèñòåìîé, ëèøåííîé îñå�âîé ñèììåòðèè, íî äîïóñêàþùåé òî÷íîå àíàëèòè÷å�ñêîå îïðåäåëåíèå ýíåðãèè è ñîáñòâåííûõ �óíêöèéâ ìàãíèòíîì ïîëå ëþáîé íàïðÿæåííîñòè. �åøåíèåýòîé çàäà÷è ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ñïåöèàëüíîãî âûáî�ðà âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà è èñïîëüçîâàíèÿ îïåðàòî�ðîâ ñäâèãà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè.�àáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîò àâòîðà ïîèññëåäîâàíèþ ìàãíèòíûõ ñâîéñòâ ãàðìîíè÷åñêîãîîñöèëëÿòîðà è ìîëåêóë [4; 5℄.Àâòîð ïðèçíàòåëåí Þ. Ò. �åáàíå çà ïîëåçíûå çà�ìå÷àíèÿ. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ�àññìîòðèì âîçìóùàþùåå äåéñòâèå îñöèëëÿòîð�íîãî ïîòåíöèàëàV (x; y) = m(!21x2 + !22y2)=2íà öèêëîòðîííóþ îðáèòó ñ öåíòðîì â òî÷êå ñ êîîð�äèíàòàìè x0 è y0. Ýòîò ïîòåíöèàë, îòñ÷èòàííûé îòöåíòðà öèêëîòðîííîé îðáèòû, èìååò âèäV (x0; y0) = m(!21x02 + !22y02) ++m(!21x0x0 + !22y0y0) +m(!21x20 + !22y20)=2; (A.1)

ãäå x = x0 + x0; y = y0 + y0:Êâàäðàòè÷íàÿ ïî x0 è y0 ÷àñòü îñöèëëÿòîðíîãî ïî�òåíöèàëà V (x0; y0) óìåíüøàåò ðàäèóñ öèêëîòðîííîéîðáèòû è óñêîðÿåò ÷àñòîòó âðàùåíèÿ ÷àñòèöû ïîíåé íà âåëè÷èíó (!21 + !22)=2!
, ïðèâîäÿ ê ïîëîæè�òåëüíîìó ñäâèãó ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé, îïèñûâàå�ìîìó âòîðûì ÷ëåíîì â �îðìóëå (23) îñíîâíîãî òåê�ñòà.Êðîìå òîãî, ëèíåéíàÿ ïî x0 è y0 ÷àñòü îñöèëëÿ�òîðíîãî ïîòåíöèàëà V (x0; y0) âûçûâàåò ìåäëåííûéäðåé� öåíòðà öèêëîòðîííîé îðáèòû ñî ñêîðîñòüþv = 
e 1H2 [rV �H℄â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ãðàäèåíòó ïîòåí�öèàëà V (x0; y0) [3℄. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ öåíòðàöèêëîòðîííîé îðáèòû èìåþò âèä�x0�t = y0!22!
 ; �y0�t = �x0!21!
 : (A.2)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýòîò äðåé� ïðîèñõîäèò ñ÷àñòîòîé !1!2=!
. Êâàíòîâàíèå ýòîãî ìåäëåííîãîäâèæåíèÿ ïðèâîäèò ê ïîïðàâêå äëÿ óðîâíåé ýíåð�ãèè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ òðåòüèì ÷ëåíîì â âûðà�æåíèè (23). Íàêîíåö, ïîñòîÿííîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé÷àñòè (A.1) ñîâïàäàåò ñ ÷ëåíîì, ïðîïîðöèîíàëüíûìêâàíòîâîìó ÷èñëó n2 â �îðìóëå (23) îñíîâíîãî òåê�ñòà.Òàêèì îáðàçîì, ïîâåäåíèå óðîâíåé ýíåðãèè äâó�ìåðíîãî àíèçîòðîïíîãî îñöèëëÿòîðà â ñèëüíîì ìàã�íèòíîì ïîëå äîïóñêàåò íàãëÿäíîå ïîëóêëàññè÷åñêîåòîëêîâàíèå. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. K. Varga, P. Navratil, J. Usukura, and Y. Suzuki,Phys. Rev. B 63, 205308 (2001).2. Ò. Ê. �åáàíå, ÆÝÒÔ 38, 963 (1960).3. Ë. Ä. Ëàíäàó, Å. Ì. Ëè�øèö, Òåîðåòè÷åñêàÿ �èçè�êà, ò. 2, Òåîðèÿ ïîëÿ, Íàóêà, Ìîñêâà (1988), ñ. 84.4. Ò. Ê. �åáàíå, Òåîp. è ýêñï. õèìèÿ 5, 1 (1969).5. Ò. Ê. �åáàíå, Ìàãíèòíûå ñâîéñòâà ìîëåêóë ñ çà�ìêíóòûìè ýëåêòðîííûìè îáîëî÷êàìè. Ñîâðåìåí�íûå ïðîáëåìû êâàíòîâîé õèìèè, ò. 1, Íàóêà, Ëåíèí�ãðàä (1986), ñ. 165.4 ÆÝÒÔ, âûï. 2 257


