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Ê ÒÅÎ�ÈÈ ÓÏ�Ó�Î�Î �ÀÑÑÅßÍÈß ÌÅÄËÅÍÍÛÕ ×ÀÑÒÈÖÍÀ ÄÂÓÌÅ�ÍÎÌ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÅÁ. ß. Áàëàãóðîâ *Èíñòèòóò áèîõèìè÷åñêîé �èçèêè èì. Í. Ì. Ýìàíóýëÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119334, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 8 ñåíòÿáðÿ 2011 ã.Ïðåäëîæåíà òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö ìàëîé ýíåðãèè E íà äâóìåðíîì ïîòåíöèàëå ïðîèçâîëüíîé âåëè÷è-íû. Äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è èñïîëüçîâàíî ðàçëîæåíèå ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ñíóëåâîé ýíåðãèåé. Íàéäåíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû s-ðàññåÿíèÿ è äëÿ óðîâíåé ñëàáîñâÿçàííûõs-ñîñòîÿíèé. Ïîëó÷åííûå îáùèå �îðìóëû èëëþñòðèðóþòñÿ òî÷íî ðåøàåìûì ïðèìåðîì.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÈçó÷åíèå ðàçíîîáðàçíûõ �èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé,ñâÿçàííûõ ñ ïîâåðõíîñòÿìè [1℄, ïðèâåëî ê íåîáõîäè�ìîñòè ðåøåíèÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷ â äâóõèçìåðåíèÿõ. Îäíîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îá óïðó�ãîì ðàññåÿíèè ÷àñòèö íà äâóìåðíîì ïîòåíöèàëå.Ýòà ïðîáëåìà ñ ðàçëè÷íûõ òî÷åê çðåíèÿ ðàññìàò�ðèâàëàñü â ðàáîòàõ [2�6℄. Ôàçîâàÿ òåîðèÿ óïðóãîãîðàññåÿíèÿ ÷àñòèö ïðèìåíèòåëüíî ê äâóìåðíîìó ñëó�÷àþ ïðåäëîæåíà â ðàáîòå [2℄. Äðóãèå âîïðîñû îáùå�ãî õàðàêòåðà � íàëè÷èå ïîëþñîâ â àìïëèòóäå ðàñ�ñåÿíèÿ, èõ ñâÿçü ñ äèñêðåòíûìè óðîâíÿìè ýíåðãèè,äâóìåðíûé àíàëîã òåîðåìû Ëåâèíñîíà è ò. ä. � îá�ñóæäàëèñü â ðàáîòàõ [3�6℄.Çàäà÷à î ðàññåÿíèè ìåäëåííûõ ÷àñòèö íà äâóìåð�íîì àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîòåíöèàëå ðàññìàò�ðèâàëàñü â êíèãå [7℄. Ïðèâåäåííîå â [7℄ âûðàæå�íèå äëÿ àìïëèòóäû s-ðàññåÿíèÿ f0 äàåò �óíêöèî�íàëüíóþ çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû f0 îò ýíåðãèè ïðèkR � 1 (R � ðàäèóñ äåéñòâèÿ ïîòåíöèàëà). Â ýòîâûðàæåíèå âõîäèò íåêîòîðàÿ �åíîìåíîëîãè÷åñêàÿêîíñòàíòà, êîòîðóþ ñëåäóåò îïðåäåëÿòü, ðåøàÿ óðàâ�íåíèå Øðåäèíãåðà ïðè íóëåâîé ýíåðãèè. Â ðàáî�òå [8℄ òàêàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà äëÿ ¾ñëàáîãî¿ ïî�òåíöèàëà ñ ïîìîùüþ òåîðèè âîçìóùåíèé, ÷òî ïîçâî�ëèëî íàéòè â ýòîì ïðèáëèæåíèè ÿâíîå âûðàæåíèåäëÿ àìïëèòóäû s-ðàññåÿíèÿ. Êðîìå òîãî, äëÿ ýíåð�ãèè ñëàáîñâÿçàííîãî s-ñîñòîÿíèÿ â [8℄ áûëà ïîëó÷åíà�îðìóëà, óòî÷íÿþùàÿ èçâåñòíóþ ïîðÿäêîâóþ îöåí�êó [7℄. Â [9℄ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [8℄ îáîáùåíû íà ñëó�*E-mail:balagurov�deom.
hph.ras.ru, byabalagurov�mail.ru

÷àé ñëàáîãî äâóìåðíîãî ïîòåíöèàëà, íå îáëàäàþùå�ãî àêñèàëüíîé ñèììåòðèåé.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå �åíîìåíîëîãè÷åñêàÿ êîí�ñòàíòà, âõîäÿùàÿ â âûðàæåíèå äëÿ àìïëèòóäûs-ðàññåÿíèÿ ìåäëåííûõ ÷àñòèö, íàéäåíà äëÿ àêñè�àëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ïîòåíöèàëà ïðîèçâîëüíîé âå�ëè÷èíû. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ïðèE = 0 ïðèìåíåí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà êâàíòîâàíèèàìïëèòóäû ïîòåíöèàëà � ñì., íàïðèìåð, [10℄, ãäåýòîò ìåòîä äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî ðàññìîòðåí äëÿ îä�íîìåðíîãî ñëó÷àÿ. (Ñõîäíûé, íî áîëåå �îðìàëüíûéïîäõîä áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ [11�13℄. Â òî æåâðåìÿ ïðîáëåìû, çàòðîíóòûå â [10℄ è â íàñòîÿùåé ðà�áîòå, â [11�13℄ íå ðàññìàòðèâàëèñü.) Â äàííîé ðàáîòåñíà÷àëà èññëåäóþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà äâóìåðíûõñîáñòâåííûõ �óíêöèé �n(�) ïðè íóëåâîé ýíåðãèè. �å�øåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ïðè E = 0 èùåòñÿ ñïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ âîëíîâîé �óíêöèè ïî ñèñòåìåf�n(�)g. Â ðåçóëüòàòå óïîìÿíóòàÿ âûøå �åíîìåíî�ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà (è, ñëåäîâàòåëüíî, àìïëèòóäàs-ðàññåÿíèÿ f0) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç õàðàêòåðíûå äëÿäàííîãî ïîòåíöèàëà ïàðàìåòðû.Â ðàáîòå íàéäåíû òàêæå ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿóðîâíåé ýíåðãèè En ñëàáîñâÿçàííûõ s-ñîñòîÿíèéâìåñòå ñ ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûìè ìíîæèòåëÿìè. Âñîãëàñèè ñ [3℄ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî, êàê è â òðåõìåðíîìñëó÷àå, àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ f0 èìååò ïîëþñû ïðèE = En. Äëÿ ïðîâåðêè ñïðàâåäëèâîñòè îáùèõ �îð�ìóë ðàññìîòðåí òî÷íî ðåøàåìûé ïðèìåð � äâóìåð�íàÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ ¾ïðÿìîóãîëü�íûì¿ ïîòåíöèàëîì. Â ýòîì ñëó÷àå ìîãóò áûòü íàé�äåíû êàê òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû ðàññå�2 ÆÝÒÔ, âûï. 6 1041



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 6, 2012ÿíèÿ è óðîâíåé ýíåðãèè ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé, òàêè ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé f�n(�)g. Ïîêàçàíî,÷òî äëÿ ýòîãî ïîòåíöèàëà ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå âðàìêàõ äâóõ ðàçíûõ ïîäõîäîâ, ñîâïàäàþò.2. ÑÈÑÒÅÌÀ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉÏ�È E = 0�àññìîòðèì äâóìåðíóþ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêóþñèñòåìó � ÷àñòèöó â ïîëå ïîòåíöèàëà U(�). Ïðåäñòà�âèì ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ â âèäå U(�) = U0v(�),ãäå U0 � àìïëèòóäà ïîòåíöèàëà, à áåçðàçìåðíàÿ�óíêöèÿ v(�) çàäàåò åãî �îðìó. Ñòàöèîíàðíîå óðàâ�íåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ ÷àñòèöû ñ ýíåðãèåé E çàïè�øåì â âèäår2  (�) + "  (�) = � v(�) (�); (1)ãäå " = 2mE=~2, � = 2mU0=~2. Ïðè ñòàíäàðòíîìïîäõîäå [7℄ â êà÷åñòâå îáúåêòà êâàíòîâàíèÿ âûáèðà�åòñÿ ýíåðãèÿ. Äëÿ ïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèÿ (� < 0)ïðè ýòîì îïðåäåëÿþòñÿ (åñëè îíè åñòü) óðîâíè ýíåð�ãèè "� ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëíóþñèñòåìó îáðàçóåò ñîâîêóïíîñòü âîëíîâûõ �óíêöèéäèñêðåòíîãî (" < 0) è íåïðåðûâíîãî (" > 0) ñïåê�òðîâ.Âîçìîæåí, îäíàêî, àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä, êî�ãäà êâàíòóåòñÿ àìïëèòóäà ïîòåíöèàëà � ñì., íàïðè�ìåð, [10℄, ãäå ðàññìîòðåí îäíîìåðíûé ñëó÷àé. Ñîîò�âåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå �óíêöèè '�(�) ðåãóëÿð�íû è óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþr2'�(�) + "'�(�) = ��v(�)'�(�); (2)ãäå �� � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Âåëè÷èíû '�(�) è�� çàâèñÿò îò ýíåðãèè: '� = '�(";�) è �� = ��("),ïðè÷åì �� < 0 ïðè " < 0. Ñèñòåìà �óíêöèé f'�(�)gîðòîíîðìèðîâàíà ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþZ '�(�)'�(�) v(�) d� = Æ�� ; (3)ãäå '�(�) è '�(�) îòíîñÿòñÿ ê îäíîé è òîé æå ýíåð�ãèè.Äëÿ ïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèÿ (� < 0) óðîâíèýíåðãèè ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé "� = "�(�) îïðåäåëÿ�þòñÿ èç óðàâíåíèÿ ��(") = �: (4)Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ  �(�), îòâå÷àþùàÿ óðîâíþ ýíåð�ãèè "� , âûðàæàåòñÿ ÷åðåç '�(�) ïðè " = "� (ñì. [10℄).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà f'�(�)g îáðàçóåò ïîë�íûé íàáîð, òàê ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ïîëíî�òû â âèäåv(�) X� '�(�)'�(�0) = Æ(�� �0); (5)ãäå �óíêöèè '�(�) è '�(�0) îòíîñÿòñÿ ê îäíîé è òîéæå ýíåðãèè.�àññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñâîéñòâà ñîáñòâåí�íûõ �óíêöèé s-ñîñòîÿíèé â àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷-íîì ïîòåíöèàëå v(�) = v(�) ïðè íóëåâîé ýíåðãèè.Íå çàâèñÿùèå îò óãëà �óíêöèè �n(�) = 'n(0; �) ðå�ãóëÿðíû è óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ� 00n(�) + 1� � 0n(�) = �n v(�) �n(�); (6)ãäå �n = �n(0) 6 0 � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåí�íûå çíà÷åíèÿ. Íà �óíêöèè �n(�) íàëîæèì óñëîâèå� � 0n(�) ! 0 ïðè � ! 1. Â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèè�n(�) è �m(�) áóäóò îðòîãîíàëüíû ñ âåñîì v(�), åñëè�n 6= �m. Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå îðòîíîðìèðîâàííî�ñòè ñèñòåìû f�n(�)g â îòñóòñòâèå âûðîæäåíèÿ èìååòâèä, àíàëîãè÷íûé (3):1Z0 �n(�) �m(�) v(�) � d� = Ænm: (7)Ïðè � � R, ãäå R � ðàäèóñ äåéñòâèÿ ïîòåíöèà�ëà (ñì. �îðìóëó (10)), â óðàâíåíèè (6) ìîæíî ïðå�íåáðå÷ü ïðàâîé ÷àñòüþ. �åøåíèåì ïîëó÷èâøåãîñÿóðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ � � 0n(�) ! 0ïðè �!1, ÿâëÿåòñÿ �n(�) = 
onst, òàê ÷òîlim�!1 �n(�) = �n(1) 6= 0: (8)Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ �n îïðåäåëÿþò êðèòè�÷åñêèå çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû ïîòåíöèàëà U0n == (~2=2m)�n, ïðè êîòîðûõ ïî ìåðå óãëóáëåíèÿÿìû âîçíèêàþò íîâûå óðîâíè ñ íóëåâîé ýíåðãèåéñâÿçè. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèåñóùåñòâóåò â ñêîëü óãîäíî ñëàáîì ïîòåíöèàëå ïðè�òÿæåíèÿ. Ïîýòîìó îäíî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé(ïðèïèøåì åìó íîìåð n = 0) ïðè " = 0 ðàâíî íóëþ.Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ ñâîäèòñÿ êïîñòîÿííîé âåëè÷èíå: �0(�) = �0 = 
onst, òàê ÷òîn = 0: �0 = 0; �0 = p2R : (9)Çäåñü R îïðåäåëÿåòñÿ êàêR2 = 2 1Z0 v(�) � d�: (10)1042



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 6, 2012 Ê òåîðèè óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ : : :Îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îòëè÷íû îò íóëÿè, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, îòðèöàòåëüíû.Óìíîæèì îáå ñòîðîíû óðàâíåíèÿ (6) íà � d� èïðîèíòåãðèðóåì îò 0 äî 1. Â ðåçóëüòàòå, ñ ó÷åòîìóñëîâèÿ � � 0n(�)! 0 ïðè �!1, ïîëó÷èìn 6= 0: 1Z0 �n(�) v(�) � d� = 0: (11)Ýòî ðàâåíñòâî, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (7), ÿâëÿåò�ñÿ òàêæå ñëåäñòâèåì îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ�óíêöèé �0 è �n(�) ïðè n 6= 0.Ââåäåì �óíêöèþ �ðèíàG0(�; �0) = �(�� �0) ln �+ �(�0 � �) ln �0; (12)óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ�2G0(�; �0)��2 + 1� �G0(�; �0)�� = Æ(�� �0)� : (13)Â �îðìóëå (12), êàê îáû÷íî, �(x) = 1 ïðè x > 0 è�(x) = 0 ïðè x < 0. Ôóíêöèÿ �ðèíà (12) ñèììåòðè÷�íà ïî ñâîèì àðãóìåíòàì: G0(�; �0) = G0(�0; �). Ñ ïî�ìîùüþ �óíêöèè G0(�; �0) äè��åðåíöèàëüíîå óðàâ�íåíèå (6) îáû÷íûì îáðàçîì ïðèâîäèòñÿ ê èíòåãðàëü�íîé �îðìå:�n(�) = �n(1)+�n 1Z0 G0(�; �0) �n(�0) v(�0) �0 d�0: (14)Êàê è â ñëó÷àå " 6= 0, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñèñòåìàñîáñòâåííûõ �óíêöèé f�n(�)g ïîëíà. Ýòî ïîçâîëÿåòïðîâåñòè ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé�óíêöèè f(�) ïîýòîé ñèñòåìå:f(�) =Xn Cn�n(�) = C0�0 + Xn> 0Cn�n(�); (15)Cn = 1Z0 f(�) �n(�) v(�) � d�; n = 0; 1; 2; : : : (16)Óìíîæèì óðàâíåíèå (6) ïðè n 6= 0 íà ��1n f(�) � d� èïðîèíòåãðèðóåì îò 0 äî 1. Â ðåçóëüòàòå ïîñëå äâó�êðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷èìn 6= 0 : Cn = 1�n 1Z0 ��n(�)� �n(1)��� �� f 00(�) + f 0(�)� d�: (17)Ïðè âûâîäå (17) ñ÷èòàëîñü, ÷òî ïðîèíòåãðèðîâàí�íûå âûðàæåíèÿ ðàâíû íóëþ, ÷òî ìîæåò íàêëàäû�âàòü îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïîâåäåíèå �óíê�öèè f(�) ïðè �! 0 è �!1.

Äëÿ �óíêöèè f(�) = G0(�; �0) ñîãëàñíî (13) èìå�åì � f 00(�) + f 0(�) = Æ(�� �0);òàê ÷òî n 6= 0: Cn = 1�n ��n(�0)� �n(1)�: (18)Ïîýòîìó äëÿ �óíêöèè �ðèíà ïîëó÷àåì ñëåäóþùååðàçëîæåíèå:G0(�; �0) = �20 1Z0 G0(�0; t) v(t) t dt++ Xn> 0 �n(�0)� �n(1)�n �n(�): (19)Ïîñêîëüêó G0(�; �0) ! ln � ïðè �0 ! �, èç (19)íàõîäèìln � = �20 1Z0 G0(�; t) v(t) t dt++ Xn> 0 ��n(�)� �n(1)� �n(�)�n : (20)Óìíîæèì (20) íà v(�) � d� è ïðîèíòåãðèðóåì ïî âñåì�. Â ðåçóëüòàòå ñ ó÷åòîì (7) è (11) ïîëó÷èì ¾ïðàâè�ëî ñóìì¿ 1Xn=1 1�n = � L�20 = �R22 L; (21)ãäå L = 4R4 1Z0 24 �Z0 ln �t v(t) t dt35 v(�) � d� (22)� áåçðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà (L � 1). Ïðè âûâîäå (21)èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå�40 1Z0 24 1Z0 G0(�; t) v(t) t dt35 v(�) � d� == L+ �20 1Z0 ln t v(t) t dt (23)
 L èç (22).Äëÿ �óíêöèèf(�) = 1Z0 G0(�; t) v(t) t dt (24)èìååì �f 00(�) + f 0(�) = v(�)�;1043 2*



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 6, 2012òàê ÷òî Cn = ���1n �n(1)=�20 ïðè n 6= 0. Ïîýòîìó âýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå:1Z0 G0(�; t) v(t) t dt = �20 1Z0 24 1Z0 G0(s; t) v(t) t dt35 �� v(s) s ds� ��20 Xn>0 �n(1)�n �n(�): (25)Ïðè � = 0 èç (25) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (23) ñëåäóåòåùå îäíî ¾ïðàâèëî ñóìì¿1Xn=1 �n(0)�n(1)�n = L (26)
 L èç (22). Ñîîòíîøåíèÿ (21) è (26) ìîãóò èñïîëü�çîâàòüñÿ äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè âû÷èñëåíèÿ âå�ëè÷èí �n è �n(�).3. ÀÌÏËÈÒÓÄÀ s-�ÀÑÑÅßÍÈß�àññìîòðèì ðàññåÿíèå ïëîñêîé âîëíû eikx íà äâó�ìåðíîì àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîòåíöèàëå. Ñî�îòâåòñòâóþùàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ  (�) ïîä÷èíÿåò�ñÿ óðàâíåíèþ (1) ñ " = k2 è v(�) = v(�). Äëÿìåäëåííûõ ÷àñòèö (kR � 1) ñóùåñòâåííî òîëüêîs-ðàññåÿíèå [7℄. Â ýòîì ñëó÷àå â îáëàñòè ðàññòîÿíèé� � R, êîãäà â óðàâíåíèè (1) ìîæíî ïðåíåáðå÷üïðàâîé ÷àñòüþ, âîëíîâàÿ �óíêöèÿ èìååò âèä (ñì.çàäà÷ó �7 ê � 132 êíèãè [7℄) = eikx + f0r�k2 iH(1)0 (k�); (27)ãäå f0 � èñêîìàÿ àìïëèòóäà s-ðàññåÿíèÿ, H(1)0 (z) ��óíêöèÿ Õàíêåëÿ. Ïðè ìàëûõ z äëÿ H(1)0 (z) èìååìz ! 0: H(1)0 (z) � 2i� ln 
z2i ; (28)ãäå ln 
 = C = 0:577 : : : � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà, òàê÷òî ïðè k�� 1 âîëíîâàÿ �óíêöèÿ (27) èìååò âèäR� �� 1=k :  �  1 + f0r2k� ln 2i
k!�� f0r2k� ln �: (29)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè k�� 1 â óðàâíåíèè Øðå�äèíãåðà ìîæåò áûòü îïóùåí ÷ëåí, ñîäåðæàùèé ýíåð�ãèþ, òàê ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå s-ðàññåÿíèÿîíî ïðèíèìàåò âèäk�� 1:  00(�) + 1�  0(�) = � v(�) (�): (30)

Ïðè � � R â óðàâíåíèè (30) òàêæå ìîæíî ïðåíå�áðå÷ü ïðàâîé ÷àñòüþ, òàê ÷òî äëÿ  (�) áóäåì èìåòüñëåäóþùåå âûðàæåíèå:R� �� 1=k :  (�) � A �1 +B ln ��; (31)ãäå êîíñòàíòà B íå çàâèñèò îò ýíåðãèè.Ôîðìóëû (29) è (31) ñïðàâåäëèâû â îäíîì è òîìæå äèàïàçîíå ðàññòîÿíèé è äîëæíû ïîýòîìó ¾ñøè�âàòüñÿ¿. Èç ýòîãî óñëîâèÿ íàõîäèì ñëåäóþùåå âûðà�æåíèå äëÿ àìïëèòóäû s-ðàññåÿíèÿ:f0 = �r �2k �ln 2i
k + 1B ��1 : (32)Ôîðìóëà (32), àíàëîãè÷íàÿ ïîëó÷åííîé â [7℄ (çàäà�÷à �7 ê � 132), äàåò �óíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòüàìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ îò ýíåðãèè ïðè kR � 1. Âõî�äÿùàÿ â (32) êîíñòàíòà B çàâèñèò îò âèäà ïîòåíöè�àëà è äîëæíà îïðåäåëÿòüñÿ èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ(30). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ �óíêöèÿ  (�) äîëæíà áûòüðåãóëÿðíîé ïðè � = 0 è èìåòü àñèìïòîòèêó�!1 :  (�) = 1 +B ln �: (33)Â �îðìóëå (33) íåñóùåñòâåííàÿ äëÿ äàëüíåéøåãîêîíñòàíòà A èç (31) ïîëîæåíà ðàâíîé åäèíèöå. Â ñëó�÷àå ¾ñëàáîãî¿ (j�jR2 � 1) ïîòåíöèàëà ñ�îðìóëèðî�âàííàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà â ðàáîòå [8℄ ñ ïîìîùüþòåîðèè âîçìóùåíèé. Ïîêàæåì, ÷òî êîíñòàíòà B ìî�æåò áûòü îïðåäåëåíà è ïðè ïðîèçâîëüíîé àìïëèòóäåïîòåíöèàëà.Ñ ïîìîùüþ �óíêöèè �ðèíà (12) ïðèâåäåì äè���åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (30) ê èíòåãðàëüíîé �îð�ìå:  (�) = 1 + � 1Z0 G0(�; t) (t) v(t) t dt: (34)Îòñþäà ïðè �!1 ñëåäóåò �îðìàëüíîå âûðàæåíèåäëÿ êîíñòàíòû B:B = � 1Z0  (�) v(�) � d�: (35)Óðàâíåíèå (34) ðåøàåì ðàçëîæåíèåì �óíêöèè  (�)ïî ñèñòåìå f�n(�)g, ââåäåííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäå�ëå:  (�) = 1Xn=0Cn �n(�): (36)Â ýòîì ñëó÷àå èç (35) ñ ó÷åòîì (11) ïîëó÷àåìB = ��0 C0; (37)1044



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 6, 2012 Ê òåîðèè óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ : : :òàê ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû B äîñòàòî÷íîíàéòè êîý��èöèåíò C0 èç ðàçëîæåíèÿ (36).Ïîäñòàíîâêà (36) â óðàâíåíèå (34) äàåò ñëåäóþ�ùåå ñîîòíîøåíèå:1Xn=0Cn�n(�) = 1 + �C0�0 1Z0 G0(�; t) v(t) t dt++ � 1Xn=1Cn �n(�)� �n(1)�n : (38)Çäåñü èñïîëüçîâàíî óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ�óíêöèé (14). Óìíîæèì (38) íà �0 v(�) � d� èïðîèíòåãðèðóåì îò 0 äî 1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èìðàâåíñòâîC0 = 1�0 + ��20 (lnR+ I)C0 � ��0 1Xn=1Cn �n(1)�n ; (39)ãäå I � ââåäåííàÿ â ðàáîòå [8℄ áåçðàçìåðíàÿ êîíñòàí�òàI = 2R2 1Z0 ln �R v(�) � d�++ 4R4 1Z0 24 �Z0 ln �t v(t) t dt35 v(�) � d�: (40)Ïðè âûâîäå (39) ó÷òåíû ñîîòíîøåíèÿ (11) è (22),(23).Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, óìíîæèâ (38) íà�m(�) v(�) � d�, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âñåì �âûðàçèì êîý��èöèåíò Cm ïðè m 6= 0 ÷åðåç C0.Òàêèì îáðàçîì,n 6= 0: Cn = � ��0 �n(1)�n � � C0: (41)Ïðè âûâîäå (41) èñïîëüçîâàíû ñîîòíîøåíèÿ (7)è (11). Êðîìå òîãî, âîçíèêàþùèé çäåñü èíòåãðàë(n 6= 0)Mn = 1Z0 24 1Z0 G0(�; t) v(t) t dt35 �n(�) v(�) � d�ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñëå çàìåíûïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ âåëè÷èíà Mn ñ ó÷åòîìóðàâíåíèÿ (14) ïðèíèìàåò âèäMn = 1�n 1Z0 ��n(t)� �n(1)�v(t) t dt;

òàê ÷òî Mn = ���1n �n(1)=�20 .Ïîäñòàíîâêà (41) â (39) ïîçâîëÿåò íàéòè ÿâíîåâûðàæåíèå äëÿ êîý��èöèåíòà C0 è ñ ïîìîùüþ ñîîò�íîøåíèÿ (37) âåëè÷èíó B. Â ðåçóëüòàòå àìïëèòóäàs-ðàññåÿíèÿ (32) ïðèíèìàåò îêîí÷àòåëüíûé âèäf0 = �r �2k �ln 2i
kR + g��1 ; (42)ãäå g = 2�R2 � I � � 1Xn=1 ��n(1)�2�n��n � �� : (43)Âõîäÿùèå â (43) ïàðàìåòðû èìåþò ñëåäóþùèå ïî�ðÿäêè âåëè÷èí: I � 1, �n(1) � �0 � 1=R, �n � 1=R2.Äëÿ ñëàáîãî (j�jR2 � 1) ïîòåíöèàëà ïîñëåäíååñëàãàåìîå â (43) ìàë�î ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé, òàê÷òî èç (42), (43) äëÿ àìïëèòóäû f0 ñëåäóåò âûðàæå�íèå f0 = �r �2k �ln 2i
kR + 2�R2 � I��1 ; (44)ïîëó÷åííîå â ðàáîòå [8℄.Äåéñòâóÿ, êàê è â [8℄, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ýíåðãèèñëàáîñâÿçàííûõ s-ñîñòîÿíèé " = �{2 â ïîòåíöèàëåïðèòÿæåíèÿ (� < 0) äàþòñÿ ïîëþñàìè àìïëèòóäû(42) ïðè k ! i{:ln 
{R2 = � 2j�jR2 � I + j�j 1Xn=1 ��n(1)�2�n��n + j�j� : (45)Ïðè j�jR2 � 1 èç (45) ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ óðîâ�íÿ ýíåðãèè â ñëàáîì ïîòåíöèàëå [8℄:"0 = � 4
20R2 exp�� 4j�jR2� ; ln 
0 = ln 
 + I (46)èëè â îáû÷íûõ åäèíèöàõE0 = � 2
20 ~2mR2 exp8><>:�~2m ������ 1Z0 U(�) � d��������19>=>; ; (47)÷òî îòëè÷àåòñÿ îò ïîðÿäêîâîé îöåíêè, ïðèâåäåííîéâ [7℄ (ñì. çàäà÷ó �2 ê � 45), ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûììíîæèòåëåì 2=
20 
 
0 èç (46).Ïðè � ! �n (j�j > j�nj) äëÿ ýíåðãèè "n ñîîò�âåòñòâóþùåãî ñëàáîñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ èç �îðìó�ëû (45) íàõîäèì"n = � 4
2nR2 exp(�2 [�n(1)℄2j�j � j�nj) ; (48)1045
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n = ln 
 + I � 2�nR2 � ��n(1)�2�n ++ �n 1Xm 6=n ��m(1)�2�m (�m � �n) : (49)Òàêèì îáðàçîì, âñå ñëàáîñâÿçàííûå s-ñîñòîÿíèÿ èìå�þò ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëóþ ýíåðãèþ.4. ¾Ï�ßÌÎÓ�ÎËÜÍÛÉ¿ ÏÎÒÅÍÖÈÀË1. Çàäà÷è îá óïðóãîì ðàññåÿíèè è óðîâíÿõ ýíåð�ãèè ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé â äâóìåðíîì ñëó÷àå èìåþòòî÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëàv(�) = �(R� �); (50)ãäå �óíêöèÿ �(x) òà æå, ÷òî è â (12). Êðîìå òîãî,äëÿ ýòîãî ïîòåíöèàëà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñèñòå�ìà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé f�n(�)g ñ ñîîòâåòñòâóþùè�ìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè �n. Ýòî îáñòîÿòåëü�ñòâî ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè äåòàëüíóþ ïðîâåðêó îáùèõ�îðìóë, ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ.Äëÿ àìïëèòóäû s-ðàññåÿíèÿ â ñëó÷àå ïîòåíöèà�ëà, çàäàâàåìîãî �îðìóëîé (50), èìååì ñëåäóþùååòî÷íîå âûðàæåíèå:f0 = ir 2�k �� � J 00(�R) J0(kR)� k J0(�R) J 00(kR)� J 00(�R)H(1)0 (kR)� k J0(�R)H(1)0 0(kR) ;� =pk2 � �: (51)Çäåñü J0(z) � �óíêöèÿ Áåññåëÿ. Ïðè ìàëûõ ýíåðãè�ÿõ, ò. å. ïðè kR� 1 è k2 � j�j, èç (51) ñëåäóåòf0 � �r �2k �ln 2i
kR + 1�R J0(�R)J 00(�R)��1 ;� = p��: (52)Äëÿ ñëàáîãî ïîòåíöèàëà j�jR2 � 1 èç (52) ñ ó÷å�òîì ðàçëîæåíèÿz ! 0: 1z J0(z)J 00(z) = � 2z2 + 14 + : : : (53)íàõîäèì âûðàæåíèåf0 � �r �2k �ln 2i
kR + 2�R2 + 14��1 ; (54)ïîëó÷åííîå â ðàáîòå [8℄. Âû÷èñëåíèå êîíñòàíò L è Ièç (24) è (40) ñ ïîòåíöèàëîì (50) äàåò

L = 1=4; I = �1=4; (55)òàê ÷òî (54) ñëåäóåò â ýòîì ñëó÷àå è èç îáùåé �îð�ìóëû (44).Óðîâíè ýíåðãèè " = �{2 â ïîòåíöèàëå ïðèòÿæå�íèÿ (� < 0) äàþòñÿ ïîëþñàìè àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿïðè k = i{. Òàê, äëÿ ñëàáîãî ïîòåíöèàëà èç (54) äëÿ"0 ñëåäóåò âûðàæåíèå (46), â êîòîðîìln 
0 = ln 
 � 1=4: (56)Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïî âåëè÷èíå ïîòåíöèàëà ýíåð�ãèè "n ñëàáîñâÿçàííûõ s-ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿþòñÿ èçóðàâíåíèÿ ln 
{R2 = 1�R J0(�R)J 00(�R) (57)
 � èç (52). Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (57) îáðàùàåòñÿâ áåñêîíå÷íîñòü ïðè � = �n 
 �n èç (65). Ïðè �! �n(j�j > j�nj) äëÿ ýíåðãèè "n èç óðàâíåíèÿ (57) ñëåäó�åò âûðàæåíèå (48) ñ ��n(1)�2 = 2=R2 (ñð. ñ (63)) èln 
n = ln 
 � 12z2n : (58)Çäåñü èñïîëüçîâàíî âûðàæåíèå äëÿ �n èç �îðìó�ëû (65).Äëÿ ïîòåíöèàëà (50) âåëè÷èíà B ìîæåò áûòüíàéäåíà íåïîñðåäñòâåííî. �åãóëÿðíîå ïðè � = 0 ðå�øåíèå óðàâíåíèÿ (30) â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä� 6 R :  (i)(�) = AJ0(��); � = p��;� > R :  (e)(�) = 1 +B ln �: (59)Èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè  (�) è åå ïðî�èçâîäíîé  0(�) ïðè � = R íàõîäèì1B = � lnR+ 1�R J0(�R)J 00(�R) : (60)Ïîäñòàíîâêà (60) â îáùóþ �îðìóëó (32) ïðèâîäèò êâûðàæåíèþ (52).2. Äëÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé �0 è �n(�) ïðè n 6= 0â äàííîì ñëó÷àå èìååì�0 = p2R ; �0 = 0; (61)� 6 R : �(i)n (�) = An J0(�n�);An = p2RJ0(�nR) ; (62)1046



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 6, 2012 Ê òåîðèè óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ : : :� > R : �(e)n (�) = �n(1) = p2R : (63)Èç ãðàíè÷íûõ ïðè � = R óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè�óíêöèè �n(�) è åå ïðîèçâîäíîé � 0n(�) ñëåäóåòJ 00(�nR) = 0; (64)òàê ÷òî �n = znR ; �n = � z2nR2 ; (65)ãäå zn (n = 1; 2; : : : ) � ïîëîæèòåëüíûå êîðíè óðàâ�íåíèÿ J 00(z) = �J1(z) = 0.Ïîäñòàâèì â (43) âûðàæåíèÿ äëÿ �n(1) èç (63),äëÿ �n èç (65) è äëÿ I èç (55). Â ðåçóëüòàòå, ñ ó÷å�òîì ðàâåíñòâà z�n = �zn äëÿ êîðíåé óðàâíåíèÿJ 00(z) = 0, ïîëó÷èìg = � 2a2 + 14 + aS; (66)S =Xn6=0 1z2n (zn � a) ; a = �R (67)
 � èç �îðìóëû (52). Ñóììèðîâàíèå â (67) âåäåòñÿîò n = �1 äî n = +1 çà èñêëþ÷åíèåì n = 0.�àññìîòðèì èíòåãðàëT = � ZC 1z2 (z � a) J0(z)J 00(z) dz2�i ; (68)âçÿòûé ïî êîíòóðó, ïðåäñòàâëÿþùåìó ñîáîé îêðóæ�íîñòü ðàäèóñà R ! 1 ñ öåíòðîì â òî÷êå z = 0. Ñîäíîé ñòîðîíû, òàêîé èíòåãðàë â ïðåäåëå R !1 îá�ðàùàåòñÿ â íóëü, ñ äðóãîé ñòîðîíû, îí ðàâåí ñóììåâû÷åòîâ â ïîëþñàõ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Âñèëó óðàâíåíèÿ äëÿ �óíêöèè ÁåññåëÿJ 000 (z) + z�1J 00(z) + J0(z) = 0èìååì J 000 (zn) = �J0(zn), òàê êàê J 00(zn) = 0. Ïî�ýòîìó ñîâîêóïíîñòü âû÷åòîâ â íóëÿõ �óíêöèè J 00(z)(êðîìå z = 0) äàåò ñóììó S èç (68). Èç ðàâåíñòâàT = 0 ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà S ðàâíà ñóììå âçÿòûõñ îáðàòíûì çíàêîì âû÷åòîâ â ïðîñòîì ïîëþñå z = aè ïîëþñå òðåòüåãî ïîðÿäêà z = 0. Âû÷èñëèâ ýòè âû�÷åòû, íàéäåìS = 1a2 J0(a)J 00(a) + 1a ��14 + 2a2� ; (69)òàê ÷òî äëÿ êîíñòàíòû g èç (66) ïîëó÷àåì âûðàæå�íèå, ñîãëàñóþùååñÿ ñ (52) è (60). Àíàëîãè÷íûì îá�ðàçîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èç îáùåé �îðìóëû (49)ñëåäóåò âûðàæåíèå (58), à ïðàâèëà ñóìì (21) è (26)âûïîëíÿþòñÿ ñ êîíñòàíòîé L èç (55).

Ñîîòíîøåíèå ïîëíîòû äëÿ ñèñòåìû �óíêöèéf�n(�)g èìååò âèäv(�) 1Xn=0 �n(�)�n(�0) = Æ(�� �0)� ; (70)òàê ÷òî äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî ïîòåíöèàëà ïîëó÷àåì(� 6 R, �0 6 R)2R2 (1 + 1Xn=1 J0(�n�) J0(�n�0)[J0(�nR)℄2 ) = Æ(�� �0)� : (71)�àâåíñòâî (71) �àêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâó�þùèì ñîîòíîøåíèåì ïîëíîòû äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿðàçëîæåíèÿ Äèíè [14; 15℄, ðàññìîòðåííîãî â Ïðè�ëîæåíèè, � ñì. �îðìóëó (A.16) ïðè x = �=R èx0 = �0=R. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÎáîçíà÷èì ÷åðåç �n (n = 0; 1; 2; : : : ) ïîëîæèòåëü�íûå êîðíè óðàâíåíèÿ� J 0�(�) + a J�(�) = 0; � > �1=2; (A:1)ãäå J�(�) � �óíêöèÿ Áåññåëÿ ïîðÿäêà �, a � íåêîòî�ðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî (a+� > 0). Â ýòîì ñëó÷àåäëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè f(x) âåùåñòâåííîé ïåðå�ìåííîé x èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå Äèíè [14; 15℄f(x) = 1Xn=0Dn J�(�nx); 0 6 x 6 1; (A:2)ãäå Dn = 2�2n�n 1Z0 f(x0)J�(�nx0)x0 dx0; (A:3)�n = �2n �J 0�(�n)�2 + (�2n � �2) �J�(�n)�2: (A:4)Äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà (A.2) ê ñàìîé �óíêöèè f(x)íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà2 1Xn=0 �2n J�(�nx) J�(�nx0)�n = Æ(x� x0)x ; (A:5)ÿâëÿþùåãîñÿ ñîîòíîøåíèåì ïîëíîòû äëÿ ñèñòåìû�óíêöèé'n(x) = �nr 2�n J�(�nx); n = 0; 1; 2; : : : ; (A:6)îïðåäåëåííûõ â èíòåðâàëå 0 6 x 6 1.�àçëîæåíèå Äèíè (A.1)�(A.4) ñïðàâåäëèâî ïðèa+ � > 0. Êàê îòìå÷åíî â ðàáîòå [15℄, ÷àñòíûé ñëó�÷àé a+� = 0 ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî. Äåëî1047



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 6, 2012â òîì, ÷òî ïðè a + � ! +0 óðàâíåíèå (A.1) èìååòêîðåíü �0 ! +0. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ðàçëî�æåíèå äëÿ �óíêöèè Áåññåëÿ� � 1: J�(�) = 1�(� + 1) � �2�� ��(1� 1� + 1 ��2�2 + : : :) ; (A.7)èç óðàâíåíèÿ (A.1) íàõîäèì�20 � 2(� + 1)(a+ �)! 0: (A:8)Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (A.7) èìååì�0 ! 0: �0 � � 1�(� + 1) ��02 �� �2 �20� + 1 ; (A:9)òàê ÷òî â ñîãëàñèè ñ [15℄ äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî èç(A.2) ïîëó÷àåì�0 ! 0: D0J�(�0x)! 2(� + 1)x� �� 1Z0 f(t) t�+1 dt: (A.10)Òàêèì îáðàçîì, â ÷àñòíîì ñëó÷àå a = 0 è � = 0ðàçëîæåíèå Äèíè ïðèíèìàåò âèäf(x) = C0Z0 + 1Xn=1 CnZn(x); (A:11)ãäå Z0 = p2; Zn(x) = p2 J0(znx)J0(zn) (A:12)è Cn = 1Z0 f(x)Zn(x)x dx; n = 0; 1; 2; : : : (A:13)Â �îðìóëàõ (A.12), (A.13) zn � ïîëîæèòåëüíûå êîð�íè óðàâíåíèÿ J 00(z) = 0: (A:14)
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