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ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÉ ÕÀÎÑ Â �ÅØÅÍÈÈ Ó�ÀÂÍÅÍÈß��ÎÑÑÀ�ÏÈÒÀÅÂÑÊÎ�Î ÄËß ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÎ�ÎÏÎÒÅÍÖÈÀËÀÀ. À. Èøõàíÿí, Â. Ï. Êðàéíîâ *Ìîñêîâñêèé �èçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò141700, Äîëãîïðóäíûé, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 17 ÿíâàðÿ 2011 ã.Àíàëèòè÷åñêè è ÷èñëåííî èññëåäîâàíî ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ �ðîññà �Ïèòàåâñêîãî äëÿ îä-íîìåðíîãî ïîòåíöèàëà îïòè÷åñêîé ðåøåòêè â ñëó÷àå îòòàëêèâàòåëüíîé íåëèíåéíîñòè. Ïîêàçàíà ìàòå-ìàòè÷åñêàÿ àíàëîãèÿ çàäà÷è ñ èçâåñòíîé çàäà÷åé î êëàññè÷åñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì ìàÿòíèêå Êàïèöû,âîçáóæäàåìîì ñëàáîé ðåãóëÿðíîé âûñîêî÷àñòîòíîé ñèëîé. Ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ çà-äà÷è â ñèñòåìå âîçíèêàåò äèíàìè÷åñêèé õàîñ. Îí àíàëèòè÷åñêè ìîäåëèðóåòñÿ íåëèíåéíûì óðàâíåíèåìäè��óçèè. 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÕîðîøî èçâåñòíî ðåøåíèå ëèíåéíîãî îäíîìåðíî�ãî ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ïåðèîäè�÷åñêèì ïîòåíöèàëîì. Òàêàÿ çàäà÷à èìèòèðóåò ïðî�ñòåéøóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ âêðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå ìåòàëëà. �åøåíèå îïèñû�âàåòñÿ �óíêöèÿìè Áëîõà, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ�àçîâûì ìíîæèòåëåì, íàáèðàåìûì íà êàæäîì ïåðè�îäå ïîòåíöèàëà, ñîîòâåòñòâóþùåì ïîñòîÿííîé êðè�ñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè. Äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ýíåð�ãèé ýëåêòðîíà îáðàçóþò ðàçðåøåííûå çîíû Áëîõà,îòäåëåííûå äðóã îò äðóãà îáëàñòÿìè çàïðåùåííûõçíà÷åíèé ýíåðãèè. Íàèáîëåå ïðîñòîå àíàëèòè÷åñêîåðåøåíèå áûëî ïîëó÷åíî âïåðâûå Äèðàêîì äëÿ ñëó�÷àÿ, êîãäà ïîòåíöèàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷�íûé íàáîð îäíîìåðíûõ äåëüòà-�óíêöèé (ïîòåíöèàëÊðîíèãà �Ïåííè), îòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà íà ïî�ñòîÿííóþ âåëè÷èíó [1℄.Çàäà÷à óñëîæíÿåòñÿ, êîãäà â óðàâíåíèå Øðå�äèíãåðà ââîäèòñÿ íåëèíåéíûé (êóáè÷åñêèé ïî âîë�íîâîé �óíêöèè) ÷ëåí, îòâå÷àþùèé êîíäåíñàòó Áî-çå �Ýéíøòåéíà � ïîëó÷àåòñÿ òàê íàçûâàåìîå óðàâ�íåíèå �ðîññà �Ïèòàåâñêîãî [2℄. Â ðàáîòå [3℄ îäíîìåð�íûé ïåðèîäè÷åñêèé ïîòåíöèàë îïèñûâàëñÿ ñèíóñîè�äàëüíîé �óíêöèåé êîîðäèíàòû (òàê íàçûâàåìûé ïî�òåíöèàë îïòè÷åñêîé ðåøåòêè). ×èñëåííî èññëåäîâà�*E-mail: vpkrainov�mail.ru

ëîñü òóííåëèðîâàíèå êîíäåíñàòà ìåæäó ðàçðåøåí�íûìè çîíàìè Áëîõà, îáóñëîâëåííîå íåëèíåéíîñòüþ.Àíàëîãè÷íûé îïòè÷åñêèé ïîòåíöèàë èñïîëüçîâàëñÿâ ðàáîòå [4℄ äëÿ îïèñàíèÿ íåëèíåéíûõ ñòîÿ÷èõ âîëíâ çîíàõ Áëîõà. Ñâåðõïðîâîäèìîñòü êîíäåíñàòà Áî-çå �Ýéíøòåéíà â îïòè÷åñêîì ïîòåíöèàëå ðàññìàòðè�âàëàñü ÷èñëåííî â ñòàòüå [5℄. Â ýòîé ñòàòüå îòìå÷à�ëàñü òàêæå íåñòàáèëüíîñòü ðåøåíèé, ïðèâîäÿùàÿ êóäâîåíèþ ïåðèîäà èõ îñöèëëÿöèé.×èñëåííî ÿâëåíèå êëàññè÷åñêîãî õàîñà èññëåäî�âàëîñü â ðàáîòå [6℄. Ïîòåíöèàë, ðàññìîòðåííûé âýòîé ðàáîòå, ñîîòâåòñòâîâàë íå ïîëþ îäíîìåðíîéêðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, êàê â íàøåé ðàáîòå, àïîëþ ñòîÿ÷åé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû, îáðàçîâàí�íîé äâóìÿ áåãóùèìè íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó âîëíà�ìè ñ áëèçêèìè ÷àñòîòàìè. Äëÿ òîãî ÷òîáû èçáåæàòüóñêîðåíèÿ óçëîâ òàêîé ñòîÿ÷åé âîëíû èç-çà íåðàâåí�ñòâà ÷àñòîò áåãóùèõ âîëí, ââîäèëîñü òàêæå äîïîë�íèòåëüíî ïîñòîÿííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Íåëèíåé�íîñòü â óðàâíåíèè �ðîññà �Ïèòàåâñêîãî ïðåäïîëàãà�ëàñü êóáè÷åñêîé. Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ îêàçûâàåòñÿ âðÿäå ñëó÷àåâ õàîòè÷åñêîé �óíêöèåé êîîðäèíàòû.Â ðàáîòå [7℄ ÷èñëåííî ðàññìàòðèâàëîñü òóííåëè�ðîâàíèå êîíäåíñàòà Áîçå �Ýéíøòåéíà ìåæäó äâóìÿðàçëè÷íûìè çîíàìè Áëîõà, îáóñëîâëåííîå íåëèíåé�íîñòüþ. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêîå òóííåëèðîâàíèå íîñèòíåñèììåòðè÷íûé õàðàêòåð, à èìåííî, âåðîÿòíîñòüïåðåõîäà â áîëåå âûñîêî ëåæàùóþ çîíó Áëîõà îêà�çûâàëàñü áîëüøå, ÷åì â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Â466



ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 3 (9), 2011 Äèíàìè÷åñêèé õàîñ â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ �ðîññà �Ïèòàåâñêîãî : : :ñòàòüå [8℄ àâòîðû äåìîíñòðèðóþò, ÷òî èìåþòñÿ ñòà�öèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ êîíäåíñàòà Áîçå �Ýéíøòåéíàâ îïòè÷åñêîé ðåøåòêå, êîòîðûå íå óäîâëåòâîðÿþòîáû÷íîìó óñëîâèþ ïåðèîäè÷íîñòè Áëîõà. Ñóùåñòâó�þò ñîñòîÿíèÿ, äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî óäâîåíèå ïå�ðèîäà ðåøåòêè.×èñëåííîå ðåøåíèå îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ �ðîñ�ñà �Ïèòàåâñêîãî ñ ïîòåíöèàëîì Êðîíèãà �Ïåííè áû�ëî íàéäåíî â ðàáîòå [9℄. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòîò ïîòåíöè�àë ïðèâîäèò ê ðåøåíèÿì, àíàëîãè÷íûì òåì, ÷òî ïî�ëó÷àþòñÿ äëÿ îïòè÷åñêîãî ñèíóñîèäàëüíîãî ïîòåí�öèàëà. Îäíàêî åãî ïðåèìóùåñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òîðåøåíèå îïèñûâàåòñÿ êîìáèíàöèåé ýëëèïòè÷åñêèõ�óíêöèé ßêîáè è îíî ïðîùå äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëè�çà. Äàëüíåéøåå óñëîæíåíèå çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ âäîáàâëåíèè îñöèëëÿòîðíîãî ïîòåíöèàëà ëîâóøêè âàêñèàëüíîì íàïðàâëåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé òðåõìåð�íîé çàäà÷è [10℄. Ïðè ýòîì ïîêàçàíî, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿíåóñòîé÷èâîñòü êîíäåíñàòà Áîçå �Ýéíøòåéíà.Óñòîé÷èâîñòü êîíäåíñàòà Áîçå �Ýéíøòåéíà â ïî�òåíöèàëå Êðîíèãà �Ïåííè, ïðèâîäÿùàÿ ê ÿâëåíèþåãî ñâåðõïðîâîäèìîñòè, äåòàëüíî èññëåäîâàëàñü âñòàòüå [11℄. Â íåëèíåéíîé ìîäåëè Êðîíèãà �Ïåííèâîçíèêàþò è ñîëèòîíû [12℄, ñòàöèîíàðíî ðàñïðîñòðà�íÿþùèåñÿ â îäíîìåðíîé ðåøåòêå. Îáçîð íåëèíåé�íûõ âîëí, âîçíèêàþùèõ â êîíäåíñàòàõ Áîçå �Ýéí-øòåéíà, äàí â ðàáîòå [13℄. Â íåäàâíåé ðàáîòå [14℄ ðàñ�ñìàòðèâàåòñÿ áåñêîíå÷íûé íàáîð ðàâíîîòñòîÿùèõäðóã îò äðóãà ïîëîæèòåëüíûõ ïîòåíöèàëîâ â âèäåäåëüòà-�óíêöèé. Àâòîðû îãðàíè÷èâàþòñÿ îòòàëêè�âàòåëüíûì íåëèíåéíûì êóáè÷åñêèì ÷ëåíîì â ñòàöè�îíàðíîì óðàâíåíèè �ðîññà �Ïèòàåâñêîãî è ïîëàãà�þò, ÷òî õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë � > 0. Êàê è â íà�ñòîÿùåé ðàáîòå, ðàññìàòðèâàþòñÿ âåùåñòâåííûå ðå�øåíèÿ äëÿ âîëíîâîé �óíêöèè. Äèíàìè÷åñêèé õàîñðàçâèâàåòñÿ ïóòåì ìåõàíèçìà óäâîåíèÿ ïåðèîäà îñ�öèëëÿöèé ïðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ áè�óðêàöèÿõ ñòà�öèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé (àíàëîãè÷íî èçâåñòíîé ìîäå�ëè Ôåéãåíáàóìà â çàäà÷å î âîçíèêíîâåíèè òóðáó�ëåíòíîñòè â æèäêîñòè).Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà àíàëèòè÷åñêîìó ðàñ�ñìîòðåíèþ äèíàìè÷åñêîãî õàîñà â îïòè÷åñêîé ðå�øåòêå, ñîçäàâàåìîãî íåëèíåéíîñòüþ �ðîññà �Ïèòà-åâñêîãî. 2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×ÈÑòàöèîíàðíîå îäíîìåðíîå óðàâíåíèå �ðîñ-ñà �Ïèòàåâñêîãî èìååò îáùèé âèä (â ñèñòåìååäèíèö, ãäå ~ = m = 1):
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�èñ. 1. Îäíîìåðíûé ïîòåíöèàë îïòè÷åñêîé ðåøåò-êè V (x). Õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë � = 0:05�12 d2 dx2 + V (x) + gj j2 = � : (1)�àññìîòðèì îäíîìåðíûé ïðèòÿãèâàòåëüíûé ïîòåí�öèàë èîíîâ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè â âèäåV (x) = �2V0 sin2(x=2a); V0 > 0:Çäåñü âåëè÷èíà a õàðàêòåðèçóåò ïîñòîÿííóþ îäíî�ìåðíîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ïðè ðàñïðîñòðà�íåíèè ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè. Óäîáíåå âûáðàòüäëÿ ðàñ÷åòîâ ýòîò ïîòåíöèàë, ÷åì áåñêîíå÷íûé íà�áîð äåëüòà-�óíêöèé Äèðàêà íà ðàññòîÿíèè a äðóãîò äðóãà. Íà ðèñ. 1 çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëà V (x)ïîêàçàíà äëÿ ïàðàìåòðîâ V0 = 0:05, a = 1 â îò�ñóòñòâèå íåëèíåéíîñòè (äëÿ ñîñòîÿíèÿ íåïðåðûâíî�ãî ñïåêòðà). Ïîêàçàíà òàêæå è âåëè÷èíà õèìè÷åñêî�ãî ïîòåíöèàëà � = 0:05. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ýëåê�òðîí íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà,ò. å. ñâîáîäíî ïåðåìåùàåòñÿ ïî êðèñòàëëè÷åñêîé ðå�øåòêå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî âûáðàòüa = 1. Äàëåå ðàññìîòðèì òîëüêî âåùåñòâåííûå âîë�íîâûå �óíêöèè è ïðîâåäåì çàìåíó â (1): =s�+ V06g ':Ïðè ýòîì îãðàíè÷èâàåìñÿ ñëó÷àåì îòòàëêèâàòåëü�íîé íåëèíåéíîñòè, ò. å. g > 0. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèåäëÿ âîëíîâîé �óíêöèè â âèäå�12 d2'dx2 + V0' 
osx = (�+ V0)�'� '36 � : (2)467 4*



À. À. Èøõàíÿí, Â. Ï. Êðàéíîâ ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 3 (9), 2011Óäîáíî äàëåå èçìåíèòü âèä íåëèíåéíîãî ÷ëåíà â ïðà�âîé ÷àñòè (2), ñäåëàâ çàìåíó'� '36 ! sin';íå íàðóøàÿ îáùåé èäåîëîãèè ðàññìîòðåíèÿ íåëèíåé�íîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà:�12 d2'dx2 + V0' 
osx = (�+ V0) sin': (3)Ââîäÿ ÷àñòîòó ìàëûõ êîëåáàíèé �èêòèâíîãî ¾ìà�òåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà¿ !0 = p2(�+ V0), ïåðåïè�øåì óðàâíåíèå (3) â âèäåd2'dx2 + !20 sin' = 2V0' 
osx: (4)Åñëè ïîä êîîðäèíàòîé x ïîíèìàòü âðåìÿ, à ïîä ' �óãîë îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà îò ïîëîæåíèÿ íèæíåãîðàâíîâåñèÿ, òî óðàâíåíèå (4) îïèñûâàåò ìàÿòíèê Êà�ïèöû, âîçáóæäàåìûé ìàëîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé(ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4)). ×àñòîòà âûíóæäà�þùåé ñèëû â ìàÿòíèêå Êàïèöû (ðàâíàÿ åäèíèöå)ïðåäïîëàãàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïî ñðàâíåíèþ ñ÷àñòîòîé ìàëûõ êîëåáàíèé, ò. å. !20 = 2(�+V0)� 1 (âóêàçàííûõ áåçðàçìåðíûõ åäèíèöàõ ~ = m = a = 1).Â îáû÷íûõ åäèíèöàõ ýòî îçíà÷àåò äîñòàòî÷íî ìà�ëûé ïàðàìåòð êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè a, òàê ÷òî�+ V0 � ~2ma2 :Ïðè ýòîì àìïëèòóäà êîëåáàíèé òî÷êè ïîäâåñà ïðåä�ïîëàãàåòñÿ ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè ìàÿò�íèêà, ò. å. V0 � 1. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðåäûäóùèìíåðàâåíñòâîì ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî � � 1. Íàèáîëååèíòåðåñíî èññëåäîâàíèå äèíàìèêè ìàÿòíèêà âáëèçèñåïàðàòðèñû, êîãäà åãî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ áëèçêà ê !20(ìàÿòíèê ïåðåõîäèò èç âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ, ãäå îíïîêîèòñÿ, â íèæíåå è îáðàòíî â âåðõíåå). Ñåïàðàòðè�ñà ðàçäåëÿåò êîëåáàòåëüíîå è âðàùàòåëüíîå äâèæå�íèÿ ìàÿòíèêà.3. ÂÎÇÍÈÊÍÎÂÅÍÈÅ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎ�ÎÕÀÎÑÀÓìíîæàÿ (4) íà d'=dx è èíòåãðèðóÿ ïî x â ïðåäå�ëàõ îäíîãî ïîëíîãî êîëåáàíèÿ, ïîëó÷èì ìàëîå èçìå�íåíèå ïîëíîé ýíåðãèè ìàÿòíèêà çà îäíî êîëåáàíèå:�E = � 12 �d'dx�2 � !20 
os'! == 2V0 1Z�1 'd'dx 
osx dx: (5)

Ââèäó ìàëîñòè V0 (ìàëîñòè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ(5)) â ïðàâóþ ÷àñòü ìîæíî ïîäñòàâèòü èçâåñòíûå ðå�øåíèÿ äëÿ íåâîçìóùåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿò�íèêà ïðè óñëîâèè, ÷òî îí ïîêîèòñÿ â âåðõíåé òî÷êå:d'dx = 2!0
h(!0x) ;' = 2 ar
tg [sh(!0x)℄ :Çíà÷åíèå x = 0 ñîîòâåòñòâóåò íèçøåìó ïîëîæåíèþìàÿòíèêà ' = 0. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â ïðàâóþ÷àñòü (5), ïîëó÷èì âåëè÷èíó èçìåíåíèÿ ýíåðãèè íàn-ì êîëåáàíèè:En+1 �En = �8!0V0 �� 1Z�1 ar
tg (sh(!0x))
h(!0x) 
os(x+ xn) dx: (6)Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íèæíåå ïîëîæåíèå ìà�ÿòíèê ïðîõîäèò, êîãäà êîîðäèíàòà ðàâíà xn. Îñòàâ�ëÿÿ òîëüêî ÷åòíóþ ÷àñòü ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæå�íèÿ, èç (6) íàõîäèì:En+1 �En = 8V0 sinxn �� 1Z�1 ar
tg (sh(z))
h(z) sin z!0 dz: (7)Ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íå ñî�äåðæèò îñîáûõ òî÷åê, ïðàâàÿ ÷àñòü (7) ïðåäñòàâëÿåòñîáîé äàëåêóþ �óðüå-êîìïîíåíòó è ýêñïîíåíöèàëü�íî ìàëà (!0 � 1). Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë îïðå�äåëÿåòñÿ îñîáåííîñòüþ â òî÷êå, áëèæàéøåé ê âåùå�ñòâåííîé îñè ïåðåìåííîé z. Ýòà òî÷êà åñòü z = �i=2.Èòàê, îñíîâíàÿ çàâèñèìîñòü â èíòåãðàëå (7) èìååòâèä exp(��=2!0). Ïðè ÷èñëåííîì ðàñ÷åòå èíòåãðàëà(7) íàõîäèì ñ òî÷íîñòüþ 1�2% àíàëèòè÷åñêîå âûðà�æåíèåEn+1�En = V0 6:4+112!0!0 sinxn exp�� �2!0� : (8)Âîçâîäÿ ýòî âûðàæåíèå â êâàäðàò è óñðåäíÿÿ ïî �à�çå xn â óñëîâèÿõ ðàçâèâàþùåãîñÿ äèíàìè÷åñêîãî õà�îñà, ò. å. äåëàÿ çàìåíó sin2(xn)! 1=2, ïîëó÷èì èçìå�íåíèå ýíåðãèè çà îäíî êîëåáàíèå:�E2 = 12V 20 �6:4 + 112!0!0 �2 exp�� �!0� :�àññòîÿíèå ¾ïî âðåìåíè x¿ ìåæäó äâóìÿ ñîñåä�íèìè êîëåáàíèÿìè ìàÿòíèêà ðàâíî�x = xn+1 � xn = 1!0 ln 32!20jEn+1 � !20 j � 1: (9)468



ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 3 (9), 2011 Äèíàìè÷åñêèé õàîñ â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ �ðîññà �Ïèòàåâñêîãî : : :Çäåñü çàâèñèìîñòü îò ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíîñëàáîé (ëîãàðè�ìè÷åñêîé).Èòàê, èçìåíåíèå ýíåðãèè íîñèò äè��óçèîííûéõàðàêòåð:�E2 = V 20 (6:4 + 112!0)22!0 ln 32!20jE � !20 j exp�� �!0� �x: (10)Çäåñü êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïðåäñòàâ�ëÿåò ñîáîé ñëàáî çàâèñÿùèé îò ýíåðãèè êîý��èöè�åíò äè��óçèèD(E) = V 20 (6:4 + 112!0)22!0 ln 32!20jE � !20 j exp�� �!0� :Óñëîâèå âîçíèêíîâåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî õàîñà ñîãëàñ�íî ðàáîòå [15℄ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì òàê íàçûâà�åìîãî êîý��èöèåíòà ðàñòÿæåíèÿ �àçû (ðîëü �àçûèãðàåò êîîðäèíàòà x)K = (xn+1 � xn)� (xn � xn�1)xn � xn�1 > 1ïðè xn � xn�1 / 1. Â óñëîâèÿõ äèíàìè÷åñêîãî õàî�ñà �àçà ìåíÿåòñÿ ñèëüíî è íåðåãóëÿðíî. Èç �îðìó�ëû (10) ñ ó÷åòîì (9) íàõîäèìK / 1!0 ln jEn+1 � !20 jjEn � !20 j // 1!0 ln�1 + jEn+1 � EnjjEn � !20 j � // 1!0 jEn+1 �EnjjEn � !20 j / exp(��=2!0)jEn � !20 j > 1:Òàêèì îáðàçîì, øèðèíà ñåïàðàòðèñíîãî ñëîÿjEn � !20 j âáëèçè âåðõíåé òî÷êè ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíè�êà ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà. Èòàê, ïî ìåðå èçìåíåíèÿêîîðäèíàòû ñèñòåìà ýêñïîíåíöèàëüíî ìåäëåííîóõîäèò îò ïîëîæåíèÿ âåðõíåé òî÷êè ðàâíîâåñèÿêàê â ðåæèìå êîëåáàíèé, òàê è â ðåæèìå âðàùåíèéìàÿòíèêà. Çàòåì êîý��èöèåíò ðàñòÿæåíèÿ �àçûñòàíîâèòñÿ ìàëûì, è äðîæàíèå òî÷êè ïîäâåñàïåðåñòàåò îêàçûâàòü âëèÿíèå íà èçìåíåíèå ýíåðãèèìàÿòíèêà, ò. å. äèíàìè÷åñêèé õàîñ èñ÷åçàåò.Äèíàìè÷åñêèé õàîñ â ñèñòåìå íàñòóïàåò, êîãäàâîëíîâàÿ �óíêöèÿ ñèñòåìû ïðè êàêîì-òî çíà÷åíèèêîîðäèíàòû x áëèçêà ê âåëè÷èíå = �s�+ V06g :
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�èñ. 2. �åãóëÿðíîå êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå ìàÿò-íèêà Êàïèöû
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�èñ. 3. �àçâèòèå õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿìàÿòíèêà4. ×ÈÑËÅÍÍÛÅ �ÅØÅÍÈßÂ ïîäòâåðæäåíèå àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, ïî�ëó÷åííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïðèâåäåì ðàçëè÷�íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿd2'dx2 + !20 sin' = 2V0' 
osx469
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�èñ. 4. Äèíàìè÷åñêèé õàîñ â äâèæåíèè ìàÿòíèêà.Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ óêàçàíû â òåêñòåâ îêðåñòíîñòè ñåïàðàòðèñû. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíà çà�âèñèìîñòü '(x) äëÿ ñëó÷àÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ,ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî ðåæèì ðåãóëÿðíûõ êîëå�áàíèé ìàÿòíèêà â óñëîâèÿõ ñëàáîãî âëèÿíèÿ âîçìó�ùåíèÿ ïðè íåáîëüøîé ýíåðãèè ìàÿòíèêà:V0 = 0:05; � = 0:05; '(0) = 0;'0(0) = 0:880; !20 = 0:2:Îòìåòèì, ÷òî òî÷íîå óñëîâèå ïîêîÿ ìàÿòíèêà Êà�ïèöû â âåðõíåì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ äîñòèãàåòñÿïðè çíà÷åíèè '0(0) = 2!0 = 0:8944 : : :Íà ðèñ. 3 ïîêàçàí ðåæèì äâèæåíèÿ ìàÿòíèêàâ óñëîâèÿõ íà÷àëà äèíàìè÷åñêîãî õàîñà, êîãäà ñêî�ðîñòü ìàÿòíèêà â âåðõíåì ïîëîæåíèè ìàëà. Îí ñî�îòâåòñòâóåò ïàðàìåòðàìV0 = 0:05; � = 0:05; '(0) = 0; '0(0) = 0:894:Íà ðèñ. 4, 5 ïðåäñòàâëåí äèíàìè÷åñêèé õàîñ äëÿ çíà�÷åíèé ïàðàìåòðîâV0 = 0:05; � = 0:05; '(0) = 0;'0(0) = 0:8955 (ðèñ. 4); 0:896 (ðèñ. 5):Âèäíî, ÷òî ðåøåíèå âåñüìà ñèëüíî ìåíÿåòñÿ ïðè íè�÷òîæíî ìàëîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Íàêî�íåö, íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåí ðåæèì ðåãóëÿðíîãî âðà�ùåíèÿ ìàÿòíèêà, ñîîòâåòñòâóþùèé çíà÷åíèÿì ïàðà�ìåòðîâV0 = 0:05; � = 0:05; '(0) = 0; '0(0) = 1:0:
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�èñ. 5. Èçìåíåíèå õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ïðè íè-÷òîæíî ìàëîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ. Çíà÷åíèÿ ïà-ðàìåòðîâ óêàçàíû â òåêñòå

0 100 200 300
x

0

10

20

30

40

−10

−20

−30

ϕ

�èñ. 6. �åæèì ðåãóëÿðíîãî âðàùåíèÿ ìàÿòíèêà Êà-ïèöû5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ îäíîìåðíîé çàäà÷å �ðîññà �Ïèòàåâñêîãî ñïîòåíöèàëîì îïòè÷åñêîé ðåøåòêè è îòòàëêèâà�òåëüíîé íåëèíåéíîñòüþ àíàëèòè÷åñêè ïîêàçàíîâîçíèêíîâåíèå äèíàìè÷åñêîãî õàîñà â âîëíîâîé�óíêöèè ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.470



ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 3 (9), 2011 Äèíàìè÷åñêèé õàîñ â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ �ðîññà �Ïèòàåâñêîãî : : :Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷à àíàëîãè÷�íà èçâåñòíîé çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêàÊàïèöû. Ïðè óñðåäíåíèè õàîòè÷åñêîå ðåøåíèå àï�ïðîêñèìèðóåòñÿ ïðîöåññîì íåëèíåéíîé äè��óçèèðåøåíèÿ ïî êîîðäèíàòå. Àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòûïîäòâåðæäàþòñÿ ÷èñëåííûìè ðåøåíèÿìè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíò �10-02-00054).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ç. Ôëþããå, Çàäà÷è ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå, ò. 1,Ìèð, Ìîñêâà (1974), çàäà÷à 29.2. L. P. Pitaevskii and S. Stringari, Bose�Einstein Con-densation, Oxford Univ. Press, Oxford (1974).3. Biao Wu and Qian Niu, Phys. Rev. A 61, 023402(2000).4. J. C. Bronski, L. D. Carr, B. De
onin
k, andJ. N. Kutz, Phys. Rev. Lett. 86, 1402 (2001).5. Biao Wu and Qian Niu, Phys. Rev. A 64, 061603(2001).6. Q. Thommen, J. C. Garreau, and V. Zehnle, Phys.Rev. Lett. 91, 210405 (2003).

7. M. Jona-Lasinio, O. Mors
h, M. Cristiani, N. Malossi,J. H. Muller, E. Courtade, M. Anderlini, and E. Ari-mondo, Phys. Rev. Lett. 91, 230406 (2003).8. M. Ma
hholm, A. Ni
olin, C. J. Pethi
k, and H. Smith,Phys. Rev. A 69, 043604 (2004).9. B. T. Seaman, L. D. Carr, and M. J. Holland, Phys.Rev. A 71, 033622 (2005).10. L. Fallani, L. De Sarlo, J. E. Lye, M. Modugno,R. Saers, C. Fort, and M. Ingus
io, Phys. Rev. Lett.93, 140406 (2004).11. Ippei Danshita and Shunji Tsu
hiya, Phys. Rev. A 75,033612 (2007).12. Y. Kominis, Phys. Rev. E 73, 066619 (2006).13. R. Carretero-Gonzalez, D. J. Frantzeskakis, andP. G. Kevrekidis, Nonlinearity 21, R139 (2008).14. D. Witthaut, K. Rapedius, and H. J. Kors
h,arXiv:
ond-mat/0506645.15. B. V. Chirikov, Phys. Rep. 52, 263 (1979); �. Ì. Çà�ñëàâñêèé, Ñòîõàñòè÷íîñòü êîëåáàòåëüíûõ ñèñ-òåì, Íàóêà, Ìîñêâà (1984).

471


