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ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÑÌÅØÀÍÍÛÕÑÎÑÒÎßÍÈÉ ÏÎËß�ÈÇÀÖÈÎÍÍÛÕ ÊÓÁÈÒÎÂÞ. È. Áîãäàíîâ a, À. Ê. �àâðè÷åíêî a, Ê. C. Êðàâöîâ b,Ñ. Ï. Êóëèê 
, Å. Â. Ìîðåâà d;e*, À. À. Ñîëîâüåâ 
aÔèçèêî-òåõíîëîãè÷åñêèé èíñòèòóò �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê117218, Ìîñêâà, �îññèÿbÈíñòèòóò îáùåé �èçèêè èì. À. Ì. Ïðîõîðîâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119991, Ìîñêâà, �îññèÿ
Ôèçè÷åñêèé �àêóëüòåò, Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà119991, Ìîñêâà, �îññèÿdÍàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé ÿäåðíûé óíèâåðñèòåò ¾ÌÈÔÈ¿115409, Ìîñêâà, �îññèÿeÌåæäóíàðîäíûé ó÷åáíî-íàó÷íûé ëàçåðíûé öåíòð,Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà119991, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 23 äåêàáðÿ 2010 ã.Ïðîâåäåíî îáîáùåíèå ìåòîäà îöåíêè àäåêâàòíîñòè, ïîëíîòû è òî÷íîñòè ïðîòîêîëîâ êâàíòîâîé òîìî-ãðà�èè íà ñëó÷àé ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé ïîëÿðèçàöèîííûõ êóáèòîâ. Ý��åêòèâíîñòü ìåòîäà ïðîèëëþ-ñòðèðîâàíà íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ íåêîòîðûõïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ïðîòîêîëîâ êâàíòîâîé òîìîãðà�èè.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÑòàòèñòè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå (òîìîãðà�èÿ)êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé è ïðîöåññîâ èãðàåò öåí�òðàëüíóþ ðîëü â êâàíòîâûõ èí�îðìàöèîííûõòåõíîëîãèÿõ è êâàíòîâîé ñâÿçè [1�3℄. Êâàíòîâàÿòîìîãðà�èÿ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì âðóêàõ ýêñïåðèìåíòàòîðà, ïîçâîëÿþùèì èçìåðèòüíåèçâåñòíîå êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå, ðàññìîòðåòüåãî ýâîëþöèþ, à òàêæå îöåíèòü àäåêâàòíîñòüè òî÷íîñòü ïðîöåäóð ïðèãîòîâëåíèÿ çàäàííûõñïåöèàëüíûõ ñîñòîÿíèé è ïðîöåäóð èçìåðåíèÿðåçóëüòàòîâ êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé.Ïðè òîìîãðà�èè êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé (quantumstate tomography) íåèçâåñòíîå (íàïðèìåð, ÷èñòîå)ñîñòîÿíèå j	i ïîäâåðãàåòñÿ íàáîðó èç m óíèòàð�íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, îïèñûâàåìûõ îïåðàòîðàìè Ĝj .Ïóñòü îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîåêöèîííîå èçìåðåíèå íà*E-mail: moreva�e�mail.ru

�èêñèðîâàííîå ñîñòîÿíèå j	0i. Â ðåçóëüòàòå ïîëó�÷àåì ñëåäóþùèé íàáîð èç m âåðîÿòíîñòåé:Pj = jh'j j	ij2; j = 1; 2; : : : ;m; (1)ãäå h'j j = h	0jĜj .Âåðîÿòíîñòè (1) îïðåäåëÿþò ñòàòèñòè÷åñêèå ÷àñ�òîòû ýêñïåðèìåíòàëüíî ðåãèñòðèðóåìûõ ñîáûòèé èçàäàþò îñíîâó äëÿ ïðèáëèæåííîãî âîññòàíîâëåíèÿèñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ j	i ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ íåêî�òîðîé îáðàòíîé çàäà÷è. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [4℄ áûëïðåäëîæåí íàáîð ïðåîáðàçîâàíèé Ĝj , ïîçâîëÿþùèéîäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ïðîèçâîëüíîå (â òîì ÷èñ�ëå è ñìåøàííîå) ïîëÿðèçàöèîííîå ñîñòîÿíèå ïàðû�îòîíîâ, ðàñïðåäåëåííûõ â äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõìîäàõ ïîëÿ.Ïðè òîìîãðà�èè êâàíòîâîãî ïðîöåññà (quantumpro
ess tomography), íàïðîòèâ, íåèçâåñòíûìè ÿâëÿ�þòñÿ ñàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ĝj , à âõîäíûå ñîñòî�ÿíèÿ j	i ïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè. Ïðè ýòîì íàîñíîâå ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ ïðèáëèæåííî âîñ�224



ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 2 (8), 2011 Ñòàòèñòè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå : : :ñòàíàâëèâàåòñÿ íàáîð îïåðàòîðîâ, êîòîðûå õàðàêòå�ðèçóþò òîò èëè èíîé ïðîöåññ. Íàïðèìåð, â ðàáî�òàõ [5; 6℄ ñòàòèñòè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå àíàëîãè÷�íûõ [4℄1) ïîëÿðèçàöèîííûõ ñîñòîÿíèé â ïðîñòðàí�ñòâåííî-íåîäíîðîäíîì ïîëèäîìåííîì êðèñòàëëå äè�ãèäðî�îñ�àòà êàëèÿ ïîçâîëèëî ñäåëàòü âûâîäû î�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äîìåíîâ.Â ðàáîòàõ [7; 8℄ áûëà ïðåäëîæåíà è ðàçâèòà íî�âàÿ ìåòîäîëîãèÿ òåîðåòè÷åñêîé è ýêñïåðèìåíòàëü�íîé îöåíêè êà÷åñòâà è ý��åêòèâíîñòè êâàíòîâûõèí�îðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, îñíîâàííàÿ íà èçó�÷åíèè ïîëíîòû, àäåêâàòíîñòè è òî÷íîñòè ïðîòîêî�ëîâ êâàíòîâûõ èçìåðåíèé. Îäíàêî ýêñïåðèìåíòàëü�íî ýòà ìåòîäèêà áûëà àïðîáèðîâàíà òîëüêî íà ÷è�ñòûõ ñîñòîÿíèÿõ êóáèòîâ [7℄ è ïàð êóáèòîâ [8℄.Îñíîâíàÿ öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â ýêñïåðè�ìåíòàëüíîì èçó÷åíèè ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé íà ïðè�ìåðå ïîëÿðèçàöèîííûõ êóáèòîâ. Îñîáîå âíèìàíèåóäåëÿåòñÿ èçó÷åíèþ òî÷íîñòè òîìîãðà�èè â çàâè�ñèìîñòè îò ñòåïåíè ÷èñòîòû êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ,à òàêæå äåòàëüíîìó ñðàâíåíèþ ðåçóëüòàòîâ �èçè÷å�ñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ è ðåçóëüòàòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãîìîäåëèðîâàíèÿ.�àáîòà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â ðàçä. 2äàåòñÿ êðàòêîå îïèñàíèå òåîðèè êâàíòîâûõ èçìå�ðåíèé íà ÿçûêå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîòîêîëîâ, îïè�ñûâàþùèõ ïðîâåäåíèå òèïè÷íûõ ðåàëüíûõ ýêñïåðè�ìåíòîâ. Â ðàçä. 3 äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð èñïîëüçóå�ìîé íàìè ìåòîäîëîãèè îöåíêè ïîëíîòû, àäåêâàòíî�ñòè è òî÷íîñòè ïðîòîêîëîâ êâàíòîâîé òîìîãðà�èè.Â ðàçä. 4 îïèñûâàþòñÿ ïðîòîêîëû, ðåàëèçîâàííûå âíàøèõ ýêñïåðèìåíòàõ, à â ðàçä. 5 äàåòñÿ îïèñàíèåýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêè. Ñ öåëüþ äåòàëüíîãîèçó÷åíèÿ òî÷íîñòè êâàíòîâîé òîìîãðà�èè â ðàçä. 6ïðèâîäèòñÿ ñõåìà ðàñ÷åòà ïðèãîòàâëèâàåìîãî â ýêñ�ïåðèìåíòå ñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ðàçä. 7 èçó÷à�åòñÿ ñïåöèàëüíûé (íàèáîëåå òðóäíûé äëÿ òîìîãðà��èè) ñëó÷àé âîññòàíîâëåíèÿ ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé,áëèçêèõ ê ÷èñòûì ñîñòîÿíèÿì. Íàêîíåö, â ðàçä. 8ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ èâûâîäû.2. Ï�ÎÒÎÊÎË ÊÂÀÍÒÎÂÛÕ ÈÇÌÅ�ÅÍÈÉÑîãëàñíî ïðèíöèïó äîïîëíèòåëüíîñòè Í. Áîðà,ðàçëè÷íûå ïðîåêöèîííûå èçìåðåíèÿ (1) îáðàçóþòñîâîêóïíîñòü âçàèìíî-äîïîëíèòåëüíûõ èçìåðåíèé.�àññìàòðèâàåìàÿ ñîâîêóïíîñòü, â ñâîþ î÷åðåäü, îá�ðàçóåò ïðîòîêîë êâàíòîâûõ èçìåðåíèé. Âñÿ ñîâîêóï�1) �àçëè÷èå ñîñòîÿëî ëèøü â âûáîðå òèïà ìîä: çäåñü èñ�ïîëüçîâàëèñü ÷àñòîòíûå, à íå ïðîñòðàíñòâåííûå ìîäû ïîëÿ.

íîñòü êâàíòîâûõ èçìåðåíèé ïðîòîêîëà ìîæåò áûòüêîìïàêòíî ïðåäñòàâëåíà â ìàòðè÷íîì âèäå [7; 8℄:Mj = Xjl
l; j = 1; 2; : : : ;m: (2)Çäåñü 
l, l = 1; 2; : : : ; s � êîìïîíåíòû âåêòîðà ñîñòî�ÿíèÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè s.Ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó l â �îðìóëå (2) ïðåä�ïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Ïðîòîêîë îïèñûâàåò mïðîåêöèé êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ (ïîýòîìó èìååò mñòðîê). Mj åñòü àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè j-é êâàíòî�âîé ïðîåêöèè. Èíòåíñèâíîñòè ãåíåðàöèè ñîáûòèé �j(îæèäàåìûå ÷èñëà ðåãèñòðèðóåìûõ ñîáûòèé â åäè�íèöó âðåìåíè) çàäàþòñÿ êâàäðàòàìè ìîäóëåé àìïëè�òóä: �j = jMj j2: (3)Ìàòðèöà ñ êîìïîíåíòàìè Xjl, èìåþùàÿ m ñòðîêè s ñòîëáöîâ çàäàåò òàê íàçûâàåìóþ àïïàðàòíóþìàòðèöó ïðîòîêîëà êâàíòîâûõ èçìåðåíèé [7; 8℄.Èìåííî ýòà ìàòðèöà îïèñûâàåò �îðìàëüíî ìàòåìà�òè÷åñêè âñþ ñîâîêóïíîñòü âçàèìíî-äîïîëíèòåëüíûõèçìåðåíèé (j-ÿ ñòðîêà ìàòðèöûX çàäàåò áðà-âåêòîðh'j j ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîåêöèîííîãî èçìåðåíèÿ â�îðìóëå (1)).Äëÿ ñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ìàòðèöåé ïëîòíî�ñòè � ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíòåíñèâíîñòü ðåãèñòðàöèèñîáûòèé, îòâå÷àþùèõ j-é ñòðîêå ïðîòîêîëà, åñòü�j = tr(�j�): (4)Çäåñü �j = X+j Xj � îïåðàòîð èíòåíñèâíîñòè êâàí�òîâîãî ïðîöåññà, Xj � j-ÿ ñòðîêà àïïàðàòíîé ìàòðè�öû X .Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îïåðàòîð èíòåíñèâíî�ñòè êâàíòîâîãî ïðîöåññà �j ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì,ïîýòîìó �2j = �j : (5)Â áîëåå îáùåì ñ �îðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ñëó÷àå�j � ïðîèçâîëüíûé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûéîïåðàòîð. Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñìåñü ïðîåê�öèîííûõ îïåðàòîðîâ, ðàññìîòðåííûõ âûøå:�j =Xk fkX(k)+j X(k)j : (6)Çäåñü èíäåêñ k íóìåðóåò ðàçëè÷íûå êîìïîíåíòûñìåñè, âõîäÿùèå ñ âåñàìè fk > 0. Òàêîå îáîáùåí�íîå èçìåðåíèå óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü íàãëÿäíî êàêðåäóêöèþ ñîâîêóïíîñòè ïðîåêöèîííûõ èçìåðåíèé,â êîòîðûõ äîñòóïíà òîëüêî ñóììàðíàÿ ñòàòèñòè�êà, íî íåäîñòóïíû ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå ïî îò�äåëüíûì êîìïîíåíòàì. Îáû÷íîå ïðîåêöèîííîå èç�ìåðåíèå åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé çàïèñè (6), â êîòîðîéf1 = 1, f2 = f3 = : : : = 0.2 ÆÝÒÔ, âûï. 2 (8) 225



Þ. È. Áîãäàíîâ, À. Ê. �àâðè÷åíêî, Ê. C. Êðàâöîâ è äð. ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 2 (8), 2011�àññìîòðèì ìàòðèöó I , ðàâíóþ ñóììå ïî âñåìñòðîêàì ïðîòîêîëà ïðîèçâåäåíèé âðåìåí ýêñïîçèöèètj íà îïåðàòîðû èíòåíñèâíîñòè �j :I = mXj=1 tj�j : (7)Âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè,êîãäà ââåäåííàÿ ìàòðèöà ïðîïîðöèîíàëüíà åäèíè÷�íîé ìàòðèöå E: I = I0E; (8)ãäå I0 � ïîñòîÿííàÿ, çàäàþùàÿ ñóììàðíóþ èíòåí�ñèâíîñòü.Åñëè ïðîòîêîë óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (8), òî ãî�âîðÿò, ÷òî îí ñâîäèòñÿ ê ðàçëîæåíèþ åäèíèöû, â îá�ùåì ñëó÷àå íåîðòîãîíàëüíîìó [9℄. Çàìåòèì, ÷òî âìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè òàêèå èçìåðåíèÿ ðàññìàòðè�âàþòñÿ â êà÷åñòâå íàèáîëåå îáùåãî ðàñøèðåíèÿ òðà�äèöèîííûõ èçìåðåíèé �îí Íåéìàíà, îñíîâàííûõ íàîðòîãîíàëüíîì ðàçëîæåíèè åäèíèöû. Â òî æå âðå�ìÿ, ðåàëüíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïðîòîêîëû êâàí�òîâûõ èçìåðåíèé çà÷àñòóþ íå óäîâëåòâîðÿþò óñëî�âèþ (8). �åçîííîñòü òðåáîâàíèÿ (8) îñíîâàíà íà ñî�îáðàæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ñîõðàíåíèåì ïîëíîé âå�ðîÿòíîñòè. Â ðåàëüíûõ æå ýêñïåðèìåíòàõ ýêñïåðè�ìåíòàòîð íàñòðàèâàåò óñòàíîâêó íà âûäåëåíèå, êàêïðàâèëî, òîëüêî îäíîé ïðîåêöèè êâàíòîâîãî ñîñòîÿ�íèÿ. Ïðè ýòîì ïðåäñòàâèòåëè àíñàìáëÿ, îòâå÷àþùèåâñåì îñòàëüíûì ïðîåêöèÿì, ïðîñòî íå ðåãèñòðèðó�þòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðåàëüíûå ýêñïåðèìåíòû (ïîòåõíè÷åñêèì ïðè÷èíàì) îáû÷íî íå îáåñïå÷èâàþò ðå�ãèñòðàöèþ âñåõ ïðåäñòàâèòåëåé êâàíòîâîãî ñòàòè�ñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ è, â ñèëó ýòîãî, íå ñâÿçàíûóñëîâèåì ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé âåðîÿòíîñòè. �àññìàò�ðèâàåìûé íàìè ïîäõîä ïðèãîäåí äëÿ àíàëèçà ïðî�èçâîëüíûõ ðåàëüíûõ ïðîòîêîëîâ êâàíòîâûõ èçìåðå�íèé, îñíîâàííûõ íà ðåãèñòðàöèè ýëåìåíòàðíûõ ñî�áûòèé, è íå îãðàíè÷åí òðåáîâàíèåì (8). Â ýêñïåðè�ìåíòàõ, ïðîâåäåííûõ â ðàìêàõ íàñòîÿùåé ðàáîòû,äâà èç ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå â ðàçä. 4 ïðîòîêîëîâ(R4 è S6) ñâîäÿòñÿ ê ðàçëîæåíèþ åäèíèöû, à äâàäðóãèõ (J4 è B36) � íåò.Ñóììàðíàÿ èíòåíñèâíîñòü ãåíåðàöèè ñîáûòèé çà�äàåò óñëîâèå íîðìèðîâêè â âèäåmXj=1 �j tj = n; (9)ãäå n � ñóììàðíîå ïî âñåì ñòðîêàì ïðîòîêîëà îæè�äàåìîå ÷èñëî ñîáûòèé, tj � âðåìÿ ýêñïîçèöèè äëÿj-é ñòðîêè.Óñëîâèå (9) çàìåíÿåò ñîáîé òðàäèöèîííîå óñëî�âèå íîðìèðîâêè tr(�) = 1 äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè.

3. ÌÅÒÎÄÎËÎ�Èß ÎÖÅÍÊÈ ÏÎËÍÎÒÛ,ÀÄÅÊÂÀÒÍÎÑÒÈ È ÒÎ×ÍÎÑÒÈÏ�ÎÒÎÊÎËÎÂ ÊÂÀÍÒÎÂÎÉÒÎÌÎ��ÀÔÈÈÄëÿ îïèñàíèÿ âñåé ñîâîêóïíîñòè èçìåðåíèéêâàíòîâîãî ïðîòîêîëà óäîáíî êàæäóþ ìàòðèöóèíòåíñèâíîñòè êâàíòîâîãî ïðîöåññà �j ðàçìåðíîñòès � s âûòÿíóòü â âèäå îäíîé ñòðîêè äëèíû s2(ïðè ýòîì âòîðàÿ ñòðîêà ïîìåùàåòñÿ ñïðàâà îòïåðâîé è ò. ä.). Ïðèïèøåì êàæäîé òàêîé ñòðîêåBj âåñ, îïðåäåëÿåìûé ñîîòâåòñòâóþùèì âðåìåíåìýêñïîçèöèè tj . Ñîñòàâèì èç òàêèõ ñòðîê ìàòðèöóB ðàçìåðíîñòè m � s2, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòüìàòðèöåé èçìåðåíèé äëÿ òîìîãðà�è÷åñêîãî ïðîòî�êîëà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî m � s2. Â ñëó÷àåïðîåêöèîííûõ èçìåðåíèé, çàäàâàåìûõ ñòðîêàìèXj (j = 1; : : : ;m) àïïàðàòíîé ìàòðèöû X , ñòðîêèBj ìàòðèöû èçìåðåíèé B ìîãóò áûòü âû÷èñëåíûñ ïîìîùüþ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñòðîêè Xj èêîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîé ñòðîêè X�j :Bj = tj �X�j 
Xj : (10)Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèöû èçìåðåíèé B âñå ðå�çóëüòàòû ïðîòîêîëà ìîãóò áûòü êîìïàêòíî çàïèñà�íû â ìàòðè÷íîì âèäå:B� = T: (11)Çäåñü � � ìàòðèöà ïëîòíîñòè, çàïèñàííàÿ â �îð�ìå îäíîãî ñòîëáöà (âòîðîé ñòîëáåö íèæå ïåðâîãî èò. ä.). Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè áóäåì èñïîëüçîâàòü òîæå ñàìîå îáîçíà÷åíèå � äëÿ íîâîãî îáúåêòà. Âåê�òîð-ñòîëáåö T äëèíû m ñëóæèò äëÿ çàïèñè ÷èñëàðåãèñòðèðóåìûõ ñîáûòèé. Åñëè � � òî÷íàÿ òåîðåòè�÷åñêàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè, òî ýëåìåíòû ñòîëáöà Tîòâå÷àþò îæèäàåìîìó ÷èñëó ñîáûòèé, êîòîðûå áó�äóò çàðåãèñòðèðîâàíû.Àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (11) ìîæíî ñ�îð�ìóëèðîâàòü íà ÿçûêå ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàò�ðèö (singular value de
omposition � svd) [10; 11℄. Òà�êîé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõóðàâíåíèé (10) ëåæèò â îñíîâå ìåòîäà ïñåâäîèíâåð�ñèè Ìóðà �Ïåíðîóçà.Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó B â âèäå òàê íàçûâàåìîãîsvd-ðàçëîæåíèÿ: B = USV +; (12)ãäå U è V � óíèòàðíûå ìàòðèöû, à S � äèàãîíàëü�íàÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà (ýëåìåí�òû äèàãîíàëè ýòîé ìàòðèöû íàçûâàþò ñèíãóëÿð�íûìè çíà÷åíèÿìè). �àçìåðíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ226



ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 2 (8), 2011 Ñòàòèñòè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå : : :ìàòðèö ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû m�m äëÿ U , m� s2äëÿ S, s2 � s2 äëÿ V .Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå. Âìåñòî íåçàâèñèìîéïåðåìåííîé-ñòîëáöà � áóäåì ðàññìàòðèâàòü óíèòàð�íî ñâÿçàííóþ ñ íåé ïåðåìåííóþ f , êîòîðóþ áóäåìíàçûâàòü ñòîëáöîì �àêòîðîâ:f = V +�: (13)Àíàëîãè÷íî, âìåñòî èñõîäíîãî ñòîëáöà èçìåðåíèéT áóäåì ðàññìàòðèâàòü óíèòàðíî ñâÿçàííûé ñ íèìñòîëáåö Q, êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè�÷åñêèì ñòîëáöîì: Q = U+T: (14)Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà,î÷åâèäíî, ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåé �îð�ìå: Sf = Q: (15)Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòàðíà, òàê êàê S � äèà�ãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Åå àíàëèç ïîçâîëèò íàì êëàññè��èöèðîâàòü èçìåðåíèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ àäåêâàò�íîñòè è ïîëíîòû [12℄.Ïóñòü m > s2, ò. å. ÷èñëî èçìåðåíèé ïðåâûøà�åò ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïëîòíîñòè. �àíãîì ìî�äåëè q áóäåì íàçûâàòü ÷èñëî íåíóëåâûõ ñèíãóëÿð�íûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû B. Î÷åâèäíî, ÷òî q � s2.Â ìàòðèöå S ïîñëåäíèå m � q ñòðîê çàâåäîìî íóëå�âûå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìàáûëà ñîâìåñòíîé, íåîáõîäèìî, ÷òîáû è â õàðàêòå�ðèñòè÷åñêîì ñòîëáöå Q ïîñëåäíèå m � q çíà÷åíèéòàêæå áûëè òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ. Ïîëó÷åííîåóñëîâèå åñòü óñëîâèå àäåêâàòíîñòè ïðîòîêîëà èçìå�ðåíèé. Åñëè îíî íå âûïîëíÿåòñÿ, òî èìååò ìåñòîíåàäåêâàòíîñòü ìîäåëè: ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå çà�âåäîìî íå ñîîòâåòñòâóþò íèêàêîé êâàíòîâîìåõàíè�÷åñêîé ìàòðèöå ïëîòíîñòè; ýòî ìîæåò îçíà÷àòü, íà�ïðèìåð, ÷òî èìåëèñü ãðóáûå îøèáêè ïðè âûïîëíå�íèè ýêñïåðèìåíòà èëè ðàñ÷åòà àïïàðàòíîé ìàòðèöûïðîòîêîëà, ëèáî íå ó÷òåíî àäåêâàòíî îêðóæåíèå èçó�÷àåìîé êâàíòîâîé ñèñòåìû. Çàìåòèì, ÷òî ïðîâåðêààäåêâàòíîñòè ìîæåò áûòü âûïîëíåíà òîëüêî â òîìñëó÷àå, åñëè ïðîòîêîë ñîäåðæèò â ñåáå íåêîòîðóþ èç�áûòî÷íîñòü (m > q). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ðàññìàòðè�âàåìàÿ ïðîâåðêà áóäåò òî÷íîé òîëüêî â òîì ñëó÷àå,êîãäà èçâåñòíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ îæèäàåìîãî ÷èñëàñîáûòèé â êàæäîé ñòðîêå ïðîòîêîëà. Äëÿ ðåàëüíûõèçìåðåíèé ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îæèäàåìûì è ðåãè�ñòðèðóåìûì ÷èñëîì ñîáûòèé òîëüêî ïðèáëèæåííîå.Â ýòîì ñëó÷àå ïðîâåðêà àäåêâàòíîñòè èçìåðåíèé ñâî�äèòñÿ ê ïðîâåðêå ñîîòâåòñòâóþùåé ñòàòèñòè÷åñêîéãèïîòåçû [13℄.

Ïóñòü ìîäåëü àäåêâàòíà. Åñëè âñå ñèíãóëÿðíûåçíà÷åíèÿ çàâåäîìî îòëè÷íû îò íóëÿ, ò. å. q = s2,òî èìååò ìåñòî ïîëíîòà. Ïðîòîêîë èçìåðåíèÿ ïîëíî�ñòüþ îïðåäåëÿåò ëþáîå êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå (êàê ÷è�ñòîå, òàê è ñìåøàííîå), êîòîðîå òîëüêî ìîæåò áûòüçàäàíî â ðàññìàòðèâàåìîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí�ñòâå.Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èìååò ìå�ñòî ïîëíîòà (q = s2). Ìåòîä ïñåâäîèíâåðñèè Ìó�ðà �Ïåíðîóçà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïðèáëè�æåííîãî âîññòàíîâëåíèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè, åñëè âêà÷åñòâå ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (11) âçÿòü ýêñïå�ðèìåíòàëüíî çàðåãèñòðèðîâàííûå ÷àñòîòû ñîáûòèé.Íåäîñòàòîê òàêîãî ìåòîäà, îäíàêî, çàêëþ÷àåòñÿ âòîì, ÷òî â ñèëó ñòàòèñòè÷åñêèõ �ëóêòóàöèé ýêñïå�ðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ðåêîíñòðóèðîâàííàÿ ìàòðè�öà ïëîòíîñòè íå âñåãäà áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäå�ëåííîé. Ýòî ïðîèñõîäèò, ïîñêîëüêó êîìïîíåíòû ñìå�ñè, èìåþùèå íóëåâûå èëè ìàëûå âåñà, ìîãóò áûòü ðå�êîíñòðóèðîâàíû êàê êîìïîíåíòû ñ ìàëûìè îòðèöà�òåëüíûìè âåñàìè. Íåñìîòðÿ íà îòìå÷åííûé íåäîñòà�òîê, ïðåäñòàâëåííûé ñïîñîá âîññòàíîâëåíèÿ ñëóæèòõîðîøèì íóëåâûì ïðèáëèæåíèåì äëÿ èñïîëüçîâàí�íîãî íàìè ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿñâîáîäåí îò ðàññìàòðèâàåìîãî íåäîñòàòêà, ïîñêîëü�êó óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè çàëîæå�íî â ñàìîé åãî ïðèðîäå. Â òî æå âðåìÿ, èñïîëüçîâà�íèå ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ìåòîäîì ïñåâäîèíâåðñèè,â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ñóùåñòâåííî óñêî�ðÿåò ïîèñê ðåøåíèÿ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî�ïîäîáèÿ.Ìåòîä ïñåâäîèíâåðñèè äåëàåò åñòåñòâåííûì ââå�äåíèå òàê íàçûâàåìîãî ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè K,îïðåäåëÿåìîãî êàê îòíîøåíèå ìåæäó ìàêñèìàëü�íûì bmax è ìèíèìàëüíûì bmin ñèíãóëÿðíûìè çíà�÷åíèÿìè ìàòðèöû B:K = bmaxbmin : (16)Ôèçèêî-ñòàòèñòè÷åñêèé ñìûñë ÷èñëà K îïðåäåëÿåò�ñÿ óñëîâèåì ïîëíîòû òîìîãðà�è÷åñêîãî ïðîòîêîëà:åñëè õîòÿ áû îäíî èç ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ìàòðè�öû B îêàæåòñÿ ðàâíûì íóëþ, òî K ! 1, ñèñòåìà(11) íå áóäåò èìåòü åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ, è êâàí�òîâîå ñîñòîÿíèå â îáùåì ñëó÷àå îêàæåòñÿ íåîïðåäå�ëåííûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åì ìåíüøå K, òåì ëó÷øå,â öåëîì, ïðîòîêîë ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîéçàäà÷è. Êðèòåðèé, îñíîâàííûé íà ÷èñëå îáóñëîâëåí�íîñòè K, óäîáíî èñïîëüçîâàòü [7; 8℄. Ê òîìó æå îíïîçâîëÿåò îöåíèòü òî÷íîñòü ïðîòîêîëà äî âûïîëíå�íèÿ ðåàëüíîãî ýêñïåðèìåíòà.227 2*



Þ. È. Áîãäàíîâ, À. Ê. �àâðè÷åíêî, Ê. C. Êðàâöîâ è äð. ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 2 (8), 2011Êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé òî÷íîñòè ñòà�òèñòè÷åñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿñëóæèò òàê íàçûâàåìàÿ âåðîÿòíîñòü ñîâïàäåíèÿ(Fidelity) F , çàäàþùàÿ ñòåïåíü ñîãëàñèÿ ìåæäó íåèç�âåñòíûì êâàíòîâûì ñîñòîÿíèåì è åãî ðåêîíñòðóêöè�åé. Â îáùåì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìàÿ âåëè÷èíà äàåò�ñÿ ñëåäóþùåé �îðìóëîé [14℄:F = �Trq�1=20 ��1=20 �2 ; (17)ãäå �0 è � � ñîîòâåòñòâåííî òåîðåòè÷åñêàÿ è âîñ�ñòàíîâëåííàÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Â �îðìóëå (17)ïðåäïîëàãàåòñÿ îáû÷íàÿ íîðìèðîâêà ñëåäà ìàòðèöûïëîòíîñòè íà åäèíèöó.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ÷èñòûõ íîðìèðîâàííûõ íàåäèíèöó ñîñòîÿíèé ðàññìàòðèâàåìàÿ õàðàêòåðèñòè�êà îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé:F = jh
0j
ij2; (18)ãäå 
0 è 
 � òåîðåòè÷åñêèé è âîññòàíîâëåííûé âåê�òîðû ñîñòîÿíèÿ.Åñòåñòâåííîñòü õàðàêòåðèñòèêè (17) ñâÿçàíà ñâàæíîé òåîðåìîé Óëüìàíà [14℄. Ñîãëàñíî ýòîé òå�îðåìå, âûðàæåíèå (17) çàäàåò äîñòèæèìûé ìàêñè�ìóì âûðàæåíèÿ (18) äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ÷èñòûõâåêòîðîâ ñîñòîÿíèé 
0 è 
, äî êîòîðûõ ìîãóò áûòüäîïîëíåíû ñìåøàííûå ñîñòîÿíèÿ �0 è �. Ïðîöåäó�ðà î÷èùåíèÿ (äîïîëíåíèÿ ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé äî÷èñòûõ) èìååò âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ êâàíòîâîé òî�ìîãðà�èè, ïîñêîëüêó åå èñïîëüçîâàíèå ñóùåñòâåííîîáëåã÷àåò ïîèñê ðåøåíèÿ, îñîáåííî â ñëó÷àå ìíîãî�ïàðàìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ [13℄.Ïîòåðè òî÷íîñòè åñòåñòâåííî ñâÿçàòü ñ âåëè÷è�íîé dF = 1 � F . �àññìàòðèâàåìàÿ õàðàêòåðèñòè�êà îêàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, àñèìïòîòè÷å�ñêîå ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé ìîæíî ïðåäñòàâèòü ââèäå [13℄ 1� F = jmaxXj=1 dj�2j ; (19)ãäå dj � 0 � íåîòðèöàòåëüíûå êîý��èöèåíòû,�j 2 (0; 1), j = 1; : : : ; jmax � íåçàâèñèìûå íîðìàëü�íî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûìñðåäíèì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé, jmax = 2s� 2 äëÿ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé è jmax = s2�1 äëÿ ñìåøàííûõ ñî�ñòîÿíèé ïîëíîãî ðàíãà. Â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðåäåëåïàðàìåòðû dj îêàçûâàþòñÿ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëü�íûìè îáúåìó âûáîðêè (îáùåìó ÷èñëó çàðåãèñòðèðî�âàííûõ ñîáûòèé) n, ò. å. dj / 1=n. Óêàçàííàÿ çàâèñè�ìîñòü ïîçâîëÿåò ëåãêî îñóùåñòâëÿòü ïåðåðàñ÷åò îòîäíîãî îáúåìà âûáîðêè ê äðóãîìó. Ìåòîä ðàñ÷åòàâåêòîðà d ïîäðîáíî îïèñàí â ðàáîòå [13℄.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (19) ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíåå çíà÷å�íèå äëÿ ïîòåðü òî÷íîñòè ìîæíî âû÷èñëèòü ïî �îð�ìóëå h1� F i = jmaxXj=1 dj : (20)Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî êà÷å�ñòâî ïðîòîêîëà êâàíòîâûõ èçìåðåíèé, ìîæíî ââåñòèâåëè÷èíó, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò îáúåìà âûáîðêè n:L = nh1� F i = n jmaxXj=1 dj : (21)�àññìàòðèâàåìóþ âåëè÷èíó áóäåì íàçûâàòü �óíê�öèåé ïîòåðü. Îíà ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé êâàíòîâîãî ñî�ñòîÿíèÿ è õàðàêòåðèçóåò àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâàïðîòîêîëà èçìåðåíèé.4. ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÈÑÑËÅÄÓÅÌÛÕÏ�ÎÒÎÊÎËÎÂ ÊÂÀÍÒÎÂÎÉÒÎÌÎ��ÀÔÈÈÎäíèì èç âàæíûõ ïðîòîêîëîâ êâàíòîâîé òîìî�ãðà�èè ÿâëÿåòñÿ ïðîòîêîë R4, ðàññìîòðåííûé â ðà�áîòå [15℄. �åîìåòðè÷åñêè â îñíîâå ýòîãî ïðîòîêîëàëåæèò ïðàâèëüíûé òåòðàýäð, âïèñàííûé â ñ�åðóÁëîõà. Ïðîòîêîë ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ñòðîê, îáðà�çîâàííûõ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåêòîðàìè ñîñòîÿíèÿ,ïðîâåäåííûìè èç öåíòðà ñ�åðû Áëîõà íîðìàëüíî êãðàíÿì òåòðàýäðà. Â ðàáîòå [16℄ ïîêàçàíî, ÷òî ñðå�äè âñåõ ïðîòîêîëîâ ñ ÷åòûðüìÿ èçìåðåíèÿìè ïðîòî�êîë, îñíîâàííûé íà ãåîìåòðèè ïðàâèëüíîãî òåòðàýä�ðà, îáëàäàåò íàèáîëüøåé òî÷íîñòüþ ïî ñðàâíåíèþñ äðóãèìè ïðîòîêîëàìè íà ÷åòûðåõ ñîñòîÿíèÿõ ïðèîäíîì è òîì æå ÷èñëå çàðåãèñòðèðîâàííûõ ñîáûòèé.Èçìåðåíèÿ, îñíîâàííûå íà ïàðàìåòðàõ Ñòîêñà,ïðèâîäÿò ê ïðîòîêîëó S6 èç øåñòè ñòðîê, â îñíîâåêîòîðîãî ëåæèò ñèììåòðèÿ êóáà. �åîìåòðè÷åñêè îíïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øåñòü ïðîåêöèîííûõ èçìåðåíèéíà âåêòîðû, ïðîâåäåííûå èç öåíòðà ñ�åðû Áëîõàíîðìàëüíî ê ãðàíÿì âïèñàííîãî â íåå êóáà. Ñîîò�âåòñòâóþùèå ñîñòîÿíèÿ èìåþò âèäjHi; jV i; j � 45Æi = 1p2 (jHi � jV i) ;j45Æi = 1p2 (jHi+ jV i) ;jRi = 1p2 (jHi+ ijV i) ; jLi = 1p2 (jHi � ijV i) :Â ýêñïåðèìåíòå ïðîåêöèè íà óêàçàííûå ñîñòî�ÿíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè ïàðû �àçîâûõ228



ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 2 (8), 2011 Ñòàòèñòè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå : : :
VβαφH 45

◦

h0 h1 h2 h3

Лампа

Монохроматор

Приготовительная часть Измерительная часть

D

�èñ. 1. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà äëÿ ïðèãîòîâëåíèÿ è èçìåðåíèÿ ñìåøàííûõ ïîëÿðèçàöèîííûõ ñîñòîÿíèéïëàñòèí (÷åòâåðòü- è ïîëóâîëíîâîé) è ïîëÿðèçàòî�ðà. Çàìåòèì, ÷òî íàðÿäó ñ ïðåäñòàâëåííûìè ïðîòî�êîëàìè R4 è S6 èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò è äðóãèå ïðî�òîêîëû, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæàò ïðàâèëüíûå ìíîãî�ãðàííèêè. Ê íèì îòíîñÿòñÿ òàê íàçûâàåìûå ïëàòî�íîâû òåëà ñ ÷èñëîì ãðàíåé, ñîîòâåòñòâåííî, 8 äëÿ îê�òàýäðà, 12 äëÿ äîäåêàýäðà, 20 äëÿ èêîñàýäðà [17; 18℄,à òàêæå äðóãèå ìíîãîãðàííèêè ñ âûñîêîé ñèììåòðè�åé, íàïðèìåð, �óëëåðåí (32 ãðàíè) è äâîéñòâåííûéåìó ìíîãîãðàííèê (60 ãðàíåé) [18℄.Åñëè èç ïðîòîêîëà S6 óäàëèòü äâå ñòðîêè, îòâå�÷àþùèå ïðîåêöèÿì íà ñîñòîÿíèÿ j � 45Æi è jLi, òîïîëó÷èì åùå îäèí èçâåñòíûé ïðîòîêîë J4 [4℄.Íàðÿäó ñ ïðîòîêîëàìè R4, S6 è J4, â ïðèâå�äåííûõ íèæå ýêñïåðèìåíòàõ èññëåäîâàëñÿ ïðîòîêîëB36 [7℄, êîòîðûé ðåàëèçîâûâàëñÿ ïðè ïîìîùè âñå�ãî ëèøü îäíîé �àçîâîé ïëàñòèíêè è ïîëÿðèçàòîðà.Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîòîêîëå èçìåðåíèÿ ïðîâîäÿò�ñÿ ïðè 36 ðàçëè÷íûõ îðèåíòàöèÿõ îïòè÷åñêîé îñèïëàñòèíêè îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëè ñ øàãîì 10Æ. Âû�ñîêàÿ èçáûòî÷íîñòü ïðîòîêîëà ïîçâîëÿåò ïðîâåðèòüåãî àäåêâàòíîñòü è îòñëåäèòü ãðóáûå îøèáêè â óñòà�íîâêàõ ïàðàìåòðîâ è äàííûõ.Çàìåòèì, ÷òî ïîëÿðèçàöèîííûå ïðåîáðàçîâàíèÿâ ïðîòîêîëå B36, â îòëè÷èå îò ïåðâûõ òðåõ ïðîòîêî�ëîâ, ïðîâîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè ïðîèçâîëüíîé ïëàñòèí�êè è ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò åå õàðàêòåðèñòèê �îïòè÷åñêîé òîëùèíû Æ = �h�n=� è óãëà îðèåíòà�öèè � îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëè (�n � äâóïðåëîìëå�íèå ìàòåðèàëà ïëàñòèíêè íà äàííîé äëèíå âîëíû �,h � åå ãåîìåòðè÷åñêàÿ òîëùèíà). Ïàðàìåòðû ýòîãîïðîòîêîëà ìîãóò áûòü âûáðàíû, èñõîäÿ èç çàäà÷ èñ�ñëåäîâàíèÿ, îãðàíè÷åííîñòè ðåñóðñîâ èëè ñîîáðàæå�íèé îïòèìàëüíîñòè. Äëÿ ÷åòûðåõ ðàññìàòðèâàåìûõïðîòîêîëîâ ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè (16) ñîñòàâèëè:KR4 = KS6 = p3 � 1:73, KJ4 � 3:23, KB36 = 2:7(äëÿ ïëàñòèíêè òîëùèíîé h = 312:7 ìêì).

5. ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÝÊÑÏÅ�ÈÌÅÍÒÀËÜÍÎÉÓÑÒÀÍÎÂÊÈÝêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà äëÿ ïðèãîòîâëå�íèÿ è èçìåðåíèÿ ñîñòîÿíèé ïîëÿðèçàöèîííûõ êóáè�òîâ êàê ÷èñòûõ, òàê è ñìåøàííûõ, ïðåäñòàâëåíà íàðèñ. 1.Äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà è ý��åêòèâíîñòè èññëåäó�åìûõ êâàíòîâûõ òîìîãðà�è÷åñêèõ ïðîòîêîëîâ óñòà�íîâêà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì òðåáîâàíè�ÿì:1) ïîçâîëÿòü ïëàâíî ìåíÿòü ñòåïåíü ÷èñòîòû èñ�ñëåäóåìûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé;2) áûòü àäàïòèðîâàííîé äëÿ ïðîâåäåíèÿ èçìåðå�íèé ðàçëè÷íûìè ïðîòîêîëàìè êâàíòîâîé òîìîãðà��èè (J4, S6, R4, B9) ñ öåëüþ èõ ñðàâíåíèÿ;3) ïîçâîëÿòü ðåãóëèðîâàòü ïî óñìîòðåíèþ ýêñ�ïåðèìåíòàòîðà ïîëíîå ÷èñëî ðåãèñòðèðóåìûõ ñîáû�òèé.Ïåðâîå òðåáîâàíèå âûïîëíÿëîñü çà ñ÷åò èñïîëü�çîâàíèÿ øèðîêîïîëîñíîãî èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ(ëàìïà ñ ãàëîãåííûì öèêëîì) è ìîíîõðîìàòîðàÌÄ�-41, êîòîðûé âûäåëÿë óçêèé ñïåêòðàëüíûéäèàïàçîí ñ öåíòðàëüíîé äëèíîé âîëíû 1.55 ìêì.Øèðèíó ùåëè ìîíîõðîìàòîðà ìîæíî áûëî ìåíÿòü,çàäàâàÿ, òåì ñàìûì, øèðèíó âûõîäíîãî ñïåêòðàâ ïðåäåëàõ 1�23 íì. Ïàðàëëåëüíûé ïó÷îê ñâåòà�îðìèðîâàëñÿ ïðè ïîìîùè îäíîìîäîâîãî âîëîêíàSMF-28, íà âõîäå è âûõîäå êîòîðîãî óñòàíàâëèâà�ëèñü ìèêðîîáúåêòèâû F240FC-1550. Ïðèçìà �ëàíàñëóæèëà äëÿ ïðèãîòîâëåíèÿ èñõîäíîãî (÷èñòîãî)ïîëÿðèçàöèîííîãî ñîñòîÿíèÿ jHi.Â ðåçóëüòàòå èñõîäíîå ÷èñòîå ñîñòîÿíèå jHi ïðå�îáðàçîâûâàëîñü â ñìåøàííîå ñî ñòåïåíüþ ÷èñòîòû,çàâèñÿùåé îò ñïåêòðàëüíîé øèðèíû äåòåêòèðóåìî�ãî èçëó÷åíèÿ (ñì. ðàçä. 6). Ïëàâíûé ïåðåõîä îò ÷è�ñòîãî ñîñòîÿíèÿ ê ïîëíîé ñìåñè ïðîèñõîäèë ïðè óâå�ëè÷åíèè ñïåêòðàëüíîé øèðèíû èçëó÷åíèÿ. Ïîñêîëü�êó ïðè ýòîì ¾èçìåðèòåëüíàÿ¿ ÷àñòü óñòàíîâêè èìå�229



Þ. È. Áîãäàíîâ, À. Ê. �àâðè÷åíêî, Ê. C. Êðàâöîâ è äð. ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 2 (8), 2011ëà êîíå÷íóþ ñïåêòðàëüíóþ ïîëîñó, ïîëÿðèçàöèîí�íûå ñîñòîÿíèÿ íà ðàçíûõ ñïåêòðàëüíûõ êîìïîíåí�òàõ âíóòðè ýòîé ïîëîñû èíòåãðèðîâàëèñü, ÷òî ñîîò�âåòñòâîâàëî ðåãèñòðàöèè ñìåøàííîãî ïîëÿðèçàöèîí�íîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì â ïðèãîòîâè�òåëüíîé ÷àñòè óñòàíîâêè ÿâëÿëàñü êâàðöåâàÿ ïëà�ñòèíêà ñ òîëùèíîé h1 = 436 ìêì, îðèåíòèðîâàííàÿïîä óãëîì '0 = 30Æ.Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ øèðèíû ïîëîñû ïðîïóñêà�íèÿ ìîíîõðîìàòîðà êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå ïåðåìåùà�ëîñü ñ ïîâåðõíîñòè ñ�åðû Áëîõà âãëóáü ¾øàðà¿ïðàêòè÷åñêè òî÷íî âäîëü ðàäèóñà. Èñõîäíîå ÷èñòîåñîñòîÿíèå íà ïîâåðõíîñòè ñ�åðû Áëîõà ñîîòâåòñòâî�âàëî ñëåäóþùèì óãëàì â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:� = 0:71796� è ' = 0:12594�.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé â ¾ïðèãî�òîâèòåëüíîé¿ ÷àñòè óñòàíîâêè äîïîëíèòåëüíî óñòà�íàâëèâàëàñü òîëñòàÿ êâàðöåâàÿ ïëàñòèíêà (h0 == 10 ìì) è ïëàñòèíêà êàëüöèòà (h0 = 4 ìì), îï�òè÷åñêèå îñè êîòîðûõ áûëè îðèåíòèðîâàíû ïîä óã�ëîì 45Æ ê âåðòèêàëè. Ýòîé òîëùèíû äîñòàòî÷íî, ÷òî�áû ðàçíîñòü îïòè÷åñêèõ äëèí äëÿ äâóõ ñîáñòâåííûõ(îðòîãîíàëüíûõ) ïîëÿðèçàöèé ïðåâîñõîäèëà äëèíóêîãåðåíòíîñòè èñïîëüçóåìîãî èçëó÷åíèÿ:h0(n? � nk)quartz + h1(n? � nk)tiff � l
oh �� �2�� � 100 ìêì:Òàêèì îáðàçîì, íà âûõîäå ïàðû ïëàñòèíîê h0, h1êîìïîíåíòû ñ îðòîãîíàëüíûìè ïîëÿðèçàöèÿìè ñêëà�äûâàëèñü ñî ñëó÷àéíîé �àçîé, ÷òî è ïðèâîäèëî êñìåøàííîìó ñîñòîÿíèþ.Âòîðîå òðåáîâàíèå îáåñïå÷èâàëîñü ïóòåì èñïîëü�çîâàíèÿ íàáîðà �àçîâûõ ïëàñòèí ñ òîëùèíàìèh2 = 441:1 ìêì, h3 = 312:7 ìêì. Äëÿ ýòèõ ïëàñòèíáûëè ðàññ÷èòàíû óãëû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîåêöè�ÿì íà íåîáõîäèìûå ñîñòîÿíèÿ äëÿ òðåõ ïðîòîêîëîâJ4, S6 è R4.Â ïðîòîêîëå Â36 èñïîëüçîâàëàñü áëèçêàÿ ê îïòè�ìàëüíîé ïî êà÷åñòâó âîññòàíîâëåíèÿ �àçîâàÿ ïëà�ñòèíêà (h3 = 312:7 ìêì), ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè äëÿêîòîðîé ñîñòàâëÿëî K = 2:7.Ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå áûëî âûïîëíåíî ñ ïîìî�ùüþ èñïîëüçîâàíèÿ îäíî�îòîííîãî äåòåêòîðà íàîñíîâå ëàâèííîãî �îòîäèîäà ñ îïòîâîëîêîííûì âõî�äîì è âíóòðåííèì �îðìèðîâàòåëåì ñòðîáà [19℄. Ïðèýòîì ïîëíîå ÷èñëî ðåãèñòðèðóåìûõ ñîáûòèé âàðüè�ðîâàëîñü ïóòåì èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû çàïóñêà äåòåêòî�ðà ïðè �èêñèðîâàííîé äëèòåëüíîñòè ñòðîáà 10 íñ.

6. �ÀÑ×ÅÒ Ï�È�ÎÒÀÂËÈÂÀÅÌÎ�ÎÑÌÅØÀÍÍÎ�Î ÑÎÑÒÎßÍÈßÄëÿ êîëè÷åñòâåííîãî èçó÷åíèÿ òî÷íîñòè êâàí�òîâîé òîìîãðà�èè íàì íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü ìàò�ðèöó ïëîòíîñòè ïðèãîòàâëèâàåìîãî â ýêñïåðèìåíòåñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ýòîìó âîïðîñó ïîñâÿùåí íà�ñòîÿùèé ðàçäåë. Íåîáõîäèìûå ðàñ÷åòû âûïîëíåíûïóòåì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñõåìû ýêñïåðèìåí�òà. �àçîáüåì ñïåêòð ÷àñòîò èñõîäíîãî èçëó÷åíèÿ íàäîñòàòî÷íî ìàëûå ó÷àñòêè è ïðåäñòàâèì ïîëÿðèçà�öèîííîå ñîñòîÿíèå êóáèòà â âèäå ñóììû ñîñòîÿíèé,îòâå÷àþùèõ ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì â ñïåêòðå:j	i =Xk akj�(!k)i; (22)ãäå j�(!k)i = 
1(!k)jHi+ 
2(!k)jV i;à àìïëèòóäû ak îïðåäåëÿþòñÿ �îðìîé ñïåêòðà ñî�ñòîÿíèÿ, íà êîòîðîì ðåàëèçîâàí ïîëÿðèçàöèîííûéêóáèò. Èìåííî ó÷åò ñïåêòðàëüíîé çàâèñèìîñòè àì�ïëèòóä 
1;2 â (22) ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê ñìåøàííîìóïîëÿðèçàöèîííîìó ñîñòîÿíèþ. Ìàòðèöà ïëîòíîñòèñîñòîÿíèÿ äî åãî ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç îïòè÷åñêèå ýëå�ìåíòû èìååò âèä�in = j	ih	j =Xk;j aka�j j�(!k)ih�(!j)j: (23)Ñëåäóþùèé øàã ìîäåëèðîâàíèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿðàñ÷åò äåéñòâèÿ îïòè÷åñêèõ ïëàñòèíîê íà ñîñòîÿíèåêóáèòà. Ôàçîâàÿ ïëàñòèíêà ïðåîáðàçóåò ïîëÿðèçàöè�îííóþ ìàòðèöó ïëîòíîñòè èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîïðàâèëó �0 = G(!k)�inG+(!k), ãäå ìàòðèöàG(!k) =  tk rk�r�k t�k ! (24)çàâèñèò îò ý��åêòèâíûõ (êîìïëåêñíûõ) êîý��èöè�åíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîïóñêàíèÿ rk = i sin Æk sin(2�),tk = 
os Æk + i sin Æk 
os(2�). ÇäåñüÆk = �(nke � nko)h�k� îïòè÷åñêàÿ òîëùèíà ïëàñòèíû, � � óãîë ìåæäóîïòè÷åñêîé îñüþ ïëàñòèíû è âåðòèêàëüþ, à èíäåêñk îòâå÷àåò çà ïðåîáðàçîâàíèå íà îïðåäåëåííîé ÷àñ�òîòå. Äëÿ êàæäîãî ÷àñòîòíîãî ñëàãàåìîãî â (23) íàé�äåì ïðåîáðàçîâàííîå ïîëÿðèçàöèîííîå ñîñòîÿíèå êó�áèòà ïðè ïîìîùè (24). Ïîñêîëüêó èçìåðèòåëüíàÿ÷àñòü óñòàíîâêè íå ðàçëè÷àåò ÷àñòîòíûå ìîäû, òå�îðåòè÷åñêîå ñìåøàííîå ïîëÿðèçàöèîííîå ñîñòîÿíèå230
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�èñ. 2. Òåîðåòè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò äëÿ äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé ìàòðèöû ïëîòíîñòè äëÿñîñòîÿíèé ñ ðàçíîé ñòåïåíüþ ÷èñòîòû. Ñïåêòðàëüíàÿ øèðèíà èçëó÷åíèÿ íà âõîäå ïîëÿðèçàöèîííûõ ïðåîáðàçîâà-òåëåé ñîñòàâëÿåò 1:6 (à), 7 (á ), 13 (â), 22 (ã) íì. �àñïðåäåëåíèÿ ã îòâå÷àþò ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ñìåøàííîìóñîñòîÿíèþáóäåò îïèñûâàòüñÿ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè, ðåäóöèðî�âàííîé ïî ÷àñòîòàì � ïóòåì âçÿòèÿ ÷àñòè÷íîãî ñëå�äà. Ýòà ìàòðèöà ïëîòíîñòè, î÷åâèäíî, èìååò âèä� =Xk jakj2G(!k)j�(!k)ih�(!k)jG+(!k): (25)Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ðàññ÷èòàííûå òåîðåòè÷åñêèåìàòðèöû ïëîòíîñòè ïðè ðàçíûõ ñïåêòðàëüíûõ øè�ðèíàõ èçëó÷åíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû ïëîò�íîñòè ïîëó÷àëèñü èíòåãðèðîâàíèåì âûðàæåíèÿ (25)ñ ðàñïðåäåëåíèåì âåñîâ jakj2 â âèäå �óíêöèè sin
2x.Ñ óâåëè÷åíèåì øèðèíû ñïåêòðà íåäèàãîíàëüíûåêîìïîíåíòû, îòâå÷àþùèå çà êîððåëÿöèþ, çàòóõàþòè ñîñòîÿíèå ñòàíîâèòñÿ ìàêñèìàëüíî ñìåøàííûì.7. ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÑÎÑÒÎßÍÈß,ÁËÈÇÊÎ�Î Ê ×ÈÑÒÎÌÓ ÑÎÑÒÎßÍÈÞÊàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, íàèáîëåå òðóäíû�ìè äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñìåøàííûå ñîñòî�ÿíèÿ, áëèçêèå ê ÷èñòûì. Ñî ñòàòèñòè÷åñêîé òî÷�êè çðåíèÿ ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ìà�ëîñòü âåñîâ ñîñòîÿíèé, äîáàâëÿþùèõñÿ ê èñõîäíîìó÷èñòîìó ñîñòîÿíèþ, ïðèâîäèò òîëüêî ê ìàëîìó èçìå�íåíèþ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ, â ðåçóëüòàòå êîëè÷å�ñòâî íîâîé èí�îðìàöèè, âîçíèêàþùåé â êâàíòîâûõ

èçìåðåíèÿõ, îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íûì äëÿ îöåí�êè âîçðîñøåãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Çà�ìåòèì, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî çäåñü ïðîñòåéøå�ãî ñëó÷àÿ îäíîêóáèòîâûõ ñîñòîÿíèé ïðè ïåðåõîäå îòìîäåëè ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ ê ìîäåëè ñìåñè ÷èñëî ñòå�ïåíåé ñâîáîäû óâåëè÷èâàåòñÿ ñ äâóõ äî òðåõ.Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íî ìàëîé ¾çàñîðåí�íîñòè¿ ñîñòîÿíèÿ èìååò ìåñòî ñèòóàöèÿ, êîãäà ÷è�ñòîå ñîñòîÿíèå âîññòàíàâëèâàåòñÿ íà îñíîâå ìîäåëèñìåñè. Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì ÿâíî íåàäåêâàòíóþìîäåëü êâàíòîâîé òîìîãðà�èè. Îäíàêî èìåííî òà�êîãî ðîäà ìîäåëè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ êàê â ðåàëü�íûõ [4℄, òàê è â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ [17℄. Â íà�ñòîÿùåì ðàçäåëå ìû óâèäèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ïî�äîáíîãî ðîäà íåàäåêâàòíûõ ìîäåëåé ïðèâîäèò ê ðåç�êîìó óìåíüøåíèþ òî÷íîñòè ñòàòèñòè÷åñêîãî âîññòà�íîâëåíèÿ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé. Ôàêòè÷åñêè îêàçû�âàåòñÿ, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêè ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìàâûáîðêè n ïîòåðè òî÷íîñòè âåäóò ñåáÿ êàê 1=pnäëÿ íåàäåêâàòíîé ìîäåëè (â òî æå âðåìÿ äëÿ àäå�êâàòíîé ìîäåëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàâèñèìîñòü èìå�åò âèä 1=n).Áóäåì èñõîäèòü èç ñëåäóþùåé ìîäåëè îäíîêóáè�òîâîãî ñîñòîÿíèÿ, áëèçêîãî ê ÷èñòîìó ñîñòîÿíèþ:� = (1� p)�(0) + p�(1): (26)Çäåñü p � ìàëûé âåñ, îïèñûâàþùèé çàñîðåííîñòü231



Þ. È. Áîãäàíîâ, À. Ê. �àâðè÷åíêî, Ê. C. Êðàâöîâ è äð. ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 2 (8), 2011÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ (p � 1), �(0) � èñõîäíîå ÷èñòîåîäíîêóáèòîâîå ñîñòîÿíèå (íåêîòîðàÿ òî÷êà íà ñ�å�ðå Áëîõà), �(1) � ñîñòîÿíèå, îðòîãîíàëüíîå èñõîäíî�ìó (ïðîòèâîïîëîæíàÿ îòíîñèòåëüíî öåíòðà òî÷êà íàñ�åðå Áëîõà).Äëÿ êàæäîé ñòðîêè ïðîòîêîëà èçìåðåíèé j == 1; 2; : : : ;m ñîñòîÿíèÿì �(0) è �(1) îòâå÷àþò èíòåí�ñèâíîñòè ãåíåðàöèè ñîáûòèé ñîîòâåòñòâåííî �(0)j è�(1)j . Òîãäà ñóììàðíàÿ èíòåíñèâíîñòü ãåíåðàöèè ñî�áûòèé åñòü �j = (1� p)�(0)j + p�(1)j : (27)Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê [20℄ââåäåì èí�îðìàöèþ Ôèøåðà, ñâÿçàííóþ ñ ïàðàìåò�ðîì çàñîðåííîñòè p:IF = mXj=1 tj ��(1)j � �(0)j �2(1� p)�(0)j + p�(1)j : (28)Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå p! 0 ïîëó÷èìIF = mXj=1 tj ��(1)j � �(0)j �2�(0)j : (29)Â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêîé ý��åêòèâíîñòè îöåíîêìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïîëó÷àåì äëÿ îöåíêèçàñîðåííîñòè p̂ àñèìïòîòè÷åñêîå íîðìàëüíîå ðàñïðå�äåëåíèå ñî ñðåäíèì, ðàâíûì èñòèííîé çàñîðåííîñòèp, è äèñïåðñèåé �2 = 1=IF :p̂ � N �p; �2 = 1IF � : (30)Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöûïëîòíîñòè �èçè÷åñêèé ñìûñë èìåþò òîëüêî íåîòðè�öàòåëüíûå çíà÷åíèÿ çàñîðåííîñòè p̂. Çàìåòèì, ÷òîîöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ óäîâëåòâîðÿ�þò óñëîâèþ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè àâòîìà�òè÷åñêè.Èí�îðìàöèÿ Ôèøåðà (28), (29) ïðîïîðöèîíàëü�íà ñóììàðíîìó îáúåìó âûáîðêè, IF / n, ïîýòîìóâ ïðåäåëüíîì ñëó÷àå p ! 0 èç (30) ïîëó÷àåì, ÷òîâ 50% ñëó÷àåâ âîçíèêàåò íå�èçè÷åñêàÿ (êàæóùàÿ�ñÿ) çàñîðåííîñòü p̂, óðîâåíü êîòîðîé ïðîïîðöèîíà�ëåí 1=pn . Âåêòîð dj (j = 1; 2; : : : ; v), îïðåäåëÿþùèéðàñïðåäåëåíèå ïîòåðü òî÷íîñòè (19), ïðåäñòàâèì ââèäå dj = d(0)jn ; (31)ãäå d(0)j � âåêòîð, íå çàâèñÿùèé îò îáúåìà âûáîðêè.Â ìîäåëè ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ âåêòîð d(0)j èìååòäâå êîìïîíåíòû (d(0)1 ; d(0)2 ), à â ìîäåëè ñìåøàííîãî
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�èñ. 3. �àñïðåäåëåíèå P (z) ÷èñëà äåâÿòîê â çàïèñèâåðîÿòíîñòè ñîâïàäåíèÿ F . Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � àäå-êâàòíàÿ ìîäåëü ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ, øòðèõîâàÿ �íåàäåêâàòíàÿ ìîäåëü ñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿñîñòîÿíèÿ � òðè (d(0)1 , d(0)2 , d(0)3 ). Â óñëîâèÿõ, êî�ãäà çàñîðåííîñòü p ìàëà, ïåðâûå äâå êîìïîíåíòû íåìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ ê ñìå�øàííîìó (è èìåþò çíà÷åíèÿ ïîðÿäêà åäèíèöû), íîâîçíèêàåò òðåòüÿ (áîëüøàÿ ïî âåëè÷èíå) êîìïîíåí�òà d(0)3 � 1. Ôàêòè÷åñêè d(0)3 ! 1 ïðè p ! 0. Ôè�çè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ïîòåðèòî÷íîñòè íåîãðàíè÷åííî ðàñòóò.Ïóñòü òåïåðü çàñîðåííîñòü p èìååò êîíå÷íîåçíà÷åíèå (õîòÿ è ìàëîå). Ñòåïåíü ñîãëàñèÿ ìåæäóçàñîðåííûì è èñõîäíûì ÷èñòûì ñîñòîÿíèåì åñòüF = 1� p, ïîýòîìó çàñîðåííîñòü p îïðåäåëÿåò ñîîò�âåòñòâóþùèå ïîòåðè òî÷íîñòè. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëü�øèõ îáúåìàõ âûáîðêè n ñðåäíèå ñòàòèñòè÷åñêèå ïî�òåðè òî÷íîñòè d(0)3 =n ñòàíóò íèæå ïîòåðü, ñâÿçàí�íûõ ñ çàñîðåííîñòüþ p. Ýòî, î÷åâèäíî, ñîîòâåòñòâóåòóñëîâèþ n > d(0)3p : (32)Íåðàâåíñòâî (32) îïðåäåëÿåò îáúåì âûáîðêè, ïðèêîòîðîì âûãîäíî (â ñðåäíåì) èñõîäèòü èç ìîäåëèñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûãîä�íåå ïðîñòî èãíîðèðîâàòü çàñîðåííîñòü è èñõîäèòü èçìîäåëè ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ.Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûé âûâîä ñïðàâåäëèâòîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî èíñòðóìåíòàëüíûå îøèá�êè â óñòàíîâêå ïàðàìåòðîâ ïðîòîêîëà êâàíòîâîé òî�ìîãðà�èè ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàòèñòè÷åñêèìè�ëóêòóàöèÿìè. Èçâåñòíî, ÷òî êà÷åñòâî òîìîãðà�è�÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü íåêî�òîðûì êîãåðåíòíûì îáúåìîì âûáîðêè n0 [21; 22℄,232
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105�èñ. 4. Âîññòàíîâëåíèå ïîëÿðèçàöèîííûõ ñîñòîÿíèé �îòîíîâ ñ ðàçíîé ñòåïåíüþ ÷èñòîòû è ïðè ðàçíîì îáúåìåñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ. Ñòåïåíü ÷èñòîòû ñîñòîÿíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ýíòðîïèåé è çàäàíà â ïðîöåíòàõ. Âåðòèêàëü-íûå îòðåçêè ïîêàçûâàþò 1%- è 99%-êâàíòèëè äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F . Øòðèõîâûå ëèíèè óêàçûâàþòíèæíèé ãðàíè÷íûé óðîâåíü ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê äàíû íà ðèñ. àâûøå êîòîðîãî ïðåâàëèðóþò èíñòðóìåíòàëüíûå ïî�ãðåøíîñòè, à íèæå � ñòàòèñòè÷åñêèå �ëóêòóàöèè.Òàêèì îáðàçîì, îäíîâðåìåííî ñ (32) ñëåäóåò ïîòðå�áîâàòü âûïîëíåíèå åùå îäíîãî íåðàâåíñòâà:n0 > d(0)3p : (33)Åñëè íåðàâåíñòâî (33) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî àäå�êâàòíàÿ îöåíêà çàñîðåííîñòè êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíîé ïðè ëþáîì ñêîëü óãîäíîáîëüøîì îáúåìå âûáîðêè. Â ýòîì ñëó÷àå ðåàëüíàÿçàñîðåííîñòü êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ íå ìîæåò áûòüèçìåðåíà íà �îíå èíñòðóìåíòàëüíûõ îøèáîê.Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èëëþñòðèðóþòñÿ íàðèñ. 3, íà êîòîðîì ïðèâîäèòñÿ ñðàâíåíèå àäåêâàò�

íîé ÷èñòîé è íåàäåêâàòíîé ñìåøàííîé ìîäåëåé.�èñóíîê ïîêàçûâàåò ðàñïðåäåëåíèå P (z) ÷èñëàäåâÿòîê â F , ãäå z = � lg(1 � F ). Íàïðèìåð, åñëèF = 0:99, òî z = 2. �èñóíîê îòâå÷àåò ñîñòîÿíèþ ñêîîðäèíàòàìè � = 0:71796� è ' = 0:12594� íà ñ�åðåÁëîõà, ïðèãîòàâëèâàåìîìó â íàñòîÿùåì ýêñïåðè�ìåíòå. Ìîäåëèðîâàíèå âûïîëíåíî äëÿ ïðîòîêîëà S6è îæèäàåìîãî îáúåìà âûáîðêè n = 104. Ìû âèäèì,÷òî òî÷íîñòü íåàäåêâàòíîé ìîäåëè òîëüêî ïîðÿäêàäâóõ äåâÿòîê (F � 0:99), à òî÷íîñòü àäåêâàòíîéìîäåëè � ïîðÿäêà ÷åòûðåõ äåâÿòîê (F � 0:9999).Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿâñåõ èññëåäîâàííûõ ïðîòîêîëîâ ïîëíîñòüþ ñîãëàñó�þòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ðåàëüíûõ è ÷èñëåííûõ ýêñïå�ðèìåíòîâ.233



Þ. È. Áîãäàíîâ, À. Ê. �àâðè÷åíêî, Ê. C. Êðàâöîâ è äð. ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 2 (8), 20118. �ÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÝÊÑÏÅ�ÈÌÅÍÒÎÂ ÈÂÛÂÎÄÛÂ ýêñïåðèìåíòå ïðèãîòàâëèâàëèñü è âîññòàíàâëè�âàëèñü ÷åòûðå ïîëÿðèçàöèîííûõ ñîñòîÿíèÿ �îòîíîâñ ðàçíîé ñòåïåíüþ ÷èñòîòû. Çàäàííûé íàáîð ñîñòîÿ�íèé âîññòàíàâëèâàëñÿ ïðîòîêîëàìè J4, S6, R4 è Â36.Äëÿ êàæäîãî èç ïðîòîêîëîâ èçìåðåíèÿ ïðîâîäèëèñüïðè ðàçëè÷íûõ îáúåìàõ âûáîðêè. Ñòåïåíü ÷èñòîòûñîñòîÿíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ýíòðîïèåéS = � 2Xn=1�n log2 �n;ãäå �n � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè.�åçóëüòàòû èçìåðåíèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4.Äëÿ êàæäîãî èç ðàññìîòðåííûõ ïðîòîêîëîâ áû�ëè ïîñòðîåíû òåîðåòè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ F íàóðîâíÿõ 1%- è 99%-êâàíòèëÿõ. Ýêñïåðèìåíòàëüíûåçíà÷åíèÿ íàíåñåíû òî÷êàìè. Øòðèõîâûå ëèíèè, ñî�åäèíÿþùèå 1%-êâàíòèëè, ïîêàçûâàþò íèæíþþ ãðà�íèöó òåîðåòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F . Âûñîòà ëè�íèè çàâèñèò îò òèïà ïðîòîêîëà: ëèíèÿ íàõîäèòñÿ òåìíèæå, ÷åì áîëüøå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè è �óíêöèÿïîòåðü.Âèäíî, ÷òî ïðè íåáîëüøîì îáúåìå âûáîðêè ñòà�òèñòè÷åñêèå îøèáêè ïðåâàëèðóþò íàä èíñòðóìåí�òàëüíûìè. Ïðè îáúåìå âûáîðêè 2000�3000 ýêñïåðè�ìåíòàëüíûå òî÷êè ïåðåñòàþò ïîïàäàòü â îáëàñòü òå�îðåòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿäàííîãî ïðîòîêîëà äîñòèãíóò êîãåðåíòíûé îáúåìâûáîðêè, ïðè êîòîðîì óðîâåíü ñòàòèñòè÷åñêèõ îøè�áîê ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûì è îñíîâíóþ ðîëüíà÷èíàþò èãðàòü èíñòðóìåíòàëüíûå îøèáêè (òî÷�íîñòü âûñòàâëåíèÿ óãëîâ, òîëùèíû �àçîâûõ ïëà�ñòèí è ò. ä). Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ñòàòèñòèêè ïðèýòîì íå ïðèâîäèò ê óëó÷øåíèþ êà÷åñòâà âîññòàíîâ�ëåíèÿ êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ. Îäíàêî ñðàâíåíèå ýêñ�ïåðèìåíòàëüíîãî ðåçóëüòàòà ñ òåîðåòè÷åñêèì ðàñ�ïðåäåëåíèåì ïðè ýòîì ìîæåò ñëóæèòü òî÷íûì ñðåä�ñòâîì äëÿ þñòèðîâêè óñòàíîâêè, êîíòðîëÿ ñòàáèëü�íîñòè ðàáîòû, îáíàðóæåíèÿ ïîñòîðîííåãî âìåøà�òåëüñòâà â êâàíòîâóþ ñèñòåìó è ò. ä.Èç âñåõ ÷åòûðåõ ïðîòîêîëîâ ñëåäóåò îòìåòèòüïðîòîêîë Â36. Â ñðåäíåì òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿïðîèçâîëüíûõ ñîñòîÿíèé ýòîãî ïðîòîêîëà âûøå. Âïåðâóþ î÷åðåäü ýòî ñâÿçàíî ñ á�îëüøèì ÷èñëîì èçìå�ðåíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò íå òîëüêî ïðîâåðèòü àäåêâàò�íîñòü, íî è îòñëåäèòü ãðóáûå îøèáêè â óñòàíîâêàõïàðàìåòðîâ è äàííûõ. Òàêæå ýòîò ïðîòîêîë áîëååïðîñò â ðåàëèçàöèè, òàê êàê èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îä�íà ïëàñòèíêà, è íåò íåîáõîäèìîñòè â ðàñ÷åòàõ êîí�êðåòíûõ ïðîåêöèîííûõ ñîñòîÿíèé.

Íà ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿâîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ñòåïåíè ñìåøàííîñòè ñî�ñòîÿíèÿ: äëÿ ñîñòîÿíèÿ, áëèçêîãî ê ÷èñòîìó (ñìåñü3%), òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ñîñòàâëÿåò ïðèìåð�íî F = 0:93�0.94; íàèëó÷øàÿ òî÷íîñòü äîñòèãàåò�ñÿ äëÿ ìàêñèìàëüíî ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé, îòâå÷àþ�ùèõ öåíòðó ñ�åðû Áëîõà, F > 0:99. Â öåíòðå ñ�åðûÁëîõà ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ �óíêöèè ïîòåðü(21) äëÿ ïðîòîêîëîâ, ñâîäÿùèõñÿ ê ðàçëîæåíèþ åäè�íèöû, îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè LR4 = LS6 � 2:25, àäëÿ äâóõ îñòàëüíûõ � LJ4 � 3:5, LB36 � 3:2. Ïðèâå�äåííûå òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè âïîëíå ñîãëàñóþòñÿ ñðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ è ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.9. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÍà îñíîâå ìåòîäîëîãèè îöåíêè ïîëíîòû, àäåêâàò�íîñòè è òî÷íîñòè ïðîòîêîëîâ êâàíòîâîé òîìîãðà�èèâ ðàáîòå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ñìåøàííûõ ñîñòî�ÿíèé ïîëÿðèçàöèîííûõ êóáèòîâ. Äëÿ êâàíòîâûõ ñî�ñòîÿíèé ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ ÷èñòîòû ïðîäåìîí�ñòðèðîâàíî õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåçóëüòà�òàìè �èçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ è ðåçóëüòàòàìè ìà�òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.Îòäåëüíî ðàññìîòðåí ñëó÷àé âîññòàíîâëåíèÿñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé, áëèçêèõ ê ÷èñòûì ñîñòîÿíè�ÿì. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåäîñòàòî÷íîì íàáîðå ñòàòè�ñòè÷åñêèõ äàííûõ ìîäåëü ìîæåò ñòàíîâèòüñÿ íåàäå�êâàòíîé, ÷òî ïðèâîäèò ê ðåçêîìó óìåíüøåíèþ òî÷�íîñòè ñòàòèñòè÷åñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ êâàíòîâûõñîñòîÿíèé.�àçâèòûé â ðàáîòå ïîäõîä ìîæåò áûòü ëåãêîîáîáùåí íà ïðîèçâîëüíûå ïðîòîêîëû ñòàòèñòè÷å�ñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ëþáîéêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæ�êå Ôåäåðàëüíîãî àãåíòñòâà ïî íàóêå è èííî�âàöèÿì (�îñíàóêà), �îñêîíòðàêò 02.740.11.0223,�ÔÔÈ (ãðàíòû ��10-02-00414-à, 08-02-00741-à,08-07-00481-à), à òàêæå Ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà�ÀÍ ïî �óíäàìåíòàëüíûì èññëåäîâàíèÿì.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. M. A. Nielsen and I. L. Chuang, Quantum Compu-tation and Quantum Information, Cambridge Univ.Press, Cambridge (2000), pp. 105�159.2. J. B. Altepeter, E. R. Jeffrey, and P. G. Kwiat, Adv.Atom. Mol. Opt. Phys. 52, 107, ed. by P. Berman andC. Lin (2005).234
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