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Î �ÎÆÄÅÍÈÈ ÁÓÑÒÎÂÛÕ ÏÀ� ÏÎÑÒÎßÍÍÛÌÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÈÌ ÏÎËÅÌÅ. �. �åëü�åð *, Â. Ä. Ìóð, Í. Á. Íàðîæíûé, À. Ì. ÔåäîòîâÍàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé ÿäåðíûé óíèâåðñèòåò ¾ÌÈÔÈ¿115409, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 17 àïðåëÿ 2011 ã.�àññìîòðåíà çàäà÷à î êâàíòîâàíèè êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ âî âíåøíåì ïîñòîÿííîì îäíîðîäíîìýëåêòðè÷åñêîì ïîëå â áàçèñå áóñòîâûõ ìîä. Â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî îïðåäåëåíû in- è out-îáëàñòè,ïîñòðîåíû ïîëíûå íàáîðû áóñòîâûõ in- è out-ìîä, îïèñûâàþùèõ ÷àñòèöû è àíòè÷àñòèöû. Âû÷èñëåíî êî-ëè÷åñòâî áóñòîâûõ ïàð, ðîæäàåìûõ ïîëåì èç âàêóóìà â êàæäîé ìîäå, è ïîëíîå ÷èñëî ðîæäåííûõ ÷àñòèö.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ êâàíòîâîé òåîðèè ñâîáîäíûõ ïîëåé â êà÷åñòâåïîëíîãî íàáîðà ðåøåíèé ðåëÿòèâèñòñêèõ âîëíîâûõóðàâíåíèé èñïîëüçóþòñÿ, êàê ïðàâèëî, ïëîñêèå âîë�íû, ò. å. ñîáñòâåííûå �óíêöèè êîììóòèðóþùèõ ãå�íåðàòîðîâ òðàíñëÿöèé. Â ïðèñóòñòâèè âíåøíèõ ïî�ëåé óäîáíî èñïîëüçîâàòü ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèåñèììåòðèè ýòèõ ïîëåé. Òàê, â öåíòðàëüíîì ïîëå �ýòî øàðîâûå �óíêöèè è øàðîâûå ñïèíîðû [1℄. Â îä�íîðîäíîì, ò. å. íå çàâèñÿùåì îò êîîðäèíàò è âðåìå�íè, ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå E, íàïðàâëåííîì âäîëü îñèz, ñ äè��åðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì K óðàâíåíèÿ1)Êëåéíà �Ôîêà ��îðäîíà (ÊÔ�)K (x) = 0; K � (��+ieA�)(��+ieA�)+m2; (1.1)ãäå A� � 4-ïîòåíöèàë ïîëÿ, � = 0; 1; 2; 3, fx�g == ft; x; y; zg, êîììóòèðóþò îïåðàòîðû [2; 3℄Pz = �i�z + eAz � eEt; Pt = i�t � eAt � eEz:Êâàíòîâàíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ âî âíåøíåì îäíîðîä�íîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå â áàçèñå ñîáñòâåííûõ �óíê�öèé ýòèõ îïåðàòîðîâ è èõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèéPv = vPt � Pz áûëî ðàçâèòî â ðàáîòàõ [2�5℄. Òàìæå áûëè âû÷èñëåíû ÷èñëî ïàð, ðîæäàåìûõ ýëåêòðè�÷åñêèì ïîëåì èç âàêóóìà â êàæäîé ìîäå, è ïîëíîå÷èñëî ðîæäåííûõ ÷àñòèö.Êðîìå òîãî, ñ îïåðàòîðîì K êîììóòèðóåò òàêæå*E-mail: egelfer�gmail.om1) Çäåñü è äàëåå, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþòñÿ åäèíèöû ~ ==  = 1.

ëþáîé èç ãåíåðàòîðîâ ëîðåíöåâûõ ïîâîðîòîâ, â ÷àñò�íîñòè, ãåíåðàòîð áóñòà âäîëü îñè z:B = �i"��x�(�� + ieA�) + 12eEx�x�;�; � = 0; 3; "03 = �"30 = 1: (1.2)Êâàíòîâàíèå ïîëÿ â áàçèñå áóñòîâûõ ìîä (ñîáñòâåí�íûõ �óíêöèé ãåíåðàòîðà áóñòà (1.2)), õîòÿ è îòíî�ñèòñÿ ê òîé æå ñàìîé �èçè÷åñêîé ïðîáëåìå, ïðåä�ñòàâëÿåò, òåì íå ìåíåå, îñîáûé èíòåðåñ. Ýòî ñâÿçà�íî ñ òåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðÿä çàäà÷ (êàñàþùèõñÿ,ïðåæäå âñåãî, êâàíòîâàíèÿ â äèëàòîííîì ãðàâèòàöè�îííîì ïîëå [6℄ è èçó÷åíèÿ ïðîäîëüíîãî õðîìîýëåê�òðè÷åñêîãî ïîëÿ, âîçíèêàþùåãî ïðè ñòîëêíîâåíèèòÿæåëûõ èîíîâ [7℄), â êîòîðûõ áóñòîâàÿ ñèììåòðèÿÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå åñòåñòâåííîé, à èíîãäà è åäèí�ñòâåííîé. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä áóñòîâîãî êâàíòîâà�íèÿ, ñ�îðìóëèðîâàííûé äëÿ ñëó÷àÿ äîñòàòî÷íî õî�ðîøî èçó÷åííîãî âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ìî�æåò áûòü ïðèìåíåí â çàäà÷àõ äèëàòîííîé ãðàâèòà�öèè è êâàíòîâîé õðîìîäèíàìèêè. Â ÷àñòíîñòè, àíà�ëîãîì ý��åêòà Õîêèíãà [8℄ â äèëàòîííîé òåîðèè ãðà�âèòàöèè [9℄ è ðîæäåíèÿ ÷àñòèö ïðè ñòîëêíîâåíèè òÿ�æåëûõ èîíîâ [7℄ ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåííûé â äàííîéðàáîòå ý��åêò ðîæäåíèÿ ïàð âî âíåøíåì ýëåêòðè�÷åñêîì ïîëå.�àçëè÷íûå ïîïûòêè êâàíòîâàíèÿ â áàçèñå áóñòî�âûõ ìîä âî âíåøíåì îäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïî�ëå ïðåäïðèíèìàëèñü è ðàíåå [7; 10�13℄, îäíàêî èõíåëüçÿ ïðèçíàòü âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíûìè, ïî�ñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿíà áàçå áóñòîâûõ ìîä, îñíîâàííîé íà ìåòîäå âòîðè÷�íîãî êâàíòîâàíèÿ, íå áûëî ïîñòðîåíî äî ñèõ ïîð.3 ÆÝÒÔ, âûï. 6 (12) 1073
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�èñ. 1. �àçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî íàïðàâûé (R), ëåâûé (L), ïðîøëûé (P) è áóäóùèé (F)ñåêòîðû. Øòðèõîâêîé îáîçíà÷åíû in- è out-îáëàñòè,T !1Â ðàáîòàõ [7; 10; 12; 13℄ êâàíòîâàíèå ïðîâîäèëîñü âêàæäîì èç ÷åòûðåõ ñåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâ�ñêîãî (ÏÌ) (ñì. ðèñ. 1) ïî îòäåëüíîñòè, ò. å. êàæäûéñåêòîð ðàññìàòðèâàëñÿ êàê çàìêíóòîå ïðîñòðàíñòâî,ïîñëå ÷åãî äåëàëèñü äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûå ïðåä�ïîëîæåíèÿ î ñâÿçÿõ ìåæäó ñåêòîðàìè. Â òàêîì ïîä�õîäå íå ìîæåò áûòü è ðå÷è î ãëîáàëüíûõ âàêóóì�íûõ in- è out-ñîñòîÿíèÿõ è âòîðè÷íîì êâàíòîâàíèè.Áîëåå òîãî, ðàçëè÷íûå àâòîðû ïîëó÷èëè ðàçíûå ðå�çóëüòàòû ïðè ïîäñ÷åòå êîëè÷åñòâà ðîæäåííûõ áóñòî�âûõ ïàð (ñð. [10, 12, 13℄ è [7℄).Â ðàáîòå [11℄ áûëà ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ïîñòðî�èòü áóñòîâîå êâàíòîâàíèå â ãëîáàëüíî îïðåäåëåííûõin- è out-îáëàñòÿõ. Îäíàêî ïðèâåäåííûå â ýòîé ñòà�òüå áóñòîâû ìîäû2) âîîáùå íå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìèóðàâíåíèÿ ÊÔ� (1.1) â ÏÌ. Ýòî ñòàíîâèòñÿ îñîáåí�íî ÿñíûì, åñëè ïðîâåñòè ïðåäåëüíûé ïåðåõîäE ! 0.Òàê, íàïðèìåð, â ýòîì ñëó÷àå ìîäà$!p in (ñì. �îðìó�ëó (6.13) â [11℄) îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî â áóäóùåìñåêòîðå ÏÌ. Ïîýòîìó îíà íå óäîâëåòâîðÿåò ñâîáîä�íîìó óðàâíåíèþ ÊÔ�, à ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíå�íèÿ ÊÔ� ñ èñòî÷íèêàìè íà ñâåòîâîì êîíóñå.Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèåïîñëåäîâàòåëüíîé âòîðè÷íî êâàíòîâàííîé òåîðèè2) Áóñòîâû ìîäû â ðàáîòå [11℄ íàçûâàþòñÿ ìîäàìèÓíðó [14℄.

ñêàëÿðíîãî ïîëÿ âî âíåøíåì ïîñòîÿííîì îäíîðîä�íîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå â áàçèñå áóñòîâûõ ìîä.Ïîñêîëüêó ëîðåíöåâî âðàùåíèå âûäåëÿåò â ïðî�ñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü, ìûîáñóäèì ñïåöè�è÷åñêèå ñâîéñòâà áóñòîâîãî êâàíòî�âàíèÿ è ðîæäåíèÿ ÷àñòèö íà ïðèìåðå äâóìåðíîãîóðàâíåíèÿ ÊÔ� âî âíåøíåì ïîëå. Ïåðåõîä ê ÷åòû�ðåì èçìåðåíèÿì îñóùåñòâëÿåòñÿ çàìåíîém2 ! m2 + p2?; (1.3)ãäå p? � ñîõðàíÿþùèéñÿ ïîïåðå÷íûé ê íàïðàâëå�íèþ ïîëÿ èìïóëüñ.Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ðàññìîòðåíû òðàåêòîðèèêëàññè÷åñêèõ áóñòîâûõ ÷àñòèö âî âíåøíåì ýëåêòðè�÷åñêîì ïîëå è âû÷èñëåíà êâàçèêëàññè÷åñêàÿ âåðîÿò�íîñòü ðîæäåíèÿ áóñòîâîé ïàðû. Â ðàçä. 3 ïðåäñòàâ�ëåíû áóñòîâûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊÔ�. Â ðàçä. 4ïîñòðîåíû áóñòîâû in- è out-ìîäû. Â ðàçä. 5 íàéäå�íû êîý��èöèåíòû Áîãîëþáîâà, êîëè÷åñòâî ïàð ðî�æäåííûõ â êàæäîé áóñòîâîé ìîäå, à òàêæå ïîëíîå÷èñëî ïàð. �àçäåë 6 ïîñâÿùåí çàêëþ÷èòåëüíûì çà�ìå÷àíèÿì. Â Ïðèëîæåíèÿõ âû÷èñëåíà íîðìà áóñòî�âûõ ìîä, ïðèâåäåí èõ ÿâíûé âèä, à òàêæå ðàññìîò�ðåí ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ îòñóòñòâèÿ âíåø�íåãî ïîëÿ E ! 0.2. Ò�ÀÅÊÒÎ�ÈÈ ÁÓÑÒÎÂÛÕ ×ÀÑÒÈÖÎáñóäèì ñâîéñòâà òðàåêòîðèé áóñòîâûõ ÷àñòèö3)è àíòè÷àñòèö â îäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå,êîòîðûå ñóùåñòâåííû äëÿ êëàññè�èêàöèè ðåøåíèéóðàâíåíèÿ ÊÔ�. Ñîãëàñíî ìåòîäó ñîáñòâåííîãî âðå�ìåíè Ôîêà [15℄ èíòåãðàë äåéñòâèÿ ìîæíî ïðåäñòà�âèòü â âèäåS = �Z0 Ld�; L = �m2 (1+ _x� _x�)+eE2 "�� _x�x� == �m2 �1 + _t2 � _z2�+ eE2 � _tz � _zt� ; (2.1)ãäå _x = dx=d� � ïðîèçâîäíàÿ ïî íåçàâèñèìîé ïåðå�ìåííîé � è âûáðàíà êàëèáðîâêàA� = �E2 ���x� ; � = 0; 3: (2.2)Ëîðåíö-èíâàðèàíòíîñòü �óíêöèè Ëàãðàíæàîáåñïå÷èâàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ áóñòà:3) Â äàííîé ðàáîòå çàðÿä ÷àñòèöû ïðèíÿò ïîëîæèòåëüíûì,e > 0, àíòè÷àñòèöû � îòðèöàòåëüíûì, e < 0.1074



ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 6 (12), 2011 Î ðîæäåíèè áóñòîâûõ ïàð : : :B � m�"�� _x�x� + w2 x�x�� == m� _tz � t _z + w2 (t2 � z2)� = �; (2.3)ãäå ñîáñòâåííîå óñêîðåíèå ÷àñòèöûw = eEm : (2.4)Ïðè ýòîì â ¾ïåðâè÷íî êâàíòîâàííîé òåîðèè¿ � ÿâ�ëÿåòñÿ êâàíòîâûì ÷èñëîì � ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåìãåíåðàòîðà áóñòà (1.2). Äåéñòâèòåëüíî, èç (2.1) ñëå�äóåò, ÷òî îáîáùåííûå èìïóëüñû ðàâíûpt � �L� _t = �m _t+eE2 z; pz � �L� _z = m _z�eE2 t: (2.5)Âûðàæàÿ ÷åðåç íèõ _t è _z è ïîäñòàâëÿÿ â (2.3), ïîëó�÷àåì B = �(tpz + zpt); (2.6)÷òî ïîñëå ñòàíäàðòíîé ïîäñòàíîâêè pt = �H = �i�t,pz = �i�z ñîâïàäàåò ñ (1.2). Çàìåòèì, íàêîíåö, ÷òî,ïîñêîëüêó â îáû÷íûõ åäèíèöàõ� = m~ � _tz � t _z + w22 (2t2 � z2)� ; (2.7)â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè (~ ! 0) áóñòîâïàðàìåòð âåëèê, j�j � 1.Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äàþò�t� w _z = 0; �z � w _t = 0: (2.8)Ïðîèíòåãðèðîâàâ èõ ïî � , èìååì_t� wz = u�; _z � wt = v�; (2.9)ãäå çíàê ¾+¿ îòíîñèòñÿ ê òðàåêòîðèÿì ÷àñòèö, àçíàê ¾�¿ ê òðàåêòîðèÿì àíòè÷àñòèö. Âñëåäñòâèå çà�êîíà ñîõðàíåíèÿ (2.3) êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ u�è v� ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåìv2� � u2� = �2"�� 1; " = jwjm = EES ; (2.10)ãäå ES = m23=jej~ � õàðàêòåðíîå ïîëå êâàíòîâîéýëåêòðîäèíàìèêè [16�18℄.Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà (2.1) íå çàâèñèò ÿâíî îò ïå�ðåìåííîé � , ïîýòîìó ¾ýíåðãèÿ¿ ñîõðàíÿåòñÿ, H == onst. Ïîëàãàÿ ýòó êîíñòàíòó ðàâíîé íóëþ, ïîëó�÷àåì óñëîâèåH � m2 � m2 ( _t2 � _z2) = 0; _t2 � _z2 = 1; (2.11)ò. å. íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ � ñòàíîâèòñÿ ñîáñòâåí�íûì âðåìåíåì, à óðàâíåíèÿ (2.8) � ñòàíäàðòíûìè
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�èñ. 2. Òðàåêòîðèè áóñòîâûõ ÷àñòèö: 2"� > 1 (à),2"� < 1 (á ). �èïåðáîëû (2.13) ïîêàçàíû øòðèõîâîéëèíèåé. Ñòðåëêàìè óêàçàíî íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ÷àñòèö
t t

z z

а б�èñ. 3. Òðàåêòîðèè áóñòîâûõ àíòè÷àñòèö: 2"� < �1(à), 2"� > �1 (á ). �èïåðáîëû (2.13) ïîêàçàíûøòðèõîâîé ëèíèåé. Ñòðåëêàìè óêàçàíî íàïðàâëåíèåäâèæåíèÿ àíòè÷àñòèöóðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ýëåê�òðè÷åñêîì ïîëå E [15, 19℄.Âûáðàâ íà÷àëî îòñ÷åòà ñîáñòâåííîãî âðåìåíèòàê, ÷òîáû òî÷êå ïîâîðîòà òðàåêòîðèè îòâå÷àëî çíà�÷åíèå � = 0, ïîëó÷èì óðàâíåíèå òðàåêòîðèè:t(�) = 1w (sh(w�) � v�);z(�) = 1w (h(w�) � u�): (2.12)Ýòè ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ � çà�äàþò ñåìåéñòâî ãèïåðáîë, òî÷êè ïîâîðîòà êîòîðûõt0 = t(0), z0 = z(0) ñàìè ðàñïîëàãàþòñÿ íà ãèïåðáî�ëàõ (wt0)2 � (wz0 � 1)2 = �2"�� 1: (2.13)Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ áóñòîâûõ ÷àñòèö è àíòè÷à�ñòèö èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2, 3.�åøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊÔ� ìîæíî êëàññè�èöèðî�âàòü ñîãëàñíî òîìó, îïèñûâàþò îíè ÷àñòèöó èëè àí�1075 3*



Å. �. �åëü�åð, Â. Ä. Ìóð, Í. Á. Íàðîæíûé, À. Ì. Ôåäîòîâ ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 6 (12), 2011òè÷àñòèöó â in- è out-îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà Ìèí�êîâñêîãî, ò. å. ïðè T ! 1, ñì. ðèñ. 1. Ïîñêîëüêóïîëå óñêîðÿåò ÷àñòèöû â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëå�íèè îñè z, ïðè �èêñèðîâàííîì � òðàåêòîðèè ÷àñ�òèö ìîãóò ëåæàòü â ëåâîì ñåêòîðå ÏÌ ëèøü â òå÷å�íèå íåêîòîðîãî îãðàíè÷åííîãî èíòåðâàëà âðåìåíè.Ñëåäîâàòåëüíî, â in-îáëàñòè áóñòîâû ÷àñòèöû ìî�ãóò íàõîäèòüñÿ â ïðîøëîì è ïðàâîì ñåêòîðàõ, à âout-îáëàñòè � â áóäóùåì è ïðàâîì. Àíàëîãè÷íî àí�òè÷àñòèöû â in-îáëàñòè ìîãóò íàõîäèòüñÿ â ëåâîìè ïðîøëîì ñåêòîðàõ, à â out-îáëàñòè � â ëåâîì èáóäóùåì.Îáñóäèì òåïåðü ñâîéñòâà òðàåêòîðèé (2.12), ñâÿ�çàííûå ñ ïðîöåññîì ðîæäåíèÿ ïàð. Â ïîñòîÿííîìýëåêòðè÷åñêîì ïîëå áóñò ñîõðàíÿåòñÿ. Ïîýòîìó åñ�ëè ÷àñòèöà ðîæäàåòñÿ â ìîäå �, òî àíòè÷àñòèöà �â ìîäå ��. �îæäåíèå ïàðû íàèáîëåå âåðîÿòíî, åñëèïîðîãîâàÿ ñêîðîñòü ðîæäåííûõ ÷àñòèö ðàâíà íóëþ.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîöåññ èäåò â îêðåñòíîñòè òî÷êèïîâîðîòà êëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèè:dzdt ����z=z0 = _z(0) = 0: (2.14)Ïîñêîëüêó â íà÷àëå ïðîöåññà ðîæäåíèÿ ïàðûïîëíàÿ ýíåðãèÿ êàæäîé èç ÷àñòèö ðàâíà íóëþ, ýòîòïðîöåññ èìååò õàðàêòåð ïîäáàðüåðíîãî òóííåëèðî�âàíèÿ [20℄ è çàïðåùåí â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäè�íàìèêå. Òåì íå ìåíåå îí ìîæåò áûòü êâàçèêëàññè�÷åñêè îïèñàí íà ÿçûêå òðàåêòîðèé, åñëè â ñîîòâåò�ñòâèè ñ ìåòîäîì ìíèìîãî âðåìåíè [21℄ ñîáñòâåííîåâðåìÿ ïîäáàðüåðíîãî äâèæåíèÿ ñ÷èòàòü ìíèìûì,� = i�. Îáîçíà÷èâ íà÷àëüíûé ìîìåíò òàêîãî äâè�æåíèÿ �� = i��, êîãäà ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèö ðàâíàíóëþ, èìååì _t(��) = 0.�àññìîòðèì �èêñèðîâàííóþ òðàåêòîðèþ ÷àñòè�öû ñ äàííûì � è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé òðàåêòîðèþàíòè÷àñòèöû ñî çíà÷åíèåì ��, äëÿ êîòîðûõ òî÷êèïîâîðîòà îòâå÷àþò îäíîìó è òîìó æå ìîìåíòó âðå�ìåíè t0, ÷òî äàåò v+ = �v� = v. Ïîñêîëüêó ïàðàìîæåò ðîæäàòüñÿ â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè ïðî�ñòðàíñòâà è âåðîÿòíîñòü ïðîöåññà â ñèëó îäíîðîä�íîñòè ïîëÿ íå çàâèñèò îò åå êîîðäèíàò, ðàññòîÿíèåìåæäó òî÷êàìè ïîâîðîòà, ò. å. ý��åêòèâíàÿ øèðèíàáàðüåðà, íå ìîæåò çàâèñåòü îò ïàðàìåòðîâ u�. Ñëå�äîâàòåëüíî, u+ = �u� = u è â ñèëó (2.13) öåíòðîáëàñòè îáðàçîâàíèÿ ïàð íàõîäèòñÿ íà ãèïåðáîëåw2(t2 � z2) = 2"�� 1: (2.15)Òàêèì îáðàçîì, ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè [21℄÷àñòèöû è àíòè÷àñòèöû, äàþùèå âêëàä â ñóììàð�íûé èíòåãðàë äåéñòâèÿ è ìèíèìèçèðóþùèå åãî ìíè�ìóþ ÷àñòü, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

dtd� �����=�� = 0; dzd� �����=0 = 0;v+ = �v� = v; u+ = �u� = u; (2.16)êîòîðûå ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèÿìt = iw sin(w�) � vw ; z = 1w os(w�) � uw ;0 � � � �� = �2jwj ; (2.17)ãäå �� � ïîëíîå ìíèìîå ñîáñòâåííîå âðåìÿ ïîäáà�ðüåðíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû è àíòè÷àñòèöû; âåðõ�íèå çíàêè îòâå÷àþò ÷àñòèöå, à íèæíèå � àíòè÷à�ñòèöå. Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ðåëÿòèâèñòñêîéòåîðèè èîíèçàöèè òÿæåëûõ èîíîâ [22, 23℄ â ðàññìàò�ðèâàåìîé çàäà÷å âðåìÿt = iw sin(w�) � vwíå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì.Âåðîÿòíîñòü W� ðîæäåíèÿ ïàðû ñ áóñòîâûì ïà�ðàìåòðîì � ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòåé ðî�æäåíèÿ ÷àñòèöû è àíòè÷àñòèöû, êîòîðûå îïðåäåëÿ�þòñÿ ìíèìîé ÷àñòüþ äåéñòâèÿ, âû÷èñëåííîãî âäîëüýêñòðåìàëüíîé òðàåêòîðèè (2.17),S� = m 0Z�� d� [�1 + w( _tz � _zt)℄ == i�=2� u� iv2" : (2.18)Îòñþäà ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé òî÷íîñòüþ èìååìW� � exp(�2 Im(S+ + S�)) = exp���"� : (2.19)Òàêèì îáðàçîì, êâàçèêëàññè÷åñêàÿ ýêñïîíåíòà è,ñëåäîâàòåëüíî, ñïåêòð ðîæäåíèÿ îäíîðîäíûì ïîëåìáóñòîâûõ ÷àñòèö íå çàâèñÿò îò áóñòîâîãî êâàíòîâîãî÷èñëà �.Êàê èçâåñòíî, ïîñëåäîâàòåëüíàÿ �èçè÷åñêàÿ èí�òåðïðåòàöèÿ óðàâíåíèÿ ÊÔ�, êàê, âïðî÷åì, è óðàâ�íåíèÿ Äèðàêà, ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà â ðàìêàõâòîðè÷íî êâàíòîâàííîé òåîðèè. �åøåíèþ ýòîé çàäà�÷è ïîñâÿùåíû ñëåäóþùèå ðàçäåëû ñòàòüè.3. �ÅØÅÍÈß Ó�ÀÂÍÅÍÈßÊËÅÉÍÀ�ÔÎÊÀ��Î�ÄÎÍÀ�àññìîòðèì4) ðåøåíèÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿÊÔ�4) Çäåñü è äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî e > 0 � çàðÿä ÷àñòèöû.1076



ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 6 (12), 2011 Î ðîæäåíèè áóñòîâûõ ïàð : : :�4 �2�x+�x� + e2E24 x+x� � eE�+m2���  �(x) = 0 (3.1)(x� = t�z � êîîðäèíàòû ñâåòîâîãî �ðîíòà) âî âíåø�íåì îäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå E ñ êàëèáðîâ�êîé (2.2), ÿâëÿþùèåñÿ ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè ãå�íåðàòîðà áóñòà (1.2):B �(x) = � �(x); B = i(x+�x+ � x��x�) (3.2)ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì( �;  �0) = i 1Z�1 dz( ��$�t �0 � ieEz �� �0): (3.3)Óðàâíåíèå (3.1) èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðå�øåíèÿ, àíàëèòè÷åñêèå â êàæäîì èç ñåêòîðîâ ïðî�ñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî [13℄, êîòîðûå ìîæíî âûðà�çèòü ÷åðåç äâå �óíêöèè:'�(�+; ��) = exp���2 ���12 � i2"�23=2� ���m2 �i� �i�� exp� ieE�+��4 ���	�12 + i�� i2"; 1 + i�;�ieE�+��2 � ;��(�+; ��) = exp����2 ���12+ i2"�i��23=2� ���m2 �i� �i�� exp�� ieE�+��4 ���	�12 + i2"; 1 + i�; ieE�+��2 � :
(3.4)

Çäåñü 	(a; ; �) � �óíêöèÿ Òðèêîìè [24℄.Ïðè ýòîì â ïðîøëîì ñåêòîðå, x� < 0, ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ (3.1) èìåþò âèä'(P )� (x) = '�(�x+;�x�);�(P )� (x) = ��(�x+;�x�); (3.5)â áóäóùåì ñåêòîðå, x� > 0, �'(F )� (x) = '�(x+; x�); �(F )� (x) = ��(x+; x�): (3.6)�åøåíèÿ â ïðàâîì ñåêòîðå, x+ > 0, x� < 0, âûðàæà�þòñÿ ÷åðåç (3.4) ñëåäóþùèì îáðàçîì:'(R)� (x) = '�(ei�x+;�x�);�(R)� (x) = ��(e�i�x+;�x�); (3.7)

à â ëåâîì, ñîîòâåòñòâåííî,'(L)� (x) = '�(�x+; ei�x�);�(L)� (x) = ��(�x+; e�i�x�): (3.8)Ïîñòîÿííûå â �óíêöèÿõ (3.4) âûáðàíû òàêèì îá�ðàçîì, ÷òîáû â ïðåäåëå E ! 0 ðåøåíèÿ (3.5)�(3.8)ïåðåõîäèëè â èçâåñòíûå áóñòîâû ìîäû ñâîáîäíîãîïîëÿ [25�27℄.Äëÿ êëàññè�èêàöèè ýòèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿÊÔ� óñòàíîâèì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íèìè è êëàñ�ñè÷åñêèìè òðàåêòîðèÿìè ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö ñ çà�äàííûì áóñòîâûì ïàðàìåòðîì �, ñì. ðèñ. 2, 3. Äëÿýòîãî âû÷èñëèì íîðìû (3.3) ýòèõ ðåøåíèé â øèðî�êèõ in- è out-îáëàñòÿõ êàæäîãî èç ñåêòîðîâ ÏÌ, âêîòîðûå íå âõîäÿò îêðåñòíîñòè ãðàíèö ìåæäó ñåê�òîðàìè, x+x� = 0. Îêðåñòíîñòè ñâåòîâîãî êîíóñà,ãäå ïðîèñõîäèò íàêîïëåíèå òðàåêòîðèé ÷àñòèö è àí�òè÷àñòèö, ñì. ðèñ. 2 è 3, òàêæå âíîñÿò âêëàä â íîð�ìèðîâêó (ñì. Ïðèëîæåíèå À). Îäíàêî ìû íå áóäåìïîêà ó÷èòûâàòü ýòè âêëàäû, òàê êàê îíè íå âëè�ÿþò íà êëàññè�èêàöèþ ðåøåíèé â øèðîêèõ in- èout-îáëàñòÿõ.Äëÿ '(P )� (x) â ïðîøëîì ñåêòîðå èìååì5), ñì. Ïðè�ëîæåíèå A,�'(P )� ; '(P )�0 �in = 11 + exp(��=")Æ(�� �0): (3.9)Íîðìà âòîðîãî ëèíåéíî íåçàâèñèìîãî ðåøåíèÿ âïðîøëîì ñåêòîðå ðàâíà��(P )� ; �(P )�0 �in == � 11 + exp(��="+ 2��)Æ(�� �0): (3.10)Ïîýòîìó ðåøåíèå '(P )� (x) ñ ïîëîæèòåëüíîé íîðìîéñîîòâåòñòâóåò ÷àñòèöàì, êîòîðûå äâèæóòñÿ â in-îá-ëàñòè ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ ïîëÿ, à ðåøåíèå �(P )� (x) ñîòðèöàòåëüíîé íîðìîé � àíòè÷àñòèöàì, äâèæóùèì�ñÿ â in-îáëàñòè ïî ïîëþ, ñì. ðèñ. 2 è 3. Äëÿ ðåøåíèéâ áóäóùåì ñåêòîðå ïîëó÷àåì�'(F )� ; '(F )�0 �out = � 11 + exp(��=")Æ(�� �0);��(F )� ; �(F )�0 �out = 11 + exp(��="+ 2��) �� Æ(�� �0); (3.11)5) Çäåñü è äàëåå èíòåãðèðîâàíèå â (3.3) èäåò òîëüêî âíóòðèóêàçàííîãî ñåêòîðà â in- èëè out-îáëàñòè, ò. å. ïðè T !1, ñì.ðèñ. 1.1077



Å. �. �åëü�åð, Â. Ä. Ìóð, Í. Á. Íàðîæíûé, À. Ì. Ôåäîòîâ ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 6 (12), 2011ò. å. çäåñü ÷àñòèöàì, äâèæóùèìñÿ â out-îáëàñòè ïîïîëþ, îòâå÷àåò �(F )� (x) ñ ïîëîæèòåëüíîé íîðìîé, àðåøåíèå '(F )� (x) ñ îòðèöàòåëüíîé íîðìîé ñîîòâåò�ñòâóåò àíòè÷àñòèöàì, êîòîðûå äâèæóòñÿ â out-îá-ëàñòè ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ ïîëÿ.Èíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò â ñåêòîðàõ R è L. Âin-îáëàñòè ïðàâîãî ñåêòîðà èìååì�'(R)� ; '(R)�0 �in = e2��1 + exp(�=")Æ(�� �0);(�(R)� ; �(R)�0 )in = +0 � Æ(�� �0); (3.12)ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè T ! 1íîðìà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, îñòàâàÿñü âñå âðåìÿ ïîëî�æèòåëüíîé, ñì. Ïðèëîæåíèå A. Â out-îáëàñòè èìååì�'(R)� ; '(R)�0 �out = +0 � Æ(�� �0);��(R)� ; �(R)�0 �out = exp(�2��)1 + exp(�="� 2��) �� Æ(�� �0): (3.13)Èç ðàâåíñòâ (3.12), (3.13) ñëåäóåò, ÷òî â in- èout-îáëàñòÿõ ïðàâîãî ñåêòîðà íåò àíòè÷àñòèö, íîåñòü äâà ïîòîêà ÷àñòèö: ñóùåñòâóþùèé òîëüêî âin-îáëàñòè ïàäàþùèé ïîòîê ÷àñòèö, êîòîðûé îïèñû�âàåòñÿ ðåøåíèåì '(R)� (x), è ñóùåñòâóþùèé òîëüêî âout-îáëàñòè óõîäÿùèé ïîòîê ÷àñòèö, êîòîðûé îïè�ñûâàåòñÿ ðåøåíèåì �(R)� (x).Â in-îáëàñòè ëåâîãî ñåêòîðà�'(L)� ; '(L)�0 �in = �0 � Æ(�� �0);��(L)� ; �(L)�0 �in = � 11 + exp(�="� 2��) �� Æ(�� �0); (3.14)òîãäà êàê â out-îáëàñòè�'(L)� ; '(L)�0 �out = � 11 + exp(�=")Æ(�� �0);��(L)� ; �(L)�0 �out = �0 � Æ(�� �0): (3.15)Ïîýòîìó â in- è out-îáëàñòÿõ ëåâîãî ñåêòîðà íåò ÷àñ�òèö, íî åñòü ïàäàþùèé ïîòîê àíòè÷àñòèö â in-îáëàñ-òè � ðåøåíèå �(L)� (x) � è óõîäÿùèé ïîòîê â out-îá-ëàñòè � ðåøåíèå '(L)� (x).

4. ÁÓÑÒÎÂÛ in- È out-ÌÎÄÛ ÂÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÎÌ ÏÎËÅÏîñòðîèì ñèñòåìó ïîëîæèòåëüíî- è îòðèöàòåëü�íî-÷àñòîòíûõ6) áóñòîâûõ in-ìîä� � = f� (P )� ;� (R)� ;� (F )� ;� (L)� g;ò. å. ðåøåíèé, îïèñûâàþùèõ îäíó ÷àñòèöó (+) èëèàíòè÷àñòèöó (�) â in-îáëàñòè, âûðàçèâ ñóæåíèÿ� (a)� , a = P;R; F; L, ýòèõ ìîä íà ïðîøëûé, ïðà�âûé, áóäóùèé è ëåâûé ñåêòîðû ÏÌ ÷åðåç ðåøåíèÿ(3.5)�(3.8) óðàâíåíèÿ ÊÔ� â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå E.�àññìîòðèì ïîëîæèòåëüíî-÷àñòîòíîå ðåøåíèå âin-îáëàñòè. Ñëåäóÿ ïðîâåäåííîé â ïðåäûäóùåì ðàç�äåëå êëàññè�èêàöèè ðåøåíèé, â ïðîøëîì ñåêòîðåèìååì + (P )� (x) = Cin'(P )� (x); �x� > 0; (4.1)ãäå Cin � íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà, ïîñêîëüêó âòî�ðîå ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ðåøåíèå �(P )� (x) â ïðî�øëîì ñåêòîðå îòíîñèòñÿ ê àíòè÷àñòèöàì. Äëÿ ïðî�äîëæåíèÿ ðåøåíèé èç îäíîãî ñåêòîðà ÏÌ â äðóãîé÷åðåç îñîáåííîñòè x� = 0 ñóùåñòâóåò, âîîáùå ãîâî�ðÿ, ìíîãî ñïîñîáîâ, ÿâëÿþùèõñÿ êîìáèíàöèåé äâóõëèíåéíî íåçàâèñèìûõ. Ïåðâûé èñïîëüçóåò ïîäñòà�íîâêó �x� ! x�ei� ; x� ! �x�e�i� (4.2)è â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ âíåøíåãî ïîëÿ îòâå÷àåò àíàëè�òè÷åñêîìó ïðîäîëæåíèþ ïîëîæèòåëüíî-÷àñòîòíîãîðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊÔ� [27℄. Âòîðîé ñïîñîá èñïîëü�çóåò ïîäñòàíîâêó�x� ! x�e�i�; x� ! �x�ei� (4.3)è â îòñóòñòâèå ïîëÿ îòâå÷àåò ïðîäîëæåíèþ êîì�ïëåêñíî-ñîïðÿæåííîãî îòðèöàòåëüíî-÷àñòîòíîãî ðå�øåíèÿ.Ïîñêîëüêó â in-îáëàñòè ëåâîãî ñåêòîðà íå äîëæ�íî áûòü àíòè÷àñòèö, ïðè ïðîäîëæåíèè ìîäû (4.1)÷åðåç îñîáåííîñòü x� = 0 ïîëàãàåì+ (L)� (x) = + (P )� (�x� ! ei�x�) == Cin'(L)� (x); �x+; x� > 0: (4.4)6) Ïîñêîëüêó ãåíåðàòîð áóñòà íå êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì�t, ìîäû, îòâå÷àþùèå çàäàííîìó çíà÷åíèþ �, íå îáëàäàþòîïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì ÷àñòîòû. Îäíàêî çíàê ÷àñòîòû ÿâ�ëÿåòñÿ ëîðåíöåâûì èíâàðèàíòîì, è ïîýòîìó áóñòîâû ìîäû,ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòèöàì, ÿâëÿþòñÿ ñóïåðïîçèöèåé òîëüêîïîëîæèòåëüíûõ ÷àñòîò, à ìîäû, ñîîòâåòñòâóþùèå àíòè÷àñòè�öàì, � òîëüêî îòðèöàòåëüíûõ.1078



ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 6 (12), 2011 Î ðîæäåíèè áóñòîâûõ ïàð : : :Òàêèì îáðàçîì, òàê æå, êàê è â ñâîáîäíîì ñëó÷àåâîçìîæíî òîëüêî ïðîäîëæåíèå (4.2) � âòîðîå ðåøå�íèå �(L)� (x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàäàþùèé ïîòîê àí�òè÷àñòèö.Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ñïîñîá îòâå÷àåò ñòàíäàðòíîéçàìåíå t! t� i0, ò. å. îòðèöàòåëüíîé áåñêîíå÷íî ìà�ëîé ìíèìîé äîáàâêå êî âðåìåíè t. Äåéñòâèòåëüíî,èñïîëüçóÿ îáîáùåííûå �óíêöèè(� � i0)� = ���(�) + e�i��(��)��(��); (4.5)îïðåäåëåííûå â ðàáîòå [28℄, èìååìCin'�(�x+;�x� + i0) == Cinf�(�x+)�(�x�)'(P )� (x) ++ �(�x+)�(x�)'(L)� (x)g: (4.6)Âòîðîé ñïîñîá àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ (4.3)îòâå÷àåò çàìåíå t! t+i0, êàê è ïîëàãàåòñÿ äëÿ êîì�ïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ðåøåíèé â îòñóòñòâèå ýëåê�òðè÷åñêîãî ïîëÿ.Â ïðàâîì ñåêòîðå îáà ðåøåíèÿ (3.7) îòíîñÿòñÿ ê÷àñòèöàì. Ïîýòîìó íóæíî ðàññìîòðåòü íåêîòîðóþëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñïîñîáîâ (4.2) è (4.3) ïðîäîë�æåíèÿ ÷åðåç îñîáåííîñòü x+ = 0, êîòîðàÿ, êîíå÷íî,äàâàëà áû ïðàâèëüíîå àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèåâ ñëó÷àå ñâîáîäíîãî ïîëÿ. Ïî àíàëîãèè ñ (4.6) ðàñ�ñìîòðèì âûðàæåíèåCinf(1� �in)'�(�x+ + i0;�x�) ++ �in'�(�x+ � i0;�x�)g == Cinf�(�x+)�(�x�)'(P )� + �(x+)�(�x�)�� [(1� �in)'(R)� (x) ++ �in'(P )� (�x+ ! x+e�i�;�x�)℄g; (4.7)ãäå àìïëèòóäà ñìåøèâàíèÿ �in � íåêîòîðàÿ ïîäëå�æàùàÿ îïðåäåëåíèþ êîìïëåêñíàÿ êîíñòàíòà, êîòî�ðàÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè âûêëþ÷åíèè ýëåêòðè÷å�ñêîãî ïîëÿ, E ! 0. Àðãóìåíò ïåðåìåííîé� = �ieE(�x+)(�x�)=2�óíêöèè Òðèêîìè, âõîäÿùåé â '(P )� (x), ïîñëå ïîä�ñòàíîâêè �x+ ! x+e�i� ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì �3�=2,ïîýòîìó òðåáóåòñÿ ïðîäîëæåíèå ýòîé �óíêöèè ÷åðåçðàçðåç:	 �a; ; �e2m�i� == �e�2m�i + (1� e�2m�i)ei��a sin(�( � a))sin(�) ���	(a; ; �) + (1� e�2m�i)�� �sin(�) ei��(a�)�(a� + 1)�(a)e�	(� a; ;��); (4.8)

ãäå � = sign(Im �), ñì. �îðìóëû 6.8(17) è 6.7(7) ñïðà�âî÷íèêà [24℄. Òîãäà äëÿ ïîëîæèòåëüíî-÷àñòîòíîé áó�ñòîâîé ìîäû â ïðàâîì ñåêòîðå îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷à�åì+ (R)� (x) == Cin h�1� �in �1 + exp��" � 2�����'(R)� (x) ++ �in �1 + exp��" � 2���� e���(R)� (x)i : (4.9)Ïîñêîëüêó ïðè ïðîäîëæåíèè ðåøåíèÿ èç ïðîøëî�ãî ñåêòîðà â ïðàâûé è ëåâûé ìû îïðåäåëèëè ïðà�âèëà ïåðåñå÷åíèÿ îñîáåííîñòåé x+ = 0 è x� = 0,íåòðóäíî ïîëó÷èòü ïîëîæèòåëüíî-÷àñòîòíóþ in-ìî-äó â áóäóùåì ñåêòîðå:+ (F )� (x) = + (R)(�x� ! ei�x�) = �in+ ��  (L)(�x+ ! e�i�x+) + (1� �in)+ ��  (L)(�x+ ! ei�x+) == Cin h� exp���� �" � (1� �in �� �1 + exp��" � 2�����'(F )� (x) ++ (1� �in)�1 + exp���" + 2�����(F )� (x)i : (4.10)Òàêèì îáðàçîì, â áóäóùåì ñåêòîðå ìîäà + (F )� (x)ñîäåðæèò êàê ðåøåíèå �(F )� (x), îïèñûâàþùåå ÷àñòè�öû, òàê è '(F )� (x), îïèñûâàþùåå àíòè÷àñòèöû. Ýòîÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ðîæäåíèÿ ïàð ýëåêòðè÷åñêèìïîëåì.Ñ ïîìîùüþ ïîäîáíûõ ðàññóæäåíèé íåòðóäíî ñî�ñòàâèòü in-ìîäû � �, îòâå÷àþùèå àíòè÷àñòèöàì. Âïðîøëîì è ïðàâîì ñåêòîðàõ ÏÌ èìååì7)� (P )� (x) = ~Cin�(P )� (x);� (R)� (x) = ~Cin�(R)� (x): (4.11)Â ëåâîì ñåêòîðå ñ ó÷åòîì (4.8) ïîëó÷àåì� (L)� (x) == ~Cin h~�in exp (���)�1 + exp �" �'(L)� (x) ++ �1� ~�in �1 + exp��" � 2������(L)� (x)i (4.12)è, íàêîíåö, â áóäóùåì ñåêòîðå �� (F )� (x) = ~Cin h(1�~�in)�1+exp���" ��'(F )� (x) �� exp���" + ����1� ~�in �1 + exp��" � 2����� �� �(F )� (x)i : (4.13)7) Çíà÷îê òèëüäà èñïîëüçóåì äëÿ êîíñòàíò, îòíîñÿùèõñÿ êàíòè÷àñòèöàì.1079



Å. �. �åëü�åð, Â. Ä. Ìóð, Í. Á. Íàðîæíûé, À. Ì. Ôåäîòîâ ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 6 (12), 2011Òî÷íî òàê æå ïîëó÷àþòñÿ ïîëîæèòåëüíî-÷àñòîò-íûå áóñòîâû out-ìîäû+ �(x) = f+ (P )� ;+ (R)� ;+ (F )� ;+ (L)� g;êîòîðûå â áóäóùåì ñåêòîðå íå äîëæíû ñîäåðæàòüðåøåíèÿ '(F )� (x), îïèñûâàþùåãî àíòè÷àñòèöó, à âëåâîì ñåêòîðå � óõîäÿùåãî ïîòîêà àíòè÷àñòèö'(L)� (x): + (F )� (x) = Cout�(F )� (x);+ (L)� (x) = Coute����(L)� (x): (4.14)Â ïðàâîì ñåêòîðå èìååì+ (R)� (x) = Cout h�out �1+exp �" � e�2��'(R)� (x) ++ �1� �out �1 + exp��" � 2������� e���(R)� (x)i (4.15)è, íàêîíåö, â ïðîøëîì ñåêòîðå ÏÌ �+ (P )� (x) == Cout h�1� �out)�1 + exp���" ���'(P )� (x)�� exp���"+����1��out �1+exp��"�2������� �(P )� (x)i : (4.16)Áóñòîâû out-ìîäû� �(x) = f� (P )� ;� (R)� ;� (F )� ;� (L)� g;ñîîòâåòñòâóþùèå àíòè÷àñòèöàì, ðàâíû� (F )� (x) = ~Cout'(F )� (x);� (R)� (x) = ~Coute���'(R)� (x) (4.17)â áóäóùåì è ïðàâîì ñåêòîðàõ,� (L)� (x) == ~Cout hexp(��)�1� ~�out �1 + exp��" � 2����� �� '(L)� (x) + ~�out �1 + exp��" � 2������ �(L)� (x)i (4.18)â ëåâîì ñåêòîðå è� (P )� (x) = ~Cout h� exp���" + ��� �� �1� ~�out �1 + exp��" � 2�����'(P )� (x) ++ (1� ~�out)�1 + exp���" + 2�����(P )� (x)i (4.19)â ïðîøëîì ñåêòîðå ÏÌ. ßâíûé âèä áóñòîâûõ ìîä ñó÷åòîì ïîëó÷åííûõ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå çíà÷åíèéäëÿ àìïëèòóä ñìåøèâàíèÿ è íîðìèðîâî÷íûõ êîí�ñòàíò ïðèâåäåí â Ïðèëîæåíèè B.

5. ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÛ ÁÎ�ÎËÞÁÎÂÀ È�ÎÆÄÅÍÈÅ ÏÀ�×òîáû çàâåðøèòü ïîñòðîåíèå áóñòîâûõ in- èout-ìîä, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü àìïëèòóäû ñìåøè�âàíèÿ �in(�), ~�in(�), �out(�) è ~�out(�), à òàêæå êî�ý��èöèåíòû íîðìèðîâêè Cin(�), ~Cin(�), Cout(�) è~Cout(�). Ïîñêîëüêó êàê in-ìîäû, òàê è out-ìîäû îá�ðàçóþò ïîëíûå íàáîðû ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ÊÔ�,ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå+ �(x) = �� + �(x) + �� � �(x); (5.1)êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ âî âñåõ ìèðîâûõ òî÷êàõ ÏÌ.Ñëåäîâàòåëüíî, âûïèñàâ åãî â êàæäîì èç ÷åòûðåõñåêòîðîâ ÏÌ, ïîëó÷èì ïî äâà óðàâíåíèÿ äëÿ êî�ý��èöèåíòîâ ïðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿõ(3.5)�(3.8) óðàâíåíèÿ ÊÔ�. Òàêèì îáðàçîì, èìååì âïðîøëîì ñåêòîðå��Cout h(1� �out)�1 + exp���"��i�� �� ~Cout exp���" + ����� h1� ~�out �1 + exp��" � 2����i = Cin;� ��Cout exp���" + ���� (5.2)� h1� �out �1 + exp��" � 2����i++�� ~Cout(1�~�out)�1+exp���" + 2���� = 0;â ëåâîì ñåêòîðå �� ~Coute�� �� h1� ~�out �1 + exp��" � 2����i = Cin;��e���Cout + �� ~Cout~�out ���1 + exp��" � 2���� = 0; (5.3)â ïðàâîì ñåêòîðå��Cout�out exp(�2��)�1 + exp �" �++�� ~Cout exp(���) == Cin h1� �in �1 + exp��" � 2����i ;��Cout h1� �out �1 + exp��" � 2����i == Cin�in �1 + exp��" � 2���� (5.4)
1080



ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 6 (12), 2011 Î ðîæäåíèè áóñòîâûõ ïàð : : :è, íàêîíåö, â áóäóùåì ñåêòîðå�� ~Cout = �Cin exp���� �" ��� h1� �in �1 + exp��" � 2����i ;��Cout = Cin(1� �in)���1 + exp���" + 2���� : (5.5)�åøàÿ ýòó ñèñòåìó, äëÿ àìïëèòóä ñìåøèâàíèÿ ïîëó�÷àåì�in = ~�out = ~��in = ��out == 1� i exp(�=2"� ��)1 + exp(�="� 2��) : (5.6)Êàê è ïðåäïîëàãàëîñü âûøå, àìïëèòóäû ñìåøèâà�íèÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ8).�àññìîòðèì òåïåðü íîðìèðîâêó áóñòîâûõ ìîä.Èç (4.1) è (3.9), à òàêæå (4.9) è (3.12) íàõîäèì âêëàäâ íîðìèðîâêó (+ �;+ �0) ïîëîæèòåëüíî ÷àñòîòíûõin-ìîä îò ïðîøëîãî è ïðàâîãî ñåêòîðîâ (âêëàä îòëåâîãî ñåêòîðà ðàâåí íóëþ):IP = IR = jCinj21 + exp(��=")Æ(�� �0): (5.7)Ïîìèìî ýòîãî, ñëåäóåò òàêæå ó÷åñòü âêëàäû I+ è I�,êîòîðûå äàþò â íîðìèðîâêó îêðåñòíîñòè ñâåòîâîãîêîíóñà (I� � îêðåñòíîñòü x� = 0 è I+ � îêðåñò�íîñòü x+ = 0). Äëÿ ïîëîæèòåëüíî-÷àñòîòíûõ in-ìîäîíè âû÷èñëåíû â Ïðèëîæåíèè A, ñì. (A.14), (A.16).Òàêèì îáðàçîì, èç óñëîâèÿIP + IR + I+ + I� = Æ(�� �0) (5.8)ïîëó÷àåì çíà÷åíèå íîðìèðîâî÷íîé êîíñòàíòû ïîëî�æèòåëüíî-÷àñòîòíûõ in-ìîä:Cin =p1 + exp(��="): (5.9)Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ è îñòàëüíûå íîðìèðîâî÷�íûå êîíñòàíòû:~Cout = Cin =r1 + exp���"�;Cout = ~Cin =r1 + exp���" + 2���: (5.10)Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, â îòñóòñòâèå ýëåêòðè÷å�ñêîãî ïîëÿ, " = 0, âñå îíè ðàâíû åäèíèöå.8) Â Ïðèëîæåíèè C ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ ïðåäåëüíûé ïå�ðåõîä E ! 0.

Äëÿ êîý��èöèåíòîâ Áîãîëþáîâà �� è �� èç (5.3)ïîëó÷àåì, ÷òî�� = �1 + i exp�� �2" + ������s 1 + exp(��=")1 + exp(��="+ 2��) ;�� = �i exp�� �2"� ; (5.11)ïðè÷åì àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåj��j2 � j��j2 = 1: (5.12)Ýòî ïîäòâåðæäàåò ïîëíîòó ïîñòðîåííûõ íàáîðîâáóñòîâûõ in- è out-ìîä.Âòîðè÷íî êâàíòîâàííûé îïåðàòîð êîìïëåêñíî�ãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþÊÔ� â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå (3.1), ìîæåò áûòü ïðåä�ñòàâëåí â âèäå (x) = 1Z�1 d�(inb� + �(x) + in~by�� � �(x)) == 1Z�1 d�(outb� + �(x) + out~by�� � �(x)): (5.13)Âõîäÿùèå ñþäà in- è out-îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè�÷òîæåíèÿ áóñòîâûõ ÷àñòèö ïîä÷èíÿþòñÿ ñòàíäàðò�íûì ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ áîçîííûõîïåðàòîðîâ è â ñèëó ðàçëîæåíèÿ (5.1) ñâÿçàíû ïðå�îáðàçîâàíèÿìè Áîãîëþáîâà:outb� = �� inb� + ��� in~by��;out~by� = �� inb� + ��� in~by��: (5.14)Ñðåäíåå ÷èñëî ðîæäåííûõ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåìáóñòîâûõ ïàð ðàâíî ñðåäíèì çíà÷åíèÿì îïåðàòîðîâ÷èñëà ÷àñòèö outn� è àíòè÷àñòèö out~n� â in-ñîñòîÿíèèâàêóóìà:N� = h0injoutby�outb�j0ini = h0injout~by��out~b��j0ini == j��j2Æ(0) = exp(��=")Æ(0): (5.15)Àêòóàëüíàÿ áåñêîíå÷íîñòü Æ(0) îáÿçàíà ñâîèì ïîÿâ�ëåíèåì òîìó, ÷òî ïàðû ðîæäàþòñÿ â îêðåñòíîñòè ëþ�áîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è èõ ïîëíîå êîëè÷å�ñòâî ñ äàííûì êâàíòîâûì ÷èñëîì �, âîîáùå ãîâîðÿ,ðàñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå îòëè÷íîîò íóëÿ âî âñåì ÏÌ. Çíà÷åíèå ýòîé áåñêîíå÷íîñòèòðàêòóåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì. Ïîñêîëüêó ýëåê�òðè÷åñêîå ïîëå îäíîðîäíî, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíî�1081



Å. �. �åëü�åð, Â. Ä. Ìóð, Í. Á. Íàðîæíûé, À. Ì. Ôåäîòîâ ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 6 (12), 2011ñòè, ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïðàâûé ñåêòîð ÏÌ, êî�òîðûé ïîêðûâàåòñÿ ðèíäëåðîâñêèìè êîîðäèíàòàìèz = � h �; t = � sh �; 0 < � <1;�1 < � <1: (5.16)ÈìååìÆ(0) = 12� 1Z�1 exp fi(�� �0)�g d�j�=�0 == 12���; (5.17)ãäå �� � õàðàêòåðíûé äëÿ ïðîöåññà íàáëþäåíèÿïðîìåæóòîê ðèíäëåðîâñêîãî ¾âðåìåíè¿.Ïðè âû÷èñëåíèè ïîëíîãî ÷èñëà ðîæäåííûõ ïàðN = exp���" � Æ(0) 1Z�1 d� (5.18)âîçíèêàåò âòîðàÿ àêòóàëüíàÿ áåñêîíå÷íîñòü. Äëÿ ååèíòåðïðåòàöèè âñïîìíèì, ÷òî áóñòîâû ïàðû ðîæäà�þòñÿ â îáëàñòÿõ, öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò íà ãèïåðáî�ëàõ (2.15), ò. å. d� � eE� d�: (5.19)Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî (5.15) ñðåäíåå ÷èñëî ïàð N� íåçàâèñèò îò êâàíòîâîãî ÷èñëà �, ïîëó÷àåìN = eE2� exp���" �Z � d� d� == eE2� exp���" ��
2; (5.20)ãäå �
2 � äâóìåðíûé îáúåì â ïëîñêîñòè tz, â êî�òîðîì ïðîèñõîäèò íàáëþäåíèå. Ñðåäíåå ÷èñëî ïàð,îòíåñåííîå ê ýòîìó îáúåìó, ðàâíîn = N�
2 = eE2� exp���" � : (5.21)Ïåðâàÿ ñòåïåíü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïðàâîé ÷à�ñòè (5.21) ñâÿçàíà ñ ðàññìîòðåíèåì äâóìåðíîãî ñëó�÷àÿ. Äåéñòâèòåëüíî, â ÷åòûðåõìåðíîì ñëó÷àå, ó÷è�òûâàÿ çàìåíó (1.3), èìååìN(4) = eE2��
2 exp���" �Z exp���p2?eE ��� dp?��2(2�)2 = e2E2(2�)3 exp���m2eE ��
4; (5.22)ãäå ��2 � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè â ïëîñêîñòè xy,à �
4 = �
2��2 � îáúåì îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà

Ìèíêîâñêîãî, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò íàáëþäåíèå.Îêîí÷àòåëüíî, äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà ïàð, ðîæäàþùèõ�ñÿ â åäèíèöå îáúåìà â åäèíèöó âðåìåíè, ïîëó÷àåìn(4) = N(4)�
4 = e2E2(2�)3 exp���m2eE � ; (5.23)÷òî ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ðàáîò [2�5℄.6. ÇÀÊËÞ×ÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈßÂ ðàáîòå ãëîáàëüíî îïðåäåëåíû in- è out-îáëàñòèäâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî, â êîòîðûõíå ïðîèñõîäèò ðîæäåíèÿ áóñòîâûõ ïàð ÷àñòèö è àí�òè÷àñòèö èç âàêóóìà ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì. Ïîñòðî�åíû ïîëíûå íàáîðû ïîëîæèòåëüíî- è îòðèöàòåëü�íî-÷àñòîòíûõ áóñòîâûõ in- è out-ìîä è íà èõ îñíîâåïðîâåäåíî ïîñëåäîâàòåëüíîå êâàíòîâàíèå êîìïëåêñ�íîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â ïðèñóòñòâèè âíåøíåãî ïîñòî�ÿííîãî îäíîðîäíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.Âû÷èñëåíû êîý��èöèåíòû Áîãîëþáîâà ñ äàí�íûì áóñòîâûì êâàíòîâûì ÷èñëîì è ñðåäíåå ÷èñëîáóñòîâûõ ïàð, ðîæäåííûõ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì èçâàêóóìà. Òàê æå, êàê è â ðàáîòàõ [2�5℄, îêàçàëîñü,÷òî êâàíòîâîå ÷èñëî íå âëèÿåò íà ðàñïðåäåëåíèå êî�ëè÷åñòâà ðîæäåííûõ ïàð. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîëíîå ÷èñ�ëî ðîæäåííûõ ïàð íå çàâèñèò îò âûáîðà êâàíòîâîãî÷èñëà, õàðàêòåðèçóþùåãî ïàðû. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñàìîñîãëàñîâàííîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.Íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà âîçìîæíî,ïî-âèäèìîìó, ïåðåéòè ê ðåøåíèþ ðàçëè÷íûõ çàäà÷,â êîòîðûõ âíåøíåå ïîëå îáëàäàåò áóñòîâîé ñèì�ìåòðèåé. Ê òàêèì çàäà÷àì, â ÷àñòíîñòè, îòíîñÿòñÿðîæäåíèå ïàð ïðè ñòîëêíîâåíèè òÿæåëûõ èîíîâ [7℄è ý��åêò Õîêèíãà â äèëàòîííîé òåîðèè ãðàâèòà�öèè [9℄.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñî�âîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíòû ��09-02-01201-a,11-02-12148-î�è�ì, 10-02-00364-à), ãðàíòà Ìèíè�ñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè �Ô �ÍÏ 2.1.1/10277,à òàêæå Ôåäåðàëüíîé öåëåâîé ïðîãðàììîé ¾Íàó÷�íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé�îññèè íà 2009�2013 ãîäû¿.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ AÂû÷èñëåíèå íîðìèðîâêè áóñòîâûõ ìîä�àññìîòðèì íîðìó ðåøåíèÿ '(P )� (x) â in-îáëàñòèâíóòðè ïðîøëîãî ñåêòîðà ÏÌ (áåç ó÷åòà îêðåñòíî�ñòåé ñâåòîâîãî êîíóñà), ò. å. ïðè t = �T , T ! 1,1082



ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 6 (12), 2011 Î ðîæäåíèè áóñòîâûõ ïàð : : :ñì. ðèñ. 1, â ïðåäåëàõ �T < z < T . Ñîãëàñíî ïà�ðàãðà�ó 21 êíèãè [29℄, äîñòàòî÷íî ó÷èòûâàòü òîëü�êî òàêèå âêëàäû â íîðìó, êîòîðûå ñèíãóëÿðíû ïðè� = �0 (èìåþò îñîáåííîñòü âèäà Æ(� � �0)). Ïîýòî�ìó â (3.4) ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ àñèìïòîòèêîé [24℄�óíêöèé Òðèêîìè ïðè eEjx+x�j � 1, òàê êàê âêëàäîò îáëàñòè eEjx+x�j � 1, î÷åâèäíî, êîíå÷åí. Ó÷è�òûâàÿ, ÷òî â ïåðâîì ñëàãàåìîì â (3.3) äîñòàòî÷íîäè��åðåíöèðîâàòü òîëüêî ýêñïîíåíòó, ïîëó÷èì ïðèT !1�'(P )� ; '(P )�0 �in = exp(�=2")4� h(�=2") �� TZ�T dz �t+ z(�x+)(�x�) (�x+)i(���0) == exp(�=2")4� h(�=2") ln(2T )Z�1 du exp(iu(�� �0))!! 11 + exp(��=")Æ(�� �0); (A.1)ãäå u = ln(�x+). Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå âû÷èñëå�íèÿ äëÿ íîðìû ðåøåíèÿ '(L)� (x) â in-îáëàñòè ëåâî�ãî ñåêòîðà, ïîëó÷èì, ÷òî îíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðèT !1, îñòàâàÿñü ïðè ýòîì îòðèöàòåëüíîé:�'(L)� ; '(L)�0 �in = � 12�(1 + exp(�=")) �� �TZ�1 dz (�x+)i(���0)�x+ = � 12�(1 + exp(�=")) �� 264 1Z�1 du exp(i(�� �0)u) �� ln(2T )Z�1 du expfi(�� �0)ug375!! �0 � Æ(�� �0): (A.2)�àññìîòðèì òåïåðü I� � âêëàä îò îáëàñòè jx�j << � � 1 â íîðìèðîâêó ïîëîæèòåëüíî ÷àñòîòíûõin-ìîä. Ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì �óíêöèé Òðèêîìèïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà [24℄,  ó÷åòîì (4.6)ïîëó÷èì äëÿ in-ìîäû ÷àñòèö ïðè t = �T ! �1 è

eEjx+x�j � 1+ �(x) = Cin23=2� �m2 �i�0BB� exp ��2 �� �(�i�)(�x� + iÆ)i� +�eE2 ��i� �� ��12� i2"���12+i�� i2"��(i�)(�x+)�i�1CCA ;Æ ! +0: (A.3)ßñíî, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ x� ñèíãóëÿðíûéâêëàä â (3.3) äàåò òîëüêî òà ÷àñòü (A.3), êîòîðàÿ ñî�äåðæèò x�, ïðè÷åì íåíóëåâûì îí áóäåò òîëüêî äëÿïåðâîãî ñëàãàåìîãî èç (3.3),I� = i �T+�Z�T�� dz+ ��(x)$�t+ �0(x) == ijCinj2 exp���2 + ��02 �8�2 (�(i�)�(1� i�0)I1 �� �(1 + i�)�(�i�0)I2) ; (A.4)ãäåI1 = �Z�� d(�x�)(�x��iÆ)�i�(�x�+iÆ)i�0�1;I2 = �Z�� d(�x�)(�x��iÆ)�i��1(�x�+iÆ)i�0 ; (A.5)eET� � 1 è Æ ! +0. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ I1 ñäåëàåìçàìåíó ïåðåìåííîé �x� = �Æ,I1 = Æi(�0��) �=ÆZ��=Æ d�(� � i)�i�(� + i)i�0�1; (A.6)è ðàññìîòðèì êîíòóð, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 4. Ïî�ñêîëüêó âíóòðè êîíòóðà ó ïîäûíòåãðàëüíîé �óíê�öèè íåò îñîáûõ òî÷åê, ñóììà èíòåãðàëà (A.6) ïî âå�ùåñòâåííîé îñè, èíòåãðàëîâ ïî âåðòèêàëüíûì îòðåç�êàì è èíòåãðàëà ïî áîëüøèì äóãàì ðàâíà íóëþ.1083
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�èñ. 4. Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â (A.6)Äëÿ I#, I" � èíòåãðàëîâ ïî âåðòèêàëüíûì îòðåç�êàì � ñ ó÷åòîì �àçû ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè íàáåðåãàõ ðàçðåçà è òîãî, ÷òî Æ ! 0, èìååìI" + I# = Æi(�0��)�exp��3��2 � ��02 � �� exp���2 � ��02 �� 1Z0 d� ��i�(� + 2)i�0�1: (A.7)Èíòåãðàë çàìåíîé �=(2 + �) = u ñâîäèòñÿ ê áå�òà-�óíêöèè Ýéëåðà è, òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåìI" + I# = (2Æ)i(�0��)�exp��3��2 � ��02 � �� exp���2 � ��02 �� �(1� i�)�(1� i�0)�(i(�� �0)): (A.8)Âèäíî, ÷òî ýòî âûðàæåíèå ñîäåðæèò ïîëþñ ïðè � == �0. Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü ïðàâèëî îáõî�äà ýòîé îñîáåííîñòè, ðàññìîòðèì èíòåãðàë I�=Æ ïîáîëüøèì äóãàì (ñì. ðèñ. 4). Ïîñëå çàìåíû � == (�=Æ)ei' èìååìI�=Æ = �i(�0��) �Z0 d' e'(���0): (A.9)Ïîñêîëüêó â êîíöå êîíöîâ � áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íó�ëþ, ÿñíî, ÷òî ê ðàçíîñòè �0 � � òðåáóåòñÿ ñäåëàòüáåñêîíå÷íî ìàëóþ îòðèöàòåëüíóþ ìíèìóþ äîáàâêó:�0 � �! �0 � �� i0: (A.10)Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, èíòåãðàë ïî áîëüøèì äóãàì áó�äåò ðàâåí íóëþ. Âåðíåìñÿ ê (A.8). Ïîñêîëüêó, êàêóæå îòìå÷àëîñü âûøå, äëÿ âû÷èñëåíèÿ íîðìèðîâêè

äîñòàòî÷íî ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå òîëüêî âêëàäû,ñèíãóëÿðíûå ïðè � = �0, ñ ó÷åòîì (A.10) èìååìI" + I# = (2Æ)i(�0��)�exp��3��2 � ��02 � �� exp���2 � ��02 ���� �(1� i�)�(1� i�0) 1i(�� �0 + i0) : (A.11)Êàê èçâåñòíî [28℄,1�� �0 + i0 = V:p: 1�� �0 � i�Æ(�� �0): (A.12)Ïîñêîëüêó ãëàâíîå çíà÷åíèå Êîøè íå ÿâëÿåòñÿ ñèí�ãóëÿðíûì ïðè � = �0, ó÷èòûâàòü åãî íå íóæíî. Âèòîãå äëÿ I1 ïîëó÷àåìI1 = �(I" + I#) = �2�e��� sh(��)Æ(�� �0): (A.13)Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåçóëüòàò äëÿ I2 ïîëó÷àåòñÿòî÷íî òàêèì æå. Ñëåäîâàòåëüíî,I� = �jCinj22 Æ(�� �0): (A.14)Äëÿ âû÷èñëåíèÿ I+ � âêëàäà â íîðìèðîâêó ïîëî�æèòåëüíî ÷àñòîòíîé in-ìîäû îêðåñòíîñòè x+ = 0 �çàìåòèì, ÷òî â in-îáëàñòè ýòîé îêðåñòíîñòè èç (4.9)ñëåäóåò ïðåäñòàâëåíèå+ �(x) = Cin [(1� �in)'�(�x�;�x+ + iÆ) ++ �in'�(�x�;�x+ � iÆ)℄ ; (A.15)ãäå Æ ! 0. Ïðîâåäÿ ðàñ÷åòû, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåí�íûì âûøå äëÿ I�, ïîëó÷èìI+ = �jCinj22 th � �2"� Æ(�� �0): (A.16)Òàêèì îáðàçîì, âêëàä îò îêðåñòíîñòåé ñâåòîâî�ãî êîíóñà â íîðìèðîâêó ïîëîæèòåëüíî-÷àñòîòíîéin-ìîäû ðàâåíI+ + I� = � jCinj21 + exp(��=")Æ(�� �0); (A.17)÷òî ñ ó÷åòîì âêëàäîâ îò øèðîêèõ îáëàñòåé ñåêòîðîâP è R (5.7) äàåò ðåçóëüòàò (5.9).1084



ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 6 (12), 2011 Î ðîæäåíèè áóñòîâûõ ïàð : : :Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ Bßâíûé âèä áóñòîâûõ in-è out-ìîäÒàáëèöà+ (P )� (x) p1 + exp(��=")'(P )� (x)+ (L)(x) p1 + exp(��=")'(L)� (x)+ (R)(x) r1 + exp���"� hi exp� �2" � ���'(R)� (x) + �1� i exp� �2" � ���� e���(R)� (x)i+ (F )(x) r1 + exp���" �h�i exp�� �2"�'(F )� (x) + �1 + i exp�� �2" + �����(F )� (x)i� (P )(x) r1 + exp���" + 2����(P )� (x)� (R)(x) r1 + exp���" + 2����(R)� (x)� (L)(x) r1+exp���" + 2���24�1+i exp� �2"����� e�� 1+exp(��=")1+exp���"+2���'(L)� (x)�i exp� �2"�����(L)� (x)35� (F )(x)r1 + exp���" + 2���24�1� i exp�� �2" + ���� 1 + exp(��=")1 + exp���" + 2���'(F )� (x) + i exp�� �2"��(F )� (x)35+ (F )� (x) r1 + exp���" + 2����(F )� (x)+ (L)(x) r1 + exp���" + 2��� exp(���)�(L)� (x)+ (R)(x) r1+exp���"+2���24�1+i exp� �2"����� 1 + exp(��=")1+exp���"+2���'(R)� (x)�i exp� �2"��(R)� (x)35+ (P )(x)r1 + exp���" + 2���24�1� i exp�� �2" + ���� 1 + exp(��=")1 + exp���" + 2���'(P )� (x) + i exp�� �2"��(P )� (x)35� (F )(x) p1 + exp(��=")'(F )� (x)� (R)(x) p1 + exp(��=") exp(���)'(R)� (x)� (L)(x) r1 + exp���" � hi exp� �2"�'(L)� (x) + �1� i exp� �2" � �����(L)� (x)i� (P )(x) r1 + exp���" �h�i exp�� �2"�'(P )� (x) + �1 + i exp�� �2" + �����(P )� (x)iÏ�ÈËÎÆÅÍÈÅ CÏðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ ñâîáîäíîãîïîëÿÄëÿ ïîñòðîåííûõ áóñòîâûõ ìîä ðàññìîòðèì ïðå�äåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ ñâîáîäíîãî ïîëÿ E ! 0.
�åøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊÔ� '(a)� (x) è �(a)� (x), a == P;R;L; F , ñì. (3.5)�(3.8), ïðè âûêëþ÷åíèè ýëåê�òðè÷åñêîãî ïîëÿ ïåðåõîäÿò â ñâîáîäíûå áóñòîâû ìî�äû, ïîýòîìó, êàê âèäíî èç òàáëèöû Ïðèëîæåíèÿ B,íåòðèâèàëüíûì òàêîé ïåðåõîä ÿâëÿåòñÿ ëèøü äëÿïîëîæèòåëüíî-÷àñòîòíûõ in- è out-ìîä â ïðàâîì1085



Å. �. �åëü�åð, Â. Ä. Ìóð, Í. Á. Íàðîæíûé, À. Ì. Ôåäîòîâ ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 6 (12), 2011ñåêòîðå ÏÌ è äëÿ îòðèöàòåëüíî-÷àñòîòíûõ in- èout-ìîä â ëåâîì. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ðå�øåíèÿ '(b)� (x) è �(b)� (x), b = R;L, óìíîæàþòñÿ íàýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùèå ïðè E ! 0 êîý��èöèåí�òû.Òàê, íàïðèìåð, ïîëîæèòåëüíî-÷àñòîòíûå in-ìî-äû â ïðàâîì ñåêòîðå ðàâíû+ (R)� (x) =r1 + exp���" ��� nexp(��)�(R)� (x) + i exp� �2" � ��� �� h'(R)� (x)� exp(��)�(R)� (x)io : (C.1)Õîòÿ ïðè E ! 0 �óíêöèè '(R)� (x) è e���(R)� (x) ñòðå�ìÿòñÿ ê ïîëîæèòåëüíî-÷àñòîòíîé áóñòîâîé ìîäå	�(x) [27℄ è ðàçíîñòü â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ (C.1)ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ýòà ðàçíîñòü óìíîæàåòñÿ íàðàñòóùóþ ïðè âûêëþ÷åíèè ïîëÿ ýêñïîíåíòóexp(�=2") ! 1. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî íàéòè ïîïðàâ�êó ê ðàçíîñòè '(R)� (x) � e���(R)� (x) ïðè E ! 0.Èòàê, â ýòîì ïðåäåëå èìååì+ (R)� (x) = �	(R)� (x) + iexp(��=2)(�mx�)i��23=2+i� �� exp� ieE�24 � I�h1 +O �exp���"��i : (C.2)Çäåñü �2 = (�x�)x+ è ââåäåíî îáîçíà÷åíèåI = exp� �2"����12 � i2"� exp�� ieE�22 � �� 	�12 + i�� i2"; 1 + i�; ieE�22 � �� ��12 � i�+ i2"� �� 	�12 + i2" ; 1 + i�;� ieE�22 �� : (C.3)Âîñïîëüçîâàâøèñü äëÿ �óíêöèé Òðèêîìè èíòå�ãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì 6.5.2 èç ñïðàâî÷íèêà [24℄,ïîëó÷àåìI = exp(�=2")��12 + i2"���12 + i�� i2"� �� 24 �h� �2"�I1 � �h� �2" � ���I235 ; (C.4)

Im s
Re s0�1�èñ. 5. Êîíòóðû èíòåãðèðîâàíèÿ â (C.5) � êîðîòêèåøòðèõè, (C.6) � ñïëîøíàÿ ëèíèÿ, (C.7) � ñïëîø-íàÿ ëèíèÿ è æèðíûå äëèííûå øòðèõè, à òàêæå çà-ìêíóòûé êîíòóð äëÿ âû÷èñëåíèÿ (C.7) � ñïëîøíàÿëèíèÿ, äëèííûå øòðèõè è ïóíêòèðãäå â ïåðâîì èíòåãðàëåI1 = 1Z0 exp�� ieE�2(1 + u)2 ��� u�1=2+i��i=2"(1 + u)�1=2+i=2"du (C.5)èíòåãðèðîâàíèå èäåò ïî íèæíåìó áåðåãó ðàçðåçà, àâî âòîðîìI2 = 1Z0 exp� ieE�2u2 ��� u�1=2+i=2"(1 + u)�1=2+i��i=2"du (C.6)� ïî âåðõíåìó, ñì. ðèñ. 5. Ñäåëàâ â ïåðâîì èíòå�ãðàëå çàìåíó 1 + u = exp(�i�)s, ïðèâîäèì âûðàæå�íèå (C.4) ê âèäóI = � 2�e����12 + i2"���12 + i�� i2"� �� 24 �1Z�1 + 1Z0 35 ds exp� ieE�2s2 ��� s�1=2+i=2"(1 + s)�1=2+i��i=2" �� h1 +O �exp���" ��i ; (C.7)ãäå èíòåãðèðîâàíèå èäåò ïî âåðõíèì áåðåãàì ðàçðå�çîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 5. Äîáàâèâ èíòåãðèðîâà�íèå ïî îòðåçêó �1 � s � 0, çàìêíóâ êîíòóð èíòåãðè�1086



ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 6 (12), 2011 Î ðîæäåíèè áóñòîâûõ ïàð : : :ðîâàíèÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè s è ñäåëàâ çàìåíóïåðåìåííîé s = ei�v, v > 0, ïîëó÷èìI = 2�i exp���� �2"���12 + i2"���12 + i�� i2"� �� 1Z0 dv exp��ieE�2v2 � v�1=2+i=2" �� (1� v)�1=2+i��i=2" h1 +O �exp���"��i : (C.8)Ïîëîæèâ â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè E ! 0,ñâîäèì èíòåãðàë ê áåòà-�óíêöèè ÝéëåðàB�12 + i2"; 12 + i�� i2"� ;÷òî äàåòI = 2�i exp���� �2"��(1 + i�) h1 +O �exp���" ��i : (C.9)Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ (C.2) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì+ (R)� (x) = 	(R)� (x) �� exp�3��2 + ieE�24 � (�mx�)i�21=2+i� �� exp�� �2"� h1 +O �exp���"��i : (C.10)Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûêëþ÷åíèè âíåøíåãî ýëåê�òðè÷åñêîãî ïîëÿ ïîëîæèòåëüíî-÷àñòîòíàÿ áóñòîâàìîäà + (R)� (x) â ïðàâîì ñåêòîðå ñòðåìèòñÿ ê ïîëî�æèòåëüíî-÷àñòîòíîé áóñòîâîé ìîäå ñâîáîäíîãî ïî�ëÿ. Ýòî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ áó�ñòîâûõ in- è out-ìîä.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. À. È. Àõèåçåð, Â. Á. Áåðåñòåöêèé, Êâàíòîâàÿýëåêòðîäèíàìèêà, Íàóêà, Ìîñêâà (1981).2. Í. Á. Íàðîæíûé, À. È. Íèêèøîâ, ÒÌÔ 26, 16(1976).3. Í. Á. Íàðîæíûé, À. È. Íèêèøîâ, Òðóäû ÔÈÀÍ168, 175 (1986).4. À. È. Íèêèøîâ, ÆÝÒÔ 57, 1210 (1969).5. Í. Á. Íàðîæíûé, À. È. Íèêèøîâ, ßÔ 11, 1072(1970).
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