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ÀÍÀËÈÇ ÄÈÑÏÅ�ÑÈÎÍÍÛÕ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÔÎÍÎÍÍÛÕ ÑÒ�ÓÊÒÓ�Ä. À. Ïàðõîìåíêî *, Ñ. À. Êîëåíîâ, Â. È. �ðèãîðóê, Í. Í. Ìîâ÷àíÊèåâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Ò. Øåâ÷åíêî01601, Êèåâ, ÓêðàèíàÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 15 ñåíòÿáðÿ 2010 ã.Ïðåäñòàâëåíà îáîáùåííàÿ òåîðèÿ ðàñ÷åòà äèñïåðñèè îáúåìíûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëí â òðåõìåðíûõ è äâó-ìåðíûõ �îíîííûõ êðèñòàëëàõ èç àíèçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ ïî ïëîñêèì âîëíàì(PWE). Ïðåäëîæåíî äâå ìåòîäèêè ðàçäåëåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ ìîä íà ïîëó÷åííûõ äèñïåðñèîííûõ äèàãðàì-ìàõ. Èññëåäîâàíà êàðòèíà ðàñïðåäåëåíèÿ àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ âîëíîâîãîâåêòîðà äëÿ ðàçíûõ òèïîâ ìîä. Ïîêàçàíî âûðîæäåíèå àêóñòè÷åñêèõ ìîä â íàïðàâëåíèÿõ, îòëè÷íûõ îòíàïðàâëåíèé ñèììåòðèè ðàññìàòðèâàåìîãî �îíîííîãî êðèñòàëëà. Ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåííûõ ìåòîäèêïðîäåìîíñòðèðîâàíî íà ïðèìåðàõ òðåõìåðíîé è äâóìåðíîé êðåìíèåâûõ �îíîííûõ ñòðóêòóð.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÑóùåñòâîâàíèå çàïðåùåííûõ çîí äëÿ ýëåêòðî�ìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ â �îòîííûõ ñòðóêòóðàõ [1�4℄â ñâîå âðåìÿ âûçâàëî îãðîìíûé èíòåðåñ ê òåîðåòè�÷åñêèì è ýêñïåðèìåíòàëüíûì èññëåäîâàíèÿì â äàí�íîé îáëàñòè. Ñåé÷àñ íàáëþäàåòñÿ òàêæå áûñòðûéðîñò èíòåðåñà ê àíàëîãè÷íûì ý��åêòàì è â àêó�ñòèêå [5�14℄. Àíàëîãèÿ ìåæäó �îòîíàìè è �îíîíà�ìè ïîáóäèëà ê ïðîâåäåíèþ èññëåäîâàíèé â îáëàñòèêîìïîçèòîâ èç äâóõ è áîëåå óïðóãèõ âåùåñòâ, îáðà�çóþùèõ òàê íàçûâàåìûé �îíîííûé êðèñòàëë èëè�îíîííóþ ðåøåòêó. Âîçìîæíûå îáëàñòè ïðèìåíå�íèÿ �îíîííûõ ñòðóêòóð: ðàçðàáîòêà ðàçíîîáðàçíûõ�îíîííûõ �èëüòðîâ èëè òåðìîèçîëÿòîðîâ, êîòîðûåèçáèðàòåëüíî íå ïðîïóñêàþò �îíîíû ñ îïðåäåëåí�íîé ýíåðãèåé; ðàçðàáîòêà àêóñòè÷åñêèõ âîëíîâîäîâè ò. ï. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëñÿ èíòåðåñ ê �îíîí�íûì êðèñòàëëàì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèìåíåíèÿ èõ âóñòðîéñòâàõ àêóñòîîïòèêè [15�18℄. Òàêèå �îíîííûåêðèñòàëëû îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ �îòîííûìè êðè�ñòàëëàìè äëÿ îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ.Ñóùåñòâóåò ðÿä ìåòîäèê àíàëèçà �îòîííûõñòðóêòóð: òåîðèÿ ìíîæåñòâåííîãî ðàññåÿíèÿ, ìåòîäêîíå÷íûõ ðàçíîñòåé â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîéîáëàñòè (FDTD) è ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ïî ïëîñ�êèì âîëíàì (PWE). Ìåòîä ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ(SMM) � îäèí èç íàèáîëåå ðàííèõ è ý��åêòèâíûõ*E-mail: dmitry.parhomenko�googlemail.
om

ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äëÿ áîëüøîãî,îäíàêî îãðàíè÷åííîãî, êîëè÷åñòâà îáúåêòîâ [3; 4℄.Ìåòîä SMM ìîæíî îïèñàòü íà ïðèìåðå ìîäåëèïðîñòðàíñòâà, çàïîëíåííîãî ìåòàëëè÷åñêèìè èëèäèýëåêòðè÷åñêèìè öèëèíäðàìè. Èñïîëüçóåòñÿ �îð�ìàëèçì ïîëíîãî è ðàññåÿííîãî ïîëåé (TF/SF),ñëåäóÿ êîòîðîìó ïîëíîå ïîëå çàïèñûâàåòñÿ êàêñóììà ïàäàþùåãî è ðàññåÿííîãî ïîëåé â êàæäîéòî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Ìåòîä ìîæåò áûòü ðàçáèò íàòðè ýòàïà. Ïåðâûé øàã çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåäñòàâëå�íèè ñóììàðíîãî ïîëÿ â âèäå ðÿäîâ Ôóðüå �Áåññåëÿ.Ñíàðóæè öèëèíäðà ðÿä ìîæíî ðàçáèòü íà äâå÷àñòè. Ïåðâàÿ ÷àñòü îïèñûâàåò ïîëíîå ïàäàþùååíà öèëèíäð ïîëå. Îíî âêëþ÷àåò â ñåáÿ íå òîëüêîïàäàþùóþ ïëîñêóþ âîëíó, íî è ïîëÿ, ðàññåÿííûåäðóãèìè öèëèíäðàìè â íàïðàâëåíèè öèëèíäðà, êî�òîðûé ðàññìàòðèâàåòñÿ. Âòîðàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåòïîëå, ðàññåÿííîå äàííûì öèëèíäðîì. Íà âòîðîìýòàïå íåîáõîäèìî ó÷åñòü íàëè÷èå ïðè÷èííîñòèìåæäó ïîëåì, ðàññåÿííûì öèëèíäðîì, è ïîëíûì ïà�äàþùèì ïîëåì, êîòîðîå îêðóæàåò ýòîò æå öèëèíäð.Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü âûðàæåíî â òåðìèíàõêîý��èöèåíòîâ Ôóðüå �Áåññåëÿ ÷åðåç ïîíÿòèåìàòðèöû ðàññåÿíèÿ. Òðåòèé ýòàï èñïîëüçóåò òîò�àêò, ÷òî ñóììàðíîå ïàäàþùåå íà öèëèíäð ïîëåÿâëÿåòñÿ ñóììîé èçâåñòíûõ êîìïîíåíòîâ (ïàäàþ�ùåé ïëîñêîé âîëíû) è ïîëåé, ðàññåÿííûõ äðóãèìèöèëèíäðàìè. Òàêèì îáðàçîì, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíîâòîðîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ ÷àñòÿìè ïîëÿ,îêðóæàþùåãî êàæäûé öèëèíäð. Â îòëè÷èå îò915 6*



Ä. À. Ïàðõîìåíêî, Ñ. À. Êîëåíîâ, Â. È. �ðèãîðóê, Í. Í. Ìîâ÷àí ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 5, 2011âòîðîãî øàãà, ïîñëåäíèé øàã âûðàæàåò ý��åêòñâÿçè ìåæäó âñåìè öèëèíäðàìè. Â êîíå÷íîì ñ÷åòå,ìåòîä SMM ïðèâîäèò ê ìàòðè÷íîìó �îðìàëèçìó.Òî÷íîñòü ìåòîäà îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì ãàðìî�íèê, èñïîëüçóåìûõ â ðàçëîæåíèè ïîëÿ. Åñëè äëÿN öèëèíäðîâ ïîëå ìîäåëèðóåòñÿ ðÿäîì ãàðìîíèêîò �M äî M , òî ìåòîä SMM ïîòðåáóåò ðåøåíèÿñèñòåìû èç N(2M + 1) óðàâíåíèé.SMM ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì è òî÷íûì ìåòîäîì, ïîëó�÷åííûì èç îñíîâíûõ �èçè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ. Ñëåäî�âàòåëüíî, îí ãàðàíòèðîâàííî áóäåò òî÷íûì â ïðåäå�ëàõ ìîäåëè è íå ïðèâåäåò ê òàêèì íåîæèäàííûì ý���åêòàì, êîòîðûå âîçíèêàþò â äðóãèõ òåõíèêàõ (êàê,íàïðèìåð, ÷èñëåííàÿ äèñïåðñèÿ â ìåòîäå FDTD).Äàæå åñëè ýòîò ìåòîä áóäåò ïðåäñòàâëåí äëÿ äîâîëü�íî ñëîæíîé ñòðóêòóðû, îí áàçèðóåòñÿ íà �èçè÷å�ñêè èíòóèòèâíî ïîíÿòíîì ïîäõîäå ê ðåøåíèþ çàäà�÷è ðàññåÿíèÿ äëÿ ìíîæåñòâà îáúåêòîâ. Áîëåå òîãî,÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîãî ìåòîäà íå ïðåäñòàâëÿåòíèêàêîé òðóäíîñòè. Ïåðâûé âêëàä â ðàçâèòèå ìåòî�äà ñäåëàë �åëåé â ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ ýëåêòðîñòà�òèêå. Âàðèàíò ìåòîäà äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëíïîÿâèëñÿ ãîðàçäî ïîçæå � â 1980-å ãã. Îñíîâíîé çà�äà÷åé áûëî èçó÷åíèå ðàçëè÷íûõ äâóìåðíûõ è òðåõ�ìåðíûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ, ìåòàëëè÷åñêèõ èëè ñâåðõ�ïðîâîäÿùèõ ñòðóêòóð ñ ïåðèîäè÷åñêîé èëè ñëó÷àé�íîé îðèåíòàöèåé îáúåêòîâ â ïðîñòðàíñòâå. Ïîëó÷å�íèå ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ äëÿ íåêðóãëûõ öèëèíäðîâäîâîëüíî ñëîæíîå, òàê êàê âû÷èñëåíèÿ ïåðåñòàþòáûòü àíàëèòè÷åñêèìè.Ìåòîä FDTD � ýòî ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿçàäà÷ ýëåêòðîäèíàìèêè, îñíîâàííûé íà íåñòàíäàðò�íîé äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà âî âðå�ìåíè è ïðîñòðàíñòâå [19; 20℄. Ìåòîä ïðèìåíèì âîâðåìåííîé îáëàñòè, ïîýòîìó îí ãîäèòñÿ äëÿ ðåøå�íèÿ çàäà÷ â øèðîêîì äèàïàçîíå ÷àñòîò. Ýòîò ìå�òîä îòíîñèòñÿ ê îáùåìó êëàññó ñåòî÷íûõ ìåòîäîâðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. ÓðàâíåíèÿÌàêñâåëëà ïîäâåðãàþòñÿ äèñêðåòèçàöèè ñ èñïîëü�çîâàíèåì öåíòðàëüíî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ïîâðåìåíè è ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì. Ïîëó�÷åííûå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿïðîãðàììíûìè èëè àïïàðàòíûìè ìåòîäàìè â êàæ�äûé ìîìåíò âðåìåííîé ñåòêè, ïðè÷åì, êàê ïðàâè�ëî, ðàññ÷èòàííûå ïîëÿ ðàçäåëåíû âî âðåìåíè ïî�ëîâèíîé øàãà äèñêðåòèçàöèè. �àñ÷åò ïîëåé â ÿ÷åé�êàõ ñåòêè ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåòïîëó÷åíî ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è â èíòåðåñóå�ìîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Áàçîâûé àëãîðèòì ìåòî�äà áûë âïåðâûå ïðåäëîæåí àìåðèêàíñêèì ó÷åíûìÊ. Éå â 1966 ã. Îäíàêî íàçâàíèå ¾Finite-Differen
eTime-Domain¿ è àááðåâèàòóðà FDTD áûëè äàíû ìå�

òîäó À. Òå�ëàâîì [19℄. Ïðèìåðíî ñ 1990 ã. ìåòîäêîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ñòàë îñíîâíûì äëÿ ÷èñëåííî�ãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìíîãèõ íàó÷íûõ è èíæåíåðíûõïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ âçàèìîäåéñòâèåì ýëåêòðîìàã�íèòíûõ âîëí ñ âåùåñòâîì. Îí ìîæåò áûòü ñ óñïå�õîì ïðèìåíåí äëÿ ðåøåíèÿ øèðîêîãî ñïåêòðà çàäà÷:îò ìîäåëèðîâàíèÿ ñâåðõäëèííûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõâîëí â ãåî�èçèêå (âêëþ÷àÿ ïðîöåññû â èîíîñ�åðå)è ìèêðîâîëí (íàïðèìåð, äëÿ èçó÷åíèÿ ñèãíàòóðíîéðàäèîëîêàöèè, ðàñ÷åòà õàðàêòåðèñòèê àíòåíí, ðàç�ðàáîòêè áåñïðîâîäíûõ óñòðîéñòâ ñâÿçè, â òîì ÷èñëåöè�ðîâûõ) äî çàäà÷ â îïòè÷åñêîì äèàïàçîíå (äëÿèçó÷åíèÿ �îòîííûõ êðèñòàëëîâ, ñîëèòîíîâ â íàíî�ïëàçìîíèêå è áèî�îòîíèêå).Ìåòîäû äëÿ âðåìåííîé îáëàñòè óäîáíû â îòíî�øåíèè äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷, êîòîðûå ïðåäóñìàòðè�âàþò âðåìåííóþ çàâèñèìîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî�ëÿ. Îíè òàêæå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðàñ�÷åòà çîííûõ ñòðóêòóð �îòîííûõ êðèñòàëëîâ, îäíà�êî ïðàêòè÷åñêè ñëîæíî áûâàåò âûÿâèòü ïîëîæåíèåçîí â âûõîäíûõ äàííûõ òàêèõ ìåòîäîâ [3; 4℄. Êðîìåòîãî, ïðè ðàñ÷åòå çîííûõ äèàãðàìì �îòîííûõ êðè�ñòàëëîâ èñïîëüçóåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ÷àñòîò�íîå ðàçðåøåíèå êîòîðîãî çàâèñèò îò îáùåãî âðåìåíèðàñ÷åòà ìåòîäà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëüøåãî ðàçðåøå�íèÿ â çîííîé äèàãðàììå íóæíî ïîòðàòèòü áîëüøåâðåìåíè íà âûïîëíåíèå ðàñ÷åòîâ. Åñòü åùå è äðó�ãàÿ ïðîáëåìà � âðåìåííîé øàã òàêèõ ìåòîäîâ äîë�æåí áûòü ïðîïîðöèîíàëåí ðàçìåðó ïðîñòðàíñòâåí�íîé ñåòêè ìåòîäà. Òðåáîâàíèå óâåëè÷åíèÿ ÷àñòîò�íîãî ðàçðåøåíèÿ çîííûõ äèàãðàìì òðåáóåò óìåíü�øåíèÿ âðåìåííîãî øàãà, à ñëåäîâàòåëüíî, è ðàçìå�ðà ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè, óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà èòå�ðàöèé, òðåáóåìîé îïåðàòèâíîé ïàìÿòè êîìïüþòåðàè âðåìåíè ðàñ÷åòà. Òàêèå ìåòîäû ðåàëèçîâàíû â èç�âåñòíûõ êîììåð÷åñêèõ ïàêåòàõ.Ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ïî ïëîñêèì âîëíàì (PlaneWave Expansion) îòíîñèòñÿ ê ÷èñëåííûì ìåòîäàìâ ÷àñòîòíîé îáëàñòè [1; 2℄. Ìåòîäû äëÿ ÷àñòîòíîéîáëàñòè óäîáíû ïðåæäå âñåãî òåì, ÷òî óðàâíåíèÿÌàêñâåëëà ðåøàþòñÿ ñðàçó äëÿ ñòàöèîíàðíîé ñè�ñòåìû è íåïîñðåäñòâåííî èç ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþò�ñÿ ÷àñòîòû îïòè÷åñêèõ ìîä ñèñòåìû. Ýòî ïîçâîëÿåòðàññ÷èòûâàòü çîííûå äèàãðàììû �îòîííûõ êðèñ-òàëëîâ áûñòðåå, ÷åì ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ äëÿâðåìåííîé îáëàñòè. Ê èõ äîñòîèíñòâàì ìîæíî îò�íåñòè òî, ÷òî ÷èñëî èòåðàöèé ïðàêòè÷åñêè íå çàâè�ñèò îò ðàçðåøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè ìåòîäà,è òî, ÷òî îøèáêà ìåòîäà ýêñïîíåíöèàëüíî óìåíüøà�åòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ïðîâåäåííûõ èòåðàöèé.Íåäîñòàòêàìè ìåòîäà ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìîñòü ðàñ�÷åòà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò îïòè÷åñêèõ ìîä ñèñòåìû â916



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 5, 2011 Àíàëèç äèñïåðñèîííûõ õàðàêòåðèñòèê : : :íèçêî÷àñòîòíîé îáëàñòè, äëÿ òîãî ÷òîáû ðàññ÷èòàòü÷àñòîòû â îáëàñòè âûñîêèõ ÷àñòîò, è åñòåñòâåííî,íåâîçìîæíîñòü îïèñàíèÿ äèíàìèêè ðàçâèòèÿ îïòè�÷åñêèõ êîëåáàíèé â ñèñòåìå.Ïîñòåïåííî ïåðå÷èñëåííûå ìåòîäèêè ñòàëè ïðè�ìåíÿòüñÿ è äëÿ ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ àêó�ñòèêè. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü óæå îòðàáîòàíû ìåòî�äèêè äëÿ ðàñ÷åòà äèñïåðñèè êàê îáúåìíûõ [5�11℄,òàê è ïîâåðõíîñòíûõ [12�14℄ âîëí â �îíîííûõ ñòðóê�òóðàõ. Â áîëüøèíñòâå ðàáîò èçó÷åíèå �îíîííûõñòðóêòóð îãðàíè÷èâàåòñÿ äâóìåðíûì ñëó÷àåì. Ïåð�âûå ðàñ÷åòû òðåõìåðíûõ �îíîííûõ ñòðóêòóð âèçîòðîïíîé ñðåäå ìåòîäîì ìàòðèö ðàññåÿíèÿ áûëèïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ [7�9℄. Â ïðåäñòàâëåííîé ðà�áîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà ðàñ÷åòà äèñïåðñèè àêó�ñòè÷åñêèõ âîëí â òðåõìåðíûõ �îíîííûõ êðèñòàë�ëàõ, îáðàçîâàííûõ â àêóñòè÷åñêè àíèçîòðîïíûõ ìà�òåðèàëàõ, ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ ïî ïëîñêèì âîëíàì(PWE). Ìåòîä FDTD ïîêà ïðèìåíÿëñÿ òîëüêî äëÿàíàëèçà äâóìåðíûõ �îíîííûõ êðèñòàëëîâ [11; 13℄.Êàê èçâåñòíî, â óïðóãèõ ñðåäàõ ñóùåñòâóåò ìíî�æåñòâî âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿîáúåìíûõ è ïîâåðõíîñòíûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëí. Â îá�ùåì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ àêóñòèêè íå ðàñïàäàþòñÿ íàíåçàâèñèìûå ïîäñèñòåìû äëÿ îòäåëüíûõ âîëíîâûõìîä, êàê ýòî ïðîèñõîäèò äëÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëàâ îïòèêå. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ àíàëèçà äèñïåðñèîí�íûõ êðèâûõ �îíîííûõ ñòðóêòóð òðåáóþòñÿ íîâûåïîäõîäû, îòëè÷íûå îò óæå èçâåñòíûõ â îïòèêå. Âðàáîòå ïðåäëîæåíû äâà ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ðåøåíèéäèñïåðñèîííîé çàäà÷è è ïðåäñòàâëåíèÿ èõ â âèäåêðèâûõ îòäåëüíûõ ìîä íà äèñïåðñèîííîé äèàãðàì�ìå. Êàæäûé èç ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ èìååò ñâîèíåäîñòàòêè è îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê ìèíè�ìóìó ïðè ñîâìåñòíîì èñïîëüçîâàíèè ýòèõ ìåòîäîâ.2. ÒÅÎ�ÈßÂ îáùåì ñëó÷àå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñòðóêòó�ðó, ïåðèîäè÷åñêóþ âäîëü âñåõ òðåõ îñåé êîîðäèíàò.Â îáùåì âèäå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ óïðóãîé àíèçî�òðîïíîé ñðåäû ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðà�çîì [21�24℄: �(r)�ui(r; t) = ��ij(r; t)�xj ; (1)ãäå ui(r; t) � êîìïîíåíòû âåêòîðà ñìåùåíèÿ,�(r) � ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè,�ij(r; t) � òåíçîð íàïðÿæåíèé ñòðóêòóðû. Óðàâíå�íèå ñîñòîÿíèÿ êðèñòàëëà (îáîáùåííûé çàêîí �óêà)â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

�ij(r; t) = Cijkl(r)12 ��uk(r; t)�xl + �ul(r; t)�xk � ; (2)ãäå Cijkl(r) � òåíçîð óïðóãèõ ìîäóëåé ñòðóêòóðû.�àññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé àäèàáàòè÷åñêèõ äå�îðìà�öèé, ñîîòâåòñòâåííî ïîä Cijkl(r) âåçäå íóæíî ïîä�ðàçóìåâàòü àäèàáàòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ìîäóëåé óïðó�ãîñòè [21℄.Ïîäñòàâëÿÿ (2) â (1), ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèåäâèæåíèÿ â ñëåäóþùåì âèäå:�(r)�ui(r; t) = �j [Cijkl(r)�luk(r; t)℄ : (3)Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ òåíçîðà Cijkl(r)ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìè îò êîîðäèíàò ñèñòåìû, âûíå�ñòè åãî èç-ïîä çíàêà äè��åðåíöèàëà, êàê â êëàññè÷å�ñêîì ñëó÷àå óïðóãèõ âîëí â êðèñòàëëå, íåëüçÿ. Îä�íàêî äëÿ óïðîùåíèÿ çàäà÷è, âñëåäñòâèå ïðîñòðàí�ñòâåííîé ïåðèîäè÷íîñòè, �(r) è Cijmn(r) ìîæíî ðàç�ëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïî âåêòîðàì îáðàòíîé ðåøåòêèG ñëåäóþùèì îáðàçîì:�(r) =XG eiG�r�(G); (4)Cijkl(r) =XG eiG�rCijkl(G); (5)ãäå �(G) è Cijkl(G) � ñîîòâåòñòâóþùèå êîý��èöè�åíòû Ôóðüå.Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Áëîõà è ðàñêëàäûâàÿ âåêòîðñìåùåíèÿ u(r; t) â ðÿä Ôóðüå, ðåøåíèå âîëíîâîãîóðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäåu(r; t) =XG eik�r�i
teiG�ru(G); (6)ãäå k � âîëíîâîé âåêòîð, 
 � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà,u(G) � êîý��èöèåíòû Ôóðüå âåêòîðà ñìåùåíèÿ.Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (4)�(6) â (3), ìîæíî ïîëó�÷èòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:
2�(G0 �G)Eu(G)�M(G0;G)u(G) = 0; (7)ãäå E � åäèíè÷íàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà,M(G0;G) � ìàòðèöà, âèä ýëåìåíòîâ êîòîðîéïðèâåäåí â Ïðèëîæåíèè. Â îòëè÷èå îò [6; 14℄,âèä ýëåìåíòîâ ìàòðèöû M(G0;G) â óðàâíåíèè(7) íîñèò îáîáùåííûé õàðàêòåð è ïðèìåíèì ïðèðåøåíèè çàäà÷ ëþáîé ðàçìåðíîñòè äëÿ îáúåìíûõàêóñòè÷åñêèõ âîëí â àíèçîòðîïíîé ñðåäå.Ïðèìåð çîííîé ñòðóêòóðû äëÿ �îíîííîãî êðè�ñòàëëà ñ ãðàíåöåíòðèðîâàííîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêîé(�ÖÊ) ïðèâåäåí íà ðèñ. 1. �àñ÷åò ïðîâîäèëñÿ äëÿðàçëîæåíèÿ íà 729 ïëîñêèõ âîëí (âåêòîðîâ îáðàòíîé917
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�èñ. 1. Çîííàÿ ñòðóêòóðà òðåõìåðíîãî �îíîííîãîêðèñòàëëà ñ �ÖÊ-ðåøåòêîéðåøåòêè). �àññìàòðèâàåìûé �îíîííûé êðèñòàëë ñî�ñòîèò èç øàðîâ ïëàâëåíîãî êâàðöà SiO2 â ÷èñòîìêðåìíèè. Äèñïåðñèîííûå êðèâûå ïî àíàëîãèè ñ îï�òèêîé ïðèâîäÿòñÿ â íîðìèðîâàííîì ïî ÷àñòîòå âèäå
� = 
a2�v ; (8)ãäå v � ñêîðîñòü îáúåìíîé ïîïåðå÷íîé çâóêîâîé âîë�íû â ìàòåðèàëå ìàòðèöû. Êàê âèäíî íà ïîëó÷åí�íîé äèñïåðñèîííîé äèàãðàììå, â äàííîé ñòðóêòó�ðå åñòü äîâîëüíî øèðîêàÿ ïîëíàÿ çàïðåùåííàÿ çîíàäëÿ âñåõ îáúåìíûõ àêóñòè÷åñêèõ ìîä.3. �ÀÇÄÅËÅÍÈÅ ÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÎÄ ÈÀÍÀËÈÇ ÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÏÎËß�åøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå ÷èñëà (7) äà�åò ëèøü íàáîð òî÷åê íà äèñïåðñèîííîé äèàãðàììå(ðèñ. 1). Êàê ïðàâèëüíî ñîåäèíèòü ïîëó÷åííûå òî÷�êè � ýòî óæå äðóãàÿ è íå ìåíåå ñëîæíàÿ çàäà÷à.Íåçàâèñèìî îò âûáðàííîãî ìåòîäà ðàñ÷åòà �îíîí�íîé ñòðóêòóðû, îíà òðåáóåò îòäåëüíîãî ðåøåíèÿ.Â áîëüøèíñòâå ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ àêóñòèêå �î�íîííûõ êðèñòàëëîâ, àíàëèçèðóåòñÿ òîëüêî ïîëîæå�íèå ïîëíûõ çàïðåùåííûõ çîí. Äëÿ äâóìåðíûõ ñëó�÷àåâ, êîãäà ìîäû ÷àñòè÷íî ìîæíî ðàçäåëèòü àíàëè�òè÷åñêè, èíîãäà âûäåëÿþò äèñïåðñèîííûå äèàãðàì�ìû ìîä ñ âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà ñìå�ùåíèÿ è ñ ãîðèçîíòàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà

ñìåùåíèÿ. Âñòðå÷àþòñÿ ðàáîòû, â êîòîðûõ ìîäûðàçäåëÿþòñÿ ïî àíàëîãèè ñ îïòèêîé [15℄. Â çàäà÷å îï�òèêè ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ðàñïàäàåòñÿ íàíåçàâèñèìûå ïîäñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ îòäåëüíûõìîä. Â òàêîì ñëó÷àå äèñïåðñèîííûå êðèâûå ñëåäó�åò ðàçäåëèòü òîëüêî ïî çîíàì Áðèëëþýíà. Êðèâûå,ïðèíàäëåæàùèå ðàçíûì çîíàì Áðèëëþýíà, íå ìîãóòïåðåñåêàòüñÿ, ïîýòîìó äëÿ ðàçäåëåíèÿ òàêèõ ìîä äî�ñòàòî÷íî ñîðòèðîâêè ðåøåíèÿ (ñîáñòâåííûõ ÷èñåë).Ê ñîæàëåíèþ, â îáùåì ñëó÷àå, êàê áûëî ïîêàçàíîðàíüøå, ïî àíàëîãèè ñ îïòèêîé óðàâíåíèÿ àêóñòèêèíå ðàñïàäàþòñÿ è ïîñ÷èòàòü âñå ìîäû ïî îòäåëüíî�ñòè íåâîçìîæíî. Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò ðàçäåëÿòüïîëó÷åííîå ðåøåíèå è ïî ïðèíàäëåæíîñòè ê îïðåäå�ëåííîìó òèïó ìîä. Àëãîðèòì ñîðòèðîâêè ðåøåíèÿòóò íåïðèìåíèì, òàê êàê äèñïåðñèîííûå êðèâûå äëÿðàçíûõ òèïîâ ìîä ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ìåæäó ñîáîé.Â óïîìÿíóòûõ âûøå ÷àñòíûõ äâóìåðíûõ ñëó÷àÿõçàäà÷à óïðîùàåòñÿ è íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü ìåæäóñîáîé ðåøåíèÿ òîëüêî äëÿ äâóõ ãîðèçîíòàëüíûõ îáú�åìíûõ ìîä.Ìîæíî ïðåäëîæèòü äâà ñïîñîáà ðàçäåëåíèÿ ðå�øåíèé ïî òèïàì ìîä:1) àíàëèç íîðìàëè âåêòîðà ñìåùåíèÿ ïî îòíîøå�íèþ ê âîëíîâîìó âåêòîðó;2) àíàëèç âòîðîé ïðîèçâîäíîé äèñïåðñèîííîéêðèâîé.Îïèøåì äåòàëüíåå îñíîâîïîëàãàþùèå èäåè ïðåä�ëîæåííûõ íàìè ìåòîäîâ. Ïåðâûé èç ïðåäëîæåííûõìåòîäîâ îñíîâàí íà àíàëèçå êîí�èãóðàöèè àêóñòè�÷åñêîãî ïîëÿ. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå÷èñëà (7) ïî àíàëîãèè ñ îïòèêîé ñîáñòâåííûå âåê�òîðû îáû÷íî îòáðàñûâàþòñÿ êàê íå íåñóùèå íèêà�êîé âñïîìîãàòåëüíîé èí�îðìàöèè (çà èñêëþ÷åíèåìñëó÷àÿ, êîãäà íåîáõîäèìî âèçóàëèçèðîâàòü àêóñòè�÷åñêîå ïîëå). Ñîáñòâåííûå âåêòîðû â äàííîì êëàñ�ñå çàäà÷ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîæåñòâî èç êîý��è�öèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïî ïëîñêèì âîëíàì àìïëèòóäûâåêòîðà ñìåùåíèÿ (6). Ôàêòè÷åñêè, ìåòîä PWE âÿâíîì âèäå äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü è ïðîàíàëè�çèðîâàòü âåêòîð ñìåùåíèÿ. Ïîäñ÷èòàâ ñóììó ÷ëåíîâðÿäà Ôóðüå â îïðåäåëåííîé òî÷êå ìîæíî ïîëó÷èòü âÿâíîì âèäå àìïëèòóäó âåêòîðà ñìåùåíèÿ. Íàèáîëååèíòåðåñíîé äëÿ àíàëèçà êîí�èãóðàöèè ïîëÿ ÿâëÿåò�ñÿ òî÷êà íà÷àëà êîîðäèíàò (0,0,0). Â ýòîì ñëó÷àå íà�õîæäåíèå âåêòîðà ñìåùåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ñóììå âñåõêîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿu(0) =XG u(G): (9)Â îòëè÷èå îò èçîòðîïíûõ ñðåä â îáùåì ñëó÷àåâ êðèñòàëëàõ íè îäíà èç òðåõ âîëí, èìåþùèõ çà�918
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�èñ. 2. Ñîåäèíåíèå òî÷åê äèñïåðñèîííîé êðèâîé ïîìèíèìóìó âòîðîé ïðîèçâîäíîéäàííóþ âîëíîâóþ íîðìàëü n, íå ÿâëÿåòñÿ íè ÷èñòîïðîäîëüíîé, íè ÷èñòî ïîïåðå÷íîé. Äëÿ ÷èñòî ïðî�äîëüíîé âîëíû âåêòîð ñìåùåíèÿ u äîëæåí óäîâëå�òâîðÿòü óñëîâèþ u� n = 0; (10)à äëÿ ÷èñòî ïîïåðå÷íîé � óñëîâèþu � n = 0: (11)Â àíèçîòðîïíûõ êðèñòàëëàõ æå äëÿ ïîäàâëÿþùå�ãî áîëüøèíñòâà íàïðàâëåíèé n âûïîëíÿþòñÿ óñëî�âèÿ u � n 6= 0 è u � n 6= 0. Îäíàêî â ëþáîì ñëó÷àåîäíà èç òðåõ âîëí áóäåò èìåòü âåêòîð ñìåùåíèÿ, îá�ðàçóþùèé íàèìåíüøèé óãîë ñ âîëíîâîé íîðìàëüþïî ñðàâíåíèþ ñ âåêòîðàìè ñìåùåíèÿ äâóõ äðóãèõâîëí. Òàêæå ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðà ñìåùåíèÿ (9)ìîæíî îïðåäåëèòü ïîëÿðèçàöèþ ïîïåðå÷íûõ ìîä.Âòîðîé èç ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ ðàçäåëåíèÿìîä ïðåäëàãàåò èñïîëüçîâàòü âòîðóþ ïðîèçâîäíóþäèñïåðñèîííîé êðèâîé äëÿ àíàëèçà òî÷åê ïåðåñå÷å�íèÿ äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ. Çíà÷åíèå ïåðâîé ïðî�èçâîäíîé äàåò óãîë íàêëîíà äèñïåðñèîííîé êðèâîé.Ïðè âûáîðå ñëåäóþùåé òî÷êè íà äèñïåðñèîííîéêðèâîé ïðåäëàãàåòñÿ áðàòü òî÷êó, äëÿ êîòîðîé èç�ëîì äèñïåðñèîííîé êðèâîé áóäåò ìèíèìàëüíûì, ò. å.ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì âòîðîé ïðîèçâîäíîé
00(k) = limh!0 
(k + h)� 2
(k) + 
(k � h)h2 ; (12)ãäå h � øàã ðàñ÷åòà äèñïåðñèîííîé êðèâîé ïî âîë�íîâîìó âåêòîðó.�àáîòà äàííîãî ìåòîäà ïðîèëëþñòðèðîâàíà íàðèñ. 2. Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû ó÷àñòêè äèñ�ïåðñèîííûõ êðèâûõ, ïîëó÷åííûå ïðè ïðåäûäóùåé

èòåðàöèè. Øòðèõîâûìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíû ïðåä�ïîëàãàåìûå ïðîäîëæåíèÿ äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ A,B è C.×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî ìåòîääàåò õîðîøèå ðåçóëüòàòû íà ó÷àñòêàõ, ãäå äèñïåðñè�îííûå êðèâûå ïåðåñåêàþòñÿ. Îäíàêî ìîæåò òðåáî�âàòüñÿ äîïîëíèòåëüíûé àíàëèç â òî÷êàõ ñîïðèêîñ�íîâåíèÿ äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ. Ïðåèìóùåñòâîìäàííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè. Íàîñíîâíîé âîïðîñ, êàêîé èìåííî ìîäå ïðèíàäëåæèòäàííàÿ òî÷êà äèñïåðñèîííîé êðèâîé, ýòîò ìåòîä îò�âåòà íå äàåò. Ïðèíàäëåæíîñòü äèñïåðñèîííîé êðè�âîé òîé èëè èíîé ìîäå ìîæíî ïðåäïîëîæèòü íà îñíî�âå çíàíèé ïðî ñêîðîñòü çâóêà â îäíîðîäíîé ñðåäåìàòðèöû. Íàïðèìåð, â òâåðäûõ òåëàõ ÷àùå âñåãîñêîðîñòü ïðîäîëüíîãî çâóêà áîëüøå ñêîðîñòè ïîïå�ðå÷íîãî, ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïðîäîëüíîé ìîäû äèñ�ïåðñèîííàÿ êðèâàÿ áóäåò âûøå. Ñëåäîâàòåëüíî, íàðèñ. 2 êðèâàÿ A ïðèíàäëåæèò ïðîäîëüíîé ìîäå âïåðâîé çîíå Áðèëëþýíà, à êðèâûå B è C � ïîïåðå÷�íûì ìîäàì âî âòîðîé çîíå Áðèëëþýíà.
4. �ÀÇÄÅËÅÍÈÅ ÌÎÄ ÍÀ Ï�ÈÌÅ�ÅÄÂÓÌÅ�ÍÎÉ ÔÎÍÎÍÍÎÉ ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÛÄëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ ðåøåíèå äàííîé çàäà�÷è ïðàêòè÷åñêè àíàëîãè÷íî, êàê è äëÿ äâóìåðíîéñòðóêòóðû. Äîïîëíèòåëüíûå çàòðóäíåíèÿ â òðåõ�ìåðíîì ñëó÷àå ìîãóò âîçíèêíóòü òîëüêî ïðè îïðåäå�ëåíèè ïîëÿðèçàöèè ïîïåðå÷íûõ ìîä â ñâÿçè ñî ñëîæ�íîé �îðìîé êîíòóðà íåâûðîæäåííîé çîíû Áðèëëþ�ýíà. Ïîýòîìó ïîïðîáóåì ðåøèòü çàäà÷ó ðàçäåëåíèÿðåøåíèé äëÿ áîëåå ïðîñòîé äâóìåðíîé �îíîííîéñòðóêòóðû.�àññìîòðèì äâóìåðíóþ �îíîííóþ ñòðóêòóðó, âêîòîðîé àêóñòè÷åñêàÿ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ âîë�íîâûì âåêòîðîì k â ïëîñêîñòè xy. Ïðè òàêèõ óñëî�âèÿõ â àíèçîòðîïíîé ñðåäå ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòü�ñÿ òðè îáúåìíûõ âîëíîâûõ ìîäû: äâå êâàçèïîïåðå÷�íûõ (SV � ñ âåðòèêàëüíîé ïîëÿðèçàöèåé, SH � ñãîðèçîíòàëüíîé ïîëÿðèçàöèåé) è îäíà êâàçèïðîäîëü�íàÿ (L).Åñëè â âûðàæåíèè (6) ïðèíÿòü êîìïîíåíòó âîë�íîâîãî âåêòîðà kz = 0, òî äëÿ èçîòðîïíûõ êðèñòàë�ëîâ è êðèñòàëëîâ ñ îðòîðîìáè÷åñêîé è âûøå ñèììåò�ðèåé (íàïðèìåð, êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ) óðàâíåíèå(7) ïðèìåò ñëåäóþùèé óïðîùåííûé âèä:919
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2�(G0 �G)Eu(G) ��0B� M11(G0;G) M12(G0;G) 0M21(G0;G) M22(G0;G) 00 0 M33(G0;G) 1CA�� u(G) = 0: (13)Ýòî ïîçâîëÿåò àíàëèòè÷åñêè ðàçäåëèòü ìîäû èçàïèñàòü äëÿ íèõ óðàâíåíèÿ ïî îòäåëüíîñòè. Äëÿïðîäîëüíîé ìîäû L è ãîðèçîíòàëüíîé êâàçèïîïåðå÷�íîé ìîäû SH óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä
2�(G0 �G) 1 00 1 ! u1(G)u2(G) !�� M11(G0;G) M12(G0;G)M21(G0;G) M22(G0;G) !�� u1(G)u2(G) ! = 0: (14)Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ âåðòèêàëüíîé êâàçèïîïåðå÷�íîé ìîäû SV ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:
2�(G0 �G)u3(G)�M33(G0;G)u3(G) = 0: (15)Â ñëó÷àå ñèììåòðèè ìàòåðèàëîâ, èç êîòîðûõ ñ�îð�ìèðîâàí �îíîííûé êðèñòàëë, íèæå îðòîðîìáè÷å�ñêîé âîëíîâîå óðàâíåíèå íå ðàñïàäàåòñÿ. Òàêæåóðàâíåíèå íå ðàñïàäàåòñÿ äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿïðè kz 6= 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðîñòðàíåíèþ âîëíâ ñòðóêòóðå ïîä óãëîì ê ïëîñêîñòè xy.Ñðàâíèì è ïðîàíàëèçèðóåì ý��åêòèâíîñòü ïðåä�ëîæåííûõ ìåòîäîâ íà ñàìîì ïðîñòîì ïðèìåðå äâó�ìåðíîãî �îíîííîãî êðèñòàëëà ñ êâàäðàòíîé ðå�øåòêîé (ðèñ. 3à). Îñîáåííîñòüþ òàêîé ñòðóêòóðûÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïîëíîé çàïðåùåííîé çîíû èâîçìîæíîñòü àíàëèòè÷åñêè âûäåëèòü ìîäó ñ âåð�òèêàëüíîé ïîëÿðèçàöèåé. �àññìàòðèâàåìûé �îíîí�íûé êðèñòàëë ñ�îðìèðîâàí â êðåìíèè â âèäå öè�ëèíäðè÷åñêèõ ñòåðæíåé èç ïëàâëåíîãî êâàðöà SiO2.Íåâûðîæäåííàÿ çîíà Áðèëëþýíà [2℄ ïðèíèìàåò âèäòðåóãîëüíèêà (�ÕÌ íà ðèñ. 3á ).�àññìîòðèì êîí�èãóðàöèþ àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿäëÿ ðàçíûõ ìîä â ïåðâîé çîíå Áðèëëþýíà. Ñëåäó�åò îòäåëüíî âûäåëèòü òî÷êè ñèììåòðèè X è M, àòàêæå ïðîìåæóòî÷íóþ òî÷êó ïîñðåäèíå îòðåçêà XM(ðèñ. 4). Äëÿ àíàëèçà óäîáíî èçîáðàçèòü ðàñïðåäå�ëåíèå êîìïîíåíò ïîëÿ íå îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû êî�îðäèíàò �îíîííîãî êðèñòàëëà, à ðàçëîæèòü ïîëåíà ïðîäîëüíóþ è ïîïåðå÷íóþ ñîñòàâëÿþùèå îòíîñè�òåëüíî âîëíîâîãî âåêòîðà.
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�èñ. 3. Äâóìåðíàÿ êâàäðàòíàÿ ðåøåòêà �îíîííî-ãî êðèñòàëëà (a), ïåðâàÿ çîíà Áðèëëþýíà äëÿ ýòîéðåøåòêè (á )
Ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ÷èñòûõ íà�ïðàâëåíèé X è M ìîäû ñîõðàíÿþò ñâîé ÿâíî âûðà�æåííûé ïðîäîëüíûé èëè ïîïåðå÷íûé õàðàêòåð. Èíà�÷å äåëî îáñòîèò íà îòðåçêå XM. Íà ðèñ. 4à,á ïðèâå�äåíû êîí�èãóðàöèè ïîëÿ ñîñòàâëÿþùèõ êâàçèïîïå�ðå÷íîé ìîäû SH, à íà ðèñ. 4â,ã � êâàçèïðîäîëüíîéìîäû L íà ýòîì íåîäíîçíà÷íîì ó÷àñòêå. Àìïëèòóäûïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé ñîñòàâëÿþùèõ äëÿ ìîä SHè L ñòàíîâÿòñÿ ñîèçìåðèìûìè (ðèñ. 4). Êàê âèäíî èçïðèâåäåííûõ êàðòèí ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ, íà ýòîìó÷àñòêå ïðîèñõîäèò âûðîæäåíèå è ïî êîí�èãóðàöèèïîëÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü òèï ìîäû ñòàíîâèòñÿïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Ïðè àíàëèçå äèñïåðñèîí�íûõ êðèâûõ ýòî ïðèâîäèò ê ñêà÷êàì ñ îäíîé äèñïåð�ñèîííîé âåòâè íà äðóãóþ â îïðåäåëåííûõ òî÷êàõ íàíåîäíîçíà÷íîì ó÷àñòêå. Êàê òîëüêî íåîäíîçíà÷íûéó÷àñòîê çàêàí÷èâàåòñÿ, ñêà÷êè èñ÷åçàþò.920
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�èñ. 4. �àñïðåäåëåíèå ïîëÿ ãîðèçîíòàëüíûõ ìîä íà îòðåçêå XMÄèñïåðñèîííûå êðèâûå, ïîñòðîåííûå ïî àíàëèçóâòîðîé ïðîèçâîäíîé, êàê è îæèäàëîñü, îñîáî íå îò�ëè÷àþòñÿ îò ïîñòðîåííûõ ìåòîäîì àíàëèçà âåêòîðàñìåùåíèÿ. Ìåòîä íå ïðèâîäèò ê îøèáêàì, çà èñêëþ�÷åíèåì ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ñîïðèêîñíîâåíèÿ äèñïåðñè�îííûõ êðèâûõ. Â òàêèõ òî÷êàõ âîçìîæåí îøèáî÷�íûé ïåðåõîä íà ÷óæóþ äèñïåðñèîííóþ âåòâü.Âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíûé ðåçóëüòàò ìîæíîïîëó÷èòü, ñêîìáèíèðîâàâ îáà ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ðå�øåíèé ïî ìîäàì. Íà ó÷àñòêàõ, ãäå îäíîçíà÷íî ìîæ�íî îïðåäåëèòü òèï ìîäû ïî ïîëþ, ïðèìåíÿëñÿ ïåð�âûé ìåòîä � ìåòîä àíàëèçà âåêòîðà ñìåùåíèÿ. Íà

îòðåçêå XM ïðè íåâîçìîæíîñòè ïðîàíàëèçèðîâàòüêîí�èãóðàöèþ ïîëÿ âûáèðàëàñü íàèáîëåå âåðîÿò�íàÿ òî÷êà ïî ìèíèìóìó âòîðîé ïðîèçâîäíîé äèñïåð�ñèîííîé êðèâîé (âòîðîé ìåòîä). Ïðèìåð ðåçóëüòà�òà ðàáîòû ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà äëÿ îïèñàííîéâûøå ïðîñòîé äâóìåðíîé ñòðóêòóðû ïðåäñòàâëåí íàðèñ. 5. Ïðè ðàñ÷åòå èñïîëüçîâàëîñü ðàçëîæåíèå íà1089 ïëîñêèõ âîëí.5. ÂÛÂÎÄÛÏðåäëîæåííàÿ �îðìà çàïèñè äèñïåðñèîííîé çà�äà÷è ïîçâîëÿåò ëåãêî ïðîàíàëèçèðîâàòü çîííóþ921
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�èñ. 5. Äèñïåðñèîííàÿ äèàãðàììà äâóìåðíîãî �î-íîííîãî êðèñòàëëà ñ ðàçäåëåííûìè ìîäàìèñòðóêòóðó �îíîííûõ êðèñòàëëîâ ëþáîé ðàçìåðíî�ñòè è êîí�èãóðàöèè, îáðàçîâàííûõ â àíèçîòðîïíûõìàòåðèàëàõ. Ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèÿàêóñòèêè íå ðàñïàäàþòñÿ íà íåçàâèñèìûå ïîäñèñòå�ìû, âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíàÿ çàäà÷à î ðàçäåëåíèèðåøåíèé ïî ìîäàì (âåòâÿì). Â òðåõìåðíîì ñëó÷àåïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàçäåëåíèÿ ìîä áîëåå ñëîæíàÿ,îäíàêî ñîõðàíÿåòñÿ ïðÿìàÿ àíàëîãèÿ ñ äâóìåðíûìñëó÷àåì. Ïîýòîìó áûë ïðîâåäåí àíàëèç ðåøåíèé íàïðèìåðå äâóìåðíîé ñòðóêòóðû. Áîëåå òîãî, äëÿ äâó�ìåðíûõ ñèñòåì ñóùåñòâóþò óñëîâèÿ, êîãäà íåêîòî�ðûå ýëåìåíòû ìàòðèöûM(G0;G) ñòàíîâÿòñÿ ðàâíû�ìè íóëþ è ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàñïàäàåòñÿ íà äâåíåçàâèñèìûõ ïîäñèñòåìû. Â ðåçóëüòàòå àíàëèòè÷å�ñêè îòäåëÿåòñÿ ïîïåðå÷íàÿ ìîäà ñ âåðòèêàëüíîé ïî�ëÿðèçàöèåé.Îáà ïðåäëîæåííûõ ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ äèñïåðñè�îííûõ êðèâûõ èìåþò ñâîè îãðàíè÷åíèÿ. Àíàëèç âè�äà àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëå�íèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà íå âñåãäà ïîçâîëÿåò îïðåäå�ëèòü ìîäó ïî ïðÿìîìó ïðèçíàêó ïðîäîëüíîñòè èëèïîïåðå÷íîñòè åå àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ. Îäíàêî â ñëó�÷àå ñîâïàäåíèÿ íàïðàâëåíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà ñíàïðàâëåíèåì ñèììåòðèè �îíîííîãî êðèñòàëëà ïîïðåäëîæåííîé ìåòîäèêå ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäå�ëèòü, êàêîé èç ìîä ïðèíàäëåæèò òî÷êà íà äàííîéäèñïåðñèîííîé êðèâîé.Àíàëèç àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ ìîæåò áûòü îøèáî÷�íûì è ïðèâîäèòü ê ñêà÷êàì â ñëó÷àå âûðîæäåíèÿ ïî�ëÿ ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè óïðóãèõ âîëí âäîëü íàïðàâ�ëåíèé, êîòîðûå íå ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëåíèÿìè ñèì�ìåòðèè �îíîííîãî êðèñòàëëà. Àíàëèç âòîðîé ïðî�

èçâîäíîé ïîìîãàåò èçáåæàòü îøèáêè â òî÷êàõ ïåðå�ñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ, îäíàêîèíîãäà îøèáêà ïîÿâëÿåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà êðèâûåñîïðèêàñàþòñÿ. Ïîýòîìó áûëî ïðåäëîæåíî çà îñíîâóâçÿòü ìåòîä àíàëèçà àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ, à íà ó÷àñò�êàõ, ãäå âîçíèêàåò íåîïðåäåëåííîñòü, àíàëèçèðîâàòüâòîðóþ ïðîèçâîäíóþ.Ê ñîæàëåíèþ, îäíîçíà÷íî ðàçäåëèòü ðåøåíèÿ çà�äà÷è íà âñåì ó÷àñòêå äèñïåðñèîííîé êðèâîé íåâîç�ìîæíî. Íî, òåì íå ìåíåå, ïðåäëîæåííûå ìåòîäûïîìîãàþò ñâåñòè ê ìèíèìóìó âðåìÿ íà ïîñòðîåíèåè àíàëèç ïîëó÷åííûõ äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ. Åùåáîëüøå äàííàÿ çàäà÷à óñëîæíÿåòñÿ ïðè íèçêîé ñèì�ìåòðèè ìàòåðèàëîâ, �îðìèðóþùèõ �îòîííûé êðè�ñòàëë, è ïðè ïåðåõîäå ê òðåõìåðíîìó ñëó÷àþ.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅM11(G0;G) = (k+G)��0B� C11(G0 �G) C61(G0 �G) C51(G0 �G)C16(G0 �G) C66(G0 �G) C56(G0 �G)C15(G0 �G) C65(G0 �G) C55(G0 �G) 1CA�� (k+G0)T ;M12(G0;G) = (k+G)��0B� C16(G0 �G) C66(G0 �G) C56(G0 �G)C12(G0 �G) C62(G0 �G) C52(G0 �G)C14(G0 �G) C64(G0 �G) C54(G0 �G) 1CA�� (k+G0)T ;M13(G0;G) = (k+G)��0B� C15(G0 �G) C65(G0 �G) C55(G0 �G)C14(G0 �G) C64(G0 �G) C54(G0 �G)C13(G0 �G) C63(G0 �G) C53(G0 �G) 1CA�� (k+G0)T ;M21(G0;G) = (k+G)��0B� C61(G0 �G) C21(G0 �G) C41(G0 �G)C66(G0 �G) C26(G0 �G) C46(G0 �G)C65(G0 �G) C25(G0 �G) C45(G0 �G) 1CA�� (k+G0)T ;922



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 5, 2011 Àíàëèç äèñïåðñèîííûõ õàðàêòåðèñòèê : : :M22(G0;G) = (k+G)��0B� C66(G0 �G) C26(G0 �G) C46(G0 �G)C62(G0 �G) C22(G0 �G) C42(G0 �G)C64(G0 �G) C24(G0 �G) C44(G0 �G) 1CA�� (k+G0)T ;M23(G0;G) = (k+G)��0B� C65(G0 �G) C25(G0 �G) C45(G0 �G)C64(G0 �G) C24(G0 �G) C44(G0 �G)C63(G0 �G) C23(G0 �G) C43(G0 �G) 1CA�� (k+G0)T ;M31(G0;G) = (k+G)��0B� C51(G0 �G) C41(G0 �G) C31(G0 �G)C56(G0 �G) C46(G0 �G) C36(G0 �G)C55(G0 �G) C45(G0 �G) C35(G0 �G) 1CA�� (k+G0)T ;M32(G0;G) = (k+G)��0B� C56(G0 �G) C46(G0 �G) C36(G0 �G)C52(G0 �G) C42(G0 �G) C32(G0 �G)C54(G0 �G) C44(G0 �G) C34(G0 �G) 1CA�� (k+G0)T ;M33(G0;G) = (k+G)��0B� C55(G0 �G) C45(G0 �G) C35(G0 �G)C54(G0 �G) C44(G0 �G) C34(G0 �G)C53(G0 �G) C43(G0 �G) C33(G0 �G) 1CA�� (k+G0)T :ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. J. D. Joannopoulos, Photoni
 Crystals: Molding theFlow of Light, Prin
eton Univ. Press (2008).2. K. Sakoda, Opti
al Properties of Photoni
 Crystals,Springer (2001).3. K. Yasumoto, Ele
tromagneti
 Theory and Appli
a-tions for Photoni
 Crystals, CRC Press (2006).4. J.-M. Lourtioz, Photoni
 Crystals. Towards Nanos
alePhotoni
 Devi
es, Springer, Berlin (2008).

5. M. S. Kushwaha, P. Halevi, L. Dobrzynski, and B. Dja-fari-Rouhani, Phys. Rev. Lett. 71, 2022 (1993).6. M. S. Kushwaha, P. Halevi, G. Martinez, L. Dobrzyn-ski, and B. Djafari-Rouhani, Phys. Rev. B 49, 2313(1994).7. M. Kafesaki and E. N. E
onomou, Phys. Rev. B 60,11993 (1999).8. I. E. Psarobas and N. Stefanou, Phys. Rev. B 62, 278(2000).9. Zhengyou Liu, C. T. Chan, and Ping Sheng, Phys. Rev.B 62, 2446 (2000).10. Jun Mei, Zhengyou Liu, Jing Shi, and De
heng Tian,Phys. Rev. B 67, 245107 (2003).11. D. Gari
a-Pablos, M. Sigalas, F. R. Montero de Espi-nosa, M. Kafesaki, and N. Gar
ia, Phys. Rev. Lett. 84,4349 (2000).12. Y. Tanaka and S. Tamura, Phys. Rev. B 58, 7958,1998.13. Y. Tanaka, Y. Tomoyasu, and S. Tamura, Phys. Rev.B 62, 7387 (2000).14. Tsung-Tsong Wu, Zi-Gui Huang, and S. Lin, Phys.Rev. B 69, 094301 (2004).15. Ç. À. Ïÿòàêîâà, �. Â. Áåëîêîïûòîâ, Âåñòíèê Ì�Ó,�èçèêà, àñòðîí., � 3, ñ. 46 (2009).16. Hua Ma, Shaobo Qu, and Zhuo Xu, J. Appl. Phys.103, 104904 (2008).17. Â. È. Áàëàêøèé, Â. Í. Ïàðûãèí, Ë. Å. ×èðêîâ,Ôèçè÷åñêèå îñíîâû àêóñòîîïòèêè, �àäèî è ñâÿçü,Ìîñêâà (1985).18. L. N. Magdi
h and V. Ya. Mol
hanov, A
ousto-Opti
Devi
es and Their Appli
ations, Gordon and Brea
h,New York (1989).19. A. Taflove, Computational Ele
trodynami
s: The Fi-nite-Differen
e Time-Domain Method, Arte
h House,Norwood (1995).20. D. M. Sullivan, Ele
tromagneti
 Simulation Using theFDTD Method, IEEE Press (2000).21. Ë. Ä. Ëàíäàó, Å. Ì. Ëè�øèö, Òåîðåòè÷åñêàÿ �èçè�êà, ò. VII, Íàóêà, Ìîñêâà (1987).22. Â. À. Êðàñèëüíèêîâ, Â. Â. Êðûëîâ, Ââåäåíèå â �è�çè÷åñêóþ àêóñòèêó, Íàóêà, Ìîñêâà (1984).23. B. A. Auld, A
ousti
 Fields and Waves in Solids,Vol. 1, J. Wiley & Sons (1973).24. Ë. Ì. Áðåõîâñêèõ, Î. À. �îäèí, Àêóñòèêà ñëîèñòûõñðåä, Íàóêà, Ìîñêâà (1989).923


