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ÂÛÍÓÆÄÅÍÍÛÅ Ï�ÎÖÅÑÑÛ ÂÒÎ�Î�Î ÏÎ�ßÄÊÀÏ�È ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÈ ÏÓ×ÊÀ ÁÅÑÑÏÈÍÎÂÛÕÊÂÀÍÒÎÂÛÕ ×ÀÑÒÈÖ Ñ ÑÀÌÎÑÎ�ËÀÑÎÂÀÍÍÛÌÝËÅÊÒ�ÎÌÀ�ÍÈÒÍÛÌ ÏÎËÅÌÌ. Â. Êóçåëåâ *Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà119992, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 27 àïðåëÿ 2010 ã.�àçâèòà êâàíòîâàÿ íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ ñàìîñîãëàñîâàííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëíñ ïó÷êîì èëè ãàçîì áåññïèíîâûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Èññëåäîâàíû ý��åêòû âûíóæäåííîãî êîìïòîíîâ-ñêîãî ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí è âûíóæäåííîãî ðîæäåíèÿ ïàð (àííèãèëÿöèè) ÷àñòèö è àíòè÷à-ñòèö ïðè ñòîëêíîâåíèè äâóõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ êâàíòîâ. �àññìîòðåíû è äðóãèå âûíóæäåííûå ïðîöåññû,âîçìîæíûå òîëüêî ïðè íàëè÷èè ñðåäû, çàìåäëÿþùåé ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû. Ïîêàçàíà ñâÿçü èññëå-äîâàííûõ âûíóæäåííûõ ïðîöåññîâ ñ ðàçëè÷íûìè íåóñòîé÷èâîñòÿìè, ðàññìàòðèâàåìûìè â êëàññè÷åñêîéýëåêòðîäèíàìèêå ïëàçìû è ïëàçìîïîäîáíûõ ñðåä.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ îñíîâå ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé òåîðèè çàðÿ�æåííûõ áåññïèíîâûõ ÷àñòèö ëåæèò âîëíîâîå óðàâíå�íèå Êëåéíà ��îðäîíà [1℄. Åñëè íàëè÷èå ñïèíà íå ñó�ùåñòâåííî, òî ýòî æå óðàâíåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòüâ ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé òåîðèè ýëåêòðîíà. Òàê,â ðàáîòàõ [2; 3℄ ðàçâèòà ñàìîñîãëàñîâàííàÿ êâàíòî�âàÿ òåîðèÿ âûíóæäåííîãî ÷åðåíêîâñêîãî èçëó÷åíèÿðåëÿòèâèñòñêîãî ïó÷êà ýëåêòðîíîâ â ïëàçìå (èçëó�÷åíèå ïðîäîëüíûõ âîëí) è â èçîòðîïíîé äèýëåêòðè�÷åñêîé ñðåäå (èçëó÷åíèå ïîïåðå÷íûõ âîëí), îñíîâàí�íàÿ èìåííî íà óðàâíåíèè Êëåéíà ��îðäîíà. Èñïîëü�çîâàííûé â óêàçàííûõ ðàáîòàõ ïîäõîä àíàëîãè÷åíïðèíÿòîìó â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå ïëàç�ìû ïîäõîäó, îñíîâàííîìó íà êèíåòè÷åñêîì óðàâíå�íèè Âëàñîâà äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿæåí�íûõ ÷àñòèö â ñàìîñîãëàñîâàííîì ýëåêòðîìàãíèòíîìïîëå. Ôàêòè÷åñêè â ðàáîòàõ [2; 3℄ âìåñòî óðàâíåíèÿÂëàñîâà ðåøàëîñü êâàíòîâîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíå�íèå äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè ÷àñòèö [4; 5℄. Îáîñíî�âàíèå ìåòîäà ðàáîò [2; 3℄ è åãî èñïîëüçîâàíèå äëÿîïèñàíèÿ ðàâíîâåñíîé êâàíòîâîé ïëàçìû èìååòñÿ â*E-mail: kuzelev�mail.ru

ðàáîòå [6℄. Ýòèì æå ìåòîäîì â ðàáîòå [7℄ ïîñòðîå�íà êâàíòîâàÿ òåîðèÿ âûíóæäåííîãî êîìïòîíîâñêî�ãî ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íà ðåëÿòèâèñò�ñêîì ïó÷êå ÷àñòèö ñ íóëåâûì ñïèíîì. Íàñòîÿùàÿðàáîòà ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ ìåòîäîâ ðàáîòû [6℄ê ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé íåðàâíîâåñíîé ïëàçìåáåç ó÷åòà ñïèíà è îáîáùåíèþ ðàáîò [2; 3; 7℄ íà âûíó�æäåííûå ïðîöåññû âòîðîãî ïîðÿäêà (ò. å. êâàäðàòè÷�íûå ïî ïîëþ) ïðè âçàèìîäåéñòâèè ïó÷êîâ (èëè ãà�çà) ðåëÿòèâèñòñêèõ êâàíòîâûõ áåññïèíîâûõ ÷àñòèöñ ýëåêòðîìàãíèòíûìè âîëíàìè.Ïîä âûíóæäåííûìè ïðîöåññàìè ìû çäåñü, êàêè â ýëåêòðîäèíàìèêå ïëàçìû, ïîíèìàåì ïðîöåññû,ïðè êîòîðûõ ý��åêò ñ ó÷àñòèåì îäíèõ ÷àñòèö ñòè�ìóëèðóåò òàêîé æå ý��åêò ñ ó÷àñòèåì äðóãèõ ÷àñ�òèö, è â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò íåêîòîðàÿ íåóñòîé÷è�âîñòü [8; 9℄. Íàïðèìåð, ÷åðåíêîâñêîå èçëó÷åíèå îäíî�ãî ýëåêòðîíà ïó÷êà âûçûâàåò ÷åðåíêîâñêîå èçëó÷å�íèå äðóãèõ ýëåêòðîíîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê �àçèðîâêåýëåêòðîíîâ ïîëåì èçëó÷åíèÿ è ýêñïîíåíöèàëüíîìóíàðàñòàíèþ ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ, ò. å. ê íåóñòîé÷èâî�ñòè, íàçûâàåìîé îäíî÷àñòè÷íûì âûíóæäåííûì ý���åêòîì ×åðåíêîâà. ×èñëî ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèìå�ðîâ ìîæíî çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèòü [10; 11℄. Êâàíòî�âîìó îïèñàíèþ íåêîòîðûõ èç íèõ ïîñâÿùåíà íàñòî�ÿùàÿ ðàáîòà.384



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 2, 2011 Âûíóæäåííûå ïðîöåññû âòîðîãî ïîðÿäêà : : :2. ÎÁÙÈÅ ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß�ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÎ�Î ÏÓ×ÊÀÁÅÑÑÏÈÍÎÂÛÕ ×ÀÑÒÈÖ ÈÏÎÏÅ�Å×ÍÛÕ ÝËÅÊÒ�ÎÌÀ�ÍÈÒÍÛÕÂÎËÍ�àññìîòðèì âçàèìîäåéñòâèå ïó÷êà (èëè ãàçà) ìî�íîýíåðãåòè÷åñêèõ êâàíòîâûõ áåññïèíîâûõ ÷àñòèö ñïîïåðå÷íûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì. Ñëåäóÿ óêà�çàííûì âûøå ðàáîòàì [2; 3; 7℄, èñõîäèì èç ñëåäóþ�ùèõ óðàâíåíèé äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà A(t; r)ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è âîëíîâîé �óíêöèè  (r; t)÷àñòèöû:�A� 1
2 �2A�t2 = �4�
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(Ar) � e2A2 : (1)Çäåñü e è m � çàðÿä è ìàññà ÷àñòèöû. Íà÷àëüíîå(ò. å. â îòñóòñòâèå âîçìóùåíèé) ñîñòîÿíèå ÷àñòèöïó÷êà îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé âîëíîâîé �óíêöèåé: (t; r) = N exp(�i!0t+ ik0 � r);k0 = mu0
0~ ; !0 =rk20
2 + m2
4~2 = m
2
0~ ; (2)ãäå u0 � ñêîðîñòü ïó÷êà, 
0 = 1=p1� u20=
2 �ðåëÿòèâèñòñêèé �àêòîð ÷àñòèöû ïó÷êà, íîðìèðî�âî÷íûé ìíîæèòåëü ó âîëíîâîé �óíêöèè (2) åñòüN = pn0=
0, à n0 � íåâîçìóùåííàÿ ïëîòíîñòü÷àñòèö â ïó÷êå (â äàëüíåéøåì íîðìèðîâêà âîëíî�âîé �óíêöèè áóäåò óòî÷íåíà). Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ(2) ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì äëÿ óðàâíåíèÿÊëåéíà ��îðäîíà ñèñòåìû (1). Åñëè áû ÷àñòèöûïó÷êà èìåëè ðàçáðîñ ïî èìïóëüñàì, òî êâàíòîâîåîïèñàíèå óñëîæíèëîñü áû: ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿÊëåéíà ��îðäîíà ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (2) èìïóëüñmu0
 ÿâëÿëñÿ áû ñâîáîäíûì ïàðàìåòðîì, ïî êîòî�ðîìó, ñ ó÷åòîì �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïîèìïóëüñàì, â âûðàæåíèè äëÿ ïëîòíîñòè òîêà j ïðî�âîäèëîñü áû èíòåãðèðîâàíèå. Â íåðåëÿòèâèñòñêîìñëó÷àå òàêîå îïèñàíèå áûëî áû ïîëíîñòüþ ýêâèâà�ëåíòíî îïèñàíèþ ïðè ïîìîùè îäíî÷àñòè÷íîé ìàò�ðèöû ïëîòíîñòè [6℄.Çàìåòèì, ÷òî ïðè íàïèñàíèè ñèñòåìû (1) íåó÷òåí ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî�ëÿ. Ýòî îïðàâäàíî ïðè ðåçîíàíñíîì âçàèìîäåéñòâèèïó÷êà ìàëîé ïëîòíîñòè ñ ýëåêòðîìàãíèòíûìè âîëíà�ìè, êîãäà ïîëÿðèçàöèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ìà�

ëî âîçìóùàåòñÿ ïðîäîëüíûìè ïîëÿìè, âîçíèêàþùè�ìè ïðè ìîäóëÿöèè ïëîòíîñòè ïó÷êà ïîëåì [3; 7℄. Òà�êèì îáðàçîì, â ñèñòåìå (1) íå ó÷òåíà ïðîäîëüíàÿ(ïîòåíöèàëüíàÿ) ÷àñòü ñàìîñîãëàñîâàííîãî ýëåêòðî�ìàãíèòíîãî ïîëÿ.Íà÷íåì ñ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîéâîëíû íà ïó÷êå ÷àñòèö. Ïîýòîìó ïðåäñòàâèì âåêòîð�íûé ïîòåíöèàë A(t; r) â âèäå ñóììû ïîòåíöèàëîâ ïà�äàþùåé è ðàññåÿííîé ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí:A(t; r) = A1(t; r) +A2(t; r);A1;2(t; r) = 12 � ~A1;2(t) exp(ik1;2 � r) ++ ~A�1;2(t) exp(�ik1;2 � r)� ; (3)ãäå k1;2 � íåêîòîðûå âîëíîâûå âåêòîðû, êîòîðûåïîêà ñ÷èòàåì çàäàííûìè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ íà÷àëü�íûì óñëîâèåì (2) è ñî ñòðóêòóðîé óðàâíåíèÿ Êëåé�íà � �îðäîíà, âõîäÿùåãî â ñèñòåìó (1), âîëíîâóþ�óíêöèþ ÷àñòèöû çàïèñûâàåì â âèäå (t; r) = exp(ik0 � r) [H0(t) +H�1(t) �� exp(�ik1 � r) +H+1(t) exp(ik1 � r) ++H�2(t) exp(�ik2 � r) +H+2(t) exp(ik2 � r) ++M�(t) exp[�i(k1�k2)�r℄+M+(t) exp[i(k1�k2)�r℄++ P�(t) exp[�i(k1 + k2) � r℄ ++ P+(t) exp[i(k1 + k2) � r℄℄ : (4)Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ (4) ñîäåðæèò êàê ÷ëåíû, îáó�ñëîâëåííûå âçàèìîäåéñòâèåì ñ ëèíåéíûìè âîëíàìè(3), � ÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå H�1 è H�2, � òàêè ÷ëåíû, îáóñëîâëåííûå âçàèìîäåéñòâèåì ñ íåëèíåé�íîé âîëíîé áèåíèé A1 � A2, � ÷ëåíû, ïðîïîðöèî�íàëüíûå M� è P�. Ê ëèíåéíûì ïî ïîëþ âçàèìî�äåéñòâèÿì îòíîñèòñÿ âûíóæäåííûé ý��åêò ×åðåí�êîâà, êâàíòîâîå ðàññìîòðåíèå êîòîðîãî äàíî â ðàáî�òàõ [2; 3℄. Õîòÿ â âàêóóìå ý��åêò ×åðåíêîâà íåâîç�ìîæåí (óðàâíåíèå äëÿ A(t; r) â ñèñòåìå (1) çàïèñàíîäëÿ âàêóóìà), ìû ïîêà äëÿ îáùíîñòè íå ïðåíåáðåã�ëè â (4) ÷ëåíàìè, ïðîïîðöèîíàëüíûìèH�1 èH�2. Êíåëèíåéíûì (êâàäðàòè÷íûì) ïî ïîëþ ý��åêòàì îò�íîñÿòñÿ âûíóæäåííûé ý��åêò Êîìïòîíà [7℄, à òàê�æå íåêîòîðûå äðóãèå ý��åêòû, ðàññìàòðèâàåìûå âíàñòîÿùåé ðàáîòå. Ïåðâîî÷åðåäíîé çàäà÷åé ÿâëÿåò�ñÿ ïîëó÷åíèå èç îáùèõ óðàâíåíèé (1) ñèñòåìû óðàâ�íåíèé äëÿ àìïëèòóä M� è P� âîëíîâîé �óíêöèè.Ïðåäâàðèòåëüíî ïîÿñíèì ñìûñë ïðåäñòàâëåíèÿ (4)è âõîäÿùèõ â íåãî àìïëèòóä.Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (4) åñòü âîëíîâàÿ �óíêöèÿ(âîëíà äå Áðîéëÿ) ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â íåâîçìóùåí�íîì ñîñòîÿíèè. Ñëàãàåìûå, ïðîïîðöèîíàëüíûå H�112 ÆÝÒÔ, âûï. 2 385



Ì. Â. Êóçåëåâ ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 2, 2011(H�2), äàþò âîëíîâûå �óíêöèè ÷àñòèö, èñïóñòèâ�øèõ è ïîãëîòèâøèõ êâàíò ñâåòà ñ èìïóëüñîì ~k1(~k2). Ñëàãàåìûå, ïðîïîðöèîíàëüíûå M�, îïðåäå�ëÿþò âîëíîâûå �óíêöèè ÷àñòèö, èñïóñòèâøèõ è ïî�ãëîòèâøèõ ýëåêòðîìàãíèòíûé êâàíò ~(k1 � k2). Íà�êîíåö, ñëàãàåìûå, ïðîïîðöèîíàëüíûå P�, ÿâëÿþòñÿâîëíîâûìè �óíêöèÿìè ÷àñòèö, èñïóñòèâøèõ è ïî�ãëîòèâøèõ ýëåêòðîìàãíèòíûé êâàíò ~(k1+k2). ×èñ�ëà ÷àñòèö â ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíè�ÿõ îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè jH�1j2, jH�2j2, jM�j2è jP�j2, ò. å. óêàçàííûå âåëè÷èíû ñëåäóåò òðàêòî�âàòü êàê ÷èñëà çàïîëíåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî îòäåëüíûåñëàãàåìûå â âûðàæåíèè (4), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿ�þòñÿ âîëíàìè äå Áðîéëÿ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö: ÷òîáûáûòü âîëíàìè äå Áðîéëÿ, òðåáóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþ�ùàÿ çàâèñèìîñòü ýòèõ ñëàãàåìûõ îò âðåìåíè (àíàëî�ãè÷íàÿ âðåìåííîé çàâèñèìîñòè â (2)).Ïîäñòàíîâêà �óíêöèé (3) è (4) â ïåðâîå óðàâíå�íèå ñèñòåìû (1) è â âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè òîêàj ïîñëå âåñüìà ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé äàåò ñëåäó�þùèå óðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóä ýëåêòðîìàãíèòíûõâîëí: d2 ~A1;2dt2 + !21;2 ~A1;2 = 8�
~j1;2; (5)ãäå !21;2 = k21;2
2 � êâàäðàòû ÷àñòîò ïàäàþùåé èðàññåÿííîé âîëí. Çäåñü~j1 = e~2m �H�0H+1(2k0 + k1) +H0H��1(2k0 � k1) ++H��2M+(2k0+k1�2k2)+H+2M��(2k0�k1+2k2)++ H�+2P+(2k0+k1+2k2)+H�2P ��(2k0�k1�2k2)��� e22m
 h ~A1WH+~A�1(H+1H��1+M��P++M+P ��) ++ ~A2(H�2H��1 +H+1H�+2 +H0M�� +H�0M+) ++ ~A�2(H+2H��1 +H+1H��2 +H�0P+ +H0P ��)i ; (6a)~j2 = e~2m �H�0H+2(2k0 + k2) +H0H��2(2k0 � k2) ++H��1M�(2k0+k2�2k1)+H+1M�+(2k0�k2+2k1)++ H�+1P+(2k0+k2+2k1)+H�1P ��(2k0�k2�2k1)��� e22m
 h ~A2WH+~A�2(H+2H��2+M�+P++M�P ��) ++ ~A1(H�1H��2 +H+2H�+1 +H�0M� +H0M�+) ++ ~A�1(H+2H��1 +H+1H��2 +H�0P+ +H0P ��)i ; (6b)ãäåWH = H0H�0 +H�1H��1 +H�2H��2 +H+1H�+1 ++H+2H�+2 +M�M�� +M+M�+ + P�P �� + P+P �+:

Äàëåå, ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé (3) è (4) â óðàâ�íåíèå Êëåéíà ��îðäîíà ñèñòåìû (1) äàåò ñëåäóþùèåóðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóä âîëíîâûõ �óíêöèé:d2H0dt2 + !20H0 = e
~ �� h ~A1 � (k0 � k1)H�1 + ~A�1 � (k0 + k1)H+1 ++ ~A2 � (k0 � k2)H�2 + ~A�2 � (k0 + k2)H+2i�� e22~2 hWAH0 + ~A1 � ~A�2M� ++ ~A2 � ~A�1M+ + ~A1 � ~A2P� + ~A�1 � ~A�2P+i ; (7)d2H�1dt2 + !2�1H�1 = e
~ �� h ~A�1 � k0H0 + ~A�2 � (k0 � k1 + k2)M� ++ ~A2 � (k0 � k1 � k2)P�i�� e22~2 �WAH�1 + ~A�1 � ~A2H�2 ++ 12 ~A�1 � ~A�1H+1 + ~A�1 � ~A�2H+2� ; (8a)d2H+1dt2 + !2+1H+1 = e
~ �� h ~A1 � k0H0 + ~A2 � (k0 + k1 � k2)M+ ++ ~A�2 � (k0 + k1 + k2)P+i�� e22~2 �WAH+1 + ~A1 � ~A2H�2 ++ 12 ~A1 � ~A1H�1 + ~A1 � ~A�2H+2� ; (8b)d2H�2dt2 + !2�2H�2 = e
~ �� h ~A�2 � k0H0 + ~A�1 � (k0 + k1 � k2)M+ ++ ~A1 � (k0 � k1 � k2)P�i�� e22~2 �WAH�2 + ~A�2 � ~A1H�1 ++ 12 ~A�2 � ~A�2H+2 + ~A�2 � ~A�1H+1� ; (8
)386



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 2, 2011 Âûíóæäåííûå ïðîöåññû âòîðîãî ïîðÿäêà : : :d2H+2dt2 + !2+2H+2 = e
~ �� h ~A2 � k0H0 + ~A1 � (k0 � k1 + k2)M� ++ ~A�1 � (k0 + k1 + k2)P+i�� e22~2 �WAH+2 + ~A2 � ~A1H�1 ++ 12 ~A2 � ~A2H�2 + ~A2 � ~A�1H+1� ; (8d)d2M�dt2 + !2�1+2M� == e
~ h ~A2 � (k0 � k1)H�1 + ~A�1 � (k0 + k2)H+2i�� e22~2 �WAM� + ~A2 � ~A�1H0 + 12 ~A2 � ~A2P� ++ 12 ~A�1 � ~A�1P+� ; (9a)d2M+dt2 + !2+1�2M+ == e
~ h ~A1 � (k0 � k2)H�2 + ~A�2 � (k0 + k1)H+1i�� e22~2 �WAM+ + ~A1 � ~A�2H0 + 12 ~A1 � ~A1P� ++ 12 ~A�2 � ~A�2P+� ; (9b)d2P�dt2 + !2�1�2P� == e
~ h ~A�2 � (k0 � k1)H�1 + ~A�1 � (k0 � k2)H�2i�� e22~2 �WAP� + ~A�1 � ~A�2H0 + 12 ~A�2 � ~A�2M� ++ 12 ~A�1 � ~A�1M+� ; (10a)d2P+dt2 + !2+1+2P+ == e
~ h ~A2 � (k0 + k1)H+1 + ~A1 � (k0 + k2)H+2i�� e22~2 �WAP+ + ~A1 � ~A2H0 + 12 ~A1 � ~A1M� ++ 12 ~A2 � ~A2M+� : (10b)

Çäåñü WA = ~A1 � ~A�1 + ~A2 � ~A�2 è ââåäåíû ñëåäóþ�ùèå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû âîëí äå Áðîéëÿ ñâîáîä�íûõ ÷àñòèö ñ èìïóëüñàìè ~(k0 � k1), ~(k0 � k2),~[k0 � (k1 � k2)℄, ~[k0 � (k1 + k2)℄:!2�1 = (k0 � k1)2
2 + m2
4~2 ;!2�1+2 = (k0 � k1 + k2)2
2 + m2
4~2 ;!2+1 = (k0 + k1)2
2 + m2
4~2 ;!2+1�2 = (k0 + k1 � k2)2
2 + m2
4~2 ;!2�2 = (k0 � k2)2
2 + m2
4~2 ;!2�1�2 = (k0 � k1 � k2)2
2 + m2
4~2 ;!2+2 = (k0 + k2)2
2 + m2
4~2 ;!2+1+2 = (k0 + k1 + k2)2
2 + m2
4~2 :
(11)

Êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ (5)�(10) îïèñûâàþò âñå âîç�ìîæíûå ëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå ïî ïîëþ âçàèìî�äåéñòâèÿ ïó÷êà ÷àñòèö ñ ïîïåðå÷íûìè ýëåêòðîìàã�íèòíûìè âîëíàìè (2).3. Ó�ÀÂÍÅÍÈß �ÅÇÎÍÀÍÑÍÎ�ÎÍÅËÈÍÅÉÍÎ�Î ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈßÂÎËÍ ÄÅ Á�ÎÉËß ÈÝËÅÊÒ�ÎÌÀ�ÍÈÒÍÛÕ ÂÎËÍËåãêî âèäåòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (5), (7)�(10) ÿâëÿ�þòñÿ óðàâíåíèÿìè ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ ñ÷àñòîòàìè !1;2; !0; !�1; : : : (ñì. (11)). Åñëè ïðàâàÿ÷àñòü êàêîãî-ëèáî èç ýòèõ óðàâíåíèé èçìåíÿåòñÿ ñîäíîé èç ïåðå÷èñëåííûõ ÷àñòîò, òî ïðîèñõîäèò ðåçî�íàíñíîå âîçáóæäåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îñöèëëÿòî�ðà. Ïðè ýòîì â ñèñòåìå âîçáóæäàþòñÿ ñîáñòâåííûåâîëíû. Íàïðèìåð, åñëè ~A1(t) / exp(�i!1t), òî ñîá�ñòâåííîé ÿâëÿåòñÿ îäíà èç ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí;åñëè M�(t) / exp(�i!�1+2t), òî ñîáñòâåííîé âîë�íîé ÿâëÿåòñÿ âîëíà äå Áðîéëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöûñ èìïóëüñîì ~k0 � ~(k1 � k2) è ñ ýíåðãèåé ~!�1+2 èò. ä. Ïîñêîëüêó îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå óñëîâèéðåçîíàíñíîãî âîçáóæäåíèÿ âñåõ îñöèëëÿòîðîâ íåâîç�ìîæíî, íåêîòîðûìè èç àìïëèòóä â ðàçëîæåíèè (4) èóðàâíåíèÿõ (5)�(10) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ò. å. ìîæíî387 12*



Ì. Â. Êóçåëåâ ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 2, 2011ïðîñòî îòáðîñèòü íåêîòîðûå óðàâíåíèÿ. Âî-ïåðâûõ,èñêëþ÷àÿ èç ðàññìîòðåíèÿ ÷åðåíêîâñêîå èçëó÷åíèåè ïîãëîùåíèå, ïîëîæèì H�1 = 0 è H�2 = 0 (êâàíòî�âûé âûíóæäåííûé ý��åêò ×åðåíêîâà ïîäðîáíî ðàñ�ñìîòðåí â ðàáîòàõ [2; 3℄, à êðîìå òîãî, â âàêóóìå îíâîîáùå íåâîçìîæåí). Âî-âòîðûõ, áóäåì ðàññìàòðè�âàòü ðåçîíàíñíîå âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö ñ ýëåêòðî�ìàãíèòíîé âîëíîé áèåíèé, èìåþùåé âîëíîâîé âåê�òîð k1 � k2, à ïîòîìó ïîëàãàåì P� = 0. Çàìåòèì,÷òî ìîæíî áûëî áû ðàññìîòðåòü âîëíó áèåíèé ñ âîë�íîâûì âåêòîðîì k1+k2, ðåçóëüòàò â èòîãå ïîëó÷èë�ñÿ áû òîò æå. Âàæíî, ÷òî îäíîâðåìåííî îáå âîëíûáèåíèé ó÷èòûâàòü íå íóæíî, ïîñêîëüêó óñëîâèÿ ðå�çîíàíñà äëÿ íèõ îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû áûòü íåìîãóò.Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå, óïðîñòèì çàïèñàííûå âû�øå óðàâíåíèÿ (5)�(10). Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì îáîçíà�÷åíèÿk� = k0 � (k1 � k2); k+ = k0 + (k1 � k2) (12)è ïåðåïèøåì îáùåå âûðàæåíèå äëÿ âîëíîâîé �óíê�öèè (4) â óïðîùåííîì âèäå: (t; r) = H0(t) exp(ik0 � r) +M�(t) exp(ik� � r) ++M+(t) exp(ik+ � r): (13)Â ñîîòâåòñòâèè ñ (13) îáùèå êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ(5)�(10) ïðèíèìàþò âèäd2A1dt2 + !21A1 == �4� e2m (e1 � e2)A2(H0M�� +H�0M+);d2A2dt2 + !22A2 == �4� e2m (e1 � e2)A1(H�0M� +H0M�+);d2H0dt2 + !20H0 == � e22~2 (e1 � e2)(A1A�2M� +A2A�1M+);d2M�dt2 + !2�M� = � e22~2 (e1 � e2)A2A�1H0;d2M+dt2 + !2+M+ = � e22~2 (e1 � e2)A1A�2H0:
(14)

Çäåñü âìåñòî (11) ââåäåíû áîëåå êîìïàêòíûå îáîçíà�÷åíèÿ äëÿ ÷àñòîò âîëí äå Áðîéëÿ:!20 = k20
2 + m2
4~2 ; !2� = k2�
2 + m2
4~2 ;!2+ = k2+
2 + m2
4~2 : (15)

Ïðè ïîëó÷åíèè óðàâíåíèé (14) áûëè ââåäåíû ïîñòî�ÿííûå åäèíè÷íûå âåêòîðû ïîëÿðèçàöèè e1;2 ïîïå�ðå÷íûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí (3): ~A1;2 = e1;2 ~A1;2,e1;2 � k1;2 = 0.Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ (13) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé òðåõâîëíîâûõ �óíêöèé, îïðåäåëÿþùèõ ñîñòîÿíèå ÷àñòè�öû ñ òðåìÿ âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè èìïóëüñà, ~k0,~k� è ~k+. �àññìàòðèâàåìûé ïó÷îê (èëè ãàç) ñîñòî�èò òîëüêî èç òàêèõ ÷àñòèö. Åñëè ñïîñîá íîðìèðîâêèâîëíîâîé �óíêöèè (2) ðàñïðîñòðàíèòü íà êàæäóþèç ñîñòàâëÿþùèõ �óíêöèè (13), òî ìîæíî çàïèñàòüñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:jH0(t)j2 = n0(t)
�10 ; jM�(t)j2 = n�(t)
�1� ; (16)ãäå n�(t) � êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö ñ ýíåðãèåém
2
� = ~!�, à � = 0;�;+. Ñëåäóåò, îäíàêî,èìåòü â âèäó, ÷òî òðàêòîâêà âåëè÷èíû n�(t) êàêêîíöåíòðàöèè ÷àñòèö â îïðåäåëåííîì ñîñòîÿíèèèìååò ñìûñë òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿâîëíîâàÿ �óíêöèÿ åñòü âîëíà äå Áðîéëÿ ñâîáîäíîé÷àñòèöû, ò. å. M�(t) / exp(�i!�t).Îñóùåñòâëÿÿ â óðàâíåíèÿõ (14) çàìåíûA1 = a1(t) exp(�i!1t);A2 = a2(t) exp(�is!2t);H0 = a0(t) exp(�i!0t); s = �1 (17)è ñ÷èòàÿ �óíêöèè a1;2;0(t) èçìåíÿþùèìèñÿ ìåäëåí�íî ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ýêñïîíåíöè�àëüíûìè ìíîæèòåëÿìè, ïîëó÷èì èç (14) ñëåäóþ�ùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:!0 da0dt = �i e24~2 (e1 � e2)�� �a1a�2M� exp(i�(�)t) ++ a�1a2M+ exp(i�(+)t)� ;d2M�dt2 + !2�M� = � e22~2 (e1 � e2)a0a�1a2 �� exp(�i�(�)t);d2M+dt2 + !2+M+ = � e22~2 (e1 � e2)a0a1a�2 �� exp(�i�(+)t);!1 da1dt = �i2�e2m (e1 � e2)�� �a�0a2M+ exp(i�(+)t) ++ a0a2M�� exp(�i�(�)t)� ;s!2 da2dt = �i2�e2m (e1 � e2)�� �a�0a1M� exp(i�(�)t) ++ a0a1M�+ exp(�i�(+)t)� ;
(18)
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ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 2, 2011 Âûíóæäåííûå ïðîöåññû âòîðîãî ïîðÿäêà : : :ãäå �(+) = !0 + !1 � s!2, �(�) = !0 � !1 + s!2.Ïðîâîäÿ çàìåíó (17), ìû ââåëè ñîáñòâåííûå âîëíûè èõ ìåäëåííûå àìïëèòóäû. Äâå èç ýòèõ âîëí � ýëåê�òðîìàãíèòíûå, ïðè÷åì çíàêîâûé ïàðàìåòð s çàäàåòíàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ îäíîé èç âîëí � ïîâåêòîðó k2 èëè ïðîòèâ íåãî. Òðåòüÿ âîëíà â (17)åñòü âîëíà äå Áðîéëÿ ÷àñòèöû â ñîñòîÿíèè ñ ýíåð�ãèåé ~!0 è èìïóëüñîì ~k0. Ýòî ñîñòîÿíèå ìû ïîêàñ÷èòàåì èñõîäíûì (íåâîçìóùåííûì), íî â äàëüíåé�øåì òàêàÿ òðàêòîâêà áóäåò ñóùåñòâåííî èçìåíåíà.Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå ðåçîíàíñà�(�) = q!�; q = �1: (19)Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ñòðóêòóðó óðàâíåíèé (18), ìîæíîïîëîæèòüM+ = 0; M� = a�(t) exp(�iq!�t); (20)ãäå a�(t) � ìåäëåííàÿ àìïëèòóäà. Ïîñêîëüêó �óíê�öèÿ M�(t) çàäàåò âîëíó äå Áðîéëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòè�öû ñ ýíåðãèåé ~!� > 0, çíàêîâûé ïàðàìåòð q îïðå�äåëÿåò òèï ÷àñòèöû, à èìåííî: ïðè q = 1 àìïëèòó�äà a� îïðåäåëÿåò âîëíîâóþ �óíêöèþ ÷àñòèö, à ïðèq = �1 � àíòè÷àñòèö. Ïîäñòàâëÿÿ (20) â óðàâíåíèÿ(18), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿìåäëåííûõ àìïëèòóä âîëí äå Áðîéëÿ è ýëåêòðîìàã�íèòíûõ âîëí:!0 da0dt = �i e24~2 (e1 � e2)a1a�2a�;q!� da�dt = �i e22~2 (e1 � e2)a0a�1a2;!1 da1dt = �i2�e2m (e1 � e2)a0a2a��;s!2 da2dt = �i2�e2m (e1 � e2)a�0a1a�: (21)
Âìåñòî (19) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî è òàêîå óñëî�âèå ðåçîíàíñà:�(+) = p!+; p = �1: (22)Òîãäà, ïîëàãàÿM� = 0; M+ = a+(t) exp(�ip!+t); (23)ïîëó÷èì èç (18) ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:!0 da0dt = �i e24~2 (e1 � e2)a�1a2a+;p!+ da+dt = �i e24~2 (e1 � e2)a0a1a�2;!1 da1dt = �i2�e2m (e1 � e2)a�0a2a+;s!2 da2dt = �i2�e2m (e1 � e2)a0a1a�+: (24)

Åñëè â óðàâíåíèÿõ (24) çàìåíèòüa1 ! a�1; a2 ! a�2; !1 ! �!1; !2 ! �!2;òî ñèñòåìà (14) ïåðåéäåò â (21). Ïîýòîìó îãðàíè÷èì�ñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ñèñòåìû (21) è ðåçîíàíñíî�ãî óñëîâèÿ (19).4. ÍÅËÈÍÅÉÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÄËßÀÌÏËÈÒÓÄ ÂÎËÍ. ÇÀÊÎÍÛÑÎÕ�ÀÍÅÍÈß ÝÍÅ��ÈÈ, ÈÌÏÓËÜÑÀ ÈÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÎ�Î ÇÀ�ßÄÀÂâîäÿ ïî �îðìóëàìa0 = �0 exp(i'0); a� = �� exp(i'�);a1 = �1 exp(i'1); a2 = �2 exp(i'2);� = '1 � '2 + '� � '0 (25)äåéñòâèòåëüíûå àìïëèòóäû è �àçû âîëí, ïðåîáðàçó�åì ñèñòåìó êîìïëåêñíûõ óðàâíåíèé (21) ê âèäó!0 d�0dt = e24~2 (e1 � e2)�1�2�� sin�;q!� d��dt = � e22~2 (e1 � e2)�1�2�0 sin�;!1 d�1dt = �2�e2m (e1 � e2)�2���0 sin�;s!2 d�2dt = 2�e2m (e1 � e2)�1���0 sin�;d�dt = ��2�e2m ��2���0!1�1 � s�1���0!2�2 � �� e22~2 ��1�2��!0�0 � q�1�2�0!��� �� (e1 � e2) 
os�:
(26)

Èç óðàâíåíèé (26) ñëåäóåò, ÷òî èìååòñÿ êëàññ ðåøå�íèé, äëÿ êîòîðûõ 
os� = 0 è sin� = �1 � g. Îãðà�íè÷èâàÿñü ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ýòèõ ðåøåíèé, ïî�ëó÷àåì èç (26) ñëåäóþùèå äåéñòâèòåëüíûå óðàâíå�íèÿ äëÿ àìïëèòóä:!0 d�0dt = e24~2 g(e1 � e2)�1�2��;q!� d��dt = � e24~2 g(e1 � e2)�1�2�0;!1 d�1dt = �2�e2m g(e1 � e2)�2���0;s!2 d�2dt = 2�e2m g(e1 � e2)�1���0: (27)
389



Ì. Â. Êóçåëåâ ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 2, 2011Ñèñòåìà (27) èìååò ïåðâûå èíòåãðàëû!0�20 + q!�a2� = 
onst;m8�!1�21 + ~2!0�20 = 
onst;m8� s!2�22 � ~2!0�20 = 
onst;!1�21 + s!2�22 = 
onst; (28)èç êîòîðûõ íåçàâèñèìû òîëüêî òðè. Èç (28) è ïåðâî�ãî âûðàæåíèÿ (12) íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèåñîîòíîøåíèÿ:W1 +W2 + ~2!20m
2 �20 + ~2!2�m
2 �2� = 
onst;P1+P2+~2!20m
2 k0!0�20+~2!2�m
2 qk�!� �2� = 
onst: (29)ÇäåñüW1;2 = 18� !21;2
2 �21;2; P1 = 18� !21
2 k1!1 �21;P2 = 18� !22
2 sk2!2 �22 (30)� ñîîòâåòñòâåííî ýíåðãèè è èìïóëüñû ýëåêòðîìàã�íèòíûõ âîëí. Ñ ó÷åòîì �îðìóë (16) è (20) ñîîòíî�øåíèÿ (29) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäóW1 +W2 + n0m
2
0 + n�m
2
� = 
onst;P1 +P2 + n0~k0 + n�q~k� = 
onst: (31)Ñîîòíîøåíèÿ (31) ñîîòâåòñòâóþò çàêîíàì ñîõðàíå�íèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà.Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûé èíòåãðàë â (28) îòðàæà�åò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà. Äåé�ñòâèòåëüíî, èç èçâåñòíîé â òåîðèè óðàâíåíèÿ Êëåé-íà ��îðäîíà �îðìóëû äëÿ ïëîòíîñòè çàðÿäà ÷àñ�òèö [12℄ (ïðè íóëåâîì ñêàëÿðíîì ïîòåíöèàëå ýëåê�òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ),� = i e~2m
2 � � � �t �  � ��t � ; (32)ñ ó÷åòîì (13), (17) è (20) èìååìh�(t; r)i = e~m
2 (!0�20 + q!��2�) = en0 + qen�; (33)ãäå óãëîâûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷åíî óñðåäíåíèå ïîïðîñòðàíñòâåííîìó ïåðèîäó ñèñòåìû ÷àñòèöû�ïîëå.Òàêæå èç âòîðîé �îðìóëû ñèñòåìû (1) ñëåäóåò âû�ðàæåíèå äëÿ ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé ïëîòíîñòèòîêàhj(t; r)i = e~m (k0�20+k��2�) = en0u0+qen�u�: (34)

Â �îðìóëå (34), ïî îïðåäåëåíèþ, ââåäåíû ñêîðîñòè÷àñòèö è àíòè÷àñòèö (äëÿ q = �1):u0 = ~k0m
0 ; u� = q ~k�m
� : (35)Îïðåäåëåíèÿ (35) ñîãëàñóþòñÿ ñî âòîðûì âûðàæåíè�åì (31) è ñ �îðìóëàìè (2).5. ÂÛÍÓÆÄÅÍÍÎÅ ÊÎÌÏÒÎÍÎÂÑÊÎÅ�ÀÑÑÅßÍÈÅ ÝËÅÊÒ�ÎÌÀ�ÍÈÒÍÛÕÂÎËÍ ÍÀ ÏÓ×ÊÅ �ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÕÊÂÀÍÒÎÂÛÕ ×ÀÑÒÈÖ�àññìîòðèì òåïåðü âîçìîæíûå âçàèìîäåéñòâèÿïó÷êà êâàíòîâûõ ÷àñòèö è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî�ëÿ, îïèñûâàåìûå â ðàìêàõ óðàâíåíèé (27). Íà÷íåìñî ñëó÷àÿ s = 1, q = 1. Ïðè ýòîì ïåðâîå ñëàãàå�ìîå â (13) åñòü âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ÷àñòèöû ïó÷êà âèñõîäíîì ñîñòîÿíèè, à âòîðîå ñëàãàåìîå åñòü âîëíî�âàÿ �óíêöèÿ òàêîé æå ÷àñòèöû â ñîñòîÿíèè ïîñëåâçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîëåì (3). Àìïëèòóäû âîëíîâûõ�óíêöèé îïðåäåëÿþò ïëîòíîñòü ÷àñòèö â ñîîòâåò�ñòâóþùèõ ñîñòîÿíèÿõ. Èç (28) ñëåäóåò âîçìîæíûéñöåíàðèé ïðîöåññà �0#, ��", �1", �2#, ãäå ñèìâîë¾"¿ îçíà÷àåò ðîñò àìïëèòóäû, à ñèìâîë ¾#¿ � ååóìåíüøåíèå. Ïîýòîìó âûáåðåì ñëåäóþùèå íà÷àëü�íûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèé (27):�0 =pn00=
0; �� = 0;�1 = 0; �2 = A20: (36)Çäåñü n00 � íåâîçìóùåííàÿ (èñõîäíàÿ) ïëîòíîñòü÷àñòèö â ïó÷êå, à A20 � íà÷àëüíàÿ àìïëèòóäà ýëåê�òðîìàãíèòíîé âîëíû ñ ÷àñòîòîé !2, ÿâëÿþùåéñÿ âîë�íîé íàêà÷êè. Óñëîâèÿ (36), à òàêæå è âñå ïîñëåäó�þùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñòàâÿòñÿ ïðè t ! �1,÷òî ñîîòâåòñòâóåò àäèàáàòè÷åñêîìó âêëþ÷åíèþ âîç�ìóùåíèé â áåñêîíå÷íîì ïðîøëîì. Ñ ó÷åòîì (36) èí�òåãðàëû (28) çàïèøóòñÿ â âèäå!0�20 + !��2� = !0n00
�10 ;m8� !1�21 + ~2!0�20 = ~2!0n00
�10 ;m8� !2�22 � ~2!0�20 = m8� !2A220 � ~2!0n00
�10 ;!1�21 + !2�22 = !2A220: (37)Èñïîëüçóÿ (37), ïðåîáðàçóåì ïåðâîå óðàâíåíèå ñè�ñòåìû (27) ê âèäó (g = �1)dxdt = �Æ!(1� x2)r1� n00~!2W20 (1� x2): (38)390



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 2, 2011 Âûíóæäåííûå ïðîöåññû âòîðîãî ïîðÿäêà : : :Çäåñü x(t) = �0(t)p
0=n00,Æ! = e2A204~2 (e1 � e2)s8�~2n00=
0m!1!� == (e1 � e2)s18 V 220
2 !2b
�10 m2
4
20~2!1!� ;W20 = 18� !22
2 A220; (39)ãäå V20 = eA20=m

0 � àìïëèòóäà îñöèëëÿöèé ñêî�ðîñòè ÷àñòèöû â ïîëå âîëíû íàêà÷êè A20, à !2b == 4�e2n00=m � êâàäðàò ëåíãìþðîâñêîé ÷àñòîòû÷àñòèö íåâîçìóùåííîãî ïó÷êà.Óðàâíåíèå (38) ðåøàåì â äâóõ ñëó÷àÿõ. ÏðèW20 � n00~!2 èìååìn0(t) = 
0�20 = n00 exp(Æ!jtj)� 1exp(Æ!jtj) + 1 ;n�(t) = 
��2� = n00 2exp(Æ!jtj) + 1 ;W1(t) = n00~!1 2exp(Æ!jtj) + 1 ;W2(t) =W20 � n00~!2 2exp(Æ!jtj) + 1 �W20;�1 < t <1: (40)
Ìåõàíèçì íåëèíåéíîãî íàñûùåíèÿ ïðîöåññà ðàññå�ÿíèÿ, îïèñûâàåìûé �îðìóëàìè (40), ÷èñòî êâàíòî�âûé � êàæäàÿ ÷àñòèöà ïó÷êà ðàññåèâàåò ïî îäíî�ìó êâàíòó âîëíû íàêà÷êè è âûõîäèò èç ðåçîíàíñàñ âîëíîé áèåíèé. Åñëè W20 � n00~!2, òî ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (38) îêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì:n0(t) = n00�1� W20n00~!2 
h�2(Æ!jtj)� ;n�(t) = W20~!2 
h�2(Æ!jtj);W1 = !1!2 W20 
h�2(Æ!jtj);W2 =W20 �1� 
h�2(Æ!jtj)� : (41)Çäåñü ìåõàíèçì íàñûùåíèÿ òàêîé æå, êàê è ïðèêëàññè÷åñêîì òîìñîíîâñêîì ðàññåÿíèè ñâåòà � îáåä�íåíèå âîëíû íàêà÷êè.Ïåðåïèñûâàÿ ïðè s = 1, q = 1 óñëîâèå (19) èó÷èòûâàÿ ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (12), èìååì!0 + !2 = !� + !1; k0 + k2 = k� + k1: (42)Ñîîòíîøåíèÿ (42) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè ðàññåÿíèÿâîëíû !2 íà ïó÷êå. Ñ ó÷åòîì (15) èç (42) ñëåäóåòèçâåñòíîå óñëîâèå êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ:(!1 � !2)� (k1 � k2) � u0 = �~!1!2m
2
 (1� 
os �); (43)

êîòîðîå ïðè u0 = 0 èìååò âèä!1 = !2 � ~!1!2m
2 (1� 
os �);ãäå � � óãîë ðàññåÿíèÿ.6. ÂÛÍÓÆÄÅÍÍÎÅ �ÎÆÄÅÍÈÅ ÏÀ� ÂÏÎËÅ ÄÂÓÕ ÝËÅÊÒ�ÎÌÀ�ÍÈÒÍÛÕÂÎËÍ�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé s = �1, q = �1. Ïðèýòîì ïåðâîå ñëàãàåìîå â (13) åñòü âîëíîâàÿ �óíêöèÿ÷àñòèöû, à âòîðîå ñëàãàåìîå � âîëíîâàÿ �óíêöèÿàíòè÷àñòèöû. Èç ñîîòíîøåíèé (28) ñëåäóåò âîçìîæ�íûé ñöåíàðèé ïðîöåññà �0", ��", �1#, �2#. Ïîýòîìóâûáåðåì ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíå�íèé (27):�0 = 0; �� = 0; �1 = A10; �2 = A20: (44)Ñîãëàñíî (44), â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè êàêèõ-ëèáî ÷àñ�òèö âîîáùå íåò. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåòñÿïðîöåññ âûíóæäåííîãî ðîæäåíèÿ ïàð ïðè ñòîëêíî�âåíèè äâóõ ïîòîêîâ êâàíòîâ ñâåòà. Ñ ó÷åòîì (44) èí�òåãðàëû (28) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå!0�20 � !��2� = 0;m8� !1�21 + ~2!0�20 = m8� !1A210;m8� !2�22 + ~2!0�20 = m8� !2A220;!1�21 � !2�22 = !1A210 � !2A220: (45)Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì A20 = A10p!1=!2, òîãäà!1�21 = !2�22 è ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (27) ïðå�îáðàçóåòñÿ ê îñîáî ïðîñòîìó âèäó (g = 1)dxdt = Æ!x(1� x): (46)Çäåñü x(t) = �20(t)nmax=
0 ;Æ! = 14 V 210
2 (e1 � e2)r !1!0!2!� !0;nmax
0 = m
2W10~2!0!1 = W10~!1
0 ; (47)ãäå V10 = eA10=m

0.�åøàÿ óðàâíåíèå (46), ïîëó÷àåìn0(t) = n�(t) = nmax1 + exp(�Æ!t) ;W1 =W10 exp(�Æ!t)1 + exp(�Æ!t) ;W2 =W20 exp(�Æ!t)1 + exp(�Æ!t) ; �1 < t <1: (48)
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Ì. Â. Êóçåëåâ ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 2, 2011Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà nmax åñòü ìàêñèìàëüíîå÷èñëî îáðàçîâàâøèõñÿ ïàð.Ïåðåïèñûâàÿ ïðè s = �1, q = �1 óñëîâèå (19) èèñïîëüçóÿ ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (12), èìååì!1 + !2 = !0 + !�; k1 + sk2 = k0 + qk�: (49)Ñîïîñòàâëÿÿ ñ ñîîòíîøåíèÿìè (30) è (31), âèäèì,÷òî âûðàæåíèÿ (49) îòðàæàþò çàêîíû ñîõðàíåíèÿýíåðãèè è èìïóëüñà ïðè îáðàçîâàíèè ïàð â ïîëå äâóõýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí.Ôîðìàëüíî ââåäåííûå â (47) ïàðàìåòðû îáðàçóþ�ùèõñÿ ïó÷êîâ ÷àñòèö îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé(49), ïîäñòàâëÿÿ â êîòîðûå ýíåðãèè ÷àñòèö è âûðà�æåíèÿ (35), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíå�íèé: ~(!1 + !2) = m
2(
0 + 
�);~(k1 � k2) = m(u0
0 + u�
�): (50)Èç (50) ìîæíî îïðåäåëèòü ýíåðãèè ÷àñòèö (
0 è 
�)è íàïðàâëåíèÿ èõ âûëåòà (u0 è u�). Ïóñòü, íàïðè�ìåð, k1 � k2 = 0 (ñòîëêíîâåíèå àíòèïàðàëëåëüíûõïó÷êîâ îäèíàêîâûõ �îòîíîâ !1 = !2 = !). Òîãäà áó�äåò u0
0+u�
� = 0. Ïîëàãàÿ 
0 = 
� � 
, íàõîäèì
 = ~!m
2 ; u0 = �u� � u;u = 
s1��m
2~! �2: (51)7. ÂÛÍÓÆÄÅÍÍÛÉ �ÀÑÏÀÄÝËÅÊÒ�ÎÌÀ�ÍÈÒÍÎÉ ÂÎËÍÛ È�ÎÆÄÅÍÈÅ ÏÀ� Â Ñ�ÅÄÅÏóñòü òåïåðü s = 1, q = �1. Â ýòîì ñëó÷àå òàêæåâîçìîæíî îáðàçîâàíèå ïàð. Èç (28) ñëåäóåò âîçìîæ�íûé ñöåíàðèé ïðîöåññà �0", ��", �1#, �2". Ïîýòîìóâûáåðåì ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíå�íèé (27):�0 = 0; �� = 0; �1 = A10; �2 = 0: (52)Òîãäà èíòåãðàëû (28) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå!0�20 � !��2� = 0;m8� !1�21 + ~2!0�20 = m8� !1A210;m8� !2�22 � ~2!0�20 = 0;!1�21 + !2�22 = !1A210; (53)à ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (27) îêàçûâàåòñÿ ñëåäó�þùèì (g = 1): dxdt = Æ!x2p1� x2 : (54)

Çäåñü x2(t) = �20(t)nmax=
0 ;Æ! = (e1 � e2)s18 V 210
2 !2L0m2
4
2~2!2!� ;!2L0 = 4�e2nmaxm ; (55)à nmax � âåëè÷èíà, îïðåäåëåííàÿ â (47). �åøåíèåóðàâíåíèÿ (54) èìååò âèän0(t) = n�(t) = nmax1 + exp(�2Æ!t) ;W1 =W10 exp(�2Æ! t)1 + exp(�2Æ! t) ;W2 = !2!1 W10 11 + exp(�2Æ! t) ; �1 < t <1: (56)Ïåðåïèñûâàÿ ïðè s = 1, q = �1 óñëîâèå (19) èó÷èòûâàÿ ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (12), íàõîäèì ñëåäó�þùèå óñëîâèÿ ðåçîíàíñà!1 = !0 + !� + !2; k1 = k0 + qk� + k2: (57)Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëîâèÿ (57) âûïîëíåíû áûòü íåìîãóò. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåéäåì â ñèñòåìó êîîðäè�íàò (øòðèõîâàííóþ), ãäå ñóììàðíûé èìïóëüñ ÷àñòè�öû è àíòè÷àñòèöû ðàâåí íóëþ, k00+ qk0� = 0. Â ýòîéñèñòåìå !01 = !02 + !00 + !0� è k01 = k02, ÷òî ïðîòèâî�ðå÷èò èíâàðèàíòíûì ñîîòíîøåíèÿì !021;2 = k021;2
2.Îäíàêî ïðè íàëè÷èè ñðåäû, êîãäà !21;2 6= k21;2
2, ñî�îòíîøåíèÿ (57) ìîãóò áûòü âûïîëíåíû. Òîãäà îíèâûðàæàþò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñàè ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè âûíóæäåííîãî ðàñïàäà �î�òîíà íà ïàðó ÷àñòèöà�àíòè÷àñòèöà è �îòîí.8. ÂÛÍÓÆÄÅÍÍÎÅ ÈÇËÓ×ÅÍÈÅ�ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÎÉ ÊÂÀÍÒÎÂÎÉ×ÀÑÒÈÖÅÉ ÄÂÓÕÝËÅÊÒ�ÎÌÀ�ÍÈÒÍÛÕ ÂÎËÍ Â Ñ�ÅÄÅÈ íàêîíåö, ïîñëåäíèé âîçìîæíûé ñëó÷àé s = �1,q = 1. Â ýòîì ñëó÷àå ðîæäåíèå ïàð íå ïðîèñõîäèò.Èç (28) ñëåäóåò âîçìîæíûé ñöåíàðèé ïðîöåññà �0 #,�� ", �1 ", �2 ". Ïîýòîìó çàäàäèì ñëåäóþùèå íà÷àëü�íûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèé (27):�0 =pn00=
0; �� = 0; �1 = 0; �1 = 2; (58)ãäå n00 � íåâîçìóùåííàÿ ïëîòíîñòü ÷àñòèö â ïó÷êå.Ñ ó÷åòîì (58) èíòåãðàëû (28) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå392



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 2, 2011 Âûíóæäåííûå ïðîöåññû âòîðîãî ïîðÿäêà : : :!0�20 + !��2� = !0n00=
0;m8� !1�21 + ~2!0�20 = ~2!0n00=
0;m8� !2�22 + ~2!0�20 = ~2!0n00=
0;!1�21 � !2�22 = 0; (59)à ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (27) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþ�ùåìó (g = �1): dxdt = �Æ!(1� x2)3=2; (60)ãäå x(t) = �0(t)p
0=n00,Æ! = 12(e1 � e2)r !1!0!2!� !2b!1
0 : (61)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (60) èìååò âèän0(t) = n00 (Æ! t)21 + (Æ! t)2 ;n�(t) = n00 11 + (Æ! t)2 ;W1 = n00~!1 11 + (Æ! t)2 ;W2 = n00~!2 11 + (Æ! t)2 ; �1 < t <1: (62)
Ïåðåïèñûâàÿ ïðè s = �1, q = 1 óñëîâèå (19) è ó÷è�òûâàÿ ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (12), íàõîäèì!0 = !� + !1 + !2; k0 = k� + k1 + sk2: (63)Ñîîòíîøåíèÿ (63) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè âûíóæäåí�íîãî èçëó÷åíèÿ ÷àñòèöåé äâóõ �îòîíîâ. Òàê æå,êàê è (57), ñîîòíîøåíèÿ (63) ìîãóò áûòü âûïîëíå�íû òîëüêî ïðè íàëè÷èè ñðåäû.9. ÀÍÀËÎ�Èß Ñ ÏÓ×ÊÎÂÛÌÈÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒßÌÈ Â ÏËÀÇÌÅ.ÈÍÊ�ÅÌÅÍÒÛ ÂÛÍÓÆÄÅÍÍÛÕÏ�ÎÖÅÑÑÎÂ�àññìîòðåííûå âûíóæäåííûå ïðîöåññû ìîæíîòðàêòîâàòü êàê ðåçîíàíñíûå íåóñòîé÷èâîñòè òè�ïà ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïó÷êîâûõ íåóñòîé÷èâîñòåé âïëàçìå [10℄ èëè ÷åðåíêîâñêîé ïó÷êîâî-ïëàçìåííîéíåóñòîé÷èâîñòè [8�11℄. Ïðè s = 1, q = 1, îñíîâûâà�ÿñü íà íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (36), â óðàâíåíèÿõ (27)ìîæíî çà�èêñèðîâàòü àìïëèòóäû �0 è �2, à îñòàâ�øèåñÿ àìïëèòóäû ïðåäñòàâèòü â âèäå � exp(�i
t).Â ðåçóëüòàòå äëÿ êîìïëåêñíîé ÷àñòîòû 
 ïîëó÷à�åòñÿ äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå 
2 = �(Æ!)2, ãäåÆ! � âåëè÷èíà, îïðåäåëåííàÿ â (39). Ìíèìàÿ ÷àñ�òîòà 
 = iÆ! åñòü èíêðåìåíò íåóñòîé÷èâîñòè, îáó�ñëîâëåííîé âûíóæäåííûì êîìïòîíîâñêèì ðàññåÿíè�åì ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà ïó÷êå ÷àñòèö ñ íóëå�âûì ñïèíîì.

Ïðè s = �1, q = �1, êàê âèäíî èç íà÷àëüíûõóñëîâèé (44), ìîæíî çà�èêñèðîâàòü àìïëèòóäû �1è �2. Òîãäà èç îñòàâøèõñÿ óðàâíåíèé (27) ïîëó÷àåò�ñÿ äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå
2 = �(Æ!)2;Æ! = 14 V10
 V20
 (e1 � e2)r !0!� !0: (64)Â ÷àñòíîì ñëó÷àå A20 = A10p!1=!2 âåëè÷èíà Æ!èç (64) ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé Æ!, ïðèâåäåííîé â(47). Óðàâíåíèå (64) îïðåäåëÿåò èíêðåìåíò 
 = iÆ!íåóñòîé÷èâîñòè, îáóñëîâëåííîé âûíóæäåííûì îáðà�çîâàíèåì ïàð â ïîëå äâóõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí.Åñëè s = 1, q = �1, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ íà÷àëü�íûìè óñëîâèÿìè (52) ìîæíî çà�èêñèðîâàòü òîëüêîîäíó àìïëèòóäó �1 = A10. Òîãäà èç óðàâíåíèé (27)èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó (g = 1):!0 d�0dt = e24~2 (e1 � e2)A10�2��;!� d��dt = e24~2 (e1 � e2)A10�2�0;!2 d�2dt = 2�e2m (e1 � e2)A10���0: (65)Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé òèïà (65)èìåþò âçðûâíîé õàðàêòåð. Äåéñòâèòåëüíî, ñèñòåìó(65) ìîæíî ñâåñòè ê îäíîìó óðàâíåíèþdxdt = Æ! x2; (66)êîòîðîå ïðè x � 1 ñëåäóåò òàêæå è èç óðàâíåíèÿ(54) (âñå îáîçíà÷åíèÿ òå æå). �åøåíèå óðàâíåíèÿ(66) èìååò âèäx(t) = x01� x0 Æ! t ; t > 0: (67)Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ âûíóæäåííîãî îáðàçîâàíèÿïàð ñ èçëó÷åíèåì ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â ïîëåäðóãîé âîëíû ïî ïðèíÿòîé â ýëåêòðîäèíàìèêå ïëàç�ìû òåðìèíîëîãèè (ñì., íàïðèìåð, [10; 13℄) ÿâëÿåòñÿâçðûâíîé íåóñòîé÷èâîñòüþ.Íàêîíåö, ïðè s = �1, q = 1 çà�èêñèðîâàòü ìîæ�íî àìïëèòóäó �0 = pn00=
0 � �00 (ñì. óñëîâèÿ(58)). Ïðè ýòîì èç óðàâíåíèé (27) ïîëó÷àåòñÿ ñèñòå�ìà (g = �1)!� d��dt = e24~2 (e1 � e2)�1�2�00;!1 d�1dt = 2�e2m (e1 � e2)�2���00;!2 d�2dt = 2�e2m (e1 � e2)�1���00; (68)393



Ì. Â. Êóçåëåâ ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 2, 2011ïî âèäó ñîâïàäàþùàÿ ñ ñèñòåìîé (65). Òàêèì îáðà�çîì, ïðîöåññ âûíóæäåííîãî èçëó÷åíèÿ ïó÷êîì ÷àñ�òèö äâóõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí òàêæå ÿâëÿåòñÿâçðûâíîé íåóñòîé÷èâîñòüþ. Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòå�ìû (65) è (68) ìîãóò áûòü çàïèñàíû òîëüêî ïðè íà�ëè÷èè ñðåäû, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèåóñëîâèÿ ðåçîíàíñà äëÿ ÷àñòîò è âîëíîâûõ âåêòîðîââçàèìîäåéñòâóþùèõ âîëí.10. �ÎËÜ ÑÏÎÍÒÀÍÍÛÕ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ.ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÏîñêîëüêó â ðàáîòå ðàññìîòðåíû òîëüêî âûíó�æäåííûå ïðîöåññû, ñëåäóåò îáñóäèòü ðîëü ðàçëè÷�íûõ ñïîíòàííûõ ïðîöåññîâ, íàïðèìåð, âûíóæäåí�íî-ñïîíòàííîãî äâóõ�îòîííîãî ïðîöåññà, ïðè êîòî�ðîì îäèí �îòîí èñïóñêàåòñÿ ñïîíòàííî, à âòîðîéâûíóæäåííî. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé ïðîöåññ ìîæåòðàçâèâàòüñÿ ïàðàëëåëüíî ñ ïðîöåññîì âûíóæäåííî�ãî äâóõ�îòîííîãî èçëó÷åíèÿ (ñì. ðàçä. 8) è, â ïðèí�öèïå, äîëæåí ïðèíèìàòüñÿ âî âíèìàíèå ïðè ïîñòðî�åíèè ðåøåíèé (62). Óêàæåì â ñâÿçè ñ ýòèì îáùååóñëîâèå ïðåíåáðåæèìîñòè ñïîíòàííûìè ý��åêòàìè.Íåçàâèñèìî îò ìåõàíèçìà ñïîíòàííîãî è âûíóæäåí�íîãî èçëó÷åíèé ïëîòíîñòü ýíåðãèè W èçëó÷åíèÿîïðåäåëÿåòñÿ èç èçâåñòíîãî óðàâíåíèÿ (ñì., íàïðè�ìåð, [11℄) dWdt = �+ 2Æ!W; (69)ãäå Æ! � èíêðåìåíò íåóñòîé÷èâîñòè (ëþáîé ïðî�öåññ âûíóæäåííîãî èçëó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷è�âîñòüþ [11℄), à � � ïîñòîÿííàÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿâåðîÿòíîñòè ñïîíòàííîãî ïðîöåññà (ýòó âåëè÷èíó ìûçäåñü êîíêðåòèçèðîâàòü íå ìîæåì). Ïóñòü â íåêîòî�ðûé ìîìåíò âðåìåíè t0 ïëîòíîñòü ýíåðãèè èçëó÷å�íèÿ ðàâíà W0. Òîãäà èç (69) èìååìW =W0 exp [2Æ!(t� t0)℄ ++ �2Æ! fexp [2Æ!(t� t0)℄� 1g : (70)Ïåðâîå ñëàãàåìîå â �îðìóëå (70) îïèñûâàåò âûíó�æäåííîå èçëó÷åíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî íà ðàçâèòîé ñòà�äèè ïðîöåññà, êîãäà t � t0 � (Æ!)�1, è ïðè äîñòà�òî÷íî áîëüøîé àìïëèòóäå íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé,êîãäà W0 � �(Æ!)�1, ñïîíòàííîå èçëó÷åíèå ìîæíîâîîáùå íå ó÷èòûâàòü. Èìåííî òàê è äåëàëîñü â íà�ñòîÿùåé ðàáîòå.Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî â íàñòîÿùåé ðàáî�òå, â îòëè÷èå îò òîãî, êàê ýòî òðàäèöèîííî äåëà�åòñÿ â ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé òåîðèè (ñì., íà�ïðèìåð, [1℄), ïðîöåññû ðàññåÿíèÿ è ðîæäåíèÿ ïàð
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