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ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÒÅÎ�Èß ÈÎÍÍÎ-ÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÂÎËÍÂ �Î�ß×ÅÉ ÊÂÀÍÒÎÂÎ-ÂÛ�ÎÆÄÅÍÍÎÉÝËÅÊÒ�ÎÍ-ÏÎÇÈÒ�ÎÍ-ÈÎÍÍÎÉ ÏËÀÇÌÅÀ. Å. Äóáèíîâ *, Ì. À. Ñàçîíêèí **Ñàðîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé �èçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò607186, Ñàðîâ, Íèæåãîðîäñêàÿ îáë., �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 16 ÿíâàðÿ 2010 ã.�àññìàòðèâàåòñÿ áåññòîëêíîâèòåëüíàÿ íåçàìàãíè÷åííàÿ e-p-i-ïëàçìà, ñîñòîÿùàÿ èç êâàíòîâî-âûðîæäåí-íûõ ãàçîâ èîíîâ, ýëåêòðîíîâ è ïîçèòðîíîâ, íàõîäÿùèõñÿ ïðè íåíóëåâûõ òåìïåðàòóðàõ. Âûâåäåíî è ïðî-àíàëèçèðîâàíî äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ èçîòåðìè÷åñêèõ èîííî-çâóêîâûõ âîëí è íàéäåíî òî÷íîåâûðàæåíèå äëÿ ëèíåéíîé ñêîðîñòè èîííîãî çâóêà. Àíàëèç äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ ïîçâîëèë íàéòè îá-ëàñòè ïàðàìåòðîâ, â êîòîðûõ ñëåäóåò èñêàòü íåëèíåéíûå ðåøåíèÿ â âèäå ñîëèòîíîâ. �àçðàáîòàíà íåëè-íåéíàÿ òåîðèÿ èçîòåðìè÷åñêèõ èîííî-çâóêîâûõ âîëí, â ðàìêàõ êîòîðîé ïîëó÷åíî è ïðîàíàëèçèðîâàíîòî÷íîå ðåøåíèå èñõîäíûõ óðàâíåíèé. Àíàëèç âûïîëíåí ìåòîäîì ïñåâäîïîòåíöèàëà Áåðíóëëè. Îïðåäåëå-íû äèàïàçîíû �àçîâûõ ñêîðîñòåé ïåðèîäè÷åñêèõ èîííî-çâóêîâûõ âîëí è ñêîðîñòåé ñîëèòîíîâ. Ïîêàçàíî,÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ïëàçìå ýòè äèàïàçîíû íå ïåðåñåêàþòñÿ è ÷òî ñêîðîñòü ñîëèòîíà íå ìîæåò áûòüìåíüøå ëèíåéíîé ñêîðîñòè èîííîãî çâóêà. Ïîñòðîåíû ãðà�èêè ïðî�èëåé �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí â ïåðè-îäè÷åñêîé âîëíå è â ñîëèòîíå, à òàêæå ãðà�èêè çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè çâóêà è êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòèñîëèòîíîâ îò êîíöåíòðàöèè èîíîâ â ïëàçìå. Ïîêàçàíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì êîíöåíòðàöèè èîíîâ ýòè ñêî-ðîñòè âîçðàñòàþò.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÇà ïîñëåäíèå íåñêîëüêî ëåò â ïå÷àòè âûøëîîãðîìíîå êîëè÷åñòâî òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò, èçó÷àþ�ùèõ ðàçëè÷íûå êîëëåêòèâíûå ïðîöåññû â ýëåêò-ðîí-ïîçèòðîí-èîííîé ïëàçìå (äàëåå äëÿ êðàòêîñòèe-p-i-ïëàçìà). Ýòîò èíòåðåñ âûçâàí, ïðåæäå âñåãî,òåì, ÷òî â àñòðî�èçè÷åñêèõ óñëîâèÿõ òàêàÿ ïëàç�ìà ÿâëÿåòñÿ ñêîðåå òèïè÷íîé, ÷åì èñêëþ÷èòåëü�íîé. Ñ÷èòàåòñÿ, íàïðèìåð, ÷òî îíà ñóùåñòâóåò âîâíóòðåííåé îáëàñòè àêêðåöèîííûõ äèñêîâ âáëèçè÷åðíûõ äûð [1; 2℄, â ìàãíèòîñ�åðàõ íåéòðîííûõçâåçä [2�4℄, âíóòðè àêòèâíûõ ãàëàêòè÷åñêèõ ÿäåð [5℄è äàæå â ïëàçìå ñîëíå÷íûõ âñïûøåê [6℄. Íåäàâ�íî âáëèçè êîìïàêòíûõ çâåçäíûõ îáúåêòîâ áûëè îá�íàðóæåíû óçêîêîëëèìèðîâàííûå ïðîòÿæåííûå âû�áðîñû � äæåòû, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåëÿ�òèâèñòñêè äâèæóùèåñÿ ñòðóè e-p-i-ïëàçìû [5; 7�9℄.Åñòü ìíîãî äîâîäîâ â ïîëüçó òîãî, ÷òî è âñÿ íàøàÂñåëåííàÿ â ïåðâûå ìèíóòû ñâîåãî ñóùåñòâîâàíèÿ*E-mail: dubinov-ae�yandex.ru**E-mail: figma�mail.ru

òàêæå ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé ãîðÿ÷óþ e-p-i-ïëàçìó [10℄.Êðîìå òîãî, e-p-i-ïëàçìà ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ÷àñò�íûì ñëó÷àåì àìáèïëàçìû, ò. å. êîñìè÷åñêîé êâàçè�íåéòðàëüíîé ïëàçìû, ñîäåðæàùåé ýëåêòðîíû, ïîçè�òðîíû, ïðîòîíû è àíòèïðîòîíû. Ïîíÿòèå îá àìáè�ïëàçìå ââåë â îáèõîä åùå Õ. Àëü�âåí [11℄, à â åãîêíèãå [12℄ îïèñàíî íåñêîëüêî ìîäåëåé îáðàçîâàíèÿàìáèçâåçä (ò. å. çâåçä, ñîñòîÿùèõ èç àìáèïëàçìû) âðåçóëüòàòå ñîóäàðåíèé çâåçä è àíòèçâåçä.Â íåäàâíåé íàøåé ðàáîòå [13℄, â êîòîðîé áûëàðàçâèòà íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ èîííî-çâóêîâûõ âîëí âe-p-i-ïëàçìå, áûë äàí êðàòêèé îáçîð ðàáîò ïî òåîðèèêîëëåêòèâíûõ ÿâëåíèé â íåé. Ïðè ýòîì e-p-i-ïëàçìà,êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [13℄ è áîëüøèí�ñòâå öèòèðóåìûõ òàì ðàáîò, ñ÷èòàëàñü áåññòîëêíî�âèòåëüíîé è íåáîëüøîé ïëîòíîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî,âõîäÿùèå â íåå ýëåêòðîííûé, ïîçèòðîííûé è èîí�íûé ãàçû ðàññìàòðèâàëèñü êàê êëàññè÷åñêèå, ïîä÷è�íÿþùèåñÿ ñòàòèñòèêå Ìàêñâåëëà �Áîëüöìàíà.Îäíàêî â ïîñëåäíèå äâà ãîäà ïîÿâèëñÿ öåëûé ðÿäñòàòåé [14�29℄, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ êîëëåê�òèâíûå ÿâëåíèÿ â êâàíòîâî-âûðîæäåííîé e-p-i-ïëàç-ìå. Òàê, â ðàáîòàõ [14�18; 24; 26�29℄ èçó÷àëèñü ýëåêò-979 12*



À. Å. Äóáèíîâ, Ì. À. Ñàçîíêèí ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 5 (11), 2010ðîñòàòè÷åñêèå ïåðèîäè÷åñêèå è óäàðíûå âîëíû èñîëèòîíû èîííî-çâóêîâîãî òèïà, â [19℄ � ýëåêòðî�ñòàòè÷åñêàÿ ýëåêòðîí-ïîçèòðîííàÿ äâóõïîòîêîâàÿíåóñòîé÷èâîñòü â íåçàìàãíè÷åííîé e-p-i-ïëàçìå, â[20℄ � ýëåêòðîìàãíèòíûå äðåé�îâûå, à â [21℄ �ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå óäàðíûå âîëíû è ñîëèòîíû,â [22℄ � èîííî-çâóêîâûå âèõðè, â [23℄ � ñâÿçàí�íûå èîííî-çâóêîâûå è èîííî-öèêëîòðîííûå âîëíû,â [25℄ � ñâÿçàííûå èîííî-çâóêîâûå è äðåé�îâûå âîë�íû â ìàãíèòîàêòèâíîé e-p-i-ïëàçìå.Ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ óêàçàííûõ ðàáîòàõ ïðè�ìåíÿëñÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèé ïîäõîä, îñíîâàííûé íàóðàâíåíèÿõ äèíàìèêè âûðîæäåííûõ ãàçîâ [30�33℄,â êîòîðûõ âûðîæäåííûå êîìïîíåíòû ïëàçìû ñ÷è�òàþòñÿ õîëîäíûìè, ò. å. îíè íàõîäÿòñÿ ïðè íóëåâîéòåìïåðàòóðå è ïîä÷èíÿþòñÿ îäíîìó èç ñëåäóþùèõóðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ õîëîäíûõ �åðìè-ãàçîâ (â çàâè�ñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè ãàçà): äëÿ òðåõìåðíîãî �åð�ìè-ãàçà p = 25 "Fn0� nn0�5=3 ; (1)äëÿ îäíîìåðíîãî �åðìè-ãàçàp = 23 "Fn0� nn0�3 : (2)Çäåñü p � äàâëåíèå, n � êîíöåíòðàöèÿ, n0 � íà÷àëü�íàÿ êîíöåíòðàöèÿ, "F � ýíåðãèÿ Ôåðìè.Òàêîé ¾õîëîäíûé¿ ïîäõîä çàìåòíî óïðîùàåò ìà�òåìàòè÷åñêèå âûêëàäêè, íî íå âñåãäà ïîçâîëÿåò àäå�êâàòíî îïèñàòü âîëíîâûå ïðîöåññû â ðåàëüíîé êâàí�òîâîé ïëàçìå, íàïðèìåð, íå ìîæåò îïèñàòü âëèÿíèåòåìïåðàòóðû íà õàðàêòåðèñòèêè âîëíû.Íåäàâíî ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäíîñòè, âîçíèêàþ�ùèå ïðè ðàçðàáîòêå íåëèíåéíîé òåîðèè âîëí â âû�ðîæäåííûõ ïëàçìàõ íåíóëåâîé òåìïåðàòóðû, áûëèïðåîäîëåíû ñ ïîìîùüþ íîâîãî ìåòîäà ïñåâäîïîòåí�öèàëà Áåðíóëëè [13; 34�37℄ è òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿèíòåãðàëîâ Ôåðìè �Äèðàêà [38; 39℄, â ðåçóëüòàòå ÷å�ãî áûëà ñîçäàíà íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ èçîòåðìè÷åñêèõýëåêòðîííûõ ïëàçìåííûõ âîëí â âûðîæäåííîé ïëàç�ìå ïðè ïðîèçâîëüíîé íåíóëåâîé òåìïåðàòóðå [39℄.×óòü ïîçäíåå â ðàáîòàõ [40�42℄ ýòîò ïîäõîä áûëïðîäîëæåí è íà äðóãèå âîëíîâûå ïðîöåññû â êâàí�òîâî-âûðîæäåííîé ïëàçìå (â òîì ÷èñëå, è íà èîí�íî-çâóêîâûå âîëíû â ãîðÿ÷åé e-i-ïëàçìå [42℄).Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå íåëè�íåéíîé òåîðèè èîííî-çâóêîâûõ âîëí â ãîðÿ÷åée-p-i-ïëàçìå, â êîòîðîé òåìïåðàòóðû ýëåêòðîííîãî,ïîçèòðîííîãî è èîííîãî êâàíòîâî-âûðîæäåííûõãàçîâ íåíóëåâûå è îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà.Ôàêòè÷åñêè äàííàÿ ðàáîòà åñòü ïðîäîëæåíèå ðà�áîò [13; 39; 42℄, çäåñü èñïîëüçóþòñÿ èõ îñíîâíûå

ïîëîæåíèÿ: òðåõæèäêîñòíàÿ ãàçîäèíàìèêà ñ áåç-ûíåðöèîííûìè ýëåêòðîíàìè è ïîçèòðîíàìè, òî÷íàÿáåçûíòåãðàëüíàÿ �îðìà óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿãîðÿ÷èõ �åðìè-ãàçîâ è ìåòîä ïñåâäîïîòåíöèàëàÁåðíóëëè.2. ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈß È ÈÑÕÎÄÍÛÅÓ�ÀÂÍÅÍÈßÁóäåì ðàññìàòðèâàòü êâàçèíåéòðàëüíóþ, îäíî�ðîäíóþ, áåññòîëêíîâèòåëüíóþ e-p-i-ïëàçìó, ñîñòîÿ�ùóþ èç âûðîæäåííûõ ãàçîâ ýëåêòðîíîâ, ïîçèòðîíîâè ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûõ èîíîâ, â îòñóòñòâèåìàãíèòíîãî ïîëÿ è â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæå�íèè. Ñ÷èòàåì, ÷òî ýëåêòðîíû è ïîçèòðîíû ÿâëÿþòñÿáåçûíåðöèîííûìè ÷àñòèöàìè.Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ìàññà ýëåêòðî�íà � me, ìàññà ïîçèòðîíà � mp, ìàññà èîíà �mi = m, òåìïåðàòóðû ñîîòâåòñòâåííî ýëåêòðîííîé,ïîçèòðîííîé è èîííîé êîìïîíåíò íåâîçìóùåííîéïëàçìû � T0e, T0p, T0i, çíà÷åíèÿ õèìè÷åñêèõ ïîòåí�öèàëîâ íåâîçìóùåííîé ïëàçìû � �0e, �0p, �0i, çàðÿäýëåêòðîíà � (�qe) < 0, çàðÿä ïîçèòðîíà � qp > 0, çà�ðÿä èîíà � qi > 0, ðàâíîâåñíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ýëåêò-ðîíîâ � n0e, ïîçèòðîíîâ � n0p, èîíîâ � n0i = n0.Çíà÷åíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê âîçìóùåííîé ïëàçìå, áó�äåì çàïèñûâàòü áåç èíäåêñà ¾0¿.Â ñèëó êâàçèíåéòðàëüíîñòè ïëàçìû ìîæåì çàïè�ñàòü ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî äëÿ íåâîçìóùåííûõ çíà�÷åíèé êîíöåíòðàöèé:qen0e = qpn0p + qin0i:Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü e-p-i-ïëàçìó êàê ñèììåòðè÷�íóþ e-p-ïëàçìó ñ íåáîëüøîé ïðèìåñüþ òÿæåëûõèîíîâ èëè êàê e-i-ïëàçìó, â êîòîðîé ïðèñóòñòâó�åò íåáîëüøàÿ �ðàêöèÿ ïîçèòðîíîâ. Äëÿ îïèñàíèÿâñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ ââåäåì ïîëîæèòåëüíûéïàðàìåòð �, îáîçíà÷àþùèé, êàêàÿ ÷àñòü îòðèöà�òåëüíîãî çàðÿäà ñêîìïåíñèðîâàíà çàðÿäîì èîíîâ:� = qin0=qen0e. Òîãäàqen0e = qin0=�; qpn0p = qin0(1=�� 1);ãäå 0 < � � 1. Ñëó÷àé � = 1 ñîîòâåòñòâóåò îáû÷�íîé e-i-ïëàçìå, à ñëó÷àé � = 0, ñîîòâåòñòâóþùèée-p-ïëàçìå, â íàøåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàòüñÿ íå áó�äåò, òàê êàê äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü ìàññû ýëåêòðî�íîâ è ïîçèòðîíîâ ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè ïî ñðàâíå�íèþ ñ ìàññîé èîíîâ.Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â òàêîéïëàçìå, âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè îäíîìåðíûìè980



ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 5 (11), 2010 Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ èîííî-àêóñòè÷åñêèõ âîëí : : :ãàçîäèíàìè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè äëÿ êîìïîíåíò:óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè�ne;p;i�t + �(ne;p;iVe;p;i)�x = 0; (3)óðàâíåíèåì äèíàìèêè ïîçèòðîíîâ è èîíîâ�Vp;i�t +Vp;i �Vp;i�x = � qp;imp;i �'�x� 1np;imp;i �Pp;i�x ++ ~24m2p;i ��x ( 1np;i "�2np;i�x2 � 1np;i ��np;i�x �2#) ; (4)óðàâíåíèåì äèíàìèêè ýëåêòðîíîâ�Ve�t + Ve �Ve�x = qeme �'�x � 1neme �Pe�x ++ ~24m2e ��x ( 1ne "�2ne�x2 � 1ne ��ne�x �2#) ; (5)óðàâíåíèåì Ïóàññîíà�2'�x2 = �4�(qini + qpnp � qene): (6)Ñëàãàåìûå, ñâÿçàííûå ñ ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ âóðàâíåíèÿõ (4) è (5), ó÷èòûâàþò êîëëåêòèâíîå êâàí�òîâîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè-�åðìèîíà-ìè, à òàêæå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ âûðîæäåííîãî�åðìè-ãàçà, êîòîðûå áóäóò çàïèñàíû íèæå.Ïîñëåäíèå ñëàãàåìûå â óðàâíåíèÿõ (4) è (5) òàê�æå îáóñëîâëåíû êâàíòîâûìè ý��åêòàìè, à èìåííîêâàíòîâî-âîëíîâîé ïðèðîäîé ÷àñòèö. Îíè ñëåäóþòèç ïðèíöèïà íåîïðåäåëåííîñòè �åéçåíáåðãà è âû�âîäÿòñÿ èç îäíî÷àñòè÷íîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà(ò. å. �àêòè÷åñêè â ïðèáëèæåíèè Õàðòðè).Óðàâíåíèÿ (4) è (5) ìîãóò áûòü èñïîëüçîâà�íû áåç ýòèõ êâàíòîâûõ ÷ëåíîâ. Ïðè ýòîì îäíî�âðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ íàäå-áðîéëåâñêóþ äëèíó âîëíû �dBe;p;i : îòíîñèòåëü�íî õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû,�dBe;p;i � L, è îòíîñèòåëüíî äåáàåâñêèõ äëèí (èëèäëèíû âîëíû èîííîãî çâóêà), �dBe;p;i � �De;p;i . Ïåð�âîå óñëîâèå âûïîëíåíî, òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåìáåçãðàíè÷íóþ ïëàçìó. Âòîðîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî~!0e;p;i � kTe;p;i, ãäå !0e;p;i � ëåíãìþðîâñêèå ÷àñòî�òû êîìïîíåíò ïëàçìû.Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî áåç ýòîãî êâàíòî�âîãî ñëàãàåìîãî óðàâíåíèÿ (4) è (5) íå ñòàíîâÿòñÿàâòîìàòè÷åñêè êëàññè÷åñêèìè, òàê êàê êîëëåêòèâ÷àñòèö îñòàåòñÿ êâàíòîâî-âûðîæäåííûì, ïîä÷èíÿþ�ùèìñÿ ñòàòèñòèêå �åðìèîíîâ.Áåç ó÷åòà âòîðûõ êâàíòîâûõ ñëàãàåìûõ óðàâíå�íèÿ äâèæåíèÿ (4), (5) ïåðåïèøóòñÿ â âèäå�Vp;i�t + Vp;i �Vp;i�x = � qp;imp;i �'�x� 1np;imp;i �Pp;i�x ; (7)

�Ve�t + Ve �Ve�x = qeme �'�x � 1neme �Pe�x : (8)Äîïîëíèì ñèñòåìó óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ òåï�ëîãî �åðìè-ãàçà (ãàçà èîíîâ, ýëåêòðîíîâ è ïîçè�òðîíîâ). Îíî èìååò âèä íåÿâíîé, ïàðàìåòðè÷åñêèçàäàííîé �óíêöèè è ñîäåðæèò èíòåãðàëû Ôåð�ìè �Äèðàêà, êîòîðûå ðàíåå ñ÷èòàëèñü íå áåðóùèìè�ñÿ. Òåì íå ìåíåå, ñåé÷àñ, ñëåäóÿ [23℄, ìû ìîæåì ïðåä�ñòàâèòü èõ â áåçûíòåãðàëüíîì âèäå:ne;p;i(�e;p;i; Te;p;i) = � (me;p;ikTe;p;i)3=221=2�3=2~3 �� Li3=2 �� exp �e;p;ikTe;p;i� ; (9)pe;p;i(�e;p;i; Te;p;i) = � (me;p;ikTe;p;i)5=221=2�3=2me;p;i~3 �� Li5=2�� exp �e;p;ikTe;p;i� ; (10)ãäå �e;p;i � õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë, Li�(: : : ) � ïîëè�ëîãàðè�ì [43; 44℄.Â ïðåäåëå Te;p;i ! 0 óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ òåïëûõ�åðìè-ãàçîâ (9), (10) ñâîäÿòñÿ ê ÿâíûì óðàâíåíèÿìñîñòîÿíèÿ õîëîäíûõ òðåõìåðíûõ �åðìè-ãàçîâ:pe;p;i = (3�2)2=3~25me;p;i n5=3e;p;i == 25 �0e;p;in0e;p;i� ne;p;in0e;p;i�5=3 : (11)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â âîëíå Ti = T0i = onst,Tp = T0p = onst è Te = T0e = onst, ò. å. ðàññìàòðè�âàåìûé íàìè âîëíîâîé ïðîöåññ ñæàòèÿ�ðàçðåæåíèÿÿâëÿåòñÿ èçîòåðìè÷åñêèì. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ âîçìîæ�íîñòè èçîòåðìè÷åñêîãî ïðîöåññà â âîëíå, ñëåäóÿ [36℄,ïîä÷åðêíåì, ÷òî âûðîæäåííàÿ ïëàçìà ìîæåò áûòüîäíîâðåìåííî áåññòîëêíîâèòåëüíîé è èäåàëüíîé, àòàêæå â òàêîé ïëàçìå òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíî�âåñèå ìîæåò óñòàíàâëèâàòüñÿ çà ñ÷åò íåêîððåëè�ðîâàííîãî êóëîíîâñêîãî ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåé�ñòâèÿ [13; 36℄.Ïðåäïîëîæåíèå î áåçûíåðöèîííîñòè ýëåêòðîíîâè ïîçèòðîíîâ ïîçâîëÿåò áåç îñîáûõ ïðîáëåì ïðîèí�òåãðèðîâàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýòèõ êîìïîíåíò.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñâÿçü ìåæäó êîíöåíòðàöè�åé ÷àñòèö è ýëåêòðîñòàòè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì. Äëÿìàêñâåëëîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè,÷òî âîëíîâîé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ èçîòåðìè÷åñêèì, ýòàñâÿçü çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñ�ïðåäåëåíèÿ Áîëüöìàíà. Ïî âíåøíåìó âèäó è ñìûñ�ëó îíà àíàëîãè÷íà áàðîìåòðè÷åñêîé �îðìóëå äëÿ981



À. Å. Äóáèíîâ, Ì. À. Ñàçîíêèí ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 5 (11), 2010êëàññè÷åñêîãî èäåàëüíîãî ãàçà â îäíîðîäíîì ñèëî�âîì ïîëå. Ïîýòîìó äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòüèíòåãðàë äâèæåíèÿ áåçûíåðöèîííîãî ãàçà, ïîä÷èíÿ�þùåãîñÿ ëþáîìó äðóãîìó óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ, áà�ðîìåòðè÷åñêîé �îðìóëîé.Ïîäðîáíûé âûâîä áàðîìåòðè÷åñêîé �îðìóëûäëÿ âûðîæäåííîãî ãàçà ïðèâåäåí â ðàáîòàõ [42; 45℄.Ïîýòîìó íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà íåì, à çàïè�øåì ëèøü êîíå÷íûé ðåçóëüòàò.Äëÿ ïîçèòðîíîâ èìååìnp = n0pLi3=2�� exp �0p � qp'kT0p �Li3=2�� exp �0pkT0p� =
= qiqpn0� 1� � 1� Li3=2�� exp �0p � qp'kT0p �Li3=2�� exp �0pkT0p� ; (12)äëÿ ýëåêòðîíîâ �ne = n0eLi3=2�� exp �0e + qe'kT0e �Li3=2�� exp �0ekT0e� =

= qiqe n0� Li3=2 �� exp �0e + qe'kT0e �Li3=2�� exp �0ekT0e� : (13)Ôîðìóëû (12) è (13) â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñ�ïîëüçîâàòü ïðè îïèñàíèè ïîçèòðîííîãî è ýëåêòðîí�íîãî �åðìè-ãàçîâ â èîííî-çâóêîâîé âîëíå òàê æå,êàê èñïîëüçóþò áîëüöìàíîâñêóþ ýêñïîíåíòó äëÿêëàññè÷åñêîé ïëàçìû.Â ðàáîòå [42℄ âûâåäåíû �îðìóëû äëÿ äëèí Äåáàÿýëåêòðîííîãî è èîííîãî �åðìè-ãàçîâ. Ïðèâåäåì èõáåç âûâîäà. Òàêæå íàì ïîíàäîáèòñÿ �îðìóëà äëè�íû Äåáàÿ ïîçèòðîííîãî �åðìè-ãàçà. Êâàäðàò èîí�íîé äëèíû Äåáàÿ ðàâåí�2Di = Li3=2�� exp �0ikT0i�Li1=2�� exp �0ikT0i� kT0i4�q2i n0 ; (14)êâàäðàò ýëåêòðîííîé äëèíû Äåáàÿ �

�2De = Li3=2�� exp �0ekT0e�Li1=2�� exp �0ekT0e� kT0e4�q2en0e == Li3=2�� exp �0ekT0e�Li1=2�� exp �0ekT0e� kT0e4�q2e qiqe n0� ; (15)êâàäðàò ïîçèòðîííîé äëèíû Äåáàÿ ��2Dp = Li3=2�� exp �0pkT0p�Li1=2�� exp �0pkT0p� kT0p4�q2pn0p == Li3=2�� exp �0pkT0p�Li1=2�� exp �0pkT0p� kT0p4�q2p qiqpn0� 1� � 1� : (16)
3. ËÈÍÅÉÍÀß ÒÅÎ�ÈßÈÎÍÍÎ-ÇÂÓÊÎÂÛÕ ÂÎËÍÂûâåäåì äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå èîííî-çâóêî-âûõ âîëí äëÿ äàííîé ìîäåëè ïëàçìû. Ýòî óðàâíåíèåïîçâîëèò îòûñêàòü îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè�÷åñêèõ âîëí è èîííî-çâóêîâûõ ñîëèòîíîâ. Óäîáíååâñåãî àíàëèç ïðîâîäèòü íà ïëîñêîñòè !��, ïîñòðîèâíà íåé ãðà�èê äèñïåðñèîííîé çàâèñèìîñòè.Ïðèäàäèì çàâèñèìûì ïåðåìåííûì óðàâíåíèéèîííîé äèíàìèêè (3), (6), (7) è (8) íåáîëüøîå âîëíî�âîå ãàðìîíè÷åñêîå âîçìóùåíèå îòíîñèòåëüíî íåâîç�ìóùåííûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ:ni = n0i + ~ni exp [j(�x� !t)℄ ; (17)vi = ~ni exp [j(�x� !t)℄ ; (18)' = ~' exp [j(�x� !t)℄ ; (19)�i = �0i + ~�i exp [j(�x� !t)℄ ; (20)ãäå çíàê ¾~¿ íàä âåëè÷èíàìè îòíîñèòñÿ ê ìàëûì âîç�ìóùåíèÿì, � è ! � âîëíîâîå ÷èñëî è ÷àñòîòà âîçìó�ùåíèÿ è j2 = �1. Òàêàÿ çàïèñü ïåðåìåííûõ îçíà÷à�åò, ÷òî ãàðìîíè÷åñêîå âîçìóùåíèå áåæèò âäîëü îñèx ñ �àçîâîé ñêîðîñòüþ V = !=�. Åùå ðàç íàïîìíèì,÷òî íåâîçìóùåííûå çíà÷åíèÿ n0 è �0i ñâÿçàíû �îð�ìóëîé (9).982



ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 5 (11), 2010 Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ èîííî-àêóñòè÷åñêèõ âîëí : : :Ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè �îðìóëû (9), (12) è (13)ïðèìóò âèäni = n0 � (mkT0i)3=221=2�3=2m~3 Li1=2�� exp �0ikT0i��� ~�ikT0i exp [i(�x� !t)℄ ; (21)ne = n0e8>><>>:1 + Li1=2 �� exp �0ekT0e �Li3=2 �� exp �0ekT0e � �� qe ~'kT0e exp [i(�x� !t)℄9>>=>>; ; (22)
np = n0p8>><>>:1� Li1=2�� exp �0pkT0p �Li3=2�� exp �0pkT0p � �� qp ~'kT0p exp [i(�x� !t)℄9>>=>>; : (23)Ñðàâíèâàÿ �îðìóëû (21) è (17), ïîëó÷àåì~�i = 21=2�3=2m~3(mkT0i)3=2 kT0in0 �� Li1=2�� exp �0ikT0i� ~nin0 : (24)Ïîäñòàâëÿÿ �îðìóëû (17)�(20) â èñõîäíûå óðàâ�íåíèÿ çàäà÷è è ó÷èòûâàÿ (24), â ðåçóëüòàòå ñòàí�äàðòíîé ïðîöåäóðû ëèíåàðèçàöèè ïîëó÷èì ñëåäóþ�ùåå äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå:1 = !20i=�2(!=�)2 � V 2FDi � 1�2Dp 1�2 � 1�2De 1�2 ; (25)ãäå !20i = 4�q2i n0=m � êâàäðàò èîííîé ïëàçìåííîé÷àñòîòû,V 2FDi = !20i�2Di = kT0im Li1=2�� exp �0ikT0i �Li3=2�� exp �0ikT0i �� êâàäðàò èîííîé òåïëîâîé ñêîðîñòè ãàçà Ôåð-ìè �Äèðàêà. Çàìåòèì, ÷òî çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåò�ðà � çàêëþ÷åíà â çíà÷åíèÿõ äëèí Äåáàÿ ïîçèòðîíîâ
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0 κ�èñ. 1. �ðà�èê äèñïåðñèîííîé êðèâîé (1 � èîííî-çâóêîâûå âîëíû, 2 � èîííûå ïëàçìåííûå êîëåáà-íèÿ, 3 � ñèëüíîçàòóõàþùèå âîëíû)è ýëåêòðîíîâ. Òàê, ïðè � = 1 äëèíà Äåáàÿ ïîçèòðî�íîâ ðàâíà íóëþ è ìû ïîëó÷èì òî æå äèñïåðñèîííîåóðàâíåíèå, ÷òî è â ðàáîòå [42℄. Èç �îðìóëû (25) ïî�ëó÷èì ÿâíóþ çàâèñèìîñòü !(�):! =8>>>><>>>>:V 2FDi�2 + !20i1 + 1�2Dp + 1�2De! 1�2 9>>>>=>>>>;1=2 : (26)�ðà�èê çàâèñèìîñòè (26) ïðèâåäåí íà ðèñ. 1. Îíèìååò òèïè÷íûé äëÿ èîííîãî çâóêà âèä è ñîñòîèòèç òðåõ ó÷àñòêîâ. Äëèííîâîëíîâûé ó÷àñòîê ñîîòâåò�ñòâóåò ëèíåéíîé èîííî-çâóêîâîé âîëíå, ðàñïðîñòðà�íÿþùåéñÿ ïðàêòè÷åñêè áåç äèñïåðñèè ñ ëèíåéíîéñêîðîñòüþ èîííî-çâóêîâûõ âîëíVs = d!d� �����=0 =sV 2i + !20i�2Dp�2De�2Dp + �2De == !is�2Di + �2Dp�2De�2Dp + �2De ; (27)ñðåäíåâîëíîâûé ó÷àñòîê ñîîòâåòñòâóåò èîííî-ïëàç-ìåííûì êîëåáàíèÿì ñ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ, êîòî�ðàÿ ñóùåñòâåííî ìåíüøå Vs, äàëåå èäåò êîðîòêîâîë�íîâûé ó÷àñòîê. È ïîñëåäíèé, òåïëîâîé ó÷àñòîê íåèìååò ïðàêòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, òàê êàê âîëíà òàìáûñòðî çàòóõàåò ïî ìåõàíèçìó çàòóõàíèÿ Ëàíäàó.�ðà�èê ëåæèò öåëèêîì â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîéëó÷àìè ! = Vs� è ! = VFDi�. Èìåííî â äèàïàçîíåñêîðîñòåé îò VFDi äî Vs ñëåäóåò èñêàòü ðåøåíèÿ ââèäå ïåðèîäè÷åñêèõ èîííî-çâóêîâûõ âîëí. À ñòàöèî�íàðíûå ñîëèòîíû ñî ñêîðîñòÿìè èç ýòîãî äèàïàçîíàñóùåñòâîâàòü íå ìîãóò ïî ïðè÷èíå èõ âîçìîæíîãî983
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0.2 0.4 0.6 0.8 1.0�èñ. 2. �ðà�èê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè çâóêà îò ïà-ðàìåòðà � (ñâåòëîé òî÷êîé ïîêàçàíî íåäîïóñòèìîåçíà÷åíèå �, çàêðàøåííûå îáëàñòè � äîïóñòèìûåçíà÷åíèÿ ñêîðîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ âîëí)ñèíõðîíèçìà è ýíåðãåòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïå�ðèîäè÷åñêîé âîëíîé. Ïîýòîìó ðåøåíèå â âèäå ñîëè�òîíîâ ñëåäóåò èñêàòü ëèáî âûøå ëó÷à ! = Vs�, ëèáîíèæå ! = VFDi� (çàêðàøåííûå ñåêòîðû íà ðèñ. 1).Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåí ãðà�èê íîðìèðîâàííîé çà�âèñèìîñòè ñêîðîñòè çâóêà îò ïàðàìåòðà � ïî �îðìó�ëå (27). Îí èìååò âèä âîçðàñòàþùåé �óíêöèè è ïðè� = 1 ñòðåìèòñÿ ê ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ, ðàâ�íîìó ñêîðîñòè çâóêà äëÿ âûðîæäåííîé e-i-ïëàçìûVs(e�i). Ïðè óìåíüøåíèè êîíöåíòðàöèè èîíîâ ñêî�ðîñòü çâóêà óáûâàåò è ñòðåìèòñÿ ê òåïëîâîé ñêîðî�ñòè ãàçà Ôåðìè �Äèðàêà VFDi. Óìåíüøåíèå ñêîðî�ñòè çâóêà ïðè óâåëè÷åíèè êîíöåíòðàöèè ïîçèòðîíîâîáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïîçèòðîíû íà÷èíàþò ýêðàíè�ðîâàòü âñå áîëüøèé îòðèöàòåëüíûé çàðÿä ýëåêòðî�íîâ, ÷òî óìåíüøàåò âîçâðàùàþùóþ ñèëó, äåéñòâóþ�ùóþ íà èîíû.4. ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÒÅÎ�Èß4.1. Ïîëó÷åíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿÁóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ñòàöèîíàðíîé âîë�íû, êîòîðàÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íà�ïðàâëåíèè îñè x ñ �àçîâîé ñêîðîñòüþ V . Óðàâíåíèÿ,îïèñûâàþùèå âîëíó, îñòàþòñÿ ïðåæíèìè � (3), (6),(7), èõ äîïîëíÿò ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûå óðàâíå�íèÿ ñîñòîÿíèÿ (9), (10) è áàðîìåòðè÷åñêèå �îðìóëû(12), (13).Ââåäåì àâòîìîäåëüíóþ ïåðåìåííóþ� = x� V t; ��t = �V dd� ; ��x = dd� : (28)

Ýòî îçíà÷àåò ïåðåõîä èç ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îò�ñ÷åòà â íîâóþ ñèñòåìó, ñâÿçàííóþ ñ âîëíîé. Â íîâîéñèñòåìå îòñ÷åòà ðåøåíèå áóäåò èìåòü âèä ñòàöèîíàð�íîé âîëíû, ïðî�èëü êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêîîäíîé ïåðåìåííîé �.Òàêæå â óðàâíåíèÿõ (1) è (2) íåîáõîäèìî ïðåîá�ðàçîâàòü ñêîðîñòü èîíîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîìui = vi � V; (29)ãäå vi � ñêîðîñòü èîíîâ â èñõîäíîé ëàáîðàòîðíîéñèñòåìå îòñ÷åòà, â êîòîðîé íåâîçìóùåííàÿ ïëàçìàïîêîèòñÿ, ui � ñêîðîñòü èîíîâ â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿ�çàííîé ñ âîëíîé, â êîòîðîé íåâîçìóùåííàÿ ïëàçìàäâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ (�V ). Â ñòàöèîíàðíîé âîëíåñêîðîñòü èîíîâ ìåíüøå ñêîðîñòè ñàìîé âîëíû, ïî�ýòîìó ui < 0. Ïîñëå ââåäåíèÿ íîâîé ïåðåìåííîé èïðåîáðàçîâàíèÿ ñêîðîñòè èñõîäíûå óðàâíåíèÿ ïðè�íèìàþò âèä d(niui)d� = 0; (30)ui duid� = � qim d'd� � 1mni dPid� ; (31)d2'd�2 = �4�(qini + qpnp � qene): (32)Ïðåîáðàçóåì â âûðàæåíèè (31) ñëàãàåìîå, ñâÿ�çàííîå ñ ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðà�âèëîì äè��åðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé �óíêöèè:dPi(�i; Ti)d� = �pi��i d�id� + �pi�Ti dTid� : (33)×àñòíûå ïðîèçâîäíûå �pi=��i è �pi=�Ti ìîæíî íàé�òè èç �îðìóëû (10). Ýòî äàåò1ni �Pi�x = d�id� � �ikTi d(kTi)d� : (34)Â èçîòåðìè÷åñêèõ ïðîöåññàõ òåìïåðàòóðà ïîñòî�ÿííà è, ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé÷àñòè (34) ðàâíî íóëþ. Òåïåðü óðàâíåíèå (31) ïåðå�ïèøåòñÿ â âèäåui duid� = � qim d'd� � 1m d�id� : (35)Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè èóðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèlimui!�V ni = n0; limui!�V ' = 0; limui!�V �i = �0i;ïîëó÷èì' = mV 22qi "�n0ini �2 � 1#� �i � �0iqi : (36)984
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�èñ. 3. �ðà�èêè çàâèñèìîñòè '(�i) ïðèVFDi > V (à), VFDi < V (á )Äàëåå â (36) ïîäñòàâèì (7) è ïîëó÷èì çàâèñè�ìîñòü '(�i):' = mV 22qi 266640BB�Li3=2�� exp �0ikT0i �Li3=2�� exp �ikT0i �1CCA2 � 137775�� �i � �0iqi : (37)Ýòà î÷åíü âàæíàÿ çàâèñèìîñòü ñîäåðæèò â ñåáåçàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è çàêîí ñîõðàíåíèÿ ÷èñëàèîíîâ â âîëíîâîì ïîòîêå. Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíûãðà�èêè íîðìèðîâàííîé çàâèñèìîñòè '(�i). Ôóíê�öèÿ èìååò ìàêñèìóì, à òàêæå â äâóõ òî÷êàõ ïåðåñå�êàåò îñü àáñöèññ. Îäíà èç ýòèõ òî÷åê �0i=kT0i ñîîò�âåòñòâóåò êâàçèíåéòðàëüíîñòè íåâîçìóùåííîãî ñî�ñòîÿíèÿ ïëàçìû. Äëÿ ñëó÷àÿ VFDi > V ÷åðåç òî÷êó

êâàçèíåéòðàëüíîñòè ïðîõîäèò ïðàâàÿ âåòâü �óíê�öèè (ðèñ. 3à), à äëÿ ñëó÷àÿ VFDi < V � ëåâàÿ(ðèñ. 3á ). Âòîðûå ïåðåñå÷åíèÿ ëèøåíû �èçè÷åñêîãîñìûñëà è íà ðèñóíêå ïîêàçàíû øòðèõîâûìè ëèíèÿ�ìè.Íà ðèñ. 3á âèäíî, ÷òî ïðè âîçðàñòàíèè õèìè÷å�ñêîãî ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñòàíî�âèòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, îäíîâðåìåííî ñ ýòèì, ñîãëàñ�íî (9), ðàñòåò êîíöåíòðàöèÿ èîíîâ. Â ðåçóëüòàòå íàèîíû áóäåò âîçðàñòàòü ýëåêòðè÷åñêàÿ ñèëà, ñòðåìÿ�ùàÿñÿ âåðíóòü èõ â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ. Òàêîéæå ïðîöåññ ïðîèñõîäèò è ïðè óìåíüøåíèè õèìè÷å�ñêîãî ïîòåíöèàëà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñêîðîñòåéVFDi < V âîçíèêàåò âîçâðàùàþùàÿ ñèëà. Äëÿ ñëó�÷àÿ ðèñ. 3à âîçâðàùàþùàÿ ñèëà íå âîçíèêàåò, ñëå�äîâàòåëüíî, âîëí ïðè ñêîðîñòÿõ VFDi > V íå ñóùå�ñòâóåò.Çàïèøåì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ îò �óíêöèè '(�i)ïî �i:d'd�i = f(�i) = � 1qi ++ 1qi mV 2kT0i �Li3=2�� exp �0ikT0i��2 �� Li1=2�� exp �ikT0i��Li3=2�� exp �ikT0i��3 : (38)Èç óðàâíåíèÿ f(�i) = 0 (39)íàõîäèì òî÷êó ýêñòðåìóìà �óíêöèè '(�i): �i == �imax (�i = �imin) ïðè VFDi < V (VFDi > V ). Êàêñëåäóåò èç àíàëèçà ãðà�èêîâ íà ðèñ. 3, â âîëíå õè�ìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èçèíòåðâàëà �1 < �i < �imax äëÿ VFDi < V (�i min << �i <1 äëÿ VFDi > V ). Äàëåå îáîçíà÷èìd2'd�2i = df(�i)d�i : (40)Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðàâèëîì äè��åðåíöèðîâà�íèÿ ñëîæíîé �óíêöèè â óðàâíåíèè Ïóàññîíà (32)d2'd�2 = d'd�i d2�id�2 + d2'd�2i �d�id� �2 ; (41)à òàêæå ó÷èòûâàÿ �îðìóëû (12), (13), (37), (38) è(39), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:f(�i)d2�id�2 + d2f(�i)d�2i �d�id� �2 == �i(�i) + �p(�i) + �e(�i); (42)985



À. Å. Äóáèíîâ, Ì. À. Ñàçîíêèí ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 5 (11), 2010ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ�i(�i) = �4�qi (mkT0i)3=221=2�3=2~3 Li3=2�� exp �ikT0i� ; (43)�e(�i) = �4�qin0 1� �� Li3=28>><>>:� exp2664 �0ekT0e + qe2qi mV 2kT0e �� 0BB�Li23=2�� exp �0ikT0i�Li23=2�� exp �ikT0i� � 11CCA� qeqi �i � �0ikT0e 37759>>=>>;�� Li�13=2�� exp �0ekT0e� ; (44)�p(�i) = �4�qin0� 1� � 1��� Li3=28>><>>:� exp2664 �0pkT0p � qp2qi mV 2kT0p �� 0BB�Li23=2�� exp �0ikT0i�Li23=2�� exp �ikT0i� � 11CCA+ qpqi �i � �0ikT0p 37759>>=>>;�� Li�13=2�� exp �0pkT0p� : (45)Óðàâíåíèå (42) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àâòîíîìíîåäè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà, äî�ïóñêàþùåå ïîíèæåíèå ïîðÿäêà ñ ïîìîùüþ çàìåíûz(�i) = d�i=d�. Ïîñëå òàêîé çàìåíû ïîäåëèì óðàâ�íåíèå íà zf(�i) è ïîëó÷èì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâ�íåíèå Áåðíóëëè [46℄:dzd�i + 1f(�i) df(�i)d�i z == �i(�i) + �p(�i)� �e(�i)f(�i) 1z : (46)Ïîñëå äåëåíèÿ ìû ìîãëè áû ïîòåðÿòü îñîáûå ðå�øåíèÿ â âèäå z = 0 è f(�i) = 0. Îäíàêî ïåðâîå èçíèõ äàåò íåâîçìóùåííîå ðåøåíèå �i = �0i, à ðåøå�íèÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè (42).Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (42) èìååò âèä

z2 = exp��C1 + 2 Z exp(��) �� �i(�i) + �p(�i) + �e(�i)f(�i) d�i� ; (47)ãäå � = �2 Z 1f(�i) df(�i)d�i d�i = �2 ln(f(�i));Ci � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîñëå óïðîùåíèéïîëó÷àåìz2 = 1f2(�i) ���C1+2 Z f(�i) [�i(�i)+�p(�i)+�e(�i)℄ d�i� : (48)Èç (48) ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ�i(�) â êâàäðàòóðàõ:� + C2 = Z d�iz(�i) ; (49)êîòîðîå ñîâìåñòíî ñ (48) áóäåò ÿâëÿòüñÿ îáùèì òî÷�íûì ðåøåíèåì çàäà÷è î ïðî�èëå èîííî-çâóêîâîéâîëíû â âûðîæäåííîé ïëàçìå, ñîñòîÿùåé èç ýëåêòðî�íîâ, ïîçèòðîíîâ è ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûõ èîíîâ.4.2. Àíàëèç ðåøåíèÿ ìåòîäîìïñåâäîïîòåíöèàëàÀíàëèç òî÷íîãî ðåøåíèÿ (48) â ñèëó åãî ãðîìîçä�êîñòè çàòðóäíåí. Ïîýòîìó äëÿ äàëüíåéøåãî èññëå�äîâàíèÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ìåòî�äîì ìåõàíè÷åñêîé àíàëîãèè. Íàèáîëåå èçâåñòåí ìå�òîä ïñåâäîïîòåíöèàëà Ñàãäååâà, îïèñàííûé â ðà�áîòàõ [47; 48℄. Â íåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïñåâäîýíåð�ãèè çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç îáîáùåííóþ êîîðäèíàòó 'è îáîáùåííûé èìïóëüñ d'=d�:�12 �d'd� �2 = US('); (50)à äëÿ åãî ïðèìåíåíèÿ íåîáõîäèìî ðàçðåøèòü óðàâ�íåíèå (37) îòíîñèòåëüíî �i = �i(').Â íàøåé çàäà÷å ïîëó÷èòü �óíêöèþ �i = �i(')íåâîçìîæíî, ïîýòîìó ìåòîä Ñàãäååâà çäåñü íå ïðè�ìåíèì. Íî ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ïñåâ�äîïîòåíöèàëà Áåðíóëëè [34�37℄. Äëÿ ýòîãî â óðàâíå�íèè (50) ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå îáîáùåííûõ êîîð�äèíàò:986



ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 5 (11), 2010 Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ èîííî-àêóñòè÷åñêèõ âîëí : : :
�5
0�1�2�3�40 1 2 3 4 5 6 7�ikT0i� = 0:010:10:5

à
á
â

ã
ä
å

5 5:4 5:8 6:20�0:4�0:8�1:20200400600

5 6 7� = 0:5 0:10:01

UB4�n0mV 2
UB4�n0mV 2
UB4�n0mV 2

UB4�n0mV 2
UB4�n0mV 2
UB4�n0mV 2

04804008001200
2 108654

02040�20�40�60�80�1000�100
�500�400�300�200

2 4 5 6 8 10�ikT0i
�ikT0i

�ikT0i

2 4 5 6 8 10�ikT0i
2 4 5 6 8 10
2 108654

0�100�200�300�400�500

� = 0:50:1
0:10:01

0:10:01UB4�n0mV 2
UB4�n0mV 2 �i maxkT0i

�i minkT0i

� = 0:50:010:1�ikT0i �imaxkT0i

� = 0:50:10:01
� = 0:5

� = 0:5
0:01

�èñ. 4. �ðà�èêè ïñåâäîïîòåíöèàëà ïðè V=VFDi = 0:5 (à), 2:5 (á ), 10:5 (â), 25:5 (ã), 50:5 (ä), 120 (å)8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:
' = mV 22qi 0BB�Li23=2�� exp �0ikT0i�Li23=2�� exp �ikT0i� � 11CCA���i � �0iqi ;d'd� = f(�i)d�id� : (51)
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå (51) íå ÿâ�ëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì, íîâûå îáîáùåííûå ïåðåìåí�íûå �i è d�i=d� òàêæå íå êàíîíè÷åñêèå, ÷òî ëåãêîäîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñêîáîê Ïóàññîíà. Ïîýòî�

ìó çàïèñü çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ïñåâäîýíåðãèè â íîâûõîáîáùåííûõ êîîðäèíàòàõ íå áóäåò èìåòü êàíîíè÷å�ñêèé âèä:� 12 �f(�i)d�id� �2 == � Z f(�i)�(�i) d�i + C = UB(�i): (52)Íàçîâåì UB(�i) ïñåâäîïîòåíöèàëîì Áåðíóëëè, ïî�ñêîëüêó åãî âûðàæåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü èç òî÷íîãîðåøåíèÿ (48) óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè (46):987



À. Å. Äóáèíîâ, Ì. À. Ñàçîíêèí ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 5 (11), 2010� 12 �f(�i)d�id� �2 = UB(�i) == � Z f(�i) [�i(�i) + �p(�i) + �e(�i)℄ d�i: (53)Ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ â âûðàæåíèè (53) âû�áðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû UB(�0i) = 0.Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ãðà�èêè ïñåâäîïîòåíöèà�ëà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ � è ñêîðîñòè âîëíû(ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè íàðèñîâàíû âåòâè ïñåâäîïî�òåíöèàëà, êîòîðûå íå èìåþò �èçè÷åñêîãî ñìûñëà).Äëÿ ñëó÷àÿ V=VFDi = 0:5 (ðèñ. 4à) âèäèì, ÷òî íèóåäèíåííûå, íè ïåðèîäè÷åñêèå âîëíû ñóùåñòâîâàòüíå ìîãóò. Ýòîò æå ðåçóëüòàò íàìè áûë óæå ïîëó÷åíêàê â ëèíåéíîé òåîðèè, òàê è ïðè àíàëèçå �óíêöèè(37). Äëÿ ñëó÷àÿ V=VFDi = 1:5 (ðèñ. 4á ), êîòîðûé ñî�îòâåòñòâóåò ñåêòîðó, ãäå ëåæèò äèñïåðñèîííàÿ êðè�âàÿ íà ðèñ. 1, íà ãðà�èêå ïñåâäîïîòåíöèàëà ñóùå�ñòâóåò ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíî�âåñèÿ �0i=kT0i. Ñòåíêè ÿìû íåñèììåòðè÷íû, ÷òî ãî�âîðèò î íåãàðìîíè÷åñêîì õàðàêòåðå äâèæåíèÿ ïñåâ�äîîñöèëëÿòîðà â íåé. Ïðàâûé ñêëîí îòâå÷àåò �àçåñæàòèÿ èîííîé êîìïîíåíòû ïëàçìû, à ëåâûé � �à�çå ðàçðåæåíèÿ. Âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ÿìàèìååò ïðàêòè÷åñêè ïàðàáîëè÷åñêèé âèä, à ñëåäîâà�òåëüíî, êîëåáàíèÿ ñ ìàëîé àìïëèòóäîé áóäóò ñëà�áî îòëè÷àòüñÿ îò ãàðìîíè÷åñêèõ. Êîëåáàíèÿ ïñåâäî�îñöèëëÿòîðà â òàêîé ÿìå ñîîòâåòñòâóþò ïåðèîäè÷å�ñêîé âîëíå. Ïðè V=VFDi = 3:5 (ðèñ. 4â) äëÿ çíà÷åíèÿ� = 0:01 òî÷êà ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìàê�ñèìóìîì, à ñïðàâà îò íåå èìååì ïîòåíöèàëüíóþ ÿìó.Äâèæåíèå ïî çàìêíóòîé ñåïàðàòðèñå ÿìû â ñòîðî�íó âîçðàñòàíèÿ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà îïèñûâàåòóåäèíåííóþ èîííî-çâóêîâóþ âîëíó � ñîëèòîí. Çíà�÷åíèå ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè ñîëèòîíà Vr ìîæíîîïðåäåëèòü èç óñëîâèÿUB(�imax) = 0: (54)�ðà�èê çàâèñèìîñòè ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè ñî�ëèòîíà Vr îò ïàðàìåòðà � ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷å�íèÿõ òåìïåðàòóð êîìïîíåíò ïëàçìû ïðåäñòàâëåí íàðèñ. 5.Äëÿ çíà÷åíèé � = 0:1 è � = 0:5 ïîòåíöèàëüíàÿÿìà ïî-ïðåæíåìó îïèñûâàåò ïåðèîäè÷åñêèå âîëíû(ðèñ. 4â).Äëÿ V=VFDi = 6:5 (ðèñ 4ã) ïðè � = 0:01 íèêà�êèå âîëíû íå ñóùåñòâóþò. Ïðè � = 0:1 ñóùåñòâó�þò óåäèíåííûå èîííî-çâóêîâûå âîëíû � ñîëèòîíû,à ïðè � = 0:5 èìååì ïåðèîäè÷åñêèå âîëíû.Äëÿ V=VFDi = 8:5 (ðèñ. 4ä) ïðè � = 0:01 è � = 0:1íèêàêèå âîëíû íå ñóùåñòâóþò, à äëÿ � = 0:5 ñóùå�ñòâóþò óåäèíåííûå âîëíû.
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�èñ. 5. �ðà�èê çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòèñîëèòîíîâ îò ïàðàìåòðà � (ñâåòëîé òî÷êîé ïîêàçàíîíåäîïóñòèìîå çíà÷åíèå �)Äëÿ V=VFDi = 10:5 (ðèñ. 4å) ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ� íèêàêèå âîëíû íå ñóùåñòâóþò.4.3. ×èñëåííûé ïðèìåðÏðîèëëþñòðèðóåì ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ÷èñëåí�íûìè ïðèìåðàìè. Íà ðèñ. 6 èçîáðàæåíû ïàðòèòó�ðû ñòàöèîíàðíûõ èîííî-çâóêîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ èóåäèíåííûõ âîëí. Îíè ïîñòðîåíû ñëåäóþùèì îáðà�çîì: ñíà÷àëà âû÷èñëÿëñÿ ïðî�èëü õèìè÷åñêîãî ïî�òåíöèàëà èç óðàâíåíèÿ (42), äàëåå ïî �îðìóëå (9) �ïðî�èëü êîíöåíòðàöèè èîíîâ, ïî �îðìóëå (10) �ïðî�èëü äàâëåíèÿ, ïî �îðìóëå (37) � ïðî�èëüýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, ïî �îðìóëå (12) �ïðî�èëü ïîçèòðîíîâ, ïî �îðìóëå (13) � ïðî�èëüýëåêòðîíîâ. Êàê è ïðåäïîëàãàëîñü, ïðî�èëü âîëíûèìååò àñèììåòðè÷íûé âèä.5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ ðàáîòå ðàçâèòà íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ èîííî-çâó-êîâûõ âîëí â âûðîæäåííîé e-p-i-ïëàçìå â ðàìêàõêâàíòîâîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè. Â êà÷åñòâåóðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ âûáðàíû òî÷íûå óðàâíåíèÿ�åðìè-ãàçà â ïàðàìåòðè÷åñêîé �îðìå. Âîëíà ðàñ�ñìàòðèâàëàñü êàê èçîòåðìè÷åñêèé ïðîöåññ. Ïîñòðî�åíèþ íåëèíåéíîé òåîðèè ïðåäøåñòâîâàë àíàëèç ëè�íåéíîãî äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ.Ïîëó÷åíî è ïðîàíàëèçèðîâàíî òî÷íîå ðåøåíèåèñõîäíûõ óðàâíåíèé. Àíàëèç ïðîâîäèëñÿ ñ ïîìî�ùüþ ìåòîäà ïñåâäîïîòåíöèàëà Áåðíóëëè. �åçóëüòà�988
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�èñ. 6. Ïàðòèòóðû ñòàöèîíàðíîé èîííî-çâóêîâîé âîëíû: a � ïåðèîäè÷åñêàÿ èîííî-çâóêîâàÿ âîëíà, á � óåäèíåííàÿâîëíà � ñîëèòîíòû àíàëèçà íåëèíåéíîé çàäà÷è ñîâïàëè ñ ïðåäñêàçà�íèÿìè ëèíåéíîé òåîðèè.Îïðåäåëåíû îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè�÷åñêèõ èîííî-çâóêîâûõ âîëí è îáëàñòü, â êîòîðîéñóùåñòâóþò óåäèíåííûå èîííî-çâóêîâûå âîëíû �ñîëèòîíû. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòè îáëàñòè íå ïåðåñå�êàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ñêîðîñòüóåäèíåííîé âîëíû íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ñêîðîñòèçâóêà. Ïîñòðîåíû ïðî�èëè �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí âäîçâóêîâîì è ñâåðõçâóêîâîì ðåæèìàõ.Ì. À. Ñàçîíêèí âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü �îí�äó ¾Äèíàñòèÿ¿.
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